
第 3 章

粒子群优化

3.1 引  言

粒子群优化算法(PSO)起源于1994年提出的复杂适应系统理论(ComplexAdaptive
System,CAS)。PSO从鸟群种群行为特性中获得启发,通过模拟鸟群的行为方式,来发掘

同一鸟群同步飞行的模式,以及在最优形式重组时突然改变方向的模式,将其应用于求解优

化问题。
设想这样的一个场景:一群鸟在随机地寻找食物,在整个区域内只存在一块食物,所有

的鸟在初始时都不知道食物的位置,但它们知道自己的位置距离食物还有多远,那么最简单

的觅食策略就是“搜索目前距离食物最近的那只鸟的位置的周围区域”。
在PSO中,每个优化问题的潜在解都可以理解成多维搜索空间上的一个点,即“粒子”

(particle),所有粒子都有一个被目标函数决定的适应度值(fitnessvalue),影响它们移动的

方向和速度,决定它们移动的距离。然后粒子们就在这样的条件下开始追随当前的最优粒

子在解空间中进行搜索。

3.2 基本粒子群优化

PSO的基本思想是:通过群体中个体之间的协作和信息共享在给定的高维搜索空间中

搜寻最优解。PSO中的粒子都存在一种基本行为:效仿别的粒子的成功行为,并继续保持

自身的成功行为。这种基本行为使得整个群体表现出能够搜寻最优解的群体行为。
一个PSO维护了一群粒子,每个粒子代表一个潜在的解。和进化计算范式进行类比,

一个群类类似于一个种群,其中的每个粒子类似一个个体。每个粒子在高维搜索空间中飞

行,通过自身的经验和其周围个体的经验来不断调整自己的位置。令xi(t)表示粒子i在时

刻t时处于搜索空间中的位置,t为离散的时间步。粒子的位置通过对当前位置增加速度

vi(t)来改变,即

xi(t+1)=xi(t)+vi(t+1) (3-1)
其中,xi(0)~U(xmin,xmax)。

速度向量v是驱动优化过程的关键因素,它反映了粒子自身的经验累积,以及它邻域内

的各个粒子与它的交互信息。粒子自身的经验累积通常称为认知部分,与粒子到它找到过

的最佳位置(称为个体最佳位置)的距离成正比。交互信息则称为速度方程式的社会部分。
根据邻域的大小不同,将基本粒子群优化分成了全局最佳粒子群优化(gbestPSO)和局
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部最佳粒子群优化(lbestPSO)。

3.2.1 全局最佳粒子群优化

gbestPSO是指每个粒子的邻域都是整个群体。gbestPSO使用的社会网络是星型拓

扑结构(详见3.2.6节),粒子速度方程式中的社会部分代表着粒子从整个群体中获取到的

交互信息。因此,在gbestPSO中,社会部分就是整个群体所找到的最佳位置,记作ŷ(t)。
对于gbestPSO,粒子i的速度计算公式如下:

vij(t+1)=vij(t)+c1r1j(t)[yij(t)-xij(t)]+c2r2j(t)[ŷj(t)-xij(t)] (3-2)
式中,vij(t)表示粒子i在时刻t时在维度j上的速度;

xij(t)表示粒子i在时刻t时在维度j上的位置;

c1和c2分别界定了认知部分和社会部分贡献的加速常数(都为正数);

r1j和r2j是处于区间[0,1]上的随机值,服从均匀分布,为算法引入了随机性。

yi表示粒子i的个体最佳位置,是指从第一次迭代开始找到的最佳位置。在t+1时

刻,个体最佳位置可以按照如下公式进行计算:

yi(t+1)=
yi(t), f(xi(t+1))≥f(yi(t))

xi(t+1), f(xi(t+1))<f(yi(t)){ (3-3)

式中,f:Rnx→R表示适应度函数,nx 是搜索空间的维度。适应度函数反映了某个解距离最

优解的远近,定量地描述了一个粒子(解)的好坏。

ŷ(t)表示t时刻的全局最佳位置,定义如下:

ŷ(t)∈ y0(t),…,yns(t){ }|f ŷ(t)( ) =min{f(y0(t)),…,f(yns(t))} (3-4)

式中,ns是群中的粒子总数。ŷ(t)表示所有粒子到目前为止找到的最佳位置。在实际的计

算过程中,取个体最佳位置中的最优值。全局最佳位置也可以通过当前群中粒子位置的最

优值获得,即

ŷ(t)=min{f(x0(t)),…,f(xns(t))} (3-5)

  gbestPSO算法如下。

算法3-1 gbestPSO

创建并初始化一个维度为nx 的群;
repeat
  for每个粒子i=1,…,nsdo
    //设置个体最佳位置

    iff(xi)<f(yi)then
      yi=xi;
    end
    //设置全局最佳位置

    iff(yi)<f(ŷ)then

      ŷ =yi;
    end
  end
  for每个粒子i=1,…,nsdo
    更新每个粒子的速度vij(t+1);
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    更新每个粒子的位置xi(t+1);
  end
until满足终止条件;

3.2.2 局部最佳粒子群优化

lbestPSO中每个粒子的邻域都比较小,速度方程式中的社会部分反映了粒子邻域的

信息交互,以及局部环境的知识。lbest使用的社会网络是环型拓扑结构(详见3.2.6节)。
社会部分对粒子速度的贡献跟粒子与该粒子邻域最佳位置之间的距离成正比。速度计算公

式如下:

vij(t+1)=vij(t)+c1r1j(t)[yij(t)-xij(t)]+c2r2j(t)[ŷij(t)-xij(t)] (3-6)
式中,ŷij 表示粒子i处于维度j的邻域内找到的最佳位置。局部最优粒子的位置ŷi 是在

邻域Ni中的最佳位置,定义如下:

ŷi(t+1)∈ Ni|f ŷi(t+1)( ) =minf(x){ },∀x∈Ni{ } (3-7)

  邻域Ni的定义如下:

Ni={yi-nNi
(t),yi-nNi+1(t),…,yi-1(t),yi(t),yi+1(t),…,yi+nNi

(t)} (3-8)

  对于大小为nNi的邻域,局部最佳位置也称为邻域最佳位置。
在基本PSO中,同一个邻域中的粒子之间是没有关系的,邻域的选择是基于粒子索引

进行的。随着PSO的发展,又有人提出了一些新的寻找邻域的策略,例如根据空间的相似

性来确定邻域。
基于粒子索引来确定邻域有如下两个原因。
(1)计算代价降低。基于粒子索引的方法不需要确定粒子的空间顺序,如果要确定粒

子的空间距离来决定邻域,则需要计算所有粒子之间的欧氏距离,计算的时间复杂度

为O(n2
s)。
(2)在所有粒子之间传播信息。基于粒子索引的方法会忽略粒子在搜索空间中的位

置,从而将了解的信息传播到所有粒子。
需要注意的是邻域的重叠问题。一个粒子可能属于多个邻域,邻域的互相重叠有助于

邻域之间的信息共享,并确保了群体能够收敛于一个点,也就是全局最优粒子。gbestPSO
其实就是nNi=ns时的lbestPSO。

lbestPSO算法如下。

算法3-2 lbestPSO

创建并初始化一个维度为nx 的群;
repeat
  for每个粒子i=1,…,nsdo
    //设置个体最佳位置

    iff(xi)<f(yi)then
      yi=xi;
    end
    //设置邻域最佳位置

    iff(yi)<f(ŷ)then
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      ŷ =yi;
    end
  end
  for每个粒子i=1,…,nsdo
    更新每个粒子的速度vij(t+1);
    更新每个粒子的位置xi(t+1);
  end
until满足终止条件;

3.2.3 gbest PSO 与 lbest PSO 的比较

以上介绍的两种版本的PSO在“速度更新的社会部分导致粒子向全局最优解移动”方
面是相似的。

两种算法在收敛性方面的主要区别如下。
(1)gbestPSO有更大的粒子互联度,所以它收敛得会比lbestPSO更快。然而,这种

更为快速的收敛却导致了较差的多样性。
(2)lbestPSO具有更好的多样性(能够覆盖搜索空间的绝大部分),因此不容易陷入局

部极值。一般来说(取决于研究的问题),邻域的结构,例如lbestPSO中使用的环形拓扑结

构,能够进一步提升性能。

3.2.4 速度成分

速度方程式由三部分组成。
(1)之前的速度,vi(t),它代表之前飞行方向的记忆,即不久之前的移动情况。这种记

忆可以看作一种动量或者趋势,能够防止粒子突然改变方向,继续偏向现在的方向。这个分

量也被称为惯性分量。
(2)认知部分,c1r1(yi-xi),可以评估粒子i相较于过去的表现。在某种程度上,认知

部分模拟了粒子的最佳位置的个体记忆。这一项的作用是可以将粒子拉回到它们各自的最

佳位置,表明了粒子回到过去最佳位置的一种趋势。Kennedy和Eberhart也将认知部分称

为粒子的“怀旧”。
(3)社会部分,在gbestPSO中表示为c2r2(ŷ-xi),在lbestPSO中则表示为c2r2

(ŷi-xi)。 它评估了粒子相对于群体或者其邻域的表现。社会部分可以认为是粒子试图

达到的一种群体的标准,其作用是将粒子拉回到其邻居找到的最佳位置。
认知部分和社会部分的作用分别由随机变量c1r1和c2r2来控制。

3.2.5 几何描述

速度方程式的效果可以很容易地在一个二维向量空间中进行表示。为了更好地进行说

明,先考虑二维搜索空间中的一个粒子。
图3-1展示了粒子的一种典型的移动方式。为了方便说明,图中粒子的下标被省略。

图3-1(a)描述了时刻t时的群体状态。注意新的位置x(t+1)向全局最佳位置ŷ(t)靠拢

了。对于时间步t+1,如图3-1(b)所示,假定个体最佳位置不变,图中说明了惯性分量、认
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知部分和社会部分是如何帮助粒子向全局最佳位置移动的。

图3-1 二维向量空间下的单一粒子的速度更新和位置更新示意图

当然,一个粒子的位置是有可能超越全局最佳位置的,主要是由于惯性成分的存在。这

将会导致以下两种情况:
(1)新的位置,是在当前全局最佳位置的前提下产生的,因此有可能超越当前的全局最

佳位置。在这种情况下,新的全局最佳位置就会吸引其他所有粒子向它移动。
(2)新的位置仍然不如当前的全局最佳位置,在之后的时间步骤之中,速度方程式中的

认知部分和社会部分将使得粒子朝着全局最佳位置的方向移动。
粒子在所有位置上更新操作的累积效应就是每个粒子都会收敛到连接全局最佳位置和

粒子个体最佳位置连线上的一点。
下面回到多个粒子的情况。图3-2中使用了gbestPSO优化,求解一个包含两个变量

x1和x2的二维函数最小化问题。最优值在原点处,用符号“×”标记。图3-2(a)表示了8个

粒子的初始位置,同时全局最优值如图所示。在时刻t时,认知部分对每个粒子的速度贡献

为零,只有社会部分会对粒子的移动产生影响。需要注意的是,全局最优值是不会改变的。

图3-2 多粒子的gbestPSO优化示意图
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图3-2(b)表示经过一次迭代后的所有粒子的新位置,并且已经找到了一个新的全局最佳位

置。图中所有粒子的速度方程式都受到影响,都朝着新的全局最佳位置移动。
最后,关于lbestPSO,图3-3展示了粒子是如何受到其邻居的影响的。为了保证图示

的可读性,只展示了部分粒子的移动情况,并只标出了向全局最优值聚合的速度方向。在邻

域1中,粒子a 和粒子b都向粒子c移动,c是此邻域内的最优值。对于邻域2来说,粒子d
和粒子e都向粒子f 移动。在下一次迭代中,粒子e将会是邻域2内的最优值。图3-3(b)
显示粒子d 和粒子f 都向粒子e移动。图中的方块代表粒子之前的位置。值得注意的是,

e依然是邻域2内的最优值,整体的运动都是朝着最小值的方向移动的。

图3-3 多粒子lbestPSO优化示意图

3.2.6 社会网络结构

社交互动是驱动PSO工作的本质属性。群体中的粒子之间相互学习,并根据获取的

知识,使自身变得更接近“比自己更好”的邻居粒子。PSO的社会结构由重叠的邻域信息

决定,邻域内的粒子之间互相影响。这个特点类似动物观察的行为,区域中的生物个体

最有可能受到其周围邻居个体的影响,并且“更为成功”的个体对其周围个体的影响力也

会更大。
在PSO中,同一个邻域内的粒子通过和每个粒子交换成功信息来进行交流。所有粒子

都向着被认为是更好的位置移动。PSO的表现很大程度上依赖社会网络的结构。通过社

会网络的信息流取决于以下三方面。
(1)网络节点之间的连接程度。
(2)聚类的数量(当一个节点的邻居也是其他节点的邻居时会发生聚类)。
(3)节点之间的平均最短距离。
在高度互联的社会网络中,大多数的个体是可以互通的,使得最佳位置的信息能够迅速

地在社会网络中进行传递。从优化的角度来说,这意味着搜索最优解的收敛速度将会更快。
然而,对于高度互联的网络,更快的收敛速度将会导致更容易陷入局部极值,主要是因为搜
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索空间的覆盖范围小于互联程度较低的网络。对于在邻域中存在大量聚类的稀疏连接网

络,还可能发生搜索空间未被充分覆盖,导致不能获得最优解的情况,因为每个聚类只能包

含搜索空间的一小部分。在这样的网络结构中存在若干聚类,而不同的聚类之间通常联系

很少,因此,搜索空间某一有限部分的信息在聚类之间的流动速度将会非常缓慢。
目前已经存在多种PSO的社会网络结构,这里介绍一些主要的社会网络结构。其他部

分可以参考文献中的内容。

• 星型(star)社会网络结构。如图3-4(a)所示,在这种网络结构中,所有粒子互相连

接,因此每个粒子都可以和其他所有粒子进行通信。在这种情况下,每个粒子都向

着全局最佳位置移动。一般gbestPSO都是用这种网络结构实现的。

• 环型(ring)社会网络结构。如图3-4(b)所示,每个粒子和其直接邻居进行通信,试
图从邻域空间中寻找最佳位置,并向着最佳位置移动。信息在社交网络中的流动速

度较慢,因此收敛速度也会较慢。但是,与星型社会网络结构相比,搜索空间的大部

分都会被覆盖。这种网络结构能够在处理多模问题时提供更好的性能。一般lbest
PSO都是用这种网络结构实现的。

• 轮型(wheel)社会网络结构。如图3-4(c)所示,邻域中的个体是相互独立的。一个

粒子作为中心焦点,所有信息都通过焦点粒子进行传递。焦点粒子比较邻域中所有

粒子的性能,并根据最优的邻居调整自己的位置。如果焦点粒子的新位置代表了更

好的解,那么它就会将这个信息传递给所有的粒子。这种网络结构同样降低了信息

的传播速度。

• 金字塔型(pyramid)社会网络结构。如图3-4(d)所示,这种网络结构形成了三维有

线连接框架。

• 四聚类型(fourclusters)社会网络结构。如图3-4(e)所示,四个集群由集群之间的

两个连接构成,集群内的粒子分别和五个邻居粒子相连。

• 冯·诺依曼(vonNeumann)社会网络结构。如图3-4(f)所示,粒子以网络结构连

接,这种结构在许多实证研究中显示出了比其他网络结构更好的性能。

3.2.7 算法的其他部分

1.算法初始化

PSO的第一步是群的初始化,并且设置控制参数。在基本PSO优化中,控制参数c1和

c2、初始速度、粒子位置和个体最佳位置都需要赋初始值。在lbestPSO中,还需要制定邻

域范围内的粒子个数。
一般情况下,粒子的初始位置是在搜索空间中均匀分布的,但是,PSO的搜索效果会很

大程度上依赖初始群的分布,即覆盖了多少搜索空间以及粒子的分布情况。如果初始群没

有覆盖到极值所在的区域,那么PSO优化将很难搜索到这个值。或者粒子的速度方程式的

惯性因素将粒子引向了未覆盖区域,那么也有可能搜索到这个极值。
假设极值在xmin和xmax所定义的区域内,它们分别表示在每一维上的最小值和最大值,

粒子位置的初始化可以表示为
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图3-4 社会网络结构示例

x(0)=xmin,j +rj xmax,j -xmin,j( ) ,j=1,…,nx (3-9)
式中,rj~U(0,1)。

初始速度可以初始化为0,即

vi(0)=0,i=1,…,ns (3-10)
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  位置的随机初始化可以保证搜索的随机性,速度也可以随机初始化,但不能太大,过大

的初始速度会包含较大的惯性成分,导致每次位置更新时的幅度较大,这样很容易引起粒子

偏离搜索区域,使得群难以收敛。
粒子的个体最佳位置可以初始化为粒子在时刻t=0时的位置,即

yi(0)=xi(0),i=1,…,ns (3-11)

2.算法的终止条件

选择终止条件时,需要考虑两个因素:
(1)终止条件不能在种群尚未进化完全时停止优化,否则会得到次优解而不是最优解。
(2)终止条件不能导致频繁地计算适应度函数,否则计算的复杂度会急剧提升。
目前经常选用的终止条件如下:
(1)设置最大迭代次数。当达到最大迭代次数时,就终止算法。
(2)设置可接受的解的范围。当解达到可接受的程度时,即终止算法。
(3)在一定迭代次数内,解没有得到优化,则终止算法。

3.3 粒 子 轨 迹

3.3.1 简化 PSO 模型的粒子轨迹

  对于一个简化的PSO模型,只包含一个粒子(ns=1)和一个维度(nx=1),同时假设个

体最佳和全局最佳位置相同且保持不变,即ŷ(t)=y(t)=p,进而假设一个确定的PSO模

型(没有随机因素的存在),没有惯性权重、速度限制以及收缩系数。在以上假设下,速度和

位置更新方程式表示如下:

v(t)=v(t-1)+(ϕ1+ϕ2)(p-x(t-1)) (3-12)

x(t)=x(t-1)+v(t) (3-13)
式中,ϕ1=c1r1,ϕ2=c2r2。粒子和维数的下标都被省略掉了,因为只考虑了单个粒子和一

个维度的情况。令ϕ=ϕ1+ϕ2,则速度方程式和位置方程式变为

v(t)=v(t-1)+ϕx(t-1)+ϕp (3-14)

x(t)=x(t-1)+v(t-1)+ϕx(t-1)+ϕp (3-15)

  进一步可得

x(t-1)=x(t-2)+v(t-1) (3-16)

v(t-1)=x(t-1)+x(t-2) (3-17)

  综上各式,可以得到如下非齐次递归关系:

x(t)=(2-ϕ)x(t-1)+x(t-2)+ϕp (3-18)

  初始条件为x(0)=x0,x(1)=(1-ϕ)+v0+ϕp。
改写成矩阵-向量乘法形式:

x(t)

x(t-1)

1

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú
=
2-ϕ -1 ϕp
1 0 0
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ê
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û

ú
ú
úú

x(t-1)

x(t-2)

1

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

(3-19)

  根据上述矩阵方程式,可得特征方程式如下:
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(1-λ)(1-λ(2-ϕ)+λ2)=0 (3-20)

  可得如下解:

α=
2-ϕ+γ

2

β=
2-ϕ-γ

2

γ= ϕ2-4ϕ

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

  因此,非齐次递归式(3-18)可以写成

x(t)=k1+k2αt+k3βt (3-21)

  式中的三个系数是由系统的初始条件所确定的常数,由于有三个未知系数,因此需要列

方程式如下:

x(0)

x(1)

x(2)

é
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ê
ê
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ù

û

ú
ú
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1 1 1
1 α β
1 α2 β2
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k1
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k3
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êê

ù

û

ú
ú
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(3-22)

  通过求解上述方程式,可得

k1=p
k2=x0-p-k3

k3=
(x0-p)(γ+ϕ)

2γ -
v0

γ
  令x0=p,可得粒子的轨迹方程式:

x(t)=
v0

γ αt-βt( ) +p (3-23)

式中,γ= ϕ2-4ϕ。当ϕ2-4ϕ>0时,γ∈R,否则γ∈C。下面分情况进行讨论。

1.γ∈R
(1)ϕ=0,可得递归轨迹方程式如下:

x(t)=2x(t-1)-x(t-2) (3-24)

  粒子的轨迹如下:

x(t)= x0-p( )v0t (3-25)

  如果x0=p,则粒子会沿着初始方向一直移动下去。
(2)ϕ=4,可得递归轨迹方程式如下:

x(t)=-2x(t-1)-x(t-2)+4p (3-26)

  粒子的轨迹如下:

x(t)=((x0-p)+(2(x0-p)-v0)t)(-1)t+p (3-27)

  如果x0=p,则轨迹方程式变成

x(t)=-v0t(-1)t+p (3-28)

  由于(-1)t的存在,粒子将在连续的时间步上做相反方向的运动。
(3)ϕ>4,粒子轨迹如式(3-23)所示,粒子将做振动运动(以指数函数为界)。初始速度

v0越大,粒子的步长也会越大。
综上可知,当γ∈R时,粒子的步长的增大需要加以限制,以保证粒子不会偏离搜索空间。
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2.γ∈C
(1)0<ϕ<4,轨迹方程式如下:

x(t)=k2αt+k3βt (3-29)
式中,

α=
2-ϕ+γ'

2

β=
2-ϕ-γ'

2

k3=
x0-p( ) γ'+ϕ( )

2γ' -
v0

γ'
k2=x0-p-k3

γ'=i |ϕ2-4ϕ|
  对于任意一个复数z∈C,它的模由l2范数度量,即

z = (R(z))2+(G(z))2 (3-30)
  需要注意的是,复数可以写成如下形式:

zt=(z eiθ)t= z teiθt= z t(cosθt+isinθt) (3-31)
式中,θ=arg(z)。

若x0=p,则轨迹方程式变成

x(t)=
2v0

γ'sinarctan
γ't
2-ϕ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ (3-32)

式(3-22)表明,一个具有复数值γ 的粒子的轨迹是一条正弦波,其中初始条件和参数的选

择将决定波的振幅和频率,其实决定的是粒子的方向和步长。振幅和频率的表达形式如下:

A=
2v0

γ'
(3-33)

V=
arctan γ't

2-ϕ
æ

è
ç

ö

ø
÷

2π
(3-34)

  周期T=
1
V
,轨迹方程式的周期性可以使粒子重复地搜索已经访问过的空间,除非其

邻域中的另一个粒子找到了更好的解。
(2)ϕ=2,由式(3-18)可得

x(t)=-x(t-2)+ϕp=v0sin
tπ
2

æ

è
ç

ö

ø
÷+2p (3-35)

  (3)0<ϕ<2或2<ϕ<4,轨迹方程式如下:
x(t)=Tssinθt+rccosθt (3-36)

式中,

Ts =
2v0-ϕx0-ϕp

γ
Tc =x0-p

θ=arctan
γ
2-ϕ

æ

è
ç

ö

ø
÷
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γ= |ϕ2-4ϕ|

  当x0=p,0<ϕ≤2- 3和2+ 3<ϕ<4时,正弦波的振幅随着ϕ 的减小而增大,因为

γ' <1,频率也随着周期的增大而减小。

当2- 3<ϕ≤2和2<ϕ≤2+ 3时,γ' >1,由于 γ' 的上界为 5,正弦波的振幅接

近v0。

3.3.2 轨迹示例

下面是一个简化PSO系统的部分粒子轨迹展示。这些图例展示出了一个简化粒子的

不同类型的行为,比如收敛、周期性和发散等行为。其中的参数ϕ1和ϕ2是随机选取的,由此

产生的轨迹图像展示出了随机粒子的探索能力。
为了简化模型,令y=1.0,ŷ=0,初始条件为x(0)=10,x(1)=10-9ϕ1-10ϕ2。由

此可以构建一个简单的模型。下面是模型的部分行为的图例展示。
如图3-5所示,简化的系统收敛到了一个平衡点。图3-5(a)显示的是粒子的探索行为,

在探索的初期,粒子需要覆盖尽可能多的搜索空间,随着时间步数的增大,振荡幅度逐渐减

小,直至归零。其中的参数ω=0.5,ϕ1=ϕ2<1.4。

图3-5 简化PSO系统的收敛行为

图3-6展示的是系统的周期性行为,粒子并没有收敛到平衡点。其中的参数ω=1.0,

ϕ1=ϕ2=1.999。

图3-6 简化PSO系统的周期性行为
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图3-7展示的是系统的发散行为,在探索初期,粒子的振荡幅度很小,随着时间步数的

增大,振荡幅度逐渐变大,最后导致粒子偏离了搜索空间。

图3-7 简化PSO系统的发散行为

3.4 收敛性证明

3.4.1 局部收敛性

  关于基本PSO优化的收敛性证明,证明基本PSO不是一个局部最小化算法。首先考

虑单模最优化问题。
定义:

x0=argmax
xi

{f(xi)}, i=1,2,…,ns (3-37)

  在最小化问题中,x0使得f 的值最大,因此x0表示种群中最差的粒子,作为初始位置。
定义紧集:

L0={x∈S:f(x)≤f(x0)} (3-38)

  紧集表示的是所有满足f 值小于或等于f(x0)的粒子。
假设所有粒子都在函数f 的同一个“盆地”中,因此xi,yi∈L0。由速度方程式和位置

方程式可得,PSO的方程式A 定义如下:

A(ŷt,xi,t)=
ŷt, f(g(xi,t))≥f(ŷt)

g(xi,t), f(g(xi,t))<f(ŷt){ (3-39)

式中,g(xi,t)表示PSO优化中的更新操作,ŷt 表示所有粒子在时间步t之前所找到的最佳

位置。
证明的过程考虑xi,t值的计算是对g1、g2和g3三个方程式的成功应用。每个方程式都

在原有结果的基础上增加了一项,代表着位置更新中的一部分。即

xi,t+1=g(xi,t)=g1(xi,t)+g2(xi,t)+g3(xi,t) (3-40)
式中,

g1(xi,t)=xi,t+ωvi,t (3-41)

g2(xi,t)j =c1r1j(t)(yij,t-xij,t), j=1,…,nx (3-42)

g3(xi,t)j =c2r2,j(t)(yij,t-xij,t), j=1,…,nx (3-43)
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  gk(xi,t)j表示向量方程式gk的第j维。
根据紧集的定义,假设所有粒子在初始状态时都属于L0,即

xi,0,yi,0 ∈L0 (3-44)

  因此ŷ0 ∈L0,令gN(xi,t)表示更新方程式g 在xi,t上的N 次应用,则有引理3.1。

引理3.1 存在一个值N(1≤N≤+∞),使得 gt'(xi,t)-gt'+1(xi,t)<􀆠,∀t'≥N,

􀆠>0,在max α ,β{ }<1时,受参数ω、ϕ1、ϕ2的值选择的影响。
证明:

lim
t→+∞

x(t)=lim
t→+∞

(k1+k2αt+k3βt)=ϕ1y+ϕ2ŷ
ϕ1+ϕ2

(3-45)

  由递推关系可得

x(t+1)-x(t)=v(t+1) (3-46)

  因此,当max{α ,β }<1时,有

lim
t→+∞

v(t+1)=lim
t→+∞

(x(t+1)-x(t))=lim
t→+∞

(k2αt(α-1)+k3βt(β-1))=0

(3-47)

  进一步,有

x(t+1)=x(t)+v(t+1)=x(t)+ωv(t)-x(t)(ϕ1+ϕ2)+yϕ1+ŷϕ2 (3-48)
根据式(3-45)可得,在t的极限情况下,x(t+1)=x(t)。根据式(3-46)可得,在t的极

限情况下,v(t)=0。因此,在极限条件下,有

x(t)=x(t)-x(t)(ϕ1+ϕ2)+yϕ1+ŷϕ2 →0 (3-49)

  当x(t)=y=ŷ 时,式(3-49)成立,系统将会收敛。需要注意的是,这个点不一定是一

个局部最优值。
根据上述证明可以发现,一旦算法达到如下状态,即x(t)=y=ŷ,表示算法不会取得

进步,则算法就会终止,但此状态中的ŷ 不一定是全局最优值,可能只是一个局部最优值。
综上所述,基本PSO并非是一个局部搜索算法,因为它不能保证从任意一个初始状态

都能收敛到一个局部最优值。

3.4.2 全局收敛性

3.4.1节已经证明了,基本PSO不能保证收敛到一个局部极小值,因此也不能保证可以

收敛到全局极小值。在本节中继续讨论基本PSO的全局收敛性。
由收敛性条件可知,任意一个集合A⊂S,必须有一个非零的概率被算法能够无限地进

行检查。因此,条件必须在所有时间步上都要满足,或者在有限个数的时间步上例外。由于

R􀆠⊂S,则存在一个非零的概率使得样本可以在S 的任何子集中产生,并且一个样本x'∈
R􀆠最终会产生。同时,一个算法如果一致性地忽略搜索空间的任何区域,则不能保证可以

产生一个样本x'使得x'∈R􀆠,除非算法有关于全局最小值的先验信息。因此,为了保证全

局最小值能够以渐近概率1被发现,一个算法必须可以产生遍布于S 的无限多的样本。
引理3.2 基本PSO不满足全局搜索的收敛条件。
证明:令Mi,t表示粒子i在第t步的采样空间的支撑。所有粒子的采样空间的并集必

须覆盖S,即
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S⊆∪
ns

i=1

Mi,t (3-50)

  根据非齐次递推关系可得,Mi,t的计算公式如下:

Mi,t=(1+ω-ϕ1-ϕ2)xij,t-ωxij,t-2+ϕ1yij -ϕ2ŷj

=xij,t-1+ω xij,t-1-xij,t-2( ) +ϕ1 yij -xij,t-1( ) +ϕ2 ŷj -xij,t-1( ) (3-51)
式中,xij,t表示第i个粒子在时刻t时处于维度j时的值。同时注意0≤ϕ1≤c1,0≤ϕ2≤c2。

因此,Mi,t是一个超矩形,其中的参数由ϕ1和ϕ2决定,其中一个角定义为(ϕ1,ϕ2)=
(0,0),另一个角定义为(ϕ1,ϕ2)=(c1,c2),很明显,当满足如下条件时,

maxc1 yij -xij,t-1 ,c2 ŷj -xij,t-1{ }<0.5×diameterj(S) (3-52)
有L Mi,t∩S( )<m(S),而不管超矩形的角的位置如何;其中diameterj(S)是S 位于维度j
上的长度。

根据3.4.1节的内容可知,每一个xi会收敛到一个稳定的点,(c1yi+c2ŷ)/(c1+c2),
因此,当t→+∞时,Mi,t的长度趋于0。由于每个Mi,t的体积会随着时间步t的增大而减

小,因此L
æ

è
ç∪

ns

i=1
Mi,t

ö

ø
÷ 也会随之减小。这表明,除了t<t'(其中t'是有限的),有

L
æ

è
ç∪

ns

i=1

Mi,t ∩S
ö

ø
÷ <L(S) (3-53)

式中,Mi,t,i=1不能覆盖整个S,因此,存在一个有限的t″(t″=0也是有效状态),使得对于

所有t'≥t″,存在一个可能的不相交的集合A⊂S,并且满足

∑
ns

i=0
μi,t(A)=0 (3-54)

  因此,基本PSO不满足全局搜索的收敛条件,不能作为一种全局优化算法。

3.5 单解与多解粒子群优化

基于基本PSO优化,提出了大量的变体,主要目的是提高解的精度、群体的多样性和收

敛性。大部分变体用于求解单解问题,部分变体用于求解多解、多目标优化、动态优化、约束

优化以及在离散空间进行优化的问题。

3.5.1 单解粒子群优化

根据操作的不同,单解PSO可以分为以下6种类型。
(1)基于社会结构的PSO:通过引入一个新的社会拓扑结构,或者改变计算个体最佳

与邻域最佳位置的方法的PSO变体。
(2)混合算法:结合了进化计算的思想(如选择、交叉、变异等)、蚁群优化算法(ACO)

的概念和操作的PSO变体。
(3)基于子群的PSO:实现子群策略的PSO,这些子群之间可以是互相关联的,也可以

是各自独立的。
(4)拟基因算法:基于基本PSO,并加入了局部搜索策略的拟基因算法。
(5)多次重启PSO:在满足一定条件的情况下,重启整个种群或者部分种群的PSO
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变体。
(6)排斥算法:为了提高粒子的多样性,从而加入了避免粒子之间互相排斥或碰撞的

机制的PSO。
以下介绍基于社会结构的PSO、混合算法、基于子群的PSO和多次重启PSO。

1.基于社会结构的PSO
1)空间社会网络

这种情况下的邻域一般是在粒子索引的基础上形成的。例如,在一个简单的环型社会

网络中,索引为i的粒子的直接邻居的索引是(i-1modns)和(i+1modns),其中的ns是

群中粒子的总数。一般情况下,邻域是基于粒子之间的欧氏距离确定的。大小为m 的邻

域,便是由最靠近中心粒子的m 个粒子组成的。
空间邻域的计算,需要在每一代中计算所有粒子之间的欧氏距离,因此会明显提升算法

的计算复杂度。如果算法执行了nt代,则空间邻域的计算复杂度就会提升O(ntn2
s)。但这

种根据距离来确定邻域的方法可以在每一代中动态地改变邻域。

2)基于适应度值的空间网络

基于适应度值的空间网络是空间邻域的一个变种,其中的粒子会朝着已经找到了较好

解的邻域粒子移动。假设一个最小化问题,粒子i的邻域定义为使以下表达式的值最小的

m 个粒子:

ε(xi,xi')×f(xi') (3-55)
式中,ε(xi,xi')表示粒子i和粒子i'之间的欧氏距离,f(xi')表示粒子i'的适应度值。在这

种计算机制下,邻域是有可能重叠的。
基于以上决定邻域的机制,使用标准lbestPSO速度方程式,以及式(3-55)来确定邻域

的最佳位置ŷi。

算法3-3 空间邻域的计算

Ni为粒子i的邻域;
计算粒子之间的欧氏距离ε(xi1,xi2

),∀i1,i2=1,…,ns;

S={i:i=1,…,ns};
fori=1,…,nsdo
  S'=S;
  fori'=1,…,mdo
    Ni=Ni∪{xi″:ε(xi,xi″)=min{ε(xi,xi‴),∀xi‴}};
    S'=S'\{xi″};
  end
end

  3)增长的邻域

交互行为较低的社交网络的收敛速度会比较慢,这样可以对搜索空间进行更大范围的

探索。连接紧密的拓扑结构更容易收敛,但也会因此而忽略掉部分搜索空间。为了结合邻

域结构的探索能力和高度连接网络的快速收敛性,提出了一种综合方法。搜索过程使用

nN=2(即最小邻域)的lbestPSO来初始化,随着迭代次数的增大,不断增大邻域的大小,直
到每个邻域都包含整个群(即nN=ns)。
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如果粒子位置xi2(t)和粒子位置xi1(t)满足如式(3-56)所示的关系,则将粒子位置

xi2(t)添加到粒子位置xi1(t)的邻域之中。

xi1(t)-xi2(t)2

dmax
<ε (3-56)

式中,dmax表示粒子之间的最大距离,ε满足如下关系:

ε=
3t+0.6nt

nt
(3-57)

式中,nt表示最大迭代次数。
这样的操作,可以在开始的几次搜索迭代中探索更多的搜索空间,在之后的迭代中则会

更快地收敛。

4)超立方体结构

如果问题中的值是二进制的,则可以使用一种超立方体结构。如果粒子索引位置的比

特表示两个粒子之间的汉明距离为1,则两个粒子位于一个邻域。为了利用超立方体的拓

扑结构,粒子的总数必须是2的幂,粒子的索引从0到2nN-1,因此,超立方体结构具有如下

属性:
(1)每个邻域内正好有nN 个粒子。
(2)粒子之间的最大距离恰好为nN。
(3)如果粒子i1和粒子i2是邻居关系,则它们不会再有其他的共同邻居。
针对二进制问题,超立方体结构的表现会优于gbestPSO。

5)全信息PSO(全知PSO)
根据标准速度更新方程式,每个粒子的位置更新受个体最佳位置和邻域最佳位置的影

响,一个粒子不仅受到另一个粒子的影响,而且受到其邻域的统计状态的影响。基于这个思

想,粒子的速度更新方程式将受到邻域内所有粒子的影响。因此,此种PSO变体也称为全

信息PSO或者全知PSO(fullyinformedPSO)。
但这种PSO变体没有考虑到不同粒子的影响有可能互相抵消的问题。

2.混合算法

1)基于选择的PSO
基于进化计算中的选择思想,在速度更新之前进行择优选择操作,算法如下。

算法3-4 基于选择的PSO

计算所有粒子的适应度值;
for粒子i=1,…,nsdo
  随机选择nts个粒子;
  评估粒子i对这些随机选取的粒子的表现;
end
根据评估的表现得分对群进行排序;
用较好的一半粒子替换较差的一半,不改变个体最佳位置

  表现较差的粒子虽然被替换,但它们找到的最优解却并未丢失,搜索过程依然会在已有

的基础上继续进行。这种方法会增强基于选择的PSO的搜索能力,但却降低了种群的多样

性,因为一半的粒子被替换掉了。
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2)基于繁殖的PSO
基于当前的粒子,可以产生后代。例如一个粒子在产生新的粒子之后,自身会消亡,新

的粒子会根据环境修改自身的速度方程式中的系数。或者一个粒子的邻域如果没有得到改

进,则在邻域内产生一个新的粒子;如果粒子的邻域得到了改进,则剔除表现最差的粒子。
在不同的情况下,可以使用不同的繁殖策略。

3)基于变异的PSO
基于变异的PSO,是在原有的位置更新xi(t+1)的基础上,加入了新的随机变异值。

例如基于高斯变异的PSO,位置更新的修改如下:

xi(t+1)=x'i(t+1)+η'N(0,1) (3-58)

3.基于子群的PSO
将主群分成若干子群,这些子群可以是各自独立的,也可以有协作的机制。此处以协同

分裂PSO和捕食PSO为例进行介绍。

1)协同分裂PSO
协同分裂PSO由vandenBergh和EngelBrecht提出,是基于协同进化遗传算法的

PSO变体。在协同分裂PSO中,每个粒子分裂成更小维度的K 个独立的部分,每个部分都

用一个单独的子群来进行优化。如果K=nx,每一维都由一个独立子群优化,可以使用任

意PSO。分裂的数目K 称为分裂因子。
协同分裂PSO的难点在于粒子适应度值的计算,子群中的每个粒子的适应度值需要结

合其他子群来进行计算,因此每个子群中的粒子仅代表着完整的nx 维中的解的一部分。为

了解决这一问题,完整的解可以通过维护一个上下文信息来进行表示。最简单的方法是将

全局最佳位置直接连成一串。除了与子群相关的元素之外,上下文向量中的其他元素都是

常数。之后子群中的粒子替换向量中的对应位置,再使用原始的适应度值计算函数来评估

向量的适应度值。然后将获得的适应度值指定为子群的相应粒子的适应度。
这个过程的优点在于适应度函数的值f 在上下文向量的每个子部分更新完之后才会

被评估,这样可以进行更细粒度的搜索。对完整的nx 维问题进行优化存在一个问题,即使

适应度值获得改善,但向量中的一部分分量也有可能偏离最佳值。改善的适应度可以通过

向其他分量的最佳值移动获得,而协同分裂PSO则通过独立调整解的各个子部分来解决这

一问题。
虽然协同分裂PSO已经被证明可以取得比基本PSO更好的结果,但需要注意的是,当

相关元素被分裂到不同的子群时,性能会降低。如果可以确定哪些参数是相关的,则可以将

这些参数分组到相同的子群中,由此问题便可解决。然而实际情况下,这样的先验知识往往

是无法得到的。当且仅当一个粒子改善了其上下文向量的适应度值时,它可以成为其所在

子群的全局最优值或个体最优值,那么这个问题在实际操作中便可以得到一定程度的解决。

2)捕食PSO
捕食者与被捕食者的关系在自然界中是天然存在的,是自然界竞争关系的一种反映。

这种行为也被应用到PSO之中,用来平衡探索和挖掘的过程。通过引入捕食者粒子来构建

第二个群,捕食者粒子的存在会导致被捕食者粒子被驱赶,因此被捕食者粒子会变得更为分

散。这样的操作能够探索更大范围的搜索空间。
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4.多次重启PSO
基本PSO的一个主要问题是:当粒子开始收敛于同一点时,多样性就会开始大幅地下

降。为了防止PSO的迭代过早结束,开始引入多种方法来为群体增大随机性和混乱性。此

类方法被统称为多次重启PSO。
多次重启PSO的主要目的是提高多样性,从而探索更大的搜索空间。向群中引入混乱

因素,从而造成负熵。需要注意的是,随机位置的连续注入会导致群永远都不能达到平衡状

态。虽然并不是所有的方法都能考虑这一问题,但都可以通过减少时间来降低混乱度,以此

来在一定程度上解决这一问题。

Kennedy和Eberhart最早提出了随机重新初始化粒子的优势,他们将这个过程称为

“疯狂”。当考虑为群增大随机性时,需要考虑一些因素,例如该初始化什么,什么时候应该

初始化,如何进行初始化,以及初始化的过程会影响哪些部分等。

3.5.2 多解粒子群优化

虽然基本PSO是用于寻找优化问题的单一解的,但PSO能够实现对特殊函数的选择,
因此标准PSO也存在着寻找多个解的潜在能力。Agrafiotis和Cedeno在观察某个具体问

题时,发现粒子能够进入几个局部极小值。

PSO的主要驱动部分分为认知部分和社会部分。社会部分是阻止物种形成的主要因

素。例如gbestPSO,社会部分使得所有粒子被吸引至群体所获得的最佳位置,而如果全局

自身位置和粒子自身的个体最佳位置不同,则认知部分对粒子自身的最佳位置施加反作用

力,由此产生的效果使得粒子汇聚到全局最佳位置和个体最佳位置之中的一个点。如果

PSO一直被执行直到群体达到平衡,则每个粒子都会收敛到全局最佳位置和各自的个体最

佳位置之一,并且最终速度都会归零。

Brits等通过实验证明了lbestPSO成功找到了一些函数的多个极值。然而,这些研究

在算法超过函数评估的最大数目之后便会终止,而并不是达到平衡状态才停止的。因此粒

子还会保留一些惯性因素,能够进一步探索搜索空间。在粒子数目增大时,更多的解被定位

的可能性也会随之增大。如果运行的过程持续进行,则受到社会部分的影响,会有更多粒子

收敛到全局最佳位置以达到平衡。

NichePSO被设计用于解决一般多模态环境的多解问题。NichePSO的基本原理是将

粒子自组织成互相独立的子群。每个子群都被定位于并被保持在一个小的生存环境中。信

息交互的范围仅被保留在子群内部,子群与子群之间没有信息交互的过程。子群之间的这

种独立性能够使得子群保持在适当的位置。需要注意的是:每一个子群都是一个稳定、独
立的群体,独立地进行演化,与其他子群中的粒子保持相互独立。

NichePSO起始于一个群(被称为主群,包含了所有的粒子)。一旦一个粒子收敛于一

个潜在的解,就会很快地把靠近潜在解的粒子拉近组成一个子群,然后将这些粒子从主群中

移除,并在子群内部继续进行细化并维持解。随着时间的推移,主群的规模会因子群的不断

产生而减小,当子群不再改进它们所代表的解时,则认为NichePSO已经收敛,最后将每个

子群的全局最佳位置作为最优解,这样就有可能产生多个最优解。

NichePSO算法如下。
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算法3-5 NichePSO

创建并初始化一个nx 维的主群,S;
repeat
  使用认知模型训练一代主群,S;
  更新主群中每个粒子的适应度,S.xi;
  for每个子群Skdo
    使用全模型PSO来训练每个子群中的粒子,Sk.xi;
    更新每个粒子的适应度值;
    更新种群的半径Sk.R;
  end
  如果可能,合并子群;
  允许子群从主群中吸收任何要进入子群的粒子;
  如果可能,创建新的子群;
until终止条件满足;

返回每个子群的最优值Sk.ŷ 作为最后的解

1.主群训练

主群使用认知模型来促进对搜索空间的探索。由于社会部分会吸引所有的粒子,因此

需要将其从速度更新方程式中移除,这样就能使得粒子在搜索空间中的不同部分汇聚。
需要额外注意的是,主群中的各粒子的速度必须初始化为零。

2.子群训练

子群是各自独立的群,使用全模型基本PSO进行训练。在使用完整的模型来训练子群

时,允许粒子根据自身的经验(认知部分)和邻域群体的信息(社会部分)来调整自身的位置。
虽然任何全模型 PSO 都可以用来训练子群,但 NichePSO 是使用保证收敛的 PSO
(GCPSO)进行训练的,因为它能够保证收敛到局部极值,此外在群的规模较小时,GCPSO
也具有比较好的性能。第二个特性尤为必要,因为子群最初只包含两个粒子,而gbestPSO
往往会在这种小规模群体上停滞不前。

3.创建子群

当一个粒子收敛到一个解时,就形成了一个子群。如果一个粒子的适应度值在多次迭

代中都没有发生变化,则用这个粒子及其最近的拓扑邻居来创建一个子群。从形式上来看,
观察每个粒子的适应度函数f(xi)的标准差σi,如果σi<ε,则创建一个子群。为了避免问

题依赖,σi需要根据域进行归一化处理。使用欧氏距离来计算与粒子i的位置xi的最近邻

l,具体计算公式如下:

l=argmin
a

xi-xa{ } (3-59)

式中,1≤i,a≤S.ns,i≠a,S.ns是主群的大小。
创建子群的算法如下。

算法3-6 NichePSO创建子群算法

ifσi<εthen
  k=k+1;
  创建子群Sk={xi,xl};
  Q∪Sk→Q,S\Sk→S;
end


