
3.1 模糊集合      

第3章

模糊计算

不确定性的产生有多种原因,如随机性、模糊性等。处理随机

性的理论基础是概率论,处理模糊性的基础是模糊集合论。模糊集

合论是由L.A.Zadeh于1965年提出的。随后,他又将模糊集合论

应用于近似推理方面,形成了可能性理论。近似推理的基础是模糊

逻辑(fuzzy
 

logic),它建立在模糊理论的基础上,是一种处理不精确

描述的软计算,它的应用背景是自然语言理解。可以说模糊逻辑是

直接建立在自然语言上的逻辑系统,与其他逻辑系统相比较,它考

虑了更多的自然语言成分。按照Zadeh的说法,模糊逻辑就是词语

上的计算。
自模糊逻辑和可能性理论提出后,经过Zadeh和其他研究者的

共同努力,模糊逻辑和可能性理论取得了很大的发展,并已经广泛

地应用于专家系统和智能控制中。在人工智能领域里,特别是在知

识表示方面,模糊逻辑有相当广阔的应用前景。

3.1 模糊集合

3.1.1 模糊集合的定义

  模糊集合(fuzzy
 

set)是经典集合的扩充[1]。首先介绍集合论中

的几个名词。
论域:

 

所讨论的全体对象称为论域。一般用U、E 等大写字母

表示论域。
元素:

 

论域中的每个对象。一般用a、b、c、x、y、z 等小写字母

表示论域中的元素。
集合:

 

论域中具有某种相同属性的、确定的、可以彼此区别的元

素的全体,常用A、B、C、X、Y、Z 等表示集合。
在经典集合中,元素a 和集合A 的关系只有两种:

 

a 属于A 或

a 不属于A,即只有两个真值“真”和“假”。
例如,若定义18岁以上的人为“成年人”集合,则一

位超过18岁的人属于“成年人”集合,而另外一位

不足18岁的人,哪怕只差一天也不属于该

集合。
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  经典集合可用特征函数表示。例如,“成年人”集合可以表示为

μ成年人(x)=
1, x≥18
 
0, x<18 (3.1)

  如图3.1所示,这是一种对事物的二值描述,即二值逻辑。
经典集合只能描述确定性的概念,而不能描述现实世界中模糊的概念。例如,“天

气很热”等概念。模糊逻辑模仿人类的智慧,引入隶属度(degree
 

of
 

membership)的概

念,描述介于“真”与“假”中间的过程。隶属度是一个命题中所描述的事物的属性、状
态和关系等的强度。

模糊集合中每个元素被赋予一个0~1的实数,描述其元素属于这个模糊集合的

强度,该实数即为该元素属于这个模糊集合的隶属度,模糊集合中所有元素的隶属度

全体构成模糊集合的隶属度函数。如上述例子中,一个人变成“成年人”的过程可用连

续曲线表示,如图3.2所示。

图3.1 “成年人”特征函数 图3.2 “成年人”隶属度函数

模糊集合是经典集合的推广。实际上,经典集合是模糊集合中隶属度函数取0或

1时的特例。

3.1.2 隶属度函数定义

模糊集合中所有元素的隶属度全体构成模糊集合的隶属度函数。隶属度函数

(membership
 

function)是用于表征模糊集合的数学工具。隶属度函数对应的每个隶

属度描述某个元素u 对U 上的一个模糊集合的隶属关系,由于这种关系的不分明性,
它用从区间[0,1]中所取的数值表示元素属于某模糊集合的“真实程度”。对于模糊集

合来说,某一集合中的每个元素的隶属度代表了这些元素属于该集合的程度,隶属度

函数可以是离散的,也可以是连续的[2]。
如图3.3所示,黑色曲线就是一个隶属度函数,0表示不属于,1表示完全属于。

由于集合的模糊性,因此需要用在[0,1]的数代替0和1表示元素属于模糊集合的

程度。
下面介绍在模糊控制中常见的几种隶属度函数类型。
(1)

  

矩形分布的隶属度函数如图3.4所示,可表示为

μ(x)=
0, x<a
1, a≤x≤b
0,b<x

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (3.2)
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图3.3 隶属度函数的表达 图3.4 矩形分布的隶属度函数

(2)
  

梯形分布(中间型)的隶属度函数如图3.5所示,可表示为

μ(x)=

x-a
b-a

, a≤x<b

1, b≤x<c
d-x
d-c

,c≤x≤d

0, x<a 或x>d

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(3.3)

  (3)
 

K 次抛物型分布的隶属度函数如图3.6所示,可表示为

μ(x)=

x-a
b-a  k, a≤x<b

1, b≤x<c
d-x
d-c  k,c≤x≤d

0, x<a 或d<x

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(3.4)

图3.5 梯形分布的隶属度函数 图3.6 K 次抛物型分布的隶属度函数

(4)
  

高斯分布或半高斯分布可以分为3种。偏小型高斯分布的隶属度函数如

图3.7所示,可表示为

μ(x)=
1, x≤a

e
- x-a

σ  2, a<x (3.5)

  偏大型高斯分布或半高斯分布的隶属度函数如图3.8所示,可表示为

μ(x)=
0, x≤a

1-e
- x-a

σ  2, a<x (3.6)
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图3.7 偏小型高斯分布的隶属度函数
   

图3.8 偏大型高斯分布或半高斯分布的隶属度函数

中间型高斯分布或半高斯分布的隶属度函数如图3.9所示,可表示为

μ(x)=e
- x-a

σ  2, -∞ <x<+∞ (3.7)

  上述例子中模糊集合“年老”的隶属度函数如图3.10所示,其可以表示为

μA(x)=
0, 0≤x≤50

1+
5

x-50  2􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 -1
, 50<x≤200

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (3.8)

图3.9 中间型高斯分布或半高斯分布的隶属度函数 图3.10 “年老”的隶属度函数

3.1.3 模糊集合的表示

与经典集合不同的是,模糊集合不仅要列出属于这个集合的元素,而且要注明这

个元素属于这个集合的隶属度。
当论域中元素数目有限时,模糊集合A 的数学描述为

A={(x,μA(x),x∈X)} (3.9)
其中,μA(x)为元素x 属于模糊集A 的隶属度,X 是元素x 的论域。

(1)
  

Zadeh表示法。当论域是离散且元素数目有限时,模糊集合的Zadeh表示为

A=
μA(x1)

x1
+
μA(x2)

x2
+…+

μA(xn)
xn

=∑
n

i=1

μA(xi)
xi

(3.10)

当论域是连续的,或者其中元素数目无限时,Zadeh将模糊集A 表示为

A=∫x∈U

μA(x1)
x1

(3.11)

  (2)
  

序偶表示法。模糊集合的序偶表示为

A={(μA(x1),x1),(μA(x2),x2),…,(μA(xn),xn)} (3.12)



3.1 模糊集合 55   

  (3)
  

向量表示法。模糊集合的向量表示为

A={μA(x1),μA(x2),…,μA(xn)} (3.13)

  应注意,在向量表示法中,默认模糊集合中元素依次是x1,x2,…,xn,所以隶属

度为0的项不能省略。

3.1.4 隶属度函数确定方法

在模糊理论的应用中,面临的首要问题就是建立模糊集的隶属度函数。对于一个

特定的模糊集来说,隶属度函数不仅基本体现了它所反映的模糊概念的特性,而且通

过量化还可以实现相应的数学运算和处理。因此,“正确地”确定隶属度函数是应用模

糊数学理论恰如其分地定量表达模糊概念的基础,也是利用模糊数学方法解决各种实

际问题的关键。隶属度函数一般有以下的确定方法。

1.
 

直觉方法

直觉的方法是人们用自己对模糊概念的认识和理解,或者人们对模糊概念的普遍

认同建立隶属度函数。这种方法通常用于描述人们熟知、有共识的客观模糊现象,或
者用于难以采集数据的情形。虽然直觉的方法非常简单,也很直观,但它却包含着对

象的背景、环境以及语义上的有关知识,也包含了对这些知识的语言学描述。因此,对
于同一个模糊概念,不同的背景、不同的人可能会建立出不完全相同的隶属度函数。
例如,对于模糊集

 

A={高个子},如果论域是“成年男性”,则可构造隶属度函数如

图3.11(a)所示;
 

而如果论域是“初中一年级男生”,则可构造隶属度函数如图
 

3.11(b)
所示。

图3.11 根据不同论域构建的隶属度函数图

2.
  

二元对比排序法

有些模糊概念不仅外延是模糊的,其内涵也不十分清晰,如“舒适性”“满意度”等。
对于这样的模糊集建立隶属度函数,实际上可以看成对论域中每个元素隶属于这个模

糊概念的程度进行比较、排序。借鉴两两比较排序的思想,人们提出了确定隶属度函

数的二元对比排序法。
二元对比排序法就是通过对多个对象进行两两对比来确定某种特征下的顺序,由

此来决定这些对象对该特征的隶属度。这种方法更适用于根据事物的抽象性质由专

家来确定隶属度函数的情形,可以通过多名专家或者一个委员会确定隶属度函数,是
一种比较实用的确定隶属度函数的方法。设U={x,y,z,…}为给定的论域,A 是某

一模糊概念。二元对比排序法的实施步骤如下。
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(1)
 

对任取的一对元素x,y∈U 进行比较,得到以y 为标准时x 隶属于A 的程

度值fy(x),以及以x 为标准时y 隶属于A 的程度值fx(y)。
(2)

 

计算相对优先度函数,有

f(x/y)=
fy(x)

max{fx(y),fy(x)}
, ∀x,y∈U (3.14)

显然,0≤f(x/y)≤1,∀x,y∈U。
(3)

 

以f(x/y)为元素构造一个矩阵G,称为相对优先矩阵,即

G=

f(x/x) f(x/y) f(x/z) …

f(y/x) f(y/y) f(y/z) …

f(z/x) f(z/y) f(z/z) …
︙ ︙ ︙ ⋱

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(3.15)

  (4)
 

相对优先矩阵G 的每一行取最小值或平均值,则A 的隶属度函数为

A(x)=
 

min
y∈U
{f(x/y)}, ∀x∈U (3.16)

或

A(x)=
1

|U|∑y∈Ufy(x), ∀x∈U (3.17)

3.
 

模糊统计试验法

模糊统计试验法是借用概率论的思想来获得隶属度函数。为了确定论域X 中的

某个元素u0 对描述某个模糊概念的模糊集A 的隶属关系(即隶属度),进行n 次重复

独立统计试验。由于每次试验的条件不同(带有模糊性),那么每次试验中论域中哪些

元素被判定为隶属于A 是不大明确的。如果将每次试验中被判定隶属于A 的元素构

成的集合均记为A*。由于每次试验的结果或者是u0∈A*或者是u0∉A*,令u0∈

A*的次数为m,并称m/n 为u0 对A 的隶属频率。随着n 的增大,隶属频率会呈现

稳定性,就可以将隶属频率稳定所在的数值,定为u0 对A 的隶属度函数A(u0)。归

纳起来,模糊统计试验法的基本步骤如下。
(1)

 

在每一次试验下,要对论域中固定的元素u0 是否属于一个可变动的分明集

合进行确切的判断。
(2)

 

各次试验中,u0 是固定的,而A*在随机变动,u0 对A 的隶属频率定义为

u0 对A 的隶属频率=
"u0∈A*"的次数m

试验的总次数n

3.1.5 模糊集合的运算

模糊集合是经典集合的推广,因此经典集合的运算可以推广到模糊集合。由于模

糊集合要由隶属度函数加以确定,所以需要重新定义模糊集合的基本运算[3-4]。

1.
 

模糊集合的基本运算定义

(1)
  

包含关系:
 

若μA(x)≥μB(x),则称A 包含B,记作A⊇B。
(2)

  

相等关系:
 

若μA(x)=μB(x),则称A 与B 相等,记作A=B。
(3)

  

模糊集合的交并补运算:
 

设A、B 是论域U 中的两个模糊集。

①
 

交运算A∩B:
 

μA∩B(x)=min{μA(x),μB(x)}=μA(x)∧μB(x) (3.18)
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  ②
  

并运算A∪B:
 

μA∪B(x)=max{μA(x),μB(x)}=μA(x)∨μB(x) (3.19)

  ③
  

补运算􀭿A:
 

μ􀭿A(x)=1-μA(x) (3.20)
其中,∧表示取小运算;

 

∨表示取大运算。

2.
 

并、交、补的相关运算性质

(1)
  

幂等律:
 

A ∪A=A,A ∩A=A (3.21)

  (2)
  

交换律:
 

A ∪B=B ∪A,A ∩B=B ∩A (3.22)

  (3)
  

结合律:
 

(A ∪B)∪C=A ∪ (B ∪C),(A ∩B)∩C=A ∩ (B ∩C) (3.23)

  (4)
  

吸收律:
 

A ∩ (A ∪B)=A,A ∪ (A ∩B)=A (3.24)

  (5)
  

分配律:
 

(A ∪B)∩C=(A ∩C)∪ (B ∩C)
(A ∩B)∪C=(A ∪C)∩ (B ∪C) (3.25)

  (6)
  

0-1律:
 

A ∪ ⌀=A,A ∩ ⌀=⌀,U ∪A=U,U ∩A=A (3.26)

  例3.1 设论域U={x1,x2,x3,x4},A 及B 是论域U 上的两个模糊集合,已知

A=
0.5
x1

+
0.6
x2

+
0.2
x3

+
0.4
x4

B=
0.6
x1

+
0.9
x2

+
0.4
x3

求􀭿A、􀭺B、A∩B、A∪B。
解:

 

􀭿A =
0.5
x1

+
0.4
x2

+
0.8
x3

+
0.6
x4
; 􀭺B=

0.4
x1

+
1
x2

+
0.6
x3

A ∩B=
0.5∧0.6

x1
+
0.6∧0.9

x2
+
0.2∧0.4

x3
+
0.4∧0

x4
=
0.5
x1

+
0.6
x2

+
0.2
x3

A ∪B=
0.5∨0.6

x1
+
0.6∨0.9

x2
+
0.2∨0.4

x3
+
0.4∨0

x4

=
0.6
x1

+
0.9
x2

+
0.4
x3

+
0.4
x4

3.
 

模糊集合的代数运算

(1)
  

代数积:
 

μAB(x)=μA(x)μB(x) (3.27)

  (2)
  

代数和:
 

μA+B(x)=μA(x)+μB(x)-μAB(x) (3.28)
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  (3)
  

有界和:
 

μA􀱇B(x)=min{1,μA(x)+μB(x)}=1∧ (μA(x)+μB(x)) (3.29)

  (4)
  

有界积:
 

μA􀱋B(x)=max{0,μA(x)+μB(x)-1}=0∨ (μA(x)+μB(x)-1) (3.30)
  例3.2 设论域U={x1,x2,x3,x4},A 及B 是论域U 上的两个模糊集合,已知

A=
0.2
x1

+
0.7
x2

+
0.5
x3

+
0.3
x4

B=
0.4
x1

+
0.6
x3

+
0.8
x4

求􀭿A、􀭺B、A∩B、A∪B、A·B、A+B、A􀱇B、A􀱋B。
解:

 

􀭿A =
0.8
x1

+
0.3
x2

+
0.5
x3

+
0.7
x4
 􀭺B=

0.6
x1

+
1
x2

+
0.4
x3

+
0.2
x4

A ∩B=
0.2∧0.4

x1
+
0.7∧0

x2
+
0.5∧0.6

x3
+
0.3∧0.8

x4
=
0.2
x1

+
0.5
x3

+
0.3
x4

A ∪B=
0.2∨0.4

x1
+
0.7∨0

x2
+
0.5∨0.6

x3
+
0.3∨0.8

x4
=
0.4
x1

+
0.7
x2

+
0.6
x3

+
0.8
x4

A·B=
0.08
x1

+
0.3
x3

+
0.24
x4

; A+B=
0.52
x1

+
0.7
x2

+
0.8
x3

+
0.86
x4

;

A 􀱇B=
0.6
x1

+
0.7
x2

+
1
x3

+
1
x4
; A 􀱋B=

0.1
x3

+
0.1
x4

3.2 模糊关系及其合成

3.2.1 模糊矩阵

  模糊矩阵是建立模糊数学方法的重要工具之一。当论域有限时,模糊关系可以用

模糊矩阵来表示。
定义3.1 设R=(rij)m×n 是一个m×n 的矩阵,如果rij∈[0,1],1≤i≤m,1≤

j≤n,则称R 是模糊矩阵,通常用Mm×n 表示所有m×n 的模糊矩阵构成的集合。
定义3.2 设R,S∈Mm×n 且R=(rij)m×n,S=(sij)m×n,则
(1)

 

R 与S 相等定义为

R=S⇔rij =sij, ∀i,j (3.31)

  (2)
 

R 包含于S 定义为

R ⊆S⇔rij ≤sij, ∀i,j (3.32)

  (3)
 

R 与S 的交定义为

R ∩S=(rij ∧sij)m×n (3.33)

  (4)
 

R 与S 的并定义为

R ∪S=(rij ∨sij)m×n (3.34)

  (5)
 

R 的余定义为

RC=(1-rij)m×n (3.35)
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  例3.3 设R,S,T∈M2×2 且

R=
0.7 0.5
0.8 0.2
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 , S=

0.6 0.3
0.2 0.4
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 , T=

0.7 0.4
0.5 0.6
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥
􀪁
􀪁

  由定义3.2有S⊆T,且

R ∩S=
0.7∧0.6 0.5∧0.3
0.8∧0.2 0.2∧0.4
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 =

0.6 0.3
0.2 0.2
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥
􀪁
􀪁

R ∪S=
0.7∨0.6 0.5∨0.3
0.8∨0.2 0.2∨0.4
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥
􀪁
􀪁 =

0.7 0.5
0.8 0.4
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

RC=
1-0.7 1-0.5
1-0.8 1-0.2
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 =

0.3 0.5
0.2 0.8
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

  模糊矩阵的交、并、余运算满足如下运算律:
 

定理3.1 设R,S,T,W∈Mm×n。
 

(1)
  

幂等律:
 

R ∩R=R, R ∪R=R (3.36)

  (2)
  

交换律:
 

R ∩S=S∩R, R ∪S=S∪R (3.37)

  (3)
  

结合律:
 

(R ∩S)∩T=R ∩ (S∩T), (R ∪S)∪T=R ∪ (S∪T) (3.38)

  (4)
  

吸收律:
 

(R ∩S)∪R=R, (R ∪S)∩R=R (3.39)

  (5)
  

分配律:
 

R ∩ (S∪T)=(R ∩S)∪ (R ∩T) (3.40)

  (6)
  

复原律(对合律):
 

(RC)C=R (3.41)

  (7)
  

对偶律(De
 

Morgan律):
 

(R ∩S)C=RC ∪SC, (R ∪S)C=RC ∩SC (3.42)

  (8)
  

单调性:
 

R ⊆S, T⊆W⇒R ∩T⊆S∩W, R ∪T⊆S∪W (3.43)

  定义3.3 设R∈Mm×t,S∈Mt×n 且R=(rij)m×t,S=(sij)t×n。
令T∈Mm×n 且T=(tij)m×n,其中:

 

tij =Vt
k=1(rik ∧skj) (3.44)

则称T 为R 与S 的合成(模糊乘积),记为T=R􀳱S,其中符号V表示对矩阵中各个元

素交运算的结果取并运算。
例3.4 设R∈M2×3,S∈M3×2,其中

R=
0.2 0.5 1
0.6 0.3 0.8
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 , S=

0.5 0.2
0.5 0.8
0.3 0.9

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

 R􀳱S=
(0.2∧0.5)∨(0.5∧0.5)∨(1∧0.3) (0.2∧0.2)∨(0.5∧0.8)∨(1∧0.9)
(0.6∧0.5)∨(0.3∧0.5)∨(0.8∧0.3) (0.6∧0.2)∨(0.3∧0.8)∨(0.8∧0.9)
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
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=
0.5 0.9
0.5 0.8
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

  模糊矩阵的合成运算满足如下运算律。
定理3.2 设R,S,T 为满足相应运算的模糊矩阵。
(1)

  

结合律:
 

(R􀳱S)􀳱T=R􀳱(S􀳱T) (3.45)

  (2)
  

分配律:
 

(R ∪S)􀳱T=(R􀳱T)∪ (S􀳱T) (3.46)

  (3)
  

弱分配律:
 

(R ∩S)􀳱T⊆ (R􀳱T)∩ (S􀳱T) (3.47)

  (4)
  

单调性:
 

R ⊆S⇒R􀳱T⊆S􀳱T, T􀳱R ⊆T􀳱S (3.48)

  一般来讲,模糊矩阵的合成不满足交换律。例如,例3.4中的模糊矩阵R 和S,显
然有

R􀳱S=
0.4 0.7
0.5 0.4
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 , S􀳱R=
0.4 0.7
0.5 0.2
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

即R􀳱S≠S􀳱R。
定义3.4 设R∈Mm×n 且R=(rij)m×n,则称RT=(rji)n×m 为R 的转置。

3.2.2 模糊关系

模糊关系是经典关系的推广。经典关系描述两个集合的元素之间是否适合某种

关系,而模糊关系则是描述两个集合的元素之间适合某种关系的程度大小。在模糊集

合理论中,模糊关系占有相当重要的地位。
定义3.5 给定集合X 和Y,由全体元素(x,y)组成的集合(x∈X,y∈Y),叫作

X 和Y 的笛卡儿积(或直积),记作X×Y。
定义3.6 给定非空集合X 和Y。如果R∈F(X×Y)(R 是以X×Y 为论域的

一个模糊子集),则称R 为从X 到Y 的一个模糊(二元)关系,R 的隶属度函数R(x,

y)表示X 中的元素x 与Y 中的元素y 适合这种关系的程度。特别地,当X=Y 时,
从X 到Y 的模糊(二元)关系R 称为X 上的模糊(二元)关系。

由定义3.5和定义3.6可见,模糊关系本质上是模糊集合,由其隶属度函数来刻

画。因此,当R(x,y)仅取1或0时,R 退化为经典二元关系,即经典关系是模糊关系

的特例。
与经典二元关系类似,在有限论域的情况下,模糊二元关系R 可以直观地用模糊

矩阵或者赋权图来表示。设X={x1,x2,…,xm},Y={y1,y2,…,yn}为两个非空的

有限集合,若R∈F(X×Y),则模糊二元关系R 可由一个m×n 的模糊矩阵R=
(rij)m×n 表示,其中rij=R(xi,yj),1≤i≤m,1≤j≤n。

同时模糊二元关系R 也可用关系图来描述,如图3.12所示。
图3.12中对应的模糊二元关系可用如下的模糊矩阵表达:

 

S=
0 0.4
0.7 0.8
0.5 1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁
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图3.12 有限集到有限集的模糊二元关系图

  在模糊数学中,模糊关系对应的模糊矩阵可用叉积计算得到。在模糊逻辑中,这
种叉积常用最小算子运算。设A、B 为两个模糊集合,则

μA×B(a,b)=min{μA(a),μB(b)} (3.49)

  若A、B 为离散模糊集,隶属度函数分别为

μA ={μA(a1),μA(a2),…,μA(an)}, μB ={μB(b1),μB(b2),…,μB(bn)}
则其叉积运算为

μA×B(a,b)=μTA􀳱μB (3.50)
其中,􀳱运算在这里指模糊集合μA 与μB 对应位置元素分别进行叉积运算。

例3.5 已知输入的模糊集合A 和输出的模糊集合B 分别为

A=
1
a1

+
0.8
a2

+
0.2
a3

+
0.5
a4
;

 

 B=
0.3
b1

+
0.7
b2

+
0.2
b3

+
0.6
b4

求A 到B 的模糊关系R。
解:

 

R=A×B=μTA􀳱μB =

1
0.8
0.2
0.5

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

°0.3 0.7 0.2 0.6  

=

1∧0.3 1∧0.7 1∧0.2 1∧0.6
0.8∧0.3 0.8∧0.7 0.8∧0.2 0.8∧0.6
0.2∧0.3 0.2∧0.7 0.2∧0.2 0.2∧0.6
0.5∧0.3 0.5∧0.7 0.5∧0.2 0.5∧0.6

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

=

0.3 0.7 0.2 0.6
0.3 0.7 0.2 0.6
0.2 0.2 0.2 0.2
0.3 0.5 0.2 0.5

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

  模糊二元关系具有以下的运算和性质:
 

定义3.7 设R 与S为从论域U 到论域V 的两个模糊二元关系,即R,S∈F(U×V)。
(1)

 

R 与S 相等定义为R=S⇔R(x,y)=S(x,y),∀(x,y)∈U×V
(2)

 

R 包含于S 定义为R⊆S⇔R(x,y)≤S(x,y),∀(x,y)∈U×V
(3)

 

R 与S 的交依然是从U 到V 的模糊二元关系,隶属度函数定义为

(R ∩S)(x,y)=min{R(x,y),S(x,y)}, ∀(x,y)∈U×V
  (4)

 

R 与S 的并依然是从U 到V 的模糊二元关系,隶属度函数定义为

(R ∪S)(x,y)=max{R(x,y),S(x,y)}, ∀(x,y)∈U×V
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  (5)
 

R 的逆关系定义为

R-1(y,x)=R(x,y), ∀(y,x)∈V×U

3.2.3 模糊关系的合成

模糊关系的合成是常用的运算之一,许多模糊关系的性质都与合成有关[5]。自

然,模糊二元关系的合成是经典二元关系的合成的推广。
设模糊关系Q∈F(X×Y),R∈F(Y×Z),则模糊关系S∈F(X×Z)称为模糊关

系Q 与R 的合成。常用的计算方式有以下两种。
(1)

  

最大-最小合成法(模糊矩阵合成):
 

写出Q、R 中的每个元素,然后将矩阵乘

积过程中的乘积运算用取小运算代替,求和运算用取大运算代替,即
(Q􀳱R)(x,z)=Vy∈Y[Q(x,y)∧R(y,z)], ∀(x,z)∈X ×Z (3.51)

  (2)
  

最大-代数积合成法:
 

写出矩阵乘积QR 中的每个元素,然后将其中的求和运

算用取大运算代替,而乘积运算不变,即
(Q􀳱R)(x,z)=Vy∈Y[Q(x,y)×R(y,z)], ∀(x,z)∈X ×Z (3.52)

  例3.6 设有模糊集合X={x1,x2,x3,x4},Y={y1,y2,y3},Z={z1,z2}。

Q=

0.5 0.4 0.3
0.6 0.5 1
0.1 0.8 0
0.9 0.2 0.8

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

, R=
0.2 1
0.8 0.6
0.6 0.5

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

求模糊关系Q 与模糊关系R 的合成S。
解:

 

(1)
  

最大-最小合成法:
 

S=Q􀳱R=

0.5 0.4 0.3
0.6 0.5 1
0.1 0.8 0
0.9 0.2 0.8

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀳱
0.2 1
0.8 0.6
0.6 0.5

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

=

(0.5∧0.2)∨(0.4∧0.8)∨(0.3∧0.6)
(0.6∧0.2)∨(0.5∧0.8)∨(1∧0.6)
(0.1∧0.2)∨(0.8∧0.8)∨(0∧0.6)
(0.9∧0.2)∨(0.2∧0.8)∨(0.8∧0.6)

(0.5∧1)∨(0.4∧0.6)∨(0.3∧0.5)
(0.6∧1)∨(0.5∧0.6)∨(1∧0.5)
(0.1∧1)∨(0.8∧0.6)∨(0∧0.5)
(0.9∧1)∨(0.2∧0.6)∨(0.8∧0.5)

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

=

0.4
0.6
0.8
0.6

0.5
0.6
0.6
0.9

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

  (2)
  

最大-代数积合成法:
 

S=Q􀳱R=

0.5
0.6
0.1
0.9

0.4
0.5
0.8
0.2

0.3
1
0
0.8

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀳱
0.2
0.8
0.6

1
0.6
0.5

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁
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=

(0.5×0.2)∨(0.4×0.8)∨(0.3×0.6)
(0.6×0.2)∨(0.5×0.8)∨(1×0.6)
(0.1×0.2)∨(0.8×0.8)∨(0×0.6)
(0.9×0.2)∨(0.2×0.8)∨(0.8×0.6)

(0.5×1)∨(0.4×0.6)∨(0.3×0.5)
(0.6×1)∨(0.5×0.6)∨(1×0.5)
(0.1×1)∨(0.8×0.6)∨(0×0.5)
(0.9×1)∨(0.2×0.6)∨(0.8×0.5)

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

=

0.32
0.6
0.64
0.48

0.5
0.6
0.48
0.9

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

3.3 模糊推理

经典的二值逻辑为人们提供了严谨而又十分有效的假言推理模式,但它处理的信

息和推理的规则是精确的、完备的,要求命题的条件与给定的条件完全一致,才能得出

与命题结论相一致的推断。然而在现实生活以及计算机、自动控制、人工智能等应用

实例中,许多命题反映的是不精确、不确定、不完备的信息,推理利用的也是不精确、不
确定、不完备的知识或规则,无法用二值逻辑来描述,直接使用经典的推理模式难以得

到真或假的结论,因此需要凭借经验和不完备信息进行近似推理或不确定推理。模糊

推理就是基于模糊数学方法处理由模糊性引起的不确定推理。

3.3.1 模糊知识表示

1.
 

语言变量和模糊语言

  语言变量是指以自然或人工语言的词、词组或句子作为值的变量(如“偏差”等),

语言变量的值称为语言值(如“很大”等)。模糊语言变量指以自然或人工语言的词、词
组或句子作为值的变量。例如,在模糊控制中的“偏差”“偏差变化率”等,它是一种定

量地、形式地描述自然语言的模糊变量。语言变量的值称为变量值,一般为自然或人

工语言的词、词组或句子。例如,“正大”“正中”“小”“零”“负小”“负中”“负大”等7个

语言变量,用PB、PM、PS、P0、NS、NM、NB表示“偏差”“偏差变化率”的值。

2.
 

模糊命题与模糊条件语句

对于模糊不确定性,一般采用隶属度来刻画。对于含有模糊概念的对象,只能采

用基于模糊集合论的模糊逻辑来描述。模糊命题是指含有模糊概念,具有某种真实程

度的陈述句[6]。一般形式为

P:p
 

is
 

A
  模糊命题的真值由变元对模糊集合的隶属程度表示,定义为

P=μA(p)

  除此之外,还可以用三元组的形式表示模糊命题。例如三元组(张三,体型,(胖,

0.9))表示命题“张三比较胖”,其中的0.9就代替“比较”而刻画了张三“胖”的程度。

模糊知识表示一般形式为

(< 对象 >,< 属性 >,(< 属性值 >,< 隶属度 >))
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  可以看出,它实际是通常三元组(<对象>,<属性>,<属性值>)的细化,其中

的<隶属度>一项是对前面属性值的精确刻画。在模糊数学中,通常将带有模糊词的

条件语句称为模糊条件语句。例如,用模糊命题A
 

表示“x 是a”,B 表示“y 是b”,则
简单模糊条件语句可表示为

如果A,则B
  对应的命题表达式为A→B=A×B,其真值是上的一个二元模糊关系R,其隶属

度函数为

μR(x,y)=μA→B(x,y)=μA(x)∧μB(y) (3.53)

  实际应用中,许多模糊规则是多重简单模糊条件语句,表示为

(如果A1,则B1)或(如果A2,则B2)或 …… 或(如果An,则Bn)
则其命题表达式为

 (A1→B1)∪ (A2→B2)∪ … ∪ (An →Bn)

=(A1×B1)∪ (A2×B2)∪ … ∪ (An ×Bn)
对应的隶属度函数为

μR(x,y)=Vn
i=1(μAi

(x)∧μBi
(y)) (3.54)

  对于条件论域由多个论域交集构成的语句,一般称为多维模糊条件语句。其句型

表示为

如果(A 且B), 则C
其命题表达式为

(A×B)→C=A×B×C
  真值定义为X×Y×Z 上的一个三元模糊关系,其隶属度函数为

μR(x,y,z)=(μA(x)∧μB(y))∧μC(z)=μA(x)∧μB(y)∧μC(z)

(3.55)

3.3.2 模糊推理规则

模糊推理又称模糊逻辑推理,是指从已知模糊命题(包括大前提和小前提),推出

新的模糊命题作为结论的过程,是一种近似推理。模糊推理的常用方法为关系合成推

理法(Compositional
 

Rule
 

of
 

Inference,CRI),CRI包括两种计算方法:
 

Zadeh推理法

和 Mamdani推理法。以下主要介绍 Mamdani推理法。
(1)

  

对于模糊取式推理,已知命题A→B,其中R 为A 到B 的模糊关系,对于给定

的A',则可以推出

B'=A'􀳱R
对应的隶属度函数计算公式为

μB'(y)=μA'(x)􀳱μR(x,y)=μA'(x)􀳱(μA(x)∧μB(y)) (3.56)

  (2)
  

对于模糊拒取式推理,已知命题A→B,其中R 为A 到B 的模糊关系,对于给

定的B',则可以推出

A'=R􀳱B'
对应的隶属度函数计算公式为
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μA'(x)=μR(x,y)􀳱μB'(y)=(μA(x)∧μB(y))􀳱μB'(y) (3.57)

  因此通过条件模糊向量与模糊关系的合成进行模糊推理,得到结论的模糊向量,
然后采用“清晰化”方法(模糊判决)将模糊结论转换为精确量。

例3.7 根据例3.5所示的模糊系统,求当输入为A'=
0.2
a1
+
0.7
a2
+
0.2
a3
+
0.5
a4

时,

系统的输出B'。
解:

 

例3.5中已经得到模糊关系,下面进行模糊合成得到模糊输出。

B'=A'􀳱R=

0.2
0.7
0.2
0.5

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

T

􀳱

0.3 0.7 0.2 0.6
0.3 0.7 0.2 0.6
0.2 0.2 0.2 0.2
0.3 0.5 0.2 0.5

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

=[(0.2∧0.3)∨ (0.7∧0.3)∨ (0.2∧0.2)∨ (0.5∧0.3),

 (0.2∧0.7)∨ (0.7∧0.7)∨ (0.2∧0.2)∨ (0.5∧0.5),

 (0.2∧0.2)∨ (0.7∧0.2)∨ (0.2∧0.2)∨ (0.5∧0.2),

 (0.2∧0.6)∨ (0.7∧0.6)∨ (0.2∧0.2)∨ (0.5∧0.5)]

=(0.3,0.7,0.2,0.6)
因此系统的输出为

B'=
0.3
b1

+
0.7
b2

+
0.2
b3

+
0.6
b4

  例3.8 某工业窑炉模糊控制系统,输入为温度,输出为压力。已知在论域T(温度)=
{0,20,40,60,80,100},P(压力)={1,2,3,4,5,6,7}上定义了模糊子集的隶属度函数为

μA(温度高)=
0
0+

0.1
20+

0.3
40+

0.6
60+

0.85
80 +

1
100

μB(压力大)=
0
1+

0.1
2 +

0.3
3 +

0.5
4 +

0.7
5 +

0.85
6 +

1
7

  模糊命题是“如果温度高,那么压力就大”,根据经验给定“温度较高”的隶属度函

数定义为

μA'(温度较高)=
0.1
0 +

0.15
20 +

0.4
40+

0.75
60 +

1
80+

0.8
100

  利用模糊推理方法确定在“温度较高”的情况下“压力较大”的隶属度函数。
解:

 

首先将模糊子集写成向量形式,即
A(x)= 0 0.1 0.3 0.6 0.85 1  
B(y)= 0 0.1 0.3 0.5 0.7 0.85 1  
A'(x)= 0.1 0.15 0.4 0.75 1 0.8  

  计算A 到B 的模糊关系R,即

R=A×B=μTA􀳱μB =

0
0.1
0.3
0.6
0.85
1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀳱 0 0.1 0.3 0.5 0.7 0.85 1  
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=

0 0 0 0 0 0 0
0 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1
0 0.1 0.3 0.3 0.3 0.3 0.3
0 0.1 0.3 0.5 0.6 0.6 0.6
0 0.1 0.3 0.5 0.7 0.85 0.85
0 0.1 0.3 0.5 0.7 0.85 1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

B'=A'􀳱R= 0.1 0.15 0.4 0.75 1 0.8  􀳱

0 0 0 0 0 0 0
0 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1
0 0.1 0.3 0.3 0.3 0.3 0.3
0 0.1 0.3 0.5 0.6 0.6 0.6
0 0.1 0.3 0.5 0.7 0.85 0.85
0 0.1 0.3 0.5 0.7 0.85 1

􀭠

􀭡
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

= 0 0.1 0.3 0.5 0.7 0.85 0.85  
  因此“压力较大”的隶属度函数可以表示为

μB(压力较大)=
0
1+

0.1
2 +

0.3
3 +

0.5
4 +

0.7
5 +

0.85
6 +

0.85
7

3.3.3 模糊判决

由上述模糊推理得到的结论或者操作是一个模糊集合,不能直接应用,需要先转

换为确定值。将模糊推理得到的模糊集合,转换为确定值的过程称为“模糊判决”,或
者“模糊决策”“解模糊化”。下面介绍几种简单的模糊判决方法[7]。

1.
 

最大隶属度法

最大隶属度法是在模糊集合中,取隶属度最大的量作为推理结果。即把模糊推理

所得到的模糊向量中最大隶属度所对应的精确量作为模糊判决得到的精确量,若有多

个最大隶属度,则取其对应的平均值作为模糊判决的结果。
例如,模糊集合为

U=
0.1
2 +

0.9
3 +

0.3
7 +

0.4
9

可得到该模糊集合元素3的隶属度最大,所以取结论为U=3。
这种方法的优点是简单易行,缺点是完全排除了其他隶属度较小的量的影响和作

用,没有充分利用推理过程取得的信息。

2.
 

加权平均判决法

为了克服最大隶属度法的缺点,可以采用加权平均判决法,即取输出模糊集合隶

属度函数曲线与横坐标轴围成面积的重心相应的输出当作精确值的输出。一般在连

续论域下的计算公式为

x0=
∫

b

a
xμ(x)dx

∫
b

aμ
(x)dx

(3.58)

3.
 

中位数法

中位数法也称面积平均法。在论域上把隶属度函数曲线与横坐标围成的面积平
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分为两部分的元素称为模糊集的中位数,中位数点所对应的横坐标值作为系统控制

量,如图3.13所示。

图3.13 中位数法隶属度函数计算示意图

当论域为有限离散点时,中位数μ*可以用下列公式求取:
 

∑
μ*

μ1
μ(μi)=∑

μn

μ*+1
μ(μj) (3.59)

  如果该点在有限元素之间,可用插值的方法来求取。实际上,模糊推理不需要很

精确,因此也可以不用插值法,直接取靠近μ*的其中一个元素作为μ*。

与最大隶属度法相比,这种方法利用了更多的信息,但计算比较复杂,特别是在连

续隶属度函数时,需要求解积分方程,因此应用场合要比加权平均法少。加权平均法

比中位数法具有更佳的性能,而中位数法的动态性能要优于加权平均法,静态性能则

略逊于加权平均法。而一般情况下,这两种方法都优于最大隶属度法。

3.4 模糊计算应用

40年来,模糊数学获得了蓬勃发展,其触角遍及自然科学、社会科学及横断交叉

学科,在数学理论(如拓扑学、逻辑学、测度论等)、应用方法(如控制论、聚类分析、模式

识别、综合评估等)、实际应用(如中长期气象预报、成矿预测、良种选择、故障诊断等)
及人文系统(如经济系统、政治系统、决策系统、教育系统)等诸多方面都取得了很多有

价值的成果。本节将重点介绍模糊计算在聚类分析和控制系统两个领域中的经典应

用:
 

模糊C均值聚类算法和模糊控制。

3.4.1 模糊C均值聚类算法

模糊C均值聚类算法(Fuzzy
 

C-Means
 

clustering
 

algorithm,FCM)是一种基于划

分的聚类算法,它的思想就是使被划分到同一簇的对象之间的相似度最大,而不同簇

的对象之间的相似度最小。根据模糊集合与隶属度函数的概念,在聚类的问题中,可
以把聚类生成的簇看成模糊集合,因此,每个样本点隶属于簇的隶属度就是[0,1]区间

内的值。具体地,FCM的目标函数可以定义为

Jm =∑
N

i=1
∑
C

j=1
um

ijd
2(xi,vj) (3.60)

其中,X={x1,x2,…,xN}⊆RRp 是在p 维空间中的数据,N 是数据项的数目;
 

C 是
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聚类的数目且2≤C<N;
 

uij 是xi 是第j个类的隶属度;
 

m 是每个模糊隶属度的加

权指数;
 

vj 是聚类中心;
 

d2(xi,vj)为xi 和聚类中心vj 之间的距离度量。一般情

况下,距离的度量采用欧几里得范数(L2 范数)的形式计算,即

d(xi,vj)=xi-vj = ∑
K

k=1
(xik -vjk)

2 (3.61)

  根据目标函数Jm,FCM的主要算法流程见算法3.1。

算法3.1 模糊C均值聚类算法(FCM)

Step
 

1:
 

设定参数C、m、ε的值;
 

Step
 

2:
 

初始化隶属度矩阵U(0);
 

Step
 

3:
 

设置循环计数器b
 

=
 

0;
 

Step
 

4:
 

根据隶属度矩阵U(b)计算出聚类中心Vb
j:

 

V(b)
j =
∑
N

i=1

(u(b)
ij )

mxi

∑
N

i=1

(u(b)
ij )

m

; (3.62)

Step
 

5:
 

计算隶属度矩阵U(b+1):
 

U(b+1)
ij =

1

∑
C

K=1

dji

dki  
2

m-1

; (3.63)

Step
 

6:
 

根据判定条件,如果 max{U(b)-U(b+1)}<ε,则停止迭代。否则令b=b+1,并转到

Step
 

4。

图像分割问题一般可以等效为像素的无监督分类,因而可以用聚类算法进行图像

分割。相较于K-Means算法,FCM对大多数无噪声的图像行之有效。图3.14是原

始图像,图3.15是应用FCM进行图像分割的结果。FCM对噪声非常敏感,因为它没

有考虑图像的空间结构信息,因此后来很多学者提出了基于FCM的改进版本。

图3.14 原始图像 图3.15 应用FCM进行图像分割的结果

以下是采用FCM对iris数据集进行聚类的结果,图3.16~图3.19为聚类前后

的数据分布和实验结果。
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图3.16 聚类中心初始化(花萼)

图3.17 聚类中心初始化(花瓣)

图3.18 聚类结果(花萼)
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图3.19 聚类结果(花瓣)

3.4.2 模糊控制

模糊控制是模糊计算在工程技术中的典型应用实例,它是以模糊集理论、模糊语

言变量和模糊逻辑推理为基础的一种智能控制方法。模糊控制不需要被控对象的精

确数学模型,而是基于专家的知识和操作者的经验建立模糊控制模型,通过模糊逻辑

推理完成控制决策过程,最后实现对被控对象的调节控制[8-9]。
模糊控制的总体思路是首先将操作人员或专家经验编成模糊规则,然后将来自传

感器的实时信号模糊化,将模糊化后的信号作为模糊规则的输入,完成模糊推理,将推

理后得到的输出量加到执行器上。
模糊控制系统的基本结构如图3.20所示。一般情况下,模糊控制系统由模糊控制器、

输入/输出接口、执行机构、被控对象和测量装置等5部分组成。模糊控制器是模糊控制系

统的核心部分,其可以进一步划分为模糊化接口、知识库、模糊推理和解模糊接口。

图3.20 模糊控制系统的基本结构

下文将分别介绍这4个模块。
1.

 

模糊化接口

模糊化接口的作用是将一个精确的输入变量通过定义在其论域上的隶属度函数

计算出其属于各模糊集合的隶属度,从而将其转化成为一个模糊变量。以偏差为例,
假设其论域上定义了{负大,负中,负小,零,正小,正中,正大}7个模糊集合,隶属度函

数如图3.21所示,根据偏差输入变量的大小,可以算出其属于每个模糊集合的隶属度。
模糊化的方法一般有3种。
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图3.21 “偏差”的隶属度函数

(1)
 

单点模糊集合:
 

如果输入量数据是准确的,则将其模糊化为单点模糊集合,
隶属度函数表达为

μA(x)=
1, x=x0
 
0, x≠x0 (3.64)

  (2)
 

三角形模糊集合:
 

将随机量变换成模糊量,隶属度函数一般为等腰三角形,

图3.22 三角形模糊集合的

隶属度函数

如图3.22所示。
(3)

 

铃形函数:
 

隶属度函数为正态分布函数,即

μA(x)=e
-
(x-x0)

2

2σ2 (3.65)

2.
 

知识库

模糊控制器中的知识库一般包含数据库和规则库

两个组成部分。
(1)

 

数据库:
 

存储着有关模糊化、模糊推理、解模糊

化的一切知识,如模糊化中论域变化的方法、输入变量隶

属度函数的定义、模糊推理算法、解模糊算法、输出变量各模糊集的隶属度函数的定义等。
(2)

 

规则库:
 

包含了模糊语言变量表示的一系列控制规则,反映了控制专家的经

验与知识。规则库中的模糊控制规则的建立一般有以下几种方式:
 

①基于专家经验

和控制工程知识;
 

②基于操作人员的实际控制过程;
 

③基于过程的模糊模型。同时

模糊控制规则要具备以下的性能要求:
 

①完备性,即对于任意的输入,模糊控制器均

应给出合适的控制输出;
 

②模糊控制规则数在满足完备性的条件下,尽量取较小的数

值,以简化模糊控制器的设计与实现;
 

③一致性:
 

对于一组模糊控制规则,不允许出

现给定一个输入,结果产生两组不同甚至是矛盾的输出。

3.
 

模糊推理

模糊推理是模糊控制器的核心,在3.3节中已经详细介绍了模糊推理,考虑到实

际应用中对模糊推理的效率要求,在模糊关系合成法的基础上模糊控制系统还发展出

了特征展开近似推理法、真值流推理法、作用模糊子集推理法等具有更快推理速度的

推理方法,以下简要介绍特征展开近似推理法(Character
 

Expansion
 

of
 

Inference,CEI)。
图3.23所示的基本模糊控制器中,e*、ec*和Δu*分别表示偏差、偏差变化和控

制增量的精确量;
 

A*、B*和C*分别为e*、ec*和Δu*的模糊量;
 

qe、qec 和qu 分别

为e*、ec*和Δu*的量化因子和比例因子。设X、Y
 

为输入变量论域,U 为输出变量
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论域,x∈X,y∈Y,u∈U 为基本变量,A⊂X,B⊂Y,C⊂U 为模糊变量,且e∈X,

ec∈Y,u∈U;
 

X,Y,U=[-6,6]。

图3.23 基本模糊控制器

在CRI方法中,每一个模糊蕴涵关系Ai×Bj→Cij 都要建立一个X×Y×U 上

的模糊关系Rij(i,j=1,2,…,7)。这样的R 是具有三重下标的矩阵,若X、Y 和U 分

别包含m、n、l个离散点,则R 就含有m×n×l个元素,再做关系合成运算,其运算量

将非常之大。在实际应用中,通常需要事先计算出输入输出响应表,通过查表的方法

实现模糊控制。针对CRI法推理计算过程的复杂性问题,CEI方法把模糊集族{Ai}、
{Bj}、{Cij}看成三组“特征基”,分别称

αk =V13i=1[A
*(x)∧Ak(xi)], βk =V13i=1[B

*(y)∧Bk(yi)] (3.66)

为A*关于Ak 和B*关于Bk 的特征系数,其中k=1,2,…,49。CEI法指出,近似推

理实际上是特征系数的传递。因此控制量u 的模糊量值C*(u)为
C*(u)=V49k=1[αk ∧βk ∧Ck(u)] (3.67)

得到模糊量值C*(u)后,经过解模糊化即可得到具体实施的精确量。CEI法除了不必计算

总模糊蕴涵关系R 外,其余过程均与CRI法相同。下面证明CEI法完全等同于CRI法。
证:

 

已知A*和B*分别为实测量(e*,ec*)的模糊量值,R 为总模糊蕴涵关系,
由CRI法可知,控制量的模糊量值为

C*
i (u)=(A

*and
 

B*)􀳱R=(A*and
 

B*)􀳱∪
n

i=1
Ri (3.68)

  由最大—最小蕴涵运算算子结合律可知,

C*
i (u)=∪

n

i=1
(A*and

 

B*)􀳱Ri

=∪
n

i=1
(A*and

 

B*)􀳱(Ai
 and

 

Bi →Ci)

=V
n

i=1
[A*(x)∧B*(y)]􀳱[Ai(x)∧Bi(y)∧Ci(u)]

=V
n

i=1
{[A*(x)∧Ai(x)]∧ [B

*(y)∧Bi(y)]∧Ci(u)}(3.69)

  比较式(3.66)和式(3.69)可知

C*
i =V

n

i=1
{αi ∧βi ∧Ci(u)} (3.70)

  由此可见,CEI法是CRI法的简化,二者完全相同,但由于特征展开法不需构造R
而使计算量大幅减少。同时,CEI法指出近似推理实际上是特征系数的传递这一本质
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使得人们可以从CRI法复杂的推理过程中解脱出来,清晰地看到信息在模糊推理中

的传递过程。

4.
 

解模糊接口

通过模糊推理得到的结果是一个模糊集合或者隶属度函数,但在实际使用中,特
别是在模糊控制中,必须用一个确定的值才能控制执行机构,因此在推理得到的模糊

集合中取一个相对最能代表这个模糊集合的单值的过程就称作解模糊或模糊判决。
在3.3节的模糊判决中介绍了常用的几种解模糊化方法:

 

①最大隶属度法;
 

②中位数

法;
 

③加权平均判决法,这里不再赘述。
综上所述,模糊控制的基本算法可概括为4个步骤:

 

(1)
  

根据采样得到系统的输出值,计算所选择的系统的输入变量;
 

(2)
  

将输入变量的精确值变为模糊量;
 

(3)
  

根据输入模糊量及模糊控制规则,按合成规则计算模糊控制量;
 

(4)
  

由上述得到的模糊控制量计算精确的控制量。

 图3.24 水箱液位控制

例3.9 以水位的模糊控制为例,如图3.24所示。
设有一个水箱,通过调节阀可向内注水和向外抽水。
设计一个模糊控制器,通过调节阀门将水位稳定在固

定点附近。按照日常的操作经验,可以得到基本的控

制规则:
 

“若水位高于O 点,则向外排水,差值越大,排水越快”
“若水位低于O 点,则向内注水,差值越大,注水越快”
根据上述经验,按下列步骤设计模糊控制器。
(1)

  

确定观测量和控制量。定义理想液位O 点的

水位为h0,实际测得的水位高度为h,选择液位差

e=Δh=h0-h
将当前水位对于O 点的偏差e作为观测量。

(2)
  

输入量和输出量的模糊化。将偏差e 分为5个模糊集:
 

负大(NB),负小

(NS),零(ZO),正小(PS),正大(PB)。根据偏差e 的变化范围分为7个等级:
 

-3,

-2,-1,0,+1,+2,+3。得到水位变化划分见表3.1。控制量u 为调节阀门开度的

变化。将其分为5个模糊集:
 

负大(NB),负小(NS),零(ZO),正小(PS),正大(PB)。
并将u 的变化范围分为9个等级:

 

-4,-3,-2,-1,0,+1,+2,+3,+4。得到控制

量变化划分见表3.2。

表3.1 水位变化划分表

隶 属 度
e变化等级

-3 -2 -1 0 1 2 3

模糊集

PB 0 0 0 0 0 0.5 1
PS 0 0 0 0 0.5 1 0
ZO 0 0 0.5 1 0.5 0 0
NS 0 0.5 1 0 0 0 0
NB 1 0.5 0 0 0 0 0
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表3.2 控制量变化划分表

隶 属 度
u变化等级

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

模糊集

PB 0 0 0 0 0 0 0 0.5 1
PS 0 0 0 0 0 0.5 1 0.5 0
ZO 0 0 0 0.5 1 0.5 0 0 0
NS 0 0.5 1 0.5 0 0 0 0 0
NB 1 0.5 0 0 0 0 0 0 0

(3)
  

模糊规则的描述。根据日常的经验,设计以下模糊规则:
 

①“若e负大,则u
负大”;

 

②
 

“若e负小,则u 负小”;
 

③“若e为0,则u 为0”;
 

④“若e正小,则u 正小”;
 

⑤“若e正大,则u 正大”。其中,排水时,u 为负;
 

注水时,u 为正。根据上述经验规

则,可得模糊控制见表3.3。

表3.3 模糊控制规则表

e NB NS ZO PS PB

u NB NS ZO PS PB

(4)
  

求模糊关系。模糊控制规则是一个多条语句,它可以表示为U×V 上的模糊

子集,即模糊关系为

R= (NBe×NBu)∪(NSe×NSu)∪(ZOe×ZOu)∪(PSe×PSu)∪(PBe×PBu)
其中,规则内的模糊集运算取交集,规则间的模糊集运算取并集。

NBe×NBu=

1
0.5
0
0
0
0
0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

× 1 0.5 0 0 0 0 0 0 0  

=

1.0 0.5 0 0 0 0 0 0 0
0.5 0.5 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

NSe×NSu=

0
0.5
1
0
0
0
0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

× 0 0.5 1 0.5 0 0 0 0 0  
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=

0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0.5 0.5 0.5 0 0 0 0 0
0 0.5 1.0 0.5 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

ZOe×ZCu=

0
0
0.5
1
0.5
0
0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

× 0 0 0 0.5 1 0.5 0 0 0  

=

0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0.5 0.5 0.5 0 0 0
0 0 0 0.5 1.0 0.5 0 0 0
0 0 0 0.5 0.5 0.5 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

PSe×PSu=

0
0
0
0
1
0.5
0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

× 0 0 0 0 0 0.5 1 0.5 0  

=

0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0.5 1.0 0.5 0
0 0 0 0 0 0.5 0.5 0.5 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

PBe×PBu=

0
0
0
0
0
0.5
1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

× 0 0 0 0 0 0 0 0.5 1.0  
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=

0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0.5 0.5
0 0 0 0 0 0 0 0.5 1.0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

  由以上5个模糊矩阵求并集(隶属度函数最大值)得

R=

1.0 0.5 0 0 0 0 0 0 0
0.5 0.5 0.5 0.5 0 0 0 0 0
0 0.5 1.0 0.5 0.5 0.5 0 0 0
0 0 0 0.5 1.0 0.5 0 0 0
0 0 0 0.5 0.5 0.5 1.0 0.5 0
0 0 0 0 0 0.5 0.5 0.5 0.5
0 0 0 0 0 0 0 0.5 1.0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

  (5)
  

模糊决策。模糊控制器的输出为误差向量和模糊关系的合成,即

u=e􀳱R
当误差e为NB时,e= 1,0.5,0,0,0,0,0  控制器输出为

u=e􀳱R

= 1 0.5 0 0 0 0 0  􀳱

1.0 0.5 0 0 0 0 0 0 0
0.5 0.5 0.5 0.5 0 0 0 0 0
0 0.5 1.0 0.5 0.5 0.5 0 0 0
0 0 0 0.5 1.0 0.5 0 0 0
0 0 0 0.5 0.5 0.5 1.0 0.5 0
0 0 0 0 0 0.5 0.5 0.5 0.5
0 0 0 0 0 0 0 0.5 1.0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

= 1 0.5 0.5 0.5 0 0 0 0 0  
  (6)

  

控制量的解模糊化。由模糊决策可知,当误差为负大时,实际液位远高于理

想液位,e=NB,控制器的输出为模糊向量,可表示为

u=
1
-4+

0.5
-3+

0.5
-2+

0.5
-1+

0
0+

0
+1+

0
+2+

0
+3+

0
+4

  如果按照“隶属度最大原则”进行解模糊化,则选择控制量为-4,即阀门的开度应

开大一些,加大排水量。

本章小结

对于现实世界中存在的大量的不确定性的、复杂性问题,以经典集合为基础的经

典数学往往显得无能为力,而以模糊集合为基础的模糊计算在处理该类问题上具有极

大的优越性。3.1节阐述了模糊集合的定义,分别介绍了模糊集合的表示方法、常见

的隶属度函数、模糊集合运算的定理与性质、隶属度函数的确定方法。3.2节介绍了
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模糊矩阵的定义和运算定理,并讨论了模糊关系的定义、表示方法以及模糊二元关系

的运算。在模糊关系的合成一节中介绍了两种合成运算方法。3.3节讨论了模糊语

言、模糊命题等模糊知识表示,重点描述了3种模糊条件语句、模糊推理规则以及3种

常用的模糊判决方式。3.4节介绍了模糊计算的两个经典应用:
 

模糊C均值聚类算

法以及模糊控制系统,并回顾了模糊推理的相关内容。
模糊理论是由美国的L.A.Zadeh教授提出的。然而,模糊理论在产生之初,在美

国发展并不顺利,同样在欧洲也受到一定程度的抵制。这是因为西方人喜欢钻研精确

问题,偏好Aristotte的二元逻辑系统。相反,模糊理论在中国、日本、印度这些东方国

家却大受欢迎,发展迅速。这是因为东方人擅长兼容并蓄的思维方式,逻辑系统也和

西方的二元逻辑大不相同。正是这种文化沉淀上的差异,使得东西方在面对模糊逻辑

时,表现出的接受程度大相径庭。模糊理论的成功表明模糊是相对于精确而言的,对
于多因素的复杂状况,模糊往往显示出更大的“精确”。而传统意义上的过分精确还可

能导致过于刻板、缺乏灵活性。

习题

1.
  

说明模糊集合与经典集合的主要区别。

2.
  

简要说明模糊控制系统中模糊控制器的工作原理。

3.
  

设论域U={x1,x2,x3,x4,x5},A 及B 为论域U 上的两个模糊集,已知:
 

A=
0.1
x1

+
0.5
x2

+
0.8
x3

+
0.6
x4

+
1
x5
; B=

0.1
x1

+
0.7
x3

+
1
x4

+
0.3
x5

  试计算:
 

A∩B,A∪B,􀭿A,A∪􀭺B,A·B,A+B,A􀱇B,A􀱋B。
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4.
  

设某汽车研究所拟对4种车型a、b、c、d 的乘坐舒适性进行评估。为此,令

U= a,b,c,d  ,A= 乘坐舒适性  ,并挑选10名长期从事汽车道路试验的技术人员

和司机,通过实际乘坐进行评估,评估方法为:
 

任取两辆车编成一组进行对比,以先乘

坐的一辆车为基准,以后乘坐的一辆车为对象做相对比较评分,评分标准如表3.4
所示。

表3.4 乘坐舒适性评分表

乘坐感觉 很好 好 稍好 相同 稍差 差 很差

分值 10 9 7 5 3 1 0

假设先乘b车再乘a车,相对于b车10人对a车评分的总和为83分,则取fb(a)=
0.83,fa(b)=0.17。得到的所有评分结果如表3.5所示。

表3.5 乘坐舒适性得分表

fy(x)
基准y

a b c d

对象x

a 0.50 0.63 0.70 0.79
b 0.37 0.50 0.68 0.69
c 0.30 0.32 0.50 0.74
d 0.21 0.31 0.26 0.50

根据二元对比排序法计算相对优先矩阵和A 的隶属度函数。

5.
  

已知存在模糊向量A 和模糊矩阵R 如下:
 

A=(0.8 0.2 0.6)

R=
0.4 0.6 0.2 0.5
0.4 0.3 0 0.2
0.1 0.9 0.6 0.7

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

计算B=A􀳱R。

6.
  

设有下面两个模糊关系:
 

R1=

0.2
0.4
1
0.7

0.8
0
0.5
0.6

0.4
1
0
0.5

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

, R2=
0.7 0.3
0.4
0.2

0.8
0.9

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

  试求出R1 与R2 的复合关系R1􀳱R2。

7.
  

设U=V={1,2,3,4,5},A=
1
1+
0.5
2
,B=

0.4
3 +

0.6
4 +

1
5

 

模糊知识:
 

IF
 

x
 

is
 

A
 

THEN
 

y
 

is
 

B
模糊证据:

 

x
 

is
 

A'

其中,A'的模糊集为:
 

A'=
1
1+
0.4
2 +

0.2
3
,求其模糊结论B'。

8.
  

查阅相关资料,总结至少3种基于模糊C均值算法的改进聚类算法,并编写代

码实现其中一种算法。

9.
  

已知某一炉温控制系统,要求温度保持在600℃恒定。针对该控制系统有以下
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控制经验:
 

(1)
 

若炉温低于600℃,则升压;
 

低的越多升压越高。
(2)

 

若炉温高于600℃,则降压;
 

高的越多降压越高。
(3)

 

若炉温等于600℃,则保持电压不变。
设模糊控制器为一维控制器,输入语言变量为误差,输出为控制电压。输入输出

的量化等级为7级,取5个模糊集。试设计隶属度函数误差变化划分表、控制电压变

化划分表和模糊控制规则表。

10.
  

查阅相关资料,总结一种现实生活中模糊控制的应用(例如模糊电饭煲),并
分析其中的模糊控制原理与模糊推理规则。

参考文献

[1] Dubois
 

D,Prade
 

H.Fuzzy
 

Sets
 

and
 

Systems-Theory
 

and
 

Applications[M].New
 

York:

Academic
 

Press,1980.
[2] 张国立,张辉,孔倩.模糊数学基础及应用[M].北京:

 

化学工业出版社,2011.
[3] 李士勇.工程模糊数学及应用[M].哈尔滨:

 

哈尔滨工业大学出版社,2004.
[4] 王立新.模糊系统与模糊控制教程[M].北京:

 

清华大学出版社,2003.
[5] 张吉礼.模糊-神经网络控制原理与工程应用[M].哈尔滨:

 

哈尔滨工业大学出版社,2004.
[6] Timothy

 

J
 

R.模糊逻辑及其工程应用[M].钱同惠,沈其聪,葛晓滨,等译.北京:
 

电子工业出版

社,2001.
[7] 刘若辰,慕彩红,焦李成,等.人工智能导论[M].北京:

 

清华大学出版社,2021.
[8] 刘金琨.智能控制[M].4版.北京:

 

电子工业出版社,2017.
[9] 石辛民,郝整清.模糊控制及其 MATLAB仿真[M].北京:

 

清华大学出版社,2018.


