
     

第3章

CHAPTER
 

3

正弦稳态电路分析

    

工农业生产中大量电动机需要由正弦交流电源供电,远距离输送电力需要升高或降低

电压运用的是正弦交流电,广播通信及军事国防工程中要用到中高频的正弦交流信号。
正弦稳态电路分析也是三相电路、互感耦合电路、非正弦电流电路分析的基础。 

3.1 正弦量的参数

正弦量的量值随时间按正弦规律变化,变化连续、平缓、正负值均衡。以正弦电流为例,

图3-1 正弦电流的波形

波形如图3-1所示,其任意时刻之值称为瞬时值,表达

式为

i=Imsinωt+ψi   或  
 

i=Imcosωt+ψi  
(3-1)

其中,余弦函数比正弦函数超前90°,本书采用正弦函数表

达式。瞬时值规定用小写字母表示,如i、u。图3-1设电

流的参考方向(实线箭头)向右,在0
 

~
 

t1 时间内,i>0,
则实际方向(虚线箭头)也向右,与参考方向相同;

 

在t1
 ~

 

t2 时间内,i<0,则实际方向向左,与参考方向相反。

3.1.1 正弦量三要素

在i=Imsinωt+ψi  中,Im 为正弦量的最大值;
 

ω 为角频率;
 

ψi 为初相位。Im、ω、ψi

称为正弦量的三要素。如果已知最大值、角频率和初相位,则i=Imsinωt+ψi  唯一确定。

1.
 

最大值Im

最大值反映了正弦量的变化幅度,又称为振幅或峰值,用大写字母加下标 m表示,如

Um、Im1 和Um2 等。
另一个常见的物理量为有效值,交流电的有效值是由其在电路中做功的热效应来定义

的,如图3-2所示为两个相等的标准电阻R,一个通入已知大小的直流电流I,另一个通入

交流电流i,在交流的一个周期时间T 内若测得两个电阻产生的热量相等,即做功效果相

等,那么该直流电流I的数值就定义为该交流电流的有效值。根据电阻产生热能的公

式,有
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Q=I2RT=∫
T

0
i2Rdt

I=
1
T∫

T

0
i2dt












(3-2)

式(3-2)适用于任何波形的周期电流,代入正弦电流i=Imsinωt,得

I=
1
T∫

T

0
I2msin

2ωtdt=
1
T∫

T

0
I2m×

1
2
(1-cos2ωt)dt

=
1
2
Im

1
T∫

T

0
dt-

1
T∫

T

0
cos2ωtdt=

1
2
Im

即

I=
Im
2

(3-3)

同理可定义电压、电动势有效值为

U=
Um

2
, 

 

E=
Em

2

 

图3-2 确定交流电流有效值的方法

  可见,正弦交流量的最大值是其有效值的 2倍。通常所说的民用交流电压220V是指

有效值,其最大值约为311V。确定电气设备的耐压值时,应按正弦电压的最大值来考虑。
我们平常所说的交流电压、电流,以及电气设备上的额定电压、额定电流,均指有效值,

交流测量仪表所读出的指示值也是有效值。有效值用大写字母表示,如U、I1、U2 等。

2.
 

角频率ω
角频率ω 反映了正弦量变化的快慢,定义为ω =2πf,单位为rad/s(弧度/秒),它与频率

图3-3 同步发电机的结构

f、周期T 有密切关系。频率f 是正弦量每秒钟变

化的次数,单位为赫兹(Hz)。而变化一次所需的时

间称为周期T,显然T=1/f,周期的单位为秒(s)。
我国电力系统的供电频率是50Hz,简称工频。

不同技术领域所使用的正弦波的频率是不一样的,
按照频率的高低,可分为低频、中频、高频等。

如图3-3所示为产生正弦交流电的同步发电机

结构,其工作原理如图3-4所示,定子绕组通入直流

励磁电流I后形成位置固定的磁极,该定子磁极做

成特殊形状,使上下定子两极间的磁感应强度B 在

空间按正弦规律分布,如图3-4(a)所示。原动机带

动转子逆时针旋转,转子绕组切割定子磁场并在其
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中产生感应电动势,外接负载后产生感应电流。转子从α=0开始,逆时针转一圈,转子绕

组切割到的磁场按图3-4(b)变化一周,相应的感应电动势、感应电流也按正弦规律变化一

周期。若转子每秒旋转f 圈,则感应电流频率为f,转子每圈划过空间的角度是2π弧度(即

360°),那么转子每秒划过空间的角度是2πf弧度,这就是角频率ω 的定义。工频信号的角频

率ω=2π×50=314rad/s。

3.
 

初相位ψi

式(3-1)中的ωt+ψi 称为正弦波的相位角或简称相位,相位反映了正弦量变化的进程。

ψi 是在t=0时正弦量的相位角,反映了正弦量的初始状态。
设图3-4(a)所示发电机外接电阻负载,上次停机时若转子线圈的首端刚好停在α=0的

“1”点,则下次开始运转时从“1”点起步,转子线圈流出的感应电流初始值为零,因为起步点

的磁场为零,转子线圈切割不到磁感线,即初相位ψi=0;
 

但每次停机转子位置是随机的,线
圈的首端可能停在圆周内的任意位置,如停在“4”点,转子下次一起步就切割到最强磁场,那
么初相位ψi=90°;

 

如停在“10”点,则初相位ψi=270°。

图3-4 同步发电机的工作原理

正弦量波形图一个周期的起点是由负到正的过零点,若该起点在原点O,则正弦量的初

始值为零,初相位ψi 也为零;
 

若该起点在纵轴之前,则正弦量的初始值为正,初相位ψi 也为

正,如图3-5(a)、(b)所示,ψi 从原点往前(左)读取;
 

若该起点在纵轴之后,则正弦量的初始

值为负,初相位
 

ψi 也为负,如图3-5(c)、(d)所示,ψi 从原点往后(右)读取。这说明正弦量

的初相位与计时起点有关。
为了确定正弦量初相位的正与负,习惯上用绝对值小于180°的角度来表示初相位,即

|ψi|≤180°
  若初相位的绝对值大于180°,作如下处理
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图3-5 正弦量初相位ψi 的正与负

ψi±360°
这个角度仍等效于原角度,但绝对值就在180°以内。原初相位为负时加360°;

 

原初相位为

正时减360°,如下:
 

i1=Im1sinωt-270°  A, ψi1=-270°+360°=90°,初相位为正;
 

i2=Im2cosωt+120°  =Im2sinωt+210°  A,ψi2=210°-360°=-150°,初相位为负。
另外还要注意,角度的单位可以是度(°);

 

也可以是弧度(rad),如ωt的乘积就是以弧度

为单位的。因此要清楚弧度与度之间的换算关系,即

1°=
π
180rad=0.01744rad, 1rad=

180
π  °= 180

3.14  °=57.325°
  几个特殊值经常用到,如π

6=30°
,π
4=45°

,π
3=60°

,π=180°。

3.1.2 正弦量的相位差

比较多个同频率的正弦量时,每个正弦量出现最大值的时刻往往有先有后,它们之间存

在相位差。相位差是同频率正弦量之间的相位之差,即初相位之差。如设

u=Umsinωt+ψu  

i=Imsinωt+ψi  
则u 与i之间的相位差为

φ= ωt+ψu  - ωt+ψi  =ψu -ψi (3-4)

  若φ=ψu-ψi>0,则u 超前于
 

i,如图3-6(a)所示;
 

若φ=ψu-ψi
 <0,则u

 

滞后于i,如图3-6(b)所示;
 

若φ=ψu-ψi=0,则
 

u 与
 

i同相,如图3-6(c)所示;
 

若φ=ψu-ψi=±90°,则
 

u 与i正交,如图3-6(d)所示;
 

若φ=ψu-ψi=±180°,则
 

u 与
 

i反相,如图3-6(e)所示。
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图3-6 同频率正弦量之间的相位差

  为了确定两个正弦量之间的超前或滞后关系,习惯上用绝对值小于180°的角度来表示

相位差。即

φ= ψ1-ψ2 ≤180° (3-5)

  【例3-1】 求下面两组正弦量的相位差。
(1)

 

i1=Im1sinωt+90°  A,i2=Im2sinωt-120°  A;
 

(2)
 

u3=Um3cosωt-120°  V,u4=-Um4sinωt-90°  V。
解 (1)

 

φ12=ψi1-ψi2=90°-(-120°)=210°,其绝对值大于180°,作如下处理得

φ12=210°-360°=-150°
表明i1 滞后i2150°,或i2 超前i1150°。

 

(2)
 

u3 为余弦波,余弦波超前正弦波90°,作如下处理得

u3=Um3cosωt-120°  =Um3sinωt-30°  V, ψu3=-30°
u4 表达式前有负号,表示反相,应在其初相位里加上(或减去)180°,即

u4=-Um4sinωt-90°  =Um4sinωt-90°+180°  =Um4sinωt+90°  ,

ψu4=90°

φ34=ψu3-ψu4=(-30°)-90°=-120°
结果表明u3 滞后u4120°。

【课后练习】

3.1.1 正弦电路中的电压、电流为

u1(t)=122sin(ωt+30°)V, i1(t)=5.656sinωt-90°  mA

u2(t)=62sin(ωt+45°)V, i2(t)=-302cosωt+60°  mA
u1 超前i1(  )、u2 超前i2(  )。并画出u1、i1 的波形图。
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图3-7 3.1.3波形图

3.1.2 已知正弦电压
 

u(t)=2202sin(3140t-270°)V,
其最大值Um=(  )V、有效值 U=(  )V、频率

f=(  )Hz、周期T=(  )s、角频率=(  )rad/s,
初相位=(  )。计算它在0.001s瞬时值=(  )V,

0.0005s时的瞬时值=(  )V。

3.1.3 写出如图3-7所示两个电压波形的瞬时值表

达式。

ua=(      )V,ub=(      )V。

3.2 正弦量的计算方法

对正弦量进行计算,如对瞬时值直接进行加减乘除运算,则要用到诸多三角函数公式,
过程非常烦琐。

在讨论同一正弦交流电路的电流电压时,由于各量的角频率相同,ω 一经给定不再变

化。仅剩下有效值、初相位两个量需进行计算。
借用初等数学中的复数,能很好地表达正弦量的有效值、初相位。

3.2.1 复数的主要表达形式

初等数学复数的虚数单位用i表示,由于电路课程中i用来表示电流,为不引起混淆,本
书中的虚数单位用j表示。复数可借助于复平面来表示,复平面的实轴用+1表示,虚轴用

+j表示,而j2=-1,j= -1,
1
j
=j
jj
=-j。

复数的解析式主要有两种。

1.
 

复数的极坐标形式

A
·
=A∠ψ,如图3-8所示带箭头的直线。其中直线的长度A 是复数的模,指量值的大

小,恒为正;
 

直线与横轴正方向的夹角ψ
 

是复数的辐角,表示该复数在复平面内的方位。

图3-8 复数的表达形式

2.
 

复数的代数形式

A
·
=a+jb,图3-8中直线在横轴上的投影ɑ 是复数的实部,直线在纵轴上的投影b 是

复数的虚部。
两种解析式之间的等效变换关系如下:
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极坐标形式变换为代数形式:
 

复数的实部a=Acosψ,复数的虚部
 

b=Asinψ。

代数形式变换为极坐标形式:
 

复数的模
 

A= a2+b2,复数的辐角ψ=arctan
b
a
。

 

因此有关系式
 

A
·
=A∠ψ= a2+b2∠arctanb

a

A
·
=Acosψ+jAsinψ=a+jb







 (3-6)

 

  复数的极坐标式与代数式之间的转换,可借助计算器进行。以SHARP
 

EL-501P型计

算器为例,面板上有a、b
 

两个按键,角度单位键选择DEG指度,DEG在显示屏顶部出现。

如将3-j4转换成5∠-53.13°,按键如图3-9(a)所示;
 

将5∠-53.13°转换成3-j4,按键

如图3-9(b)所示。凡是输入负数,先单击数字,再单击“+/-”号。必须注意“模”恒为正

数,其后不能单击“+/-”号。

图3-9 用计算器进行代数式与极坐标式互相转换

在转换过程中有以下特例:

1+j20=20.024∠87.14°≈20∠90°(可忽略实部)

20+j1=20.024∠2.86°≈20∠0°(可忽略虚部)

复数还有一种表达形式称为指数形式,如A
·
=Aejψ,可以证明A

·
=Aejψ 与A

·
=A∠ψ

相等。如5∠80°=5ej80°,10∠-90°=10e-j90°。本书不用“指数形式”。

3.2.2 用复数表示正弦量———相量

复数的极坐标表达形式有:
 

直线长度;
 

辐角(可在0°~180°及0°~-180°变化)。这刚

好能借用来分别表示正弦量的有效值、初相位。

正弦量i=Imsinωt+ψi  = 2Isinωt+ψi  的角频率ω 为确定值,在同一系统中恒定

不变。可以直接写出该正弦量对应的复数极坐标式,称为相量。

振幅相量  I
·
m=Im∠ψi= 2I∠ψi

有效值相量  
 

I
·
=
Im
2
∠ψi=I∠ψi

  本书多数计算采用有效值相量。从正弦量的瞬时值表达式得到相量的极坐标式后可转

换成代数式,如

i1=2.52sin(ωt+32°)A, I1
·

=2.5∠32°=2.5(cos32°+jsin32°)=2.12+j1.32A

i2=102sin(ωt+120°)A, I
·
2=10∠120°=10(cos120°+jsin120°)=-5+j8.66A
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i3=502sin(ωt-150°)A, I
·
3=50∠-150°=-43.3-j25A

i4=3.92sin(ωt-47°)A, I
·
4=3.9∠-47°=2.66-j2.85A

  这4个正弦量对应的相量如图3-10所示,在复平面中表示各相量几何位置的图形称为

相量图。绘相量图时也可以隐去实轴和虚轴,即只需画出相量本身。正弦量的初相位不同,
其相量处于复平面的象限也不同。需要特别指出,相量只用来表示正弦量,或代表正弦量进

行计算,但不等于正弦量。

图3-10 4个不同象限的相量

图3-10中4个相量画在同一复平面上,可直观确定相互间的超前、滞后关系,依次为

I
·
4 超前I

·
3,I
·
1 超前I

·
4,I
·
2 超前I

·
1,I
·
3 超前I

·
2。两个箭头间夹角绝对值小于180°的相量

进行比较,在逆时针前方的相量为超前相量。如要确定I
·
3 与I

·
1 间的超前、滞后关系,则

φ31=ψ3-ψ1=(-150°)-32°=-182°
即

φ31=-182°+360°=178°

表明I
·
3 超前I

·
1178°。

这里所说的“相量”不是物理学中所述的“有大小有方向”
 

的“向量”,只是借助了“向量”
的图示方法,因此不能用“向量”这个词。

3.2.3 复数相量的运算规则

设有两个相量分别为I
·
1=a1+jb1=I1∠ψ1,I

·
2=a2+jb2=I2∠ψ2,对两者进行计算

的规则如下。
(1)

 

加法、减法运算:
 

必须采用代数式,实部和虚部分别相加或相减。

I
·
=I
·
1±I

·
2=(a1±a2)+j(b1±b2) (3-7)

相量的加减还可以用作图法进行,如例3-3所示。
(2)

 

乘法运算:
 

采用极坐标式更方便,其乘积为“两个模相乘,两个辐角相加”。

I
·
1·I

·
2=I1·I2∠(ψ1+ψ2) (3-8)

  (3)
 

除法运算:
 

采用极坐标式更方便,其商为“两个模相除、分子的辐角减去分母的

辐角”。

I
·
1/I
·
2=

I1
I2
∠(ψ1-ψ2) (3-9)
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  (4)
 

两复数相等(I
·
1=I

·
2)的条件:

 

①
 

实部和虚部分别相等,即

a1=a2, b1=b2 (3-10)

  ②
 

模与辐角分别相等,即

I1=I2, ψ1=ψ2 (3-11)

3.2.4 基尔霍夫定律的相量形式

1.
 

KCL的相量形式

  任一时刻,对电路中的任一结点有

i1+i2+…+ik =0 或  ∑i=0

  当所讨论的电路所有电流、电压都是同频率的正弦量时,理论推导可证明KCL的相量

形式也成立,为

I
·
1+I

·
2+…+I

·
k =0 或  ∑I

·
=0

2.
 

KVL的相量形式

任一时刻,对电路中的任一回路有

u1+u2+…+uk =0 或  ∑u=0

同理,KVL的相量形式也成立,为

U
·
1+U

·
2+…+U

·
k =0 

 

或  
 

∑U
·
=0 

  应该注意到,虽然KCL、KVL的相量形式都成立,但由于正弦量的相量不仅有模的大

小,更重要的是有相位的不同,或者说在复平面上的方位不同,因此电流(或电压)的有效值

之间是不满足KCL、KVL。即

I1+I2+…+Ik ≠0, U1+U2+…+Uk ≠0

  【例3-2】 
 

已知正弦电流i1=2.52sin(ωt+32°)A,i2=3.92sin(ωt-47°)A。要求

(1)
 

计算i=i1+i2,验证I≠I1+I2。
(2)

 

用画相量图的方法,计算i=i1+i2,观察I≠I1+I2。
解 (1)

 

由两电流的瞬时值表达式直接写出它们的相量极坐标式为

I
·
1=2.5∠32°A, I

·
2=3.9∠-47°A

则

I
·
=I
·
1+I

·
2

=2.5∠32°+3.9∠-47°
=2.5(cos32°+jsin32°)+3.9[cos(-47°)+jsin(-47°)]

=(2.12+j1.32)+(2.66-j2.85)=4.78-j1.53
=5.02∠-17.75°A

相量计算结果I
·

不是正弦量,转变成瞬时值表达式才是正弦量:
 

i=5.022sin(ωt-17.75°)A
验证
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I=5.02A≠I1+I2=2.5+3.9=6.4A

  (2)
 

I
·
1 与I

·
2 的相量图如图3-11(a)所示,类似物理学中由两个分力求合力的方法,画

出I
·
1 与I

·
2 形成的平行四边形的对角线,该对角线代表的相量就是I

·
1 与I

·
2 的和相量

I
·
———这种画图方法称为平行四边形法。

表征正弦量的相量可以在复平面上平移,平移时保持相量的大小和方向不变,就与原相

量等效。图3-11(b)中将I
·
1 平移,接在I

·
2 相量的箭首,那么由I

·
2 的箭尾指向I

·
1 箭首的

相量就是和相量I
·
———这种方法称为三角形法。只要作图准确,量取相量图中I

·
的长度和

角度就分别得到I
·

的有效值和初相位。

图3-11 例3-2相量图

观察图3-11(b)中三角形的三条边长可知I≠I1+I2。

【例3-3】 已知正弦电压u1=102sin(ωt+30°)V,u2=52sin(ωt+135°)V。要求

(1)
 

计算u=u1-u2,验证U≠U1-U2。
(2)

 

用画相量图的方法,计算u=u1-u2,观察U≠U1-U2。
解 (1)

 

由两电压的瞬时值表达式直接写出它们的相量极坐标式为

U
·
1=10∠30°=(8.66+j5)V, U

·
2=5∠135°=(-3.54+j3.54)V

则

U
·
=U
·
1-U

·
2=12.2+j1.46=12.3∠7°V

转变成瞬时值表达式

u=12.32sin(ωt+7°)V
验证

U=12.3V≠U1-U2=10-5=5V

  (2)
 

根据
 

U
·
=U
·
1-U

·
2=U

·
1+(-U

·
2),U

·
1 减U

·
2 就是U

·
1 加上负的U

·
2,可将减法转变

为加法来做。将U
·
2 旋转180°得到“-U

·
2”,再用平行四边形法则画出

 

U
·
=U
·
1+(-U

·
2),

如图3-12(a)所示。
观察图3-12(a)中三角形的三条边长可知U≠U1-U2。

平行四边形法还可以推广为多边形法,如图3-12(b)所示,图中U
·
=U
·
1+U

·
2+U

·
3-U

·
4,

U
·
1、U
·
2、U
·
3、(-U

·
4)四者相加依次首尾相连,和相量U

·
由第一个相量的箭尾指向最后一个相
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图3-12 例3-3相量图

量的箭首。
相量图以有效值定长度,以初相位定方位,需准确画出角度。为方便量取角度,要求读

者准备纸片折叠出30°、60°、90°等特殊角备用,如图3-12(c)所示。

3.2.5 复数计算示例

(1)
 

-74.46∠-50°=74.46∠(-50°+180°)=74.46∠130°。
注意:

 

模不能带负号,模恒为正。负号等效于相位加或减180°。

(2)
 220∠0°-213.8∠-22.8°

j20
=
220-(197.1-j82.85)

20∠90° =4.3∠-15.45°。

(3)
 

5+
(3+j4)×(-j4)
(3+j4)-j4

=5+
16-j12
3 =10.33-j4=11.08∠-21.2°。

(4)
 

11.2∠116.6°-10∠-180°=(-5.01+j10.01)+10=4.99+j10.01=11.18∠63.5°。

3.2.6 复数计算中的常用算子

在复数计算中,经常会遇到算子“j”“-j”“-1”,它们都是乘法因子,运算规律如下:
 

  jI
·
=I
·
∠90°:

 

 I
·

乘以
 

j,相当于复平面上将I
·

逆时针旋转90°,辐角加90°。

 -jI
·
=I
·
∠-90°:

 

I
·

乘以“-j”,相当于复平面上将I
·

顺时针旋转90°,辐角减90°。

 -I
·
=I
·
∠180°:

 

I
·

乘以“-1”,相当于复平面上将I
·

旋转180°,辐角加或减180°。

【课后练习】

3.2.1 将下列瞬时值算式变换成复数相量算式,并且计算。
(1)

 

u(t)=u1(t)+u2(t)=60sin314t+80cos314tV

振幅相量:
 

U
·
m=U

·
m1+U

·
m2=(    )+(    )=(  )∠53.13°V,画出

 

U
·
m、U

·
m1、U

·
m2

 的相量图。

(2)
 

i(t)=162sin(10t-30°)-122sin(10t+135°)A

有效值相量:
 

I
·
=I
·
1-I

·
2=(    )-(    )=(    )∠-36.42°A,画

出I
·
、I
·
1、I
·
2

 的相量图。

3.2.2 图3-13中4个电流相量有效值都为10A,则I
·
1=(   )A,I

·
2=(   )A,
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图3-13 相量图 

I
·
3=(    )A,I

·
4=(    )A。

3.2.3 填空题:
 

(1)
 120∠0°
8+j10

=
120∠0°
(    )=

(  )∠-51.3°

(2)
 240∠0°
25-j15

=
240∠0°

(    )∠(    )=8.24∠
(  )°

(3)
 (5+j35)(2-j38)
5+j35+2-j38

=
(  )∠81.9°×(  )∠-87°

(  )∠-23.2° =

(  )∠18.1°=(    )+j(    )

3.3 单一元件正弦交流电路的特性

单一元件有电阻、电感、电容三者,掌握三者的特性十分重要。

3.3.1 电阻元件的特性

1.
 

电阻元件的伏安关系

  如图3-14(a)所示,设电阻元件的端电压
 

u= 2Usin(ωt+ψu),根据欧姆定律,电流为

i=
2U
R sin(ωt+ψu)= 2Isin(ωt+ψi)

则电阻元件的伏安关系如下:
 

(1)
 

电流、电压是同频率的正弦量。
(2)

 

电流、电压的有效值关系:
 

I=U/R,Im=Um/R。
(3)

 

电流、电压的相位关系:
 

ψu=ψi,二者同相。

2.
 

电阻元件伏安关系的相量形式
 

分别由电阻电流、电压的瞬时值表达式写出其相量表达式为

u= 2Usin(ωt+ψu)  ⇒  U
·
=U∠ψu

i= 2Isin(ωt+ψi)  ⇒  I
·
=I∠ψi=

U
R∠ψu

则电阻元件伏安关系的相量形式为

I
·
=
U
·

R
(3-12)

 

式(3-12)就是相量形式的欧姆定律。电阻元件电流、电压的波形如图3-14(b)所示,其中

图3-14(a)称为电阻元件的相量模型,相量图如图3-14(c)所示。

3.
 

电阻元件的功率

(1)
 

瞬时功率:
 

瞬时功率是电流、电压瞬时值的乘积,波形如图3-14(b)所示。

p=ui=UmImsin
2(ωt+ψi)=UI[1-cos2(ωt+ψi)]

该式表明电阻元件的瞬时功率p 总是大于或等于零,即电阻元件是耗能元件,功率不可能

为负。
(2)

 

平均功率(又称有功功率):
 

有功功率是瞬时功率在一个周期的平均值,是用电设
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图3-14 电阻元件的u、i、p 波形及相量图

备将电能转变成其他形式能而消耗掉的功率。

P=
1
T∫

T

0
pdt=

1
T∫

T

0
UI[1-cos2(ωt+ψi)]dt=UI=I2R=

U2

R
该式与直流电路中电阻功率的公式形式相同,但这里的U、I是电流、电压有效值。

【例3-4】 图3-14(a)中,已知电阻R=100Ω、电压u= 2220sin(314t+30°)V。计算电

流i和平均功率P。
解 已知电压相量

U
·
=220∠30°V

求得电流相量为

I
·
=
U
·

R =
220∠30°
100 A=2.2∠30°A

电流的瞬时值表示式为 

i=2.22sin(314t+30°)A
电阻的有功功率为

P=UI=220×2.2=484W

3.3.2 电感元件的特性

1.
  

对电感元件的认识

  电感元件是用来储存磁场能量的无源器件,如图3-15所示。在电子和电力系统中,电
感元件有着广泛的应用,如电感器、变压器、电动机。

图3-15 不同类型的电感
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任何有电流通过的导线周围都有磁感线产生,如果将导线绕成多匝的线圈,电流i通过

线圈时周围磁感线更密集,磁感线总量更大,其中存储有磁场能量WL=
1
2Li

2,WL 与电感

电流的平方成正比。穿过每匝线圈的磁感线数量称为磁通Φ,穿过N 匝线圈磁通的总和称

为磁通链,磁通链用Ψ 表示,单位为韦伯(Wb)。电感元件中的磁通链Ψ 与每匝线圈磁通

Φ 的关系、与流过电流i的关系分别为

Ψ(t)=NΦ
 
Ψ(t)=Li(t) (3-13)

式中,比例系数L———线圈的自感系数(固有参数),又简称为自感或电感,单位为亨利(H)
或毫亨(mH)。

式(3-13)反映了电感元件的韦-安特性,线性电感的韦-安特性曲线是通过原点的直线,
如图3-15(b)所示。

电感的自感系数L 定义为
 

L=
Ψ(t)
i(t)

(3-14)

式(3-14)表明,“某线圈的自感系数较大”的意义是“流过单位电流激起的磁通链较多,其中

储存的磁场能量WL=
1
2Li2 也较强”。

自感系数取决于电感的结构尺寸及磁环境。增加线圈匝数、增加线圈横截面积、采用更

高磁导率的骨架以及缩短螺线管长度,都可以提高自感系数。
市售电感的自感系数可从通信系统用的几个微亨到电力系统中的几十亨。也有固定电

感和可变电感之分;
 

线性电感与非线性电感之分。本书涉及的电感都属于线性电感,其Ψ
与电流i的比值L 为常数,骨架用非磁性材料构成,如塑料、陶瓷等。如骨架用铁磁材料,则
自感系数会随电流非线性变化,其韦-安特性曲线如图3-16(c)所示。电感元件在使用中不

允许超过其额定电流。电感元件若串、并联,则计算等效电感的公式与电阻相同。

图3-16 电感元件的韦-安特性曲线

2.
 

电感元件的伏安关系

根据物理学可知,线圈中的磁通链随时间发生变化,就会在线圈两端产生感应电动势,
测量该线圈的两端有感应电压存在,磁通随时间的变化率决定了感应电压的大小。

Ψ(t)=Li(t)
 

是电感元件的定义式,其中包含电流,但与电感电压无关,为确定电感元

件的伏安关系,将该式两侧同时对时间t求变化率,准确地说对时间t求导数,得关联参考

方向下电感元件的VCR式为



95   

dΨ(t)
dt =Ldi

(t)
dt  或  u(t)=Ldi

(t)
dt

(3-15)

该式表明,电感电压不是与该时刻的电流值本身成正比,而是与该时刻电流的变化率成

正比,反映了电感元件是一个动态元件。电流变化越快,电压越高,电流若不发生变化,则磁

通也不变化,即使电流值再大,电感电压也为零。若要求电流发生突变,如瞬间从0增至

5A,即电流变化率→∞,则电感电压→∞。
感应电压的方向总是要阻碍电流及磁通的变化,图3-17(a)中当电流增加时,磁通也增

加,这时感应电压的实际正极朝着正电荷流来的方向,由此产生的感应电流与正在增加的电

流方向相反,推迟了电流的增加;
 

图3-17(b)中当电流减小时,磁通也减小,这时感应电压的

实际正极朝着正电荷离开的方向,由此产生的感应电流与正在减小的电流方向相同,推迟了

电流的减小。最终导致电流的变化迟于电压的变化。电感元件的感应电压起到了抑制电流

变化的作用,这使空心电感做成的“高频扼流圈”用于电子工程,铁芯电感做成的“平波电抗

器”用于电力工程。

图3-17 感应电压阻碍电流的变化

图3-18(a)中,设电感电流
 

i= 2Isinωt
则根据电感元件的伏安关系得

u=Ldidt= 2ωLIcosωt= 2ωLIsin(ωt+90°)= 2Usin(ωt+ψu)

电感电压超前电流90°,电流、电压之间的相位正交,一个为零时,另一个达到最大,这与电

阻元件有本质区别。

图3-18 电感元件的VCR特性

3.
 

电感元件相量形式的VCR式

分别由电感电流、电压的瞬时值表达式写出其相量表达式为

i= 2Isinωt ⇒ I
·
=I∠ψi=I∠0°

u= 2ωLIsin(ωt+90°) ⇒ U
·
=U∠ψu =ωLI∠90°=jωL×I

·

则电感元件在关联参考方向下VCR式的相量形式为
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U
·
=U∠ψu =ωLI∠90°=jωL×I

·
 或  I

·
=

U
·

jωL
(3-16)

该式称为相量形式的欧姆定律,其中jωL 取代了原来欧姆定律中电阻的位置。jωL 称为复

感抗,ωL 称为感抗,表征了电感元件对交流电流的阻碍作用,是电压与电流的有效值之比,
用XL 表示,单位均为欧姆。注意区别两者。

感抗是电感电压与电流的有效值或振幅之比:
 

XL=ωL=
U
I =

Um

Im
=2πfL

  复感抗是电感电压与电流的相量之比,其中包含了相位关系,“j”表明电感电压超前电

流90°。

jωL=
U
·

I
· =jXL

  复感抗不是相量,是一个计算用复数,字母顶端不打点。电感元件的相量模型如

图3-18(a)所示,图3-18(b)为电流与电压的相量图,U
·

在I
·

逆时针前方90°,称U
·

超前。U
·

与I
·

若采用非关联参考方向,则式(3-16)变为

jωL=-
U
·

I
·

  电感元件的感抗XL
 不仅与自感系数L 有关,还与信号频率f 成正比,如图3-18(c)所

示。频率为零时,感抗为零,直流电不随时间变化,其电流与磁通的变化率均为零,故感应电

压为零,因此直流电路中电感可用短路线替代,电感对直流电流没有阻碍作用;
 

信号的频率

增加,f
 

↑XL↑,电流变化加快,感抗随之增加,f →∞,XL →∞。因此人们常说“电感通

直流阻交流扼高频”。

图3-19 电感元件u、i、p 的波形 

4.
 

电感元件的功率

1)
 

瞬时功率

瞬时功率是电压与电流瞬时值的乘积,u、i、p 的波形如图3-19所示。

p=ui=Imsinωt×Umcosωt=2UIcosωtsinωt=UIsin2ωt
  分析:

 

①在第一个和第三个1/4周期,u、i同号,p 为

正值,i从零增大到最大值,由于WL=
1
2Li2,所以电感元

件吸收电源的能量,作为磁场能储存起来。②在第二个

和第四个1/4周期,u、i异号,p 为负值,i从最大值减小

到零,储存的磁场能向外界释放发出。从瞬时功率的波

形图可看到,吸收与发出的能量相等,因此电感元件是储

能元件。

2)
 

平均功率(也称有功功率)

P=
1
T∫

T

0
pdt=

1
T∫

T

0
UIsin2ωtdt=0

该式表明电感元件的平均功率为零。电感不消耗电能,整
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个周期中并没有把电能转变成其他形式的能。

3)
 

无功功率

电感元件的无功功率定义为电感元件与外界电源之间能量往返交换的规模,其大小等

于瞬时功率的最大值,用QL 来表示,单位为乏(var)或千乏(kvar)。

QL=UI=I2XL=
U2

XL
(3-17)

  【例3-5】 自感系数
 

L=19.1mH的电感元件,接在u=2202sin(314t+30°)V的电

源端。
(1)

 

计算复感抗、电流i和无功功率QL。
(2)

 

如果电源的频率增加为原频率的2000倍,其他不变,重新计算。
解 (1)

 

电感的复感抗

jXL=jωL=j314×19.1×10-3=j6Ω
  电源电压相量

U
·
=220∠30°V

根据相量欧姆定律
 

I
·
=

U
·

jXL
=
220∠30°
6∠90°A=36.67∠-60°A

 

电流瞬时值表达式

i=36.672sin(314t-60°)A
无功功率

QL=UI=220×36.67var=8067.4var=8.07kvar
  (2)

 

电源频率增加为原频率的2000倍时,ω'=314×2000rad/s,复感抗也增加2000倍,
则

jX'L=j2000ωL=j2000×6=j12kΩ
电感电流下降2000倍,即

I
·
'=

U
·

jX'L
=

220∠30°
12×103∠90°

A=0.0183∠-60°A

电流瞬时值表示式为

i'=0.01832sin(314×2000t-60°)A
无功功率

Q'L=UI'=220×0.0183var=4.03var
  计算表明,电源的频率越高,感抗越大,电压有效值若不变,电流越小。

5.
 

电感元件伏安关系的应用

汽车发动机的起动需要每个气缸的油气混合燃料在适当的时间里被点燃,点燃由火花塞

装置来实现,火花塞是汽车发动机心脏的起搏器,如图3-20所示。它的基本结构是一对由空

气间隙隔开的电极,两个电极分别接在点火电感线圈的两端,通过在两个电极之间瞬间施加

一个高达数千伏的电压,形成横跨空气间隙的电火花,点燃气缸中的油气混合燃料。不点火

时,汽车电池提供12V直流电压,通过限流电阻与电感线圈串联,形成一个稳定的电流;
 

点
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图3-20 汽车点火电路

火时,断开开关S,强迫电感电流瞬间降为零,使电

感 线 圈 两 端 产 生 瞬 间 高 压 uL =L
diL
dt →

-∞。高压施加在火花塞两个电极之间,击穿间隔

中的空气引起火花或电弧,实现点火。这个过程持

续到电感元件储存的磁场能量在电火花放电中

耗散。
例如在图3-20所示的汽车点火电路中,电阻

R=4Ω,电感L=6mH,电池为12V。那么S打开

前电感线圈的电流值i为

i=
12
4=3A

假设开关S打开需要1μs的时间,即电流从3A下降为零需要1μs。则空气间隙两端的电

压为

uL =L
diL
dt ≈L

ΔiL
Δt =6×10-3×

0-3
1×10-6=-18kV

  类似的应用还有日关灯启辉点燃电路、燃气炉和燃气热水器中的高压打火电路等,均是

利用电感电流突变产生的瞬时高压来工作的。

3.3.3 电容元件的特性

1.
 

对电容元件的认识

  电容元件是利用储存电荷来储存电场能量的无源器件,如图3-21所示。各种类型的电

容器如图3-22所示。和电感元件一样在电子和电力系统中应用广泛。

图3-21 电容元件的构成

  
图3-22 不同类型的电容器

两个彼此绝缘又互相靠近的导体,每个导体各引出一个电极,就构成一个电容器。实际

电路中,只要两导体之间由绝缘材料隔开就组成一个电容,因此电容可能无处不在,这样的

电容称为杂散电容。
若忽略电容器极板间所充绝缘物的漏电,两个导体由平行金属板来模拟,在一定频率范

围内该电容器的电路模型就是理想电容元件。当有电压u加在电容元件的两极板之间时,
两极板上分别储存有等量异号的电荷+q 与-q,使正负极板间形成许多电场线,其中储存

着电场能量WC=
1
2Cu

2,WC 与电容电压的平方成正比。电容元件所储存电荷用q 表示,
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常用单位为库仑(C),线性电容储存的电荷q与电压u 成正比。即

q(t)=Cu(t) (3-18)
式中:

 

C———电容元件的电容量(固有参数),简称电容,单位为法拉(F)或微法(μF)或皮法

(pF),1F=106μF=10
12pF。

式(3-18)反映了线性电容元件的库-伏特性,其曲线是通过原点的直线,如图3-23(b)所
示。可变电容的电容C 可根据需要发生变化,如图3-23(c)所示。市售电容器的电容量可

从通信系统用的几十皮法(pF)到电力系统中的几千微法(μF),还分为极性电容和非极性电

容,极性电容一般为电解电容,电容量较大。
线性电容元件的电容量C 定义为

C=q(t)
u(t)

(3-19)

该式表明,“某电容器的电容量较大”的意义是“施加单位电压能储存的电荷较多,其中储存

的电场能量WC=
1
2Cu2 也较强”。平行板电容器的电容量与两极板面积A 成正比,与两极

板间距离d 成反比,即

C=ε
A
d

式中:
 

ε———极板间绝缘物的介电常数。

图3-23 电容元件的库-伏特性曲线及串并联

电容元件在使用中不允许超过其额定电压,否则可能击穿极板间的绝缘层而损坏。当

电容器的电容量足够而耐受电压的能力不够时,可将几个电容器串联,如图3-23(d)所示。
两个串联的电容所储存电荷相等,而总电压u 等于两电容电压之和,即

u=u1+u2=q
C1

+q
C2

=
1
C1

+
1
C2  q

则有

C=q
u =

1
1
C1

+
1
C2

=
C1C2

C1+C2
(3-20)

或

1
C =

1
C1

+
1
C2

(3-21)

该式表明,电容元件串联后等效电容减小了,可理解为两极板间距离d 变大了。根据两串

联电容所储存电荷相等还可推知
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q=C1u1=C2u2
则

u1
u2

=
C2
C1

该式表明,两电容串联时所加电压与电容量呈反比,电容量较小的所加电压更高。
当电容器所加电压符合额定值要求,但电容量不够时,可将几个电容器并联,如图3-23(e)

所示。两个并联的电容其电压相等,总电荷q等于两电容所储存电荷之和,即

q=q1+q2=C1u+C2u=(C1+C2)u
则有

C=q
u =C1+C2 (3-22)

该式表明,电容元件并联后等效电容增大了,可理解为总极板面积A 增加了。
电容元件串、并联后,等效电容量的计算公式与电阻串、并联公式在形式上相反。

2.
 

电容元件的伏安关系

q(t)=Cu(t)是电容元件的定义式,其中包含电压,但与电容电流无关,为确定电容元

件的伏安关系,将该式两侧同时对时间t求变化率,准确地说对时间t求导数,得到关联参

考方向下电容元件的VCR式为

dq(t)
dt =Cdu

(t)
dt  或  i(t)=Cdu

(t)
dt

(3-23)

  根据第1章对电流的定义,通过导体横截面的电荷q 对时间求导数就是流过该导体的

电流。电容电流都是充放电电流,电荷在理想情况下不能越过两个极板间的绝缘物。充电

时电流给极板带来电荷在先,然后才使q↑,u↑;
 

放电时电流带走极板上电荷在先,才使

q↓,u↓;
 

因此电流的变化先于电压的变化,如图3-24所示。

图3-24 电容电流的变化先于电压的变化

式(3-23)表明,电容电流不是与该时刻的电压值本身成正比,而是与该时刻电压的变化

率成正比,反映了电容元件也是动态元件。电压变化越快,电荷充放移动越快,电流越大;
 

电容电压若不发生变化,电容器极板上的电荷量也不变,就不存在电荷的移动,即使电压再

高,电容电流也为零;
 

若要求电容电压突变,如从5V瞬间上升为10V,即电压变化率→∞,
则电容电流→∞。

图3-25中设电容电压

u= 2Usinωt
则根据电容元件的伏安关系得

i=Cdudt= 2ωCUcosωt= 2ωCUsin(ωt+90°)= 2Isin(ωt+ψi)
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应特别注意:
 

电容元件的电流超前电压90°,这刚好与电感元件相反。电流、电压之间的相

位也是正交,一个为零时,另一个达到最大。

图3-25 电容元件的VCR特性

3.
 

电容元件相量形式VCR式

分别由电容电压、电流的瞬时值表达式写出其相量表达式

u= 2Usinωt ⇒ U
·
=U∠ψu =U∠0°

i= 2ωCUsin(ωt+90°) ⇒ I
·
=I∠ψi=ωCU∠90°=jωC×U

·
=

U
·

1/jωC
则电容元件在关联参考方向下VCR式的相量形式为

I
·
=

U
·

1/jωC 
或者  

 

U
·
=
1
jωC×I

·
(3-24)

该式也是相量形式的欧姆定律,其中 1
jωC

取代了原来欧姆定律中电阻的位置。 1
jωC

称为复

容抗,1
ωC

称为容抗,单位均为欧姆。容抗表征了电容元件对正弦交流电流的阻碍作用,用

XC 表示。注意区别两者:
 

容抗是电容电压与电流的有效值或振幅之比:
 

XC=
1

ωC=
U
I =

Um

Im
=
1

2πfC
  复容抗是电容电压与电流的相量之比,其中包含了相位关系,“-j”表明了电容电压滞

后电流90°。

1
jωC=

U
·

I
· = j
jjωC=- j

ωC=-jXC

  复容抗也是一个计算用复数,字母顶端不打点。图3-25(a)中下半部分的支路是电容元

件的相量模型,电流与电压的相量图如图3-25(b)所示,U
·

在I
·

顺时针后方90°,U
·

滞后于

I
·
90°。U

·
与I

·
若采用非关联参考方向,则式(3-24)变为

1
jωC=-

U
·

I
·

  电容元件的容抗XC
 不仅与电容量C 成反比,还与频率f 成反比,如图3-25(c)所示。

频率为零时,直流电压不随时间变化,容抗无穷大,没有充放电现象,因此电容切断直流通路,
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直流电路中电容可用开路替代;
 

信号频率增加,f↑XC↓,电容充放电速度加快,容抗随之减

小。因此电容元件与电感元件相反,越是高频电流流过更畅通。因此人们常说“电容断直流

阻交流通高频”。
4.

 

电容元件的功率

1)
 

瞬时功率

电容元件瞬时功率的波形如图3-26所示。

图3-26 电容元件u、i、p 的波形

p=ui=Umsinωt×Imcosωt

=2UIcosωtsinωt=UIsin2ωt

  分析:
 

(1)
 

在第一个和第三个1
4

周期,u、i同号,p 为

正值,u 从零增到最大值,由于WC=
1
2Cu

2,电容元件吸收

电源的能量,作为电场能储存起来。

(2)
 

在第二个和第四个1
4

周期,u、i异号,p 为负值,u

从最大值减少到零时,储存的能量向外界释放发出。从瞬

时功率的波形图可看到,吸收与发出的能量相等,因此电

容元件也是储能元件。

2)
 

平均功率(即有功功率)

P=
1
T∫

T

0
pdt=

1
T∫

T

0
UIsin2ωtdt=0

  该式表明电容元件的平均功率为零。电容也不消耗电能,整个周期中没有把电能转变

成其他形式的能。
3)

 

无功功率

电容元件的无功功率是电容元件与外界电源之间能量往返交换的规模,其大小也等于

瞬时功率的最大值,用QC 来表示,单位为乏(var)或千乏(kvar)。

QC=UI=I2XC=
U2

XC
(3-25)

  正弦电路的平均功率,也称为有功功率,是负载将电能转变成热能、光能、机械能而消耗

的功率,不可再生,如电阻消耗的功率,可理解为“实功”。而电感元件、电容元件的无功功率

并没有转变成其他形式的能量,每个周期在L、C 中电能储存两次,等量返还电源两次,来回

转换,虽然电能没有被消耗,但需要发电机来提供,或者说这种转换占用了发电设备的容量,
使发电机不能被充分利用,因负载并没有实际消耗这部分功率,无功功率可理解为“虚功”。

但无功功率并不是
 

“无用功”,在电动机、继电器等电动设备中必须借助电感元件产生

的磁场作为媒介,才能将电能转变成机械能。从后面的学习可知,其实电容元件可以为电感

元件提供所需的无功功率,L、C 元件的无功功率具有互补的特性,两者储存的能量可以由

对方提供,不足的才由电源提供。

【例3-6】 电容量C=10μF的电容器,接在频率f=50Hz、u=222sin(ωt-120°)V
的正弦交流电源上。

(1)
 

计算复容抗ZC、电流i和无功功率QC。
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(2)
 

如果电源的频率增加为原频率的20倍,其他不变,重新计算(1)。
(3)

 

画出电容电压与电流的相量图。
解 (1)

  

当频率f=50Hz时,电源电压相量

U
·
=22∠-120°V

电容的复容抗

-jXC=-j
1

ωC=-j
1

2π×50×10×10-6=-j318.3Ω

根据相量欧姆定律,有

I
·
=

U
·

-jXC
=
22∠-120
-j318.3 =0.069∠[-120°-(-90°)]=0.069∠-30°A

电流瞬时值表达式为

i=0.0692sin(ωt-30°)A
 

无功功率为

QC=I2XC=
U2

XC
=UI=22×0.069=1.52var

  (2)
 

当频率增加为原频率的20倍时,f'=50×20=1000Hz。
电容的复容抗

-jX'C=-j
1

ω'C=-j
1

2π×1000×10×10-6=-j15.92Ω (容抗下降20倍)

电容电流的相量

I
·
'=

U
·

-jX'C
=
22∠-120°
-j15.92 =1.38∠-30°A (电流增加20倍)

电流瞬时值表达式为

i'=1.382sin(ω't-30°)A
无功功率

Q'C=I'2X'C=
U2

X'C
=UI'=22×1.38var=30.36var

图3-27 例3-6相量图

  计算表明,信号的频率越高,容抗越小,电压有效值若不

变,电流越大。
(3)电容电压与电流的相量图如图3-27所示。

【课后练习】

图3-28 3.3.1波形图

3.3.1 如图3-28所示,已知电感元件L 为5mH,接至有效值为10V、角频率为ω=
103rad/s的正弦电压,电感电流有效值I=(  )A,在波形图

中补画电流波形,并画出电流、电压的相量图。
3.3.2 已知电容元件C 为0.05μF,接至有效值为10V、初

相为30°、角频率为ω=106rad/s的正弦电压,电容元件的电流

瞬时表达式为i=(    )A,并画出电流、电压的相量图。
3.3.3 如图3-29所示电路中,各电容的电容量、交流电源的

电压值和频率均相同,问哪个电流表的读数最大? 哪个为零?
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图3-29 3.3.3电路图

3.3.4 纯电感元件在交流电路中,判断下列表达式,正确填√,错误填×。

i=
u
XL
(  ),I=

U
ωL
(  ),i=

u
ωL

 

(  ),U
·
=jωLI

·
(  )。

3.3.5 纯电容元件在交流电路中,判断下列表达式,正确填√,错误填×。

I=
U
1/ωC

(  ),I=
U
ωC
(  ),U

·
=I
· 1
jωC

(  ),i=
u
1/ωC

(  )。

3.3.6 RLC串联电路在频率为50Hz时,容抗、感抗、电阻值如图3-30(a)所示,
图3-30(b)频率上升到150Hz,填写此时各阻抗值。

图3-30 3.3.6电路图

3.4 RLC串联正弦交流电路分析

认识了正弦电路中单个无源元件,掌握了感抗、容抗各自的特性后,本节讨论正弦电路

中电阻、电感、电容的串联电路,注意理解R、L、C 如何形成一个矛盾的统一体。

3.4.1 RLC串联电路的伏安关系

如图3-31(a)所示为电阻、电感、电容串联电路的相量模型,各元件电流相等,设I
·
=

I∠0°,根据KVL定律有

U
·
=U
·
R+U

·
L+U

·
C=RI

·
+jXLI

·
-jXCI

·
=I
·

R+jωL-
1

ωC  


 




图3-31 电阻、电感、电容串联电路及相量图



105  

定义复阻抗Z 为电压相量与电流相量之比,即

Z=
U
·

I
· =

U
I∠

(ψu -ψi)=R+jωL-
1

ωC  
=R+jX = R2+X2∠arctanX

R = Z ∠φ (3-26)

复阻抗的实部是电阻

R= Z cosφ
复阻抗的虚部称为电抗

X =XL-XC=ωL-
1

ωC= Z sinφ

复阻抗的模值简称阻抗,反映了RLC串联电路总电压与电流之间的大小关系

Z =
U
I = R2+(XL-XC)

2 = R2+X2 (3-27)

复阻抗的辐角称为阻抗角,反映了总电压与电流之间的相位关系,是电压超前电流的相位

φ=ψu -ψi=arctan
X
R =arctan

ωL-
1

ωC
R

(3-28)

  式(3-26)也是相量欧姆定律。感抗XL、容抗XC 本身恒为正值,但感抗与容抗之差的

电抗X=XL-XC 却可能为正、为负或为零,三种情况下电路的性质有根本区别。

U
·
R、U
·
L、U
·
C 三者分别与电流同相、超前电流90°、滞后电流90°,相互间是矛盾的,U

·
 

最终

取什么相位,取决于ωL 与
 1
ωC

及R 的相对大小。

通过画出3种情况下的相量图,可直观分析3种不同电路的性质。设I
·
=I∠0°水平向

右,感抗电压U
·
L(朝上)与容抗电压U

·
C 方向相反,两者的相量和为电抗电压U

·
X,U

·
X=

U
·
L+U

·
C,是a、b间的电压,电抗电压U

·
X 与电阻电压U

·
R 形成的平行四边形的对角线决定

总电压U
·

的相位和大小。

当ωL>
1

ωC
时,X

 

>0,U
·

X 朝上,ab间等效为感抗,φ >0,U
·
超前I

·
,为感性电路,如

图3-21(b)所示。

当ωL<
1

ωC
时,X

 

<0,U
·

X 朝下,ab间等效为容抗,φ <0,U
·
滞后I

·
,为容性电路,如

图3-31(c)所示。

当ωL=
1

ωC
时,X=0,U

·
X=0,ab间等效为短路,φ =0,U

·
与I

·
同相,这时电路的状态称

为串联谐振,为电阻性电路,如图3-31(d)所示。
注意“感性电路”是感抗与电阻的串联组合,其阻抗角0<φ<90°,不同于“纯电感电

路”,纯电感电路的阻抗角φ=90°;
 

同理,“容性电路”是容抗与电阻的串联组合,其阻抗角

-90°
 

<φ<0,不同于“纯电容电路”,纯电容电路的阻抗角φ=-90°。
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3.4.2 串联电路的电压三角形与阻抗三角形

如图3-31(b)和(c)所示的相量图中有一个直角三角形,锐角φ 是串联电路的阻抗角,
斜边长度是总电压有效值U,φ 的邻边长度是电阻电压有效值UR,φ 的对边长度是电抗电

压有效值UX,重画于图3-32(a),称为串联电路的电压三角形。电压三角形的每条边除以

I,就得到串联电路的阻抗三角形如图3-32(b)所示,这两个三角形是相似三角形。因此有

U
Z =

UR

R =
UX

X =I (3-29)

与图3-32两个三角形有联系的公式是

电压三角形

相联系的公式

U= U2R+U2X
UR=Ucosφ
UX=Usinφ

φ=arctan
UX

UR















  
阻抗三角形

相联系的公式

|Z|= R2+X2

R=|Z|cosφ
X =|Z|sinφ

φ=arctan
X
R














式中都不是复数,仅指量的大小和正负,应用时注意U、UR、|Z|、R
 

恒为正值,而UX、X 和φ
有正有负,感性电路时为正;

 

容性电路时为负。

图3-32 串联电路的电压三角形与阻抗三角形

若电路仅为电阻与感抗串联,则有

Z=R+jωL=R+jXL, U= U2R+U2L
若电路仅为电阻与容抗串联,则有

Z=R+
1
jωC=R-jXC, U= U2R+U2C

若电路仅为感抗与容抗串联,则有

Z=jωL-
1

ωC  =jX, U= UL-UC

若电路为容抗与容抗串联,则有

Z=-j
1

ωC1
+
1

ωC2  =-j(XC1 +XC2
), U=UC1 +UC2

  以上4种情况的相量图分别如图3-33(a)、(b)、(c)、(d)所示,求两元件串联后电压有效

值的记忆方法:
 

正交元件勾股弦;
 

相反元件互相减;
 

同阻抗角元件直接加。

【例3-7】 
 

有一个RLC串联电路,u=2202sin314t+30°  V,R=30Ω,L=254mH,

C=80μF。计算:
(1)

 

感抗、容抗、电抗及复阻抗;
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图3-33 串联电路求电压有效值的记忆方法

图3-34 例3-7相量图

(2)
 

电流i;
 

(3)
 

各分电压;
 

(4)
 

验证U≠UR+UL+UC,并画出相量图。
解 (1)

  

感抗

XL=ωL=314×254×10-3=80Ω
容抗

XC=
1

ωC=
1

314×80×10-6=40Ω

电抗

X =XL-XC=80-40=40Ω
复阻抗的模值

Z = R2+X2 = 302+402 =50Ω
阻抗角

φ=ψu-ψi=arctan
XL-XC

R =53.1°

复阻抗

Z=R+jXL-jXC=R+jωL-j
1

ωC=30+j(80-40)=50∠53.1°Ω (感性)

  (2)
  

根据相量欧姆定律

I
·
=
U
·

Z =
220∠30°
50∠53.1°=4.4∠-23.1°A

电流的瞬时值
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i=4.42sin314t-23.1°  A
  (3)

 

电阻电压相量

U
·
R=RI

·
=30×4.4∠-23.1°=132∠-23.1°V

uR=1322sin314t-23.1°  V
电感电压相量

U
·
L=ZLI

·
=jωLI

·
=j80×4.4∠-23.1°=352∠66.9°V

uL=3522sin314t+66.9°  V
电容电压相量

U
·
C=ZCI

·
=-jXCI

·
=-j40×4.4∠-23.1°=176∠-113.1°V

uC=1762sin314t-113.1°  V
  (4)

 

验证

UR+UL+UC=132+352+176=660V≠U=220V
计算结果中,UL>U(分电压大于总电压),这在直流电路中不可能发生,这是因为有两个性

质对立的元件相串联,电压内部平衡了一部分,相量图如图3-34所示。
【例3-8】 电子设备中,经常要求电路的输出信号要将输入信号向前移相或向后移相。

图3-35(a)就是最简单的移相电路。已知输入信号u1(t)= 2sin1000tV,R=1kΩ,欲使输

出电压u2 超前输入电压u160°,求电感的自感系数
 

L 及输出电压u2。

图3-35 例3-8电路图、相量图

解 该电路为感性,电压超前电流。图3-35(b)是相量图,其中U
·
1 设为参考相量,水平

向右画,电流I
·
滞后电压画到第四象限;

 

U
·

R 与电流同相,与I
·
在同一方向上;

 

U
·
2 超前电

流90°,U
·
2 接在U

·
R 的箭尾画;

 

U
·
R+U

·
2=U

·
1,形成一个电压三角形。确定相位差须观察两

个相量箭头间(或箭头延长线)的夹角,因此α=60°,则该电路总电压U
·
1 超前电流I

·
的角度

(即阻抗角)为

φ=90°-60°=30°
根据图3-35(b)的电压三角形,得

sinφ=sin30°=
U2
U1
, U2=U1×sin30°=1×0.5=0.5V

 

因此

u2=0.52sin1000t+60°  V
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阻抗三角形与电压三角形为相似三角形,得

tanφ=tan30°=
ωL
R
, L=

Rtan30°
ω =

1000×tan30°
1000 =0.57H

  图3-35(a)实现输出超前移相,超前移相范围0°<α<90°,R 比ωL 大得越多,U
·
2 比U

·
1

相位超前越多。同是这个电路,若如图3-35(c)所示,R 与
 

L 交换位置,从R 上输出电压

U
·
2,U
·
1 与I

·
未变,则U

·
2 将滞后U

·
130°,实现输出滞后移相,滞后的移相范围0°<φ<90°,这

时R 比ωL 大得越多,U
·
2 滞后U

·
1 的相位越少。

移相也常用如图3-36(a)、(b)所示的RC串联电路来实现,二者哪个输出超前移相? 哪

个输出滞后移相? 请自行画相量图分析。

图3-36 RC移相电路

【例3-9】 线圈参数包含绕线电阻R
 

和自感系数L,为了测量R 和
 

L,图3-37(a)将一

个电容与之串联,将电源频率调至ω=2×104rad/s,电压调至US=14.14V,测得线圈电压

URL=22.4V,电容电压UC=10V,电流I=1mA,求R 和L 分别为多少。

图3-37 例3-9电路图、相量图

解 设
 

I
·
为参考相量,U

·
RL

 超前电流画在第一象限,U
·
C 滞后电流90°垂直向下,U

·
RL 和U

·
C

的相量和即为电源电压相量U
·
S。电压三角形是一个钝角三角形,原因是虚线框中不是纯电

阻元件。对该电压三角形运用余弦定理,得

U2RL=U2S+U2C-2USUCcosα

cosα=
U2RL-U2S-U2C

-2USUC
=
22.42-14.142-102

-2×14.14×10 =-0.71

α=arccos(-0.71)=135°
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由相量图可读出该串联电路的阻抗角

φ=α-90°=135°-90°=45°
由已知条件得

Z =
US

I =
14.14
1×10-3=14140Ω, XC=

UC

I =
10

1×10-3=10000Ω

根据阻抗三角形图3-37(c),得
R= Z cosφ=14141×cos45°=10000Ω
X = Z sinφ=14141×sin45°=10000Ω
X =XL-XC, XL=ωL=X +XC=20000Ω

所以 

L=
XL

ω =
20000
2×104

=1H

  该例题结合电路的相量图,用到了三角函数的余弦定理,显示了正弦电路解题方法的多

样性、灵活性,甚至正弦定理、相似三角形对应边成比例,都可应用。

3.4.3 多个阻抗串联的分压电路

阻抗也用符号“ ”表示,图3-38(a)中两个阻抗串联后的等效阻抗及分压公式,与电

阻电路有相同的结构。
等效阻抗

Z=Z1+Z2
电流相量

I
·
=

U
·

Z1+Z2
分压公式

U
·
1=

U
·

Z1+Z2
Z1, U

·
2=

U
·

Z1+Z2
Z2

【例3-10】 如图3-38所示电路中,电压有效值U1=7V,U2=15V,U=20V,Z1=7Ω,
试计算阻抗Z2。

图3-38 例3-10电路图、相量图

解 设电流I
·

为参考相量,则U
·
1 与I

·
同相,即

I
·
=
U
·
1

Z1
=
U
·
1

7 =
7∠0°
7 =1∠0°A
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得

Z2 =
U2
I =

15
1=15Ω

阻抗Z2 的性质未定,为感性阻抗或容性阻抗,都合乎题意,因此该题有双解。
先根据余弦定理求钝角γ:

 

U2=U21+U22-2U1U2cosγ

cosγ=
U2-U21-U22

-2U1U2
=
202-152-72

-2×15×7 =-0.6

γ=arccos(-0.6)=126.87°, φ=180°-γ=180°-126.87°=53.13°
因此

Z=15∠53.13°Ω 或  Z=15∠-53.13°Ω

【课后练习】

3.4.1 在RLC串联电路中,已知R=5Ω,L=8mH,C=200μF,电源频率在100Hz

时,Z=R+jωL-j
1

ωC=
(       )Ω=(    )Ω,为(  )性阻抗。

当电源频率在1000Hz时,Z=R+jωL-j
1

ωC=
(    )Ω=(    )Ω,为

(  )性阻抗。

3.4.2 根据相量欧姆定律,计算并填空。

(1)
 

U
·
=120∠-30°V,I

·
=4∠30°V,Z=(  )+j(  )Ω。

(2)
 

U
·
=(160+j120)V,I

·
=(24-j32)A,Z=(  )+j(  )Ω。

(3)
 

U
·
=100∠36.9°V,Z=(4+j3)Ω,I

·
=(  )∠(  )°A。

(4)
 

u=50sinωt+
π
6  V,Z=(2.5+j4.33)Ω,i=(    )A。

(5)
 

i=4sin(ωt+153°)A,Z=(1+j17.3)Ω,u=(    )V。

3.4.3 电阻与电感串联支路接于100V正弦电压源,若R=ωL=10Ω,则电阻电压

UR=(  )V,电感电压UL=(  )V,该支路的阻抗角φ=(  )。

3.4.4 在RLC串联电路中,当复阻抗虚部大于零时,电路呈(  )性;
 

当虚部小于零

时,电路呈(  )性;
 

当虚部等于零时,电路呈(  )性,此时阻抗角φ=(  °),总电压和

电流(  )
 

相,称电路发生了(  )谐振。

3.4.5 如图3-39所示,电路中I
·
=2∠0°A,U

·
S=(  )V,并补全相量图。

图3-39 3.4.5电路图、相量图
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3.5 RLC并联正弦交流电路分析

RLC并联电路,也是正弦电路中最基础的单元电路,电流电压之间的关系与串联电路

有相对应的特点,注意比较,联合记忆。

3.5.1 RLC并联电路的伏安关系

图3-40(a)为电阻、感抗、容抗并联的相量模型,各元件上的电压相等,设U
·
=U∠0°,根

据KCL,有

I
·
=I
·
R+I

·
L+I

·
C=

U
·

R +
U
·

jXL
+

U
·

-jXC
=U
· 1

R +
1
jωL+jωC  

定义,容纳BC=ωC=
1
XC
,感纳BL=

1
ωL=

1
XL
,电纳B=BC-BL=ωC-

1
ωL
。

图3-40 电阻、感抗、容抗并联电路及相量图

定义,复导纳Y 为电流相量与电压相量之比,单位均为西门子(S),即

Y=
I
·

U
· =

I
U∠

(ψi-ψu)=
1
R +

1
jωL+jωC=G+jωC-

1
ωL  

= G2+B2∠arctanB
G =|Y|∠φ' (3-30)

 

  复导纳的实部是电导,则

G=
1
R =|Y|cosφ'

  虚部是电纳,则

B=BC-BL=ωC-
1

ωL=|Y|sinφ'

  复导纳的模值简称导纳,反映了RLC并联电路总电流与电压之间的大小关系,即

|Y|=
I
U =

1
R  2+

1
XC

-
1
XL  2

= G2+(BC-BL)
2 = G2+B2 (3-31)

  复导纳的辐角称为导纳角,反映了总电流与电压之间的相位关系,是电流超前电压的相



113  

位,即

φ'=ψi-ψu=arctan
B
G =arctan

ωC-1/ωL
G

(3-32)

导纳角的定义与阻抗角相反。
容纳BC、感纳BL 本身恒为正值,但容纳与感纳之差的电纳B=BC-BL,却可能为正、

为负或为零,三种情况使电路的性质出现根本区别。设RLC并联电路的电压U
·
=U∠0°,

I
·
R、I
·
L、I
·
C 三者分别与电压同相、滞后电压90°、超前电压90°,相互间是矛盾的,那么I

·
取

什么相位,取决于ωC 与1/ωL 及G 的相对大小。设U
·
=U∠0°水平向右画,感纳电流I

·
L

朝下画,与容纳电流I
·
C 方向相反,两者的相量和为电纳电流I

·
B,I
·
B=I

·
L+I

·
C,是a点流向

b点的电流。电纳电流I
·
B 与电阻电流I

·
R 形成的平行四边形的对角线决定总电流I

·
的相

位和大小。

当ωC>
1
ωL

时,B>0,I
·
B 朝上,ab间等效为容纳,φ'>0,I

·
超前U

·
,为容性电路,相量

图如图3-40(b)所示。

当ωC<
1
ωL

时,B<0,I
·
B 朝下,ab间等效为感纳,φ'<0,I

·
滞后U

·
,为感性电路,相量

图如图3-40(c)所示。

当ωC=
1
ωL

时,B=0,I
·
B=0,ab间等效为开路,φ'=0,I

·
与U

·
同相,为电阻性电路,相

量如图3-40(d)所示。这时总电流I
·
=I
·
R,电路发生了并联谐振,整个电路就等效为一个电

导G=
1
R
。

3.5.2 并联电路的电流三角形与导纳三角形

如图3-40(b)和(c)所示,相量图中有一个直角三角形,锐角φ'是并联电路的导纳角,斜
边长度是总电流有效值I,φ'的邻边长度是电阻电流有效值IR,φ'的对边长度是电纳电流有

效值IB,重画于图3-41(a),称为并联电路的电流三角形。

图3-41 并联电路的电流三角形与导纳三角形

电流三角形每条边的长度除以U 就得到并联电路的导纳三角形,这两个三角形是相似

三角形。因此有

I
|Y|=

IR
G =

IB
B =U (3-33)
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与图3-41两个三角形有联系的公式是

电流三角形

相联系的公式

I= I2G+I2B
IG=Icosφ'

IB=Isinφ'

tanφ=
IB
IG















  
导纳三角形

相联系的公式

|Y|= G2+B2

G=|Y|cosφ'
B=|Y|sinφ'

tanφ'=
B
G














式中都不是复数,I、IR、|Y|、G 恒为正值,而IB、B 和φ'有正有负,容性电路时为正,感性电

路时为负。
若电路仅为电阻与感纳并联,则有

Y=
1
R +

1
jωL=G-jBL, I= I2R+I2L

  若电路仅为电阻与容纳并联,则有

Y=
1
R +jωC=G+jBC, I= I2R+I2C

  若电路仅为感纳与容纳并联,则有

Y=jωC-
1

ωL  =jB, I=|IC-IL|

  若电路仅为感纳与感纳并联,则有

Y=-j
1

ωL1
+
1

ωL2  =-j(BL1 +BL2
), I=IL1 +IL2

  以上4种情况的相量图分别如图3-42(a)、(b)、(c)、(d)所示,求两元件并联后电流有效

值的记忆方法:
 

正交元件勾股弦;
 

相反元件互相减;
 

同导纳角元件直接加。

图3-42 并联电路求电流有效值的记忆方法

【例3-11】 RLC并联电路如图3-43(a)所示。已知IS=5.4A,(1)求电路的复导纳;
 

(2)求电流源两端的电压及其他支路电流的瞬时值,画出相量图。
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图3-43 例3-11电路图及其相量图

  解 (1)
 

求复导纳,注意单条支路的复导纳就是其复阻抗的倒数,各条支路的复导纳之

和就是电路总的复导纳。

Y=G+jBC-jBL=
1
R +

1
1/jωC+

1
jωL=

1
2+

1
-j2.5+

1
j5=0.54∠21.8°S

  (2)
 

设电源电流为参考相量I
·
S=5.4∠0°A,则电源电压的相量为

U
·
S=

I
·
S

Y =
5.4∠0°

0.54∠21.8°=10∠-21.8°V

电源电压的瞬时值为u=102sin(ωt-21.8°)V,其他支路的电流相量及瞬时值分别为

I
·
R=

U
·
S

R =
10∠-21.8

2 =5∠-21.8°A, iR=52sin(ωt-21.8°)A

I
·
C=

U
·
S

-jXC
=
10∠-21.8°

-j2.5 =4∠68.2°A, iC=42sin(ωt+68.8°)A

I
·
L=

U
·
S

jXL
=
10∠-21.8°

j5 =2∠-111.8°A, iL=22sin(ωt-111.8°)A

  【例3-12】 如图3-44所示电路,安培表读数分别为IR=3A,IL=10A,IC=6A。已知

f=50Hz,L=0.08H,求U、I、C。

图3-44 例3-12电路图及其相量图

解 先设I
·
R=3∠0°A,则

I
·
=I
·
R+I

·
L+I

·
C=3∠0°+10∠-90°+6∠90°=5∠-53.1°A

并联电路各元件电压相等,有
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U=UL=ωLIL=314×0.08×10=251.2V
求得电容支路的容纳

BC=ωC=
IC
U =

6
251.2=0.024S

求得电容量

C=
0.024
ω =

0.024
314 =76.43μF

3.5.3 多个阻抗并联的分流电路

多个阻抗并联的电路如图3-45所示,其等效阻抗及分流公式,与电阻电路有相同的

结构。

图3-45 三个阻抗并联

等效阻抗

Z=
1
Y =

1
1
Z1

+
1
Z2

+
1
Z3

仅两个阻抗并联时,有

Z=
Z1Z2

Z1+Z2
分流公式为

I
·
1=

I
·

1
Z1

+
1
Z2

+
1
Z3

×
1
Z1

图3-46 例3-13电路图

仅两个阻抗并联时,有

I
·
1=

I
·

Z1+Z2
×Z2

  【例3-13】 如图3-46所示,已知R1=3Ω,X1=4Ω,R2=8Ω,

X2=6Ω。u=2202sin(314t+10°)V,试求i1、i2 和i。
解

Z1=R1+jX1=(3+j4)Ω, Z2=R2-jX2=(8-j6)Ω
根据阻抗并联公式

Z=
Z1Z2

Z1+Z1
=
(3+j4)×(8-j6)
3+j4+8-j6 =

5∠53°×10∠-37°
11.18∠-10.3° =4.47∠26.3°Ω

I
·
=
U
·

Z =
220∠10°
4.47∠26.3°=49.2∠-16.3°A, i=49.22sin(314t-16.3°)A

I
·
1=

U
·

Z1
=
220∠10°
3+j4 =44∠-43°A, i1=442sin(314t-43°)A

I
·
2=

U
·

Z2
=
220∠10°
8-j6 =22∠47°A, i2=222sin(314t+47°)A
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【课后练习】

3.5.1 如图3-47所示电路中,电流表A的读数为122A,求:
 

(1)
 

电流表A1 的读数(  )A,电流表A2 的读数(  )A。
(2)

 

电路的复导纳为Y=(      )S,导纳角φ'=(  )。
(3)

 

U1=(  )V。

3.5.2 在RLC并联电路中,当复导纳虚部大于零时,电路呈(  )性;
 

当虚部小于零

时,电路呈(  )性;
 

当虚部等于零时,电路呈(  )性,导纳角φ'=(  ),此时电路中的

总电流、电压(  )相,称电路发生了(  )谐振。

3.5.3 在RLC并联电路中,测得电阻上通过的电流为3A,电感上通过的电流为8A,
电容上通过的电流是4A,总电流是(  )A,电路呈(  )性。

3.5.4 如图3-48所示,R=XL=XC,已知安培表A1 的读数为3A,则安培表A2 的读

数应为(  ),A3 的读数应为(  ),电路呈(  )性。

图3-47 3.5.1电路图

 
图3-48 3.5.4电路图

3.6 复杂正弦交流电路的分析

RLC串并联连接可组成实际电气设备的电路模型,如电机模型、输电线模型、滤波器模

型和通信线路模型等,用于分析与设计。相量图是正弦电路分析的辅助工具,需熟练掌握。

3.6.1 阻抗串并联电路及其相量图

【例3-14】 如图3-49所示,已知R1=5Ω,R2=3Ω,jωL=j4Ω,-j
1

ωC=-j4Ω
,I
·
S=

30∠60°A。求:
 

(1)
 

电路的等效阻抗Z。

(2)
 

电流源两端电压相量U
·
S 和两支路电流I

·
1、I
·
2。

(3)
 

画出相量图。
解 (1)

 

等效阻抗

Z=R1+(R2+jωL)//-j
1

ωC

= 5+
(3+j4)(-j4)
3+j4-j4




 


 =5+
16-j12
3 =10.33-j4=11.08∠-21.2°Ω
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图3-49 例3-14电路图、相量图

  (2)
 

已给定I
·
S 的初相位为60°,其他相量的相位依此而定,则

U
·
S=ZI

·
S=11.08∠-21.2°×30∠60°=332.4∠38.8°V

应用分流公式得

I
·
1=

Z2
Z1+Z2

I
·
S= -j4
3+j4-j4×30∠60°=40∠-30°A

I
·
2=

Z1
Z1+Z2

I
·
S=
3+j4
3 ×30∠60°=50∠113.1°A

  (3)
 

相量图如图3-49(b)所示。
【例3-15】 定性画出如图3-50(a)所示电路的相量图。该电路有3个电流、3个电压,

画出这6个相量。

图3-50 例3-15电路图、相量图

解 设电阻分支电流I
·
R 为参考相量。U

·
R 与I

·
R 同方向,I

·
C 是纯电容电流,超前

U
·
R90°。I

·
R 与I

·
C 形成的平行四边形确定总电流I

·
L 的方向。U

·
L 是纯电感电压,超前

I
·
L90°。U

·
L 与U

·
R 形成的平行四边形确定总电压U

·
的方向。其中电阻与纯电容并联,电流

三角形是直角三角形;
 

而电感是与容性阻抗串联,电压三角形是钝角三角形。电路中凡是

有三岔路口,就会形成一个电流三角形;
 

凡是有串联环节,就会形成一个电压三角形。

【例3-16】 如图3-51(a)所示,I1=10A,I2=102A,U=200V,R3=5Ω,R2=XL,试
求I、XC、XL 及R2。

解 这种阻抗值未定,仅知电流、电压有效值的情况,可借助相量图确定相位。

设I
·
1=10∠0°A,则U

·
2 滞后I

·
190°;

 

第二条支路R2=XL,阻抗角45°,所以I
·
2 滞后

U
·
245°,则有
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图3-51 例3-16电路图、相量图

I
·
2=102∠-135°A

I
·
3=I

·
1+I

·
2=10∠0°+102∠-135°=10∠-90°A

进一步推知

U
·
3=R3I

·
3=5×10∠-90°=50∠-90°V

U
·
3 与

 

U
·
2 同相,则

U
·
=U
·
3+U

·
2=200∠-90°V (三个电压均同相)

则有

U
·
2=U

·
-U
·
3=200∠-90°-50∠-90°=150∠-90°V

进一步

-jXC=
U
·
2

I
·
1

=
150∠-90°
10∠0° =-j15Ω

在第二条支路中

R2=XL

UR2 =UXL
, U2= U2R2 +U2XL = 2U2XL , UXL =UR2 =

U2
2

R2=XL=
UXL

I2
=
U2/ 2

102
=
150
10×2=7.5Ω

3.6.2 复杂正弦电路分析方法

第2章所述各种计算方法、电路定理可应用于正弦电路的计算,仅需将正负数的四则混

合运算换成复数的四则混合运算即可。

【例3-17】 如图3-52(a)所示,uS=52sin5tV,用戴维南定理求uab。
解 先画出图3-52(b),求开路电压

U
·
OC= j5

5+j5×5∠0°= j25
5+j5

V

再求等效阻抗

Z0=-j1+5//j5=-j1+
5×j5
5+j5=2.5+j1.5Ω
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图3-52 例3-17电路图

画出戴维南等效电路如图3-52(c)所示,再用分压公式求U
·
ab,即

U
·
ab=

U
·
OC

Z0+10+j10×(10+j10)=
10+j10

12.5+j11.5× j25
5+j5=2.94∠47.4°V

uab=2.942sin(5t+47.4°)V

  【例3-18】 如图3-53(a)所示电路,已知I
·
2,求电压U

·
,并画出相量图。

图3-53 例3-18电路图、相量图

解一 倒推法解题思路,则

I
·
2

 ⇨U
·
2=j4I

·
2

 ⇨I
·
1=

U
·
2

2-j3
 

⇨I
·
=I
·
1+I

·
2

 ⇨U
·
1=(2+j6)I

·
 

⇨U
·
=U
·
1+U

·
2

U
·
2=j4I

·
2=j4(2+j8)=4∠90°×8.25∠75.96°=33∠165.96°V

I
·
1=

U
·
2

2-j3=
33∠165.96°
3.6∠-56.3°=9.17∠222.26°=(-6.78-j6.16)A

I
·
=I
·
1+I

·
2=(-6.78-j6.16)+(2+j8)=-4.78+j1.84=5.12∠158.95°A

U
·
1=(2+j6)I

·
=6.32∠71.57°×5.12∠158.95°=32.56∠230.52°V

U
·
=U
·
1+U

·
2=32.56∠230.52°+33∠165.96°=(-20.7-j25.13)+(-32+j8)

 =55.41∠-162°V
  解二 列写网孔电流方程来计算,即

[(2+j6)+(2-j3)]I
·
-(2-j3)I

·
2=U

·

 
-(2-j3)I

·
+[(2-j3)+j4]I

·
2=0 
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I
·
2 已知而U

·
未知,两个方程可求出两个未知量

(4+j3)I
·
-(2-j3)(2+j8)=U

·
①

-(2-j3)I
·
+(2+j)(2+j8)=0 ②

由式②得

I
·
=
(2+j)(2+j8)
(2-j3) =-4.78+j1.84=5.12∠158.95°A

将I
·

代入式①得

U
·
=(4+j3)×5.12∠158.95°-(2-j3)(2+j8)=55.41∠-162°V

解三 
 

列写“弥尔曼方程”来计算,即

U
·
ab=

U
·

2+j6
1

2+j6+
1

2-j3+
1
j4

=j4×I
·
2=j4×(2+j8)=33∠165.96°V

直接解得

U
·
=(2+j6)×

1
2+j6+

1
2-j3+

1
j4  ×33∠165.96°=55.41∠-162°V

  【例3-19】 如图3-54所示为复杂正弦电路,列出用结点电压法求U
·
12 的方程组。

图3-54 例3-19电路图

解 设参考结点后,给其余结点电压命名。结点电压方程为
1
5+

1
-j10+

1
-j5+

1
j10  U·1-

1
-j5+

1
j10  U·2=1

-
1

-j5+
1
j10  U·1+

1
10+

1
j5+

1
-j5+

1
j10  U·2=j0.5












整理,得

(0.2+j0.2)U
·
1-j0.1U

·
2=1

-j0.1U
·
1+(0.1-j0.1)U

·
2=j0.5

U
·
12=U

·
1-U

·
2












  
 

【例3-20】 如图3-55(a)所示,I=2A,U=UC=UP=30V,f=50Hz,求电容值C 及无

源网络P的串联等效电路参数。

解 这种题型缺少电路参数,必须借助相量图进行分析。设I
·
=2∠0°A,则U

·
C=

30∠-90°V,那么

XC=
1

ωC=
UC

I =
30
2=15Ω, C=

1
15ω=

1
15×314=212.3μF
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图3-55 例3-20电路图、相量图

  U
·
=U
·
C+U

·
P,而U

·
、U
·
C、U
·
P 三者均为30V,则三者必然组成一个等边三角形。U

·
、U
·
P 两

电压的相位只有如图3-55(b)所示的两种可能,因为P为无源网络,U
·

与I
·

的相位差的绝对

值不会超过90°,所以虚线所示不可能,则

U
·
=30∠-30°V, U

·
P=30∠30°V (P的阻抗角30°为感性阻抗)

ZP=
U
·
P

I
· =

30∠30°
2∠0° =15∠30°=12.99+j7.5Ω

其中,串联等效电路的参数为

R=12.99Ω, XL=ωL=7.5Ω, L=
XL

ω =
7.5
314=23.9mH

3.6.3 阻抗与导纳的等效变换

同一个无源电路P,可以用阻抗来表述,Z=
U
·

I
·;

 

也可以用导纳来表述,Y=
I
·

U
·。两者互

为倒数,对相同的外电路是等效的,如图3-56所示。

图3-56 阻抗与导纳的等效变换

已知Z 求Y,则

Y=
1
Z =

1
R+jX =

R-jX
(R+jX)(R-jX)

 =
R

R2+X2-j
X

R2+X2=G+jB

φ'=-φ
其中,
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G=
R

R2+X2
, B=-

X
R2+X2

(3-34)

已知Y 求Z,则

Z=
1
Y =

1
G+jB=

G-jB
(G+jB)(G-jB)

 =
G

G2+B2
-j

B
G2+B2

=R+jX

φ=-φ'
其中,

R=
G

G2+B2
, X =-

B
G2+B2

(3-35)

注意,感性阻抗X 为正,而感性电纳B为负;
 

同理,容性阻抗X 为负,而容性电纳B 为正。阻

抗角φ是电压超前电流的相位,而导纳角φ'是电流超前电压的相位,定义是相反的。
【例3-21】 图3-57(a)有两条无源支路并联接于f=50Hz的交流电源上,其中R1=

8Ω,jXL=j10Ω,R2=25Ω,-jXC=-j15Ω。试求:
 

(1)
 

等效阻抗及串联等效电路的参数R、L(或C)。
(2)

 

等效导纳及并联等效电路的参数R'、L'(或C')。

图3-57 例3-21电路图

解 (1)
 

串联等效电路

Z=R+jX =
(R1+jXL)×(R2-jXC)
(R1+jXL)+(R2-jXC)

=
(8+j10)×(25-j15)
(8+j10)+(25-j15)

=11.16∠29°=(9.76+j5.41)Ω
为感性,其中等效电阻R=9.76Ω,等效电感

L=
X
ω =

5.41
314=17.23mH

  (2)
 

并联等效电路

Y=G+jB=
R

R2+X2-j
X

R2+X2

=
9.76

9.762+5.412
-j

5.41
9.762+5.412

=0.0896∠-29°S
  再根据两条支路的导纳之和等于总导纳重求Y,与上式计算结果比较
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Y=G+jB=
1

R1+jXL
+

1
R2-jXC

=
1

8+j10+
1

25-j15

=0.0896∠-29°=(0.0784-j0.0434)S
结果一致。其中等效电阻

R'=
1
G =

1
0.0784=12.76Ω

因为

BL=
1

ωL'=0.0434S

所以等效电感

L'=
1

0.0434ω=
1

0.0434×314=73.38mH

可见串、并联等效电路之间有

G=0.0784S≠
1
R =

1
9.76Ω

, B=-0.0434S≠-
1
X =-

1
5.14Ω

并且G 与B(或R 与X)还都与频率有关,频率不同等效参数会发生变化。

【课后练习】

3.6.1 如图3-58所示,已知U
·
2=6∠45°V,求U

·
过程如下:

 

(1)
 

I
·
L=

U
·
2

2+j6
=
(     )
(     )=

(     )A

(2)
 

U
·
3=(2+j6+j3)I

·
L=(     )×(     )=(     )V

(3)
  

I
·
C=

U
·
3

-j3
=
(     )

-j3
=(     )A

(4)
  

I
·
=I
·
C+I

·
L=(     )+(     )=(     )A

(5)
 

U
·
=U
·
1+U

·
3=(     )+(     )=(     )V

图3-58 3.6.1电路图

3.6.2 如图3-59所示,已知R=XC=5Ω,UAB=UBC,且U
·

与I
·

同相。

(1)
 

ZBC=
5(-j5)

(  )+(  )=
1

1
(  )+

1
(  )

=(     )Ω。

(2)
 

以U
·
BC 为参考相量,画出电路的相量图。
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(3)
 

由UAB=UBC 可知|Z|=|ZBC|=(  )Ω。

(4)
 

从相量图可知UAB 超前I
·
(  )。

(5)
 

阻抗Z=(     )Ω。

3.6.3 如图3-60所示,在正弦电流电路中,若UR=UL=10V,则U=(  )V。

图3-59 3.6.2电路图、相量图

  
图3-60 3.6.3电路图

3.6.4 如图3-61所示,U
·
C=1∠0°V,填写U

·
、I
·
。

(1)
 

I
·
1=

1∠0°
(     )A=

(     )A。

(2)
 

I
·
2=

1∠0°
(     )A=

(     )A。

(3)
 

I
·
=I
·
1+I

·
2=(     )+(     )=(     )A。

(4)
 

U
·
RL=I

·
(2+j2)=(     )V。

(5)
 

U
·
=U
·
RL+U

·
C=(     )+(     )=(     )V。

3.6.5 如图3-62所示,在正弦电流电路中,若U
·
C=100∠0°V,填写U

·
、I
·
,并作电路的

相量图。

(1)
 

I
·
=I
·
1+I

·
2=(     )+(     )=(     )A。

(2)
 

U
·
=U
·
L+U

·
C=(     )+(     )=(     )V。

图3-61 3.6.4电路图

 
图3-62 3.6.5电路图

3.7 正弦电流电路中的谐振

含有电感、电容的无源电路在正弦电源激励下,一般电流与电压之间会存在相位差。但

在某些特定条件下,若等效复阻抗(或复导纳)的虚部为零,则电流与电压同相,称为谐振。
谐振在电子技术中有着广泛的应用。
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3.7.1 RLC串联谐振

1.
 

RLC串联谐振为电压谐振

  如图3-63所示,串联电路的复阻抗为

Z=
U
·

I
· =R+j(XL-XC)= R2+(XL-XC)

2∠arctan
XL-XC

R =|Z|∠φ

当ω、L、C 三者之间满足谐振条件时虚部为零,则

XL=XC

即

ωL=
1

ωC
(3-36)

这时发生串联谐振,其谐振阻抗与阻抗角为

Z0=
U
·

I
· =R, φ=arctan

XL-XC

R =0

  ω0 称为串联谐振角频率,且

ω0=
1
LC

(3-37)

  f0 称为串联谐振频率,且

f0=
1

2π LC
  要使电路发生谐振,可以改变ω、L 或者C 来实现。

串联谐振电路有以下特点:
 

(1)
 

电压U
·

与电流I
·

同相位,阻抗角φ=0°,电路呈现纯电阻性。
(2)

 

复阻抗值最小,其虚部为零,则

Z=R+j(XL-XC)=R
  (3)

  

在电源电压有效值恒定时,电流最大,即

I=I0=U/R

  (4)
  

电抗电压U
·
X=U

·
L+U

·
C=0,图3-63中A、B两点间相当于短路。U

·
L、U
·
C 二者大小

相等,相位相反,互相抵消。如图3-63(b)相量图所示。

图3-63 RLC串联电路图及其相量图
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(5)
  

可能产生过电压现象,则

UL=UC=ω0LI0=ω0L
U
R =

ω0L
R ×U=

1
ω0CR

×U=Q×U

  定义Q 为串联谐振电路的品质因数,即

Q=
ω0L(谐振时感抗)

R(电阻) =
UL

U  或  Q=
1/ω0C(谐振时容抗)

R(电阻) =
UC

U
(3-38)

该式表明,谐振时电感和电容元件的端电压是电源电压的Q 倍,若XL=XC ≫R,则UL=
UC ≫U,因此称RLC串联谐振为电压谐振。

电力系统的输电电压很高,因此输电线路上不允许出现串联谐振状态,否则产生的更高

电压将击穿设备绝缘,酿成事故。

 图3-64 收音机的调谐电路

电子线路中,串联谐振用于信号接收机(如收音机)的调

谐电路选择电台频道,是电压谐振的典型运用,如图3-64所

示。天线将接收到的各种频率的微弱无线电信号,经磁棒感

应到右侧的RLC串联电路上,其Q=50~200设计得很大,
只有一个频率满足谐振条件的电台信号被扩大Q 倍,从电容

两端送至放大电路去处理,放大电路的输入阻抗很大,相当

于开路。如L=500μH,C=20~270pF可变,选择的频率范

围是433.16~1592.4kHz,刚好是收音机的中波频段。
另外定义电路谐振时的感抗XL、容抗XC 为特性阻抗,用ρ表示,即

ρ=ω0L=
1

ω0C
=

L
C

(3-39)

那么特性阻抗ρ与电阻的比值就是品质因数Q,即

Q=ρ
R =

ω0L
R =

1
Rω0C

=
1
R

L
C

(3-40)

2.
 

RLC串联电路阻抗性质随频率的变化规律

RLC串联电路阻抗模值与频率的关系为

|Z|= R2+ ωL-
1

ωC  2
  阻抗角与频率的关系为

φ=arctan
XL-XC

R
画出两者随频率变化的曲线如图3-65所示。阻抗的性质由电抗X 的正、负决定,当ω<ω0
时,X=XL-XC<0,阻抗为容性,-90°<φ<0°;

 

当ω=ω0 时,X=0,阻抗为电阻性,φ=
0°;

 

当ω>ω0 时,X>0,阻抗为感性,0°<φ<90°。

3.
  

RLC串联电路的谐振曲线

RLC串联电路由电压有效值恒定而频率变化的电源激励,测量不同频率下的电流I,并

以ω
ω0

为横轴,I
I0

为纵轴绘制谐振曲线,如图3-66(a)所示。根据理论推导,有
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图3-65 RLC串联电路阻抗及电抗的频率特性

I
I0

=
U/ R2+ ωL-

1
ωC  2

U/R =
R

R2+ ωL-
1

ωC  2
=

1

1+
1
R2

ωL-
1

ωC  2
进一步整理得I与I0 比值的变化规律为

I
I0

=
1

1+
ω20L

2

R2
1

ω0L
ωL-

1
ω0LωC  2

=
1

1+
ω20L

2

R2
ωL
ω0L

-
ω0C
ωC  2

=
1

1+Q2 ω
ω0

-
ω0
ω  2

(3-41)

由于感抗和容抗都是ω 的函数,所以即使输入电压U 不变,输出电流I 也会随着ω 改变,

ω=ω0 时,I
I0
=1最大;

 

当ω≠ω0 时,I
I0
<1迅速下降。这说明频率偏离谐振点后I出现衰

减,ω 偏离ω0 越多,I衰减越大。RLC串联电路的这一特点,使有多个频率不同的正弦信

号同时激励时,只有ω=ω0 的正弦信号能输出较强信号;
 

所有ω≠ω0 的正弦信号均被衰减

抑制,反映了网络对信号频率具有选择性。观察图3-66(a)可知:
 

电路的品质因数Q 越大,谐
振曲线越尖锐,频率偏离谐振点后I衰减越快,选择性越好。因此图3-66又称为选频曲线。

图3-66 RLC串联电路的谐振曲线
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选频曲线上,规定I/I0=1/2=0.707这一纵坐标对应的两个频率点之间的频率范围

称为通频带(或带宽):
 

Δf=f2-f1 。通频带的含意是:
 

只有这一频率范围内的输出信号

较强。通频带用于衡量电路对不同频率信号的选择或放大能力。
类似收音机的调谐电路,要求调台准确,不串音,必须选择性好。但对于类似放大音乐

信号用的音频电路,却要求通频带越宽越好,使高频与低频信号能同时得到放大。同一电路

的Q 值与通频带相互制约。
理论和实践证明:

 

谐振曲线的通频带宽度Δf=f2-f1 与品质因数Q 值的关系为

Q=
f0

f2-f1
=
f0
Δf

(3-42)

Q 值越大,通频带越窄;
 

Q 值越小,通频带越宽。
【例3-22】 RLC串联电路中,已知L=20mH,C=200pF,R=100Ω,输入电压U=

10V。求电路谐振频率f0,特性阻抗ρ,品质因数Q 及谐振时的UR、UL、UC。
解 

ω0=
1
LC

=
1

20×10-3×200×10-12
=500×103rad/s

f0=
ω0
2π=79.6kHz

ρ=
L
C =

20×10-3

200×10-12 =10kΩ

Q=ρ
R =

10000
100 =100

UR=U=10V, UL=UC=QU=1000V
  【例3-23】 一个电容与参数为“R=1Ω,L=2mH”的线圈串联,接在角频率ω=
2500rad/s的10V电压源上,求电容C 为何值时电路发生谐振? 求谐振电流I0、电容两端

电压UC、线圈两端电压URL 及品质因数。并求出该电路的通频带Δf。
解 串联谐振发生在感抗等于容抗之时,得

C=1/ω20L=1/25002×0.002=80μF

Q=
L/C
R =

0.002/80×10-6

1 =5, Q=
ω0L
R

I0=
U
R =

10
1=10A

UC=QU=5×10=50V, URL= 102+502 ≈51V
  求电路的通频带

Δf=
f0
Q =

2500/2π
5 =79.62Hz

3.7.2 RLC并联谐振

如图3-67所示,并联电路的复导纳为



130  

Y=
I
·

U
· =

1
R +jωC-

1
ωL  = G2+(BC-BL)

2∠arctan
BC-BL

G =|Y|<φ'

当ω、L、C 三者之间满足谐振条件时,导纳的虚部为零,则

BC=BL

即

ωC=
1

ωL
这时发生并联谐振。其谐振导纳与导纳角分别为

Y0=
I
·

U
· =G=

1
R
, φ'=arctan

BC-BL

G =0

谐振角频率ω0 和谐振频率f0 分别为

ω0=
1
LC
, f0=

1
2π LC

与RLC串联谐振时公式一致。

图3-67 RLC串联谐振电路图、相量图

并联谐振电路有以下特点:

(1)
 

电流I
·

与电压U
·

同相位,导纳角φ'=0°,电路呈现纯电阻性。
(2)

  

复导纳值最小,其虚部为零,即

Y0=
I
·

U
· =

1
R +jωC-

1
ωL  =G

  (3)
 

在电源电流有效值恒定时,电压最高

U=U0=IR

  (4)
 

I
·
B=I

·
C+I

·
L=0,如图3-67所示,A、B两点间相当于开路,阻抗无穷大。I

·
C、I
·
L

二者大小相等,相位相反,互相抵消。如图3-67(b)相量图所示。
(5)

 

可能产生过电流现象

IL=IC=
U0
ω0L

=
IR
ω0L

=
1/ω0L

G ×I=
ω0C
G ×I=QI (3-43)

定义,Q 为并联谐振电路的品质因数,即

Q=
IC
I =

ω0C(谐振时容纳)
G(电导) =

1/ω0L(谐振时感纳)
G(电导) =

R
ω0L

, G=
1
R

(3-44)
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可见电感和电容支路的电流等于电源电流的Q 倍,因此并联谐振称为电流谐振。若BL=
BC≫G,则IL=IC≫I。RLC并联谐振时品质因数Q 的计算公式与串联谐振时分子分母

颠倒。

3.7.3 电感线圈与电容并联发生谐振

任意一个无源网络,只要列出其复阻抗(或复导纳)表达式,令其虚部为零均可推导出谐

振条件。以图3-68(a)电路为例。

图3-68 电感线圈与电容并联发生谐振

该电路复导纳

Y=
1

R+jωL+
1

-j
1

ωC

=
R-jωL

(R+jωL)·(R-jωL)+jωC

=
R

R2+ω2L2
+jωC-

ωL
R2+ω2L2  

令其虚部为零,则谐振条件为

ωC-
ωL

R2+ω2L2
=0

得谐振角频率

ω0=
L-R2C

L2C
=
1
LC

1-
R2C
L

(3-45)

谐振频率

f0=
1

2π LC
1-

R2C
L

式(3-45)表明,只有在1-
R2C
L >0即R<

L
C

时,f0 才为实数,才可能发生谐振。

在电子线路中,常见电感线圈与电容并联的电路,R 值很小仅是电感线圈的绕线电阻,
满足R≪ω0L,如10R≈ω0L,则在式(3-45)中设R→0,则有

ω0≈
1
LC
, f0≈

1
2π LC

与RLC并联电路的谐振频率一致。这种谐振电路的特点如下:
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  (1)
 

谐振时电路的导纳最小

Y0=G=
R

R2+ω2L2

则阻抗最大为

Z0=
R2+ω20L

2

R =
L
RC=

1
G

(3-46)

上式考虑到R≪ω0L,分子中忽略R2 而得到。注意,该电路中等效电导G≠
1
R
。

(2)
 

特性阻抗与串联谐振电路定义一样

ρ=
L
C

  (3)
 

品质因数定义为谐振时的容纳与等效电导之比,为

Q=
ω0C(谐振时容纳)
G(谐振时等效电导)=

ω0C
CR/L

=
ω0L(线圈感抗)
R(线圈电阻) ≈

1
R

L
C =ρ

R
(3-47)

并且R≪ω0L 时,I
·
L≈-I

·
C,I
·
C、I
·
L 二者近似大小相等,相位相反,有

Q=
ω0CU
GU =

IC
I ≈

IL
I

(3-48)

因此两支路电流IC、IL 都是总电流的Q 倍,也是电流谐振,其相量图如图3-68(b)所示。
(4)

 

谐振时的等效阻抗与品质因数Q 成正比,即

Z0=
L
RC=

1
R

L
C

L
C =Q L

C
  谐振电路在工业传感器设计中得到应用。图3-69(a)中,金属极板A、B 组成一个电容

器,改变极距d 就改变了电容量C;
 

图3-69(b)中,线圈绕在非磁性材料上,A 铁芯在垂直方

向上位移δ,引起自感系数L 变化。两图中的C 或者L 若处于某按谐振原理工作的电路中

时,改变了C 或者L,谐振频率就要变化,测出谐振频率,就测出了位移。因此可以做成位

移传感器或距离传感器。

图3-69 谐振电路中的电容传感器及电感传感器

 

【例3-24】 如图3-68所示,已知电路的谐振角频率为ω0=5×10
6rad/s,Q=100,谐振

时电路等效阻抗等于2kΩ,已知满足R≪ω0L 的条件。
(1)

 

试求线圈参数R、L 和C。
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(2)
 

若谐振时由有效值为10mA的电流源激励,求线圈电流。
解 (1)

 

根据

Q=
ω0L
R

得

L
R =

Q
ω0

=
100
5 ×106=2×10-5

谐振阻抗

Z0=
L
RC

所以

C=
L/R
Z0

=
2×10-5

2000 =0.01μF

L=
1

ω20C
=

1
(5×106)2

×0.01×10-6=4μH

R=
L

Z0C
=
4×10-6

2000×10-8=0.2Ω

而此时

ω0L=5×106×4×10-6=20Ω
  (2)

 

线圈电流

IL≈QI0=100×0.01=1A=1000mA

【课后练习】

3.7.1 已知RLC串联谐振电路的谐振频率f0=700kHz,电容C=2000pF,通频带宽

度Δf=10kHz,电路电阻R=(  )Ω,品质因数Q=(  )。

3.7.2 填空。
(1)

 

RLC并联电路在f0 时发生谐振,当频率增加到2f0 时,电路性质呈电(  )性。
(2)

 

RLC串联电路在f0 时发生谐振,当频率增加到2f0 时,电路性质呈电(  )性。
(3)

 

L 与C 并联支路谐振后阻抗为(  ),因此总电流为(  )。
(4)

 

L 与C 串联支路谐振后阻抗为(  ),因此总电压为(  )。

3.7.3 判断下列说法的正确与错误,对的填√,错的填×。
(1)

 

串联谐振电路的特性阻抗ρ 在数值上等于谐振时的感抗与线圈绕线电阻的比

值。(  )
(2)

 

谐振电路的品质因数越高,电路选择性越好,因此实用中Q 值越大越好。(  )
(3)

 

RLC串联谐振在L 和C 两端可能出现过电压现象,因此称为电压谐振。(  )
(4)

 

RLC并联谐振在L 和C 支路上可能出现过电流现象,因此称为电流谐振。(  )
(5)

 

串联谐振电路不仅广泛应用于电子技术中,也广泛应用于电力系统中。(  )
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图3-70 3.7.4电路图

  (6)
 

电感线圈与电容并联发生谐振时,总电流最小,也属于电

流谐振(  )。

3.7.4 已知如图3-70所示电路中的电压U
·
=8∠30°V,电流

I
·
=2∠30°A,-jXC=(  )Ω和R=(  )Ω。

3.8 正弦电流电路的功率

发电厂、电力公司以经营电能为盈利手段;
 

各个用户、居民家庭购买电能维系生产与生

活。电网将深入城市乡村所有枝节末梢,在那里进行着功率交换,将电能变换成其他形式的

能而消耗掉,如机械能、光能、热能、化学能。用电方吸收电功率、发电厂发出电功率,双方功

率必须达到平衡。由于正弦电路中既有耗能元件,又有两种特性的储能元件,使各元件间的

功率关系比直流电路复杂,基本概念有瞬时功率、有功功率、视在功率、无功功率、功率三角

形、功率因数、复功率。
功率计算是本章的重点,无功功率在理解上是本章的难点,而电力系统的正常运行与无

功功率有密切关系。

3.8.1 瞬时功率

正弦电路的瞬时功率p 是随时间变化的周期量,图3-71(a)中代表负载的无源二端网

络的电压和电流取关联参考方向,设

i= 2Isinωt, u= 2Usin(ωt+φ)
则瞬时功率为

p=ui=2UIsinωtsin(ωt+φ)=UIcosφ-UIcos(2ωt+φ)
瞬时功率的单位为伏安(V·A)。该式第一项“UIcosφ”为常数,第二项以2倍于电压角

频率交变的正弦量,使得每周期有2次短时间内功率变为负值,这时该无源网络向外发

出功率。

图3-71 正弦电流电路的瞬时功率

观察p 的波形可见:
 

u(t)或i(t)为零时,p(t)为零;
 

u(t)、i(t)同号时,p(t)为正,网络

吸收功率;
 

u(t)、i(t)异号时,p(t)为负,网络发出功率。该无源网络与电源之间有能量的往返

交换传送,一个周期内正值p 曲线与横轴包围的面积是电路吸收的电能;
 

负值p 曲线与横轴

包围的面积(阴影部分)是电路释放的电能。前者更大,说明该无源网络总体是消耗电能的。
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3.8.2 有功功率

由于瞬时功率中的第二项是正弦函数,平均值为零,所以平均功率就等于第一项,即

P=
1
T∫

T

0
pdt=

1
T∫

T

0
[UIcosφ-UIcos(2ωt+φ)]dt=UIcosφ (3-49)

平均功率又称为有功功率,单位为瓦(W)或千瓦(kW),指电路将电能转变成热能、光能、机
械能而消耗掉的功率。若本书中直呼“功率”则指“有功功率”。

3.8.3 视在功率

定义有功功率的最大值为视在功率(意为表观功率),即电流与电压有效值的乘积,恒为

正,单位为伏安(V·A)或千伏安(kV·A),用S表示,即

S=UI
还可以写成

S=UI=I2|Z|=
U2

|Z|
(3-50)

或

S=UI=
I2

|Y|=U2|Y| (3-51)

该两式与直流电路中电阻元件的功率表达式有相同的结构,|Z|取代了原来R 的位置,|Y|
取代了原来G 的位置。

有功功率与视在功率的关系为

P=UIcosφ=Scosφ (3-52)
或

P
S =

P
UI=cosφ

视在功率并不是电路吸收而消耗的功率,只有当φ=0,cosφ=1时有功功率才等于视在

功率。
额定视在功率反映了设备的容量,为电流、电压额定有效值的乘积。

SN=UNIN
设备运行中不允许超过这3个额定值。

3.8.4 功率三角形及无功功率

图3-72(a)是无源二端网络的串联等效电路,假设电路为感性,其相量图如图3-72(b)

所示,其中U
·
R、U
·
X、U
·

组成的电压三角形每条边长乘以电流I,得到功率三角形,如图3-72(c)
所示。

功率三角形的斜边是视在功率S;
 

阻抗角φ的邻边是有功功率

P=UIcosφ=UcosφI=URI=I2R
因此有功功率就是电阻吸收的功率,只有电阻才吸收有功功率。定义φ 的对边为无功功

率,用Q 表示,单位为乏(var)或千乏(kvar),用来表征该无源网络与电源之间能量往返交换
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图3-72 由电压三角形演变为功率三角形

传送的规模,即

Q=UIsinφ=UsinφI=UXI=I2X (3-53)
因此无功功率就是电抗元件的功率。

电路为感性时,φ>0°,sinφ>0,Q>0,该电路吸收无功功率;
 

电路为容性时,φ<0°,sinφ<0,Q<0,该电路发出无功功率。
无功功率与视在功率的关系为

Q=UIsinφ=Ssinφ (3-54)
或

Q
S =

Q
UI=sinφ (3-55)

  图3-72(a)中的电抗X=XL-XC,将该式等号两边同时乘以I2,则有

I2X =I2XL-I2XC=QL-QC=UXI=Q (3-56)
可见电路的无功功率是电感无功功率与电容无功功率之差,因此可认为电感是消耗无功功

率的元件,电容是发出无功功率的元件,二者性质相反。
假设X 由感抗、容抗串联而成,流过同一个电流,图3-73画出了二者的瞬时功率波形,

可以清楚看到,电感功率为正值吸收电能时,电容功率为负值在释放电能;
 

电感功率为负值

释放电能时,电容功率为正值在吸收电能。电能有磁场能、电场能两种形态,分别储存于电

感与电容之中,二者可以就近互相交换,补足对方所需,互补的结果使电路的无功功率减小。
互补后仍存在的无功功率,才需要与电源进行交换。

图3-73 电感与电容串联的瞬时功率波形对比
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3.8.5 功率因数

有功功率P=UIcosφ,P 是在视在功率S 的基础上打了一个折扣cosφ。cosφ 称为功

率因数(工程上又称为力率),用λ表示,即

λ=cosφ=
P
UI

(3-57)

  cosφ 是正弦电路中一个重要的物理量。无源网络的阻抗角|φ|≤90°,其功率因数

0≤λ≤1,恒为正值;
 

若所述二端网络中包含独立电源成为有源网络,那么电压与电流之间

的相位差角可能|φ|>90°,这时功率因数cosφ<0为负值,那么该有源网络向外发出有功

功率。
根据功率三角形,P、Q、S 三者之间的关系为

P=Scosφ, Q=Ssinφ=Ptanφ, S= P2+Q2

功率因数

λ=cosφ=
P
S =

P

P2+Q2

这时阻抗角φ又称为功率因数角,是电压超前电流的相位。

φ=±arccos
P
S =arctan

Q
P

(3-58)

φ>0时是感性网络,工程上俗称为“滞后”网络,指电流滞后电压;
 

φ<0时是容性网络,工
程上俗称为“超前”网络,指电流超前电压。

可以证明,一个由多元件多支路组成的无源网络,其有功功率等于各个电阻元件吸收的

有功功率之和,也等于各条支路吸收的有功功率之和,即

P=P1+P2+P3+…=I21R1+I22R2+I23R3+… (3-59)

P=U1I1cosφ1+U2I2cosφ2+U3I3cosφ3+… (3-60)
其无功功率等于全部电感的无功功率与全部电容的无功功率之差,还等于各条支路吸收的

无功功率之和,即

Q=(I2L1ωL1+I2L2ωL2+…)- I2C1
1

ωC1
+I2C2

1
ωC2

+…  (3-61)

X 有正有负,即

Q=Q1+Q2+Q3+…=I21X1+I22X2+I23X3+… (3-62)

Q=U1I1sinφ1+U2I2sinφ2+U3I3sinφ3+… (3-63)
但一定注意:

 

总视在功率一般不等于各条支路视在功率之和,即

S≠S1+S2+S3+… (3-64)
同一电路的阻抗三角形、电压三角形、功率三角形互为相似三角形,如图3-74所示各对应边

成比例,其比例式可用于计算。其中,

φ=arctan
X
R =arctan

Q
P =arctan

UX

UR
(3-65)
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图3-74 阻抗三角形、电压三角形、功率三角形互为相似三角形

  【例3-25】 RLC并联电路如图3-75(a)所示,已知电源电压
 

U
·
=120∠0°V,频率为50Hz,

试求各支路中的电流I
·
R、I
·
L、I
·
C 及总电流I

·
;

 

求出电路的cosφ、S、P 和Q;
 

画出相量图。

图3-75 例3-25电路图、相量图

解 U
·
=120∠0°V,

I
·
R=

U
·

R=
120∠0°
15 =8∠0°A

I
·
C=

U
·

-jXC
=
120∠0°
-j10

=j12A, I
·
L=

U
·

jXL
=
120∠0°
j20

=-j6A

I
·
=I
·
R+I

·
C+I

·
L=8+j12-j6=10∠37°A (电流超前电压,为容性电路)

λ=cosφ=cos(-37°)=0.8
S=UI=1200VA
P=Scosφ=1200×0.8=960W
Q=Ssin(-37°)=1200×(-0.6)=-720var

相量图如图3-75(b)所示。
【例3-26】 两个电路元件串联,接到120V、50Hz电源时,消耗无功功率60var,功率因

数是0.6,问这两个是什么元件? 参数是多少?
解 先求功率因数角

φ=arccos0.6=53.13°
无功功率为正,电路应为感性。根据功率三角形,有

P=
Q
tanφ

=
60

tan53.13=45W

再求视在功率

S= P2+Q2 = 602+452 =75V·A
计算电路电流

I=
S
U =

75
120=0.625A
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有功功率是电阻吸收的,即

R=
P
I2

=
45

0.6252
=115.2Ω

无功功率是电感吸收的,即

XL=
Q
I2

=
60

0.6252
=153.6Ω

L=
XL

ω =
153.6
314 =0.489H

  【例3-27】 图3-76(a)中在220V的电力线路上,并接20只40W功率因数为0.5的日

光灯,还并接有100只40W的白炽灯,白炽灯是纯电阻负载,求:
(1)

 

线路总的有功功率、无功功率、视在功率、功率因数和功率因数角。
(2)

 

线路总电流有效值。
(3)

 

线路总的复阻抗。

图3-76 例3-27电路图、功率三角形

解 (1)
 

第一部分电路是20只日光灯并联,日光灯用到镇流器是电感线圈。
已知

P1=40×20=800W, cosφ1=0.5
则有

φ1=arcos0.5=60°
根据图3-76(b)的功率三角形得

Q1=P1tanφ1=800×tan60°=1385.64var
第二部分电路是100只白炽灯并联,白炽灯是纯电阻负载,功率因数为1。

则有

P2=40×100=4000W, Q2=0
所以

P=P1+P2=800+4000=4800W

Q=Q1+Q2=1385.64var

S= P2+Q2 =4996V·A
电力线路的总功率因数和功率因数角分别为

λ=cosφ=
P
S =

4800
4996=0.96, φ=arccos0.96=16.26°
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  (2)
 

线路总电流有效值

I=
S
U =

4996
220=22.71A

  (3)
 

线路总的复阻抗

Z=
U
I∠φ=

220
22.71∠16.26°=9.67∠16.26°Ω

  在供电系统中,有时需要对功率进行测量。电动系功率表的测量机构有两个线圈,固定

线圈通入被测电流I
·
,可动线圈通入与被测电压U

·
成正比同相位的小电流,两个电流产生

的磁场相互作用使可动线圈带动指针偏转,如图3-77(a)所示。其中电流线圈内阻很小可看

成短路;
 

电压线圈支路中串入一个大电阻RV,使分流很小,可看成开路。该功率表的读数

正比于图中被测RL串联电路的平均功率,即
W =kUIcosφ

式中,k———仪表比例系数。
由于电流流向不同产生的磁场方向也不同,因此两个线圈都要规定电流的流入端———

称为发电机端,用“*”号标注。测量时,两“*”号端相连后共同接向电源的正极端。功率表

具有相敏特性,偏转角度不仅与电流、电压有效值乘积成正比,还与两者相位差角的余弦成

正比。功率表也可以做成电子式数字显示的,接线方法相同。
【例3-28】 图3-77用三表法测量电感线圈的自感系数L 和绕线电阻R,电源频率为

50Hz,电压表读数为100V,电流表读数为2A,功率表读数为120W,计算R 和L。

图3-77 例3-28电路图

解 电感线圈阻抗的模值为

|Z|=
U
I =

100
2 =50Ω

根据功率表的读数

P=UIcosφ=100×2cosφ=120W
得功率因数及功率因数角

λ=cosφ=
P
UI=

120
100×2=0.6, φ=arccos0.6=53.1°

则有

Z=R+jXL=
U
I∠φ=50∠53.13°=30+j40Ω

所以
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R=30Ω, L=
XL

ω =
40
314=0.127H

3.8.6 复功率

正弦电路运算采用复数十分快捷,但前述有关功率的概念P、Q、S、φ 都不是复数量,为
营造全复数化运算的环境,定义一个新的计算用复数———复功率S,单位为伏安(V·A)或
千伏安(kV·A),其模值为视在功率S,辐角为功率因数角φ;

 

其实部为有功功率P,虚部为

无功功率Q。

S=S∠φ=P+jQ= P2+Q2∠arctanQ
P

(3-66)

它不代表正弦量的相量,所以S 顶部不打点。

为使复功率S 与电压、电流相量直接相关,电路的U
·

与I
·

在关联参考方向下吸收的复

功率为

S=U
·
I
·* =UI∠(ψu-ψi)=P+jQ (3-67)

U
·

与I
·

在非关联参考方向下,吸收的复功率则为

S=-U
·
I
·* =-UI∠(ψu-ψi)=P+jQ

  必须注意的是:
 

复功率S 不等于电压相量乘以电流相量,而是电压相量乘以电流相量

的共轭复数。两共轭复数的概念是“模相等辐角互为相反数”,即若I
·
=I∠ψi=30∠25°A,

则其共轭复数为I
·*=I∠-ψi=30∠-25°A,只有这样定义,复功率的辐角才等于功率因

数角φ =ψu-ψi。目的是要产生“-ψi”。
根据复数运算规则,以下等式成立:

 

S=U
·
I
·* =ZI

·
I
·* =ZI2=(R+jX)I2 (3-68)

S=U
·
(YU

·
)* =U

·
U
·*Y* =U2Y* =U2(G+jB)* (3-69)

复功率中各量的意义小结见表3-1。

表3-1 复功率中各量的意义

二端网络 图形 复功率计算公式 有功功率P 无功功率Q

U
·、I
·

关联参

考方向
S=U

·
I
·*=P+jQ

P>0吸收有功功率 Q>0吸收无功功率(感性无功)

P<0发出有功功率 Q<0发出无功功率(容性无功)

U
·、I
·

非关联

参考方向
S=-U

·
I
·*=P+jQ

P>0吸收有功功率 Q>0吸收无功功率(感性无功)

P<0发出有功功率 Q<0发出无功功率(容性无功)
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【例3-29】 如图3-78(a)所示电路,已知R1=40Ω,jXL=j157Ω,R2=20Ω,-jXC=

-j114Ω,电源电压U
·
=220∠0°V,频率f=50Hz。试计算:

 

(1)
 

各支路电流I
·
1、I
·
2 和总电流I

·
。

(2)
 

三条支路的复功率S1、S2 和S。

(3)
 

对题目所给的独立电系统,验证 P1+P2+P=0,Q1+Q2+Q=0,S1+S2+
S=0。

图3-78 例3-29电路图、相量图

解 (1)
 

计算各支路电流I
·
1、I
·
2 和总电流I

·
,即

Z1=R1+jXL=40+j157=162∠75.7°Ω

I
·
1=

U
·

Z1
=
220∠0°
162∠75.7°=1.36∠-75.7°A

Z2=R2-jXC=20-j114=115.7∠-80°Ω

I
·
2=

U
·

Z2
=

220∠0°
115.7∠-80°=1.9∠80°A

I
·
=I
·
1+I

·
2=1.36∠-75.7°+1.9∠80°=0.87∠39.7°A

  (2)
 

计算三条支路的复功率S1、S2 和S,即

S1=U
·
I
·*
1 =P1+jQ1=220∠0°×1.36∠75.7°=299.2∠75.7°

=(73.9+j289.93)V·A,无源感性

S2=U
·
I
·*
2 =P2+jQ2=220∠0°×1.9∠-80°=418∠-80°

=(72.58-j411.65)V·A,无源容性

S=-U
·
I
·* =P+jQ=-220∠0°×0.87∠-39.7°=191.4∠140.3°

=(-147.26+j122.26)V·A,有源感性

  (3)
 

验证功率守恒,即

P1+P2+P=73.9+72.58-147.26≈0W

Q1+Q2+Q=289.93+(-411.65)+122.26≈0var
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S1+S2+S=(73.9+j289.93)+(72.58-j411.65)+(-147.26+j122.26)

≈0V·A
  在电力系统中,电源与负载之间的有功功率、无功功率时刻都要保持平衡(即复功率平

衡),由调度自动化系统来保证功率平衡的实现。调度自动化系统是智能电网的核心,由计

算机系统控制。
全电网用电的有功功率增加时,电网频率f 有下降的趋势(f 与发电机转速大小相关

联),表明电源输出的有功功率少于电力负荷消耗的功率,调度自动化系统会调度运行机组

增发有功或调度备用发电机组并网发电;
 

相反,电网用电的有功功率减少时,频率f 有上升

的趋势,表明有功功率过量,调度自动化系统会指挥某些发电机组减发有功或直接将某些机

组退出运行。
另外,全电网消耗的无功功率增加时,电网电压U 有下降的趋势(U 与发电机励磁电流

大小相关联),表明电源输出的无功功率不够,调度自动化系统会指挥投入更多的无功电源

(电容器组、同步调相机等)或调高发电机励磁电流;
 

相反,无功功率过剩,电网电压U 有升

高的趋势,这时需要切断过多无功电源或降低发电机励磁电流。如此才能确保全电网功率

的动态平衡。
前述各节运用的符号和算式中,有些量顶部打点、有些不打;

 

有时可用有效值(模值)运
算,有时需要用复数运算,初学者容易混淆,使用的原则如下:

 

(1)
  

表示正弦量的相量U
·
、I
·
才打点;

 

计算用复数Z、Y、S 不打点。
(2)

 

正弦量的加减运算,不能用有效值进行。
(3)

 

直接相乘或相除的计算可用模值进行,但结果仅得到模值,不能算出角度;
 

用复数

相乘或相除,可同时得到模值和角度。

图3-79 例3-30电路图

(4)
 

与电压三角形、阻抗三角形、功率三角形、
导纳三角形、电流三角形的三边长度有关的计算,
用数量大小,不用相量。

【例3-30】 如图3-79所示供电系统由两条电

源支路共同供电,计算每条支路的复功率。
解 图示电路的弥尔曼方程为

U
·
A=

240∠0°
2 +

160∠45°
j1

1
2+

1
j1+

1
1-j1

=231.65∠0.68°V

I
·
S1=

240∠0°-U
·
A

2 =
240∠0°-231.65∠0.68°

2 =4.34∠-18.14°A, 电流值很小

I
·
S2=

160∠45°-U
·
A

j1 =
160∠45°-231.65∠0.68°

j1 =162∠47.05°A, 电流值极大

I
·
=

U
·
A

1-j1=
231.65∠0.68°

1-j1 =163.8∠45.68°A, 负载电流几乎全由电源2支路提供

电源1支路的电流I
·
S1 与结点电压U

·
A 为非关联参考方向,则
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SS1=-U
·
AI
·*
S1=-231.65∠0.68°×4.34∠18.14°

=-1005.36∠18.82°=PS1+jQS1
=-951.61-j324.33V·A

电源1支路发出有功功率,发出无功功率(容性无功)。

电源2支路的电流I
·
S2 与U

·
A 也为非关联参考方向,则

SS2=-U
·
AI
·*
S2=-231.65∠0.68°×162∠-47.05°

=-37527.3∠-46.37°=PS2+jQS2
=-25893.78+j27162.66V·A

电源2支路发出有功功率,吸收无功功率(感性无功)。

负载支路的电流I
·

与U
·
A 为关联参考方向

SZ=U
·
AI
·* =231.65∠0.68°×163.8∠-45.68°

=37944.27∠-45°=PZ+jQZ=26830.65-j26830.65V·A
负载支路吸收有功功率,发出无功功率(容性无功)。

验证功率守恒,即

PS1+PS2+PZ=-951.61-25893.78+26830≈0W

QS1+QS2+QZ=-324.33+27162.66-26830.65≈0var
  以上表明,两条电源支路共同供电时,若两电源参数相差较大,电压值低的电源输出电

流极大,而另一个很小,负载不能在两个电源上均分。实际运行中,必须避免这种情况,两电

源参数要一致。若其中一个电源出现故障,也会出现参数偏差,因此供电电源在现场要有自

动装置监测其参数的变化。
 

【例3-31】 如图3-80所示电源带有三条负载支路,求电源输出的电流I
·
S。

图3-80 例3-31电路图、功率三角形

解 (1)
 

负载1功率因数———超前,为容性负载。其功率因数角为负

φ1=-arccos0.866=-30°
无功功率为负

Q1=P1tan(-30°)=-12×0.577=-6.93kvar
  (2)

 

负载2功率因数———滞后,为感性负载。其功率因数角为正

φ2=arccos0.85=31.79°
无功功率为正

Q2=P2tan31.79°=16×0.62=9.92kvar
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  (3)
 

负载3功率因数———滞后,为感性负载。其功率因数角为正

φ3=arccos0.6=53.13°
无功功率为正,求有功功率

P3=
Q3

tan53.13°=
20
1.33=15kW

  (4)
 

三条负载支路的总有功功率

P=P1+P2+P3=12+16+15=43kW
三条负载支路的总无功功率

Q=Q1+Q2+Q3=-6.93+9.92+20=22.99kvar
表明负载总体为感性负载。

三条负载支路的总视在功率

S= P2+Q2 = 432+22.992 =48.76kV·A
三条负载支路的总功率因数角

φ=arcsin
Q
S =arcsin

22.99
48.76=28.13° 或  arccosP

S =arccos
43
48.76=28.13°

电源输出电流的有效值为

IS=
S
U =

48760
220 =221.6A

该电流滞后电源电压28.13°,所以

I
·
S=221.6∠-28.13°A

  该题在解答过程中反复借助了功率三角形的概念,每条支路有各自的功率三角形,总体

电路有总体功率三角形。

3.8.7 最大功率传输

正弦电路中传输的最大功率,指的是最大有功功率,由图3-81分析负载获得最大功率

的条件。

图3-81 负载共轭匹配传输最大功率

根据戴维南定理,有源二端网络NS 对于外电路可以用戴维南电路来等效,如图3-81(b)
所示。设Z0=R0+jX0 不可改变,而负载Z=R+jX 可变,则负载吸收的有功功率为

P=I2R=
US

(R+R0)
2+(X +X0)

2  
2

R

理论与实践均证明P 取最大值的条件是
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R=R0, X =-X0 即  Z=Z*
0 =R0-jX0 (3-70)

式中,Z 等于Z0 的共轭复数,称为共轭匹配。
此时负载获得的最大功率为

Pmax=I2R=
U2SR0

(R0+R0)
2+(-X0+X0)

2=
U2S
4R0

 (3-71)

显然此时有功功率的传输效率只有50%。电力线路传输的电功率巨大,不能采用共轭匹配

方式供电,否则浪费巨大,应该尽量使电源内阻抗Z0 减小。

【课后练习】

3.8.1 求以下4种情况的复功率。
(1)

 

P=269W,Q=-150var(容性);
 S1=(     )V·A。

(2)
 

S=600V·A,Q=450var(感性);
 S2=(     )V·A。

(3)
 

Q=-2000var,功率因数0.9(超前);
 S3=(     )V·A。

(4)
 

US=220V,P=1kW,|Z|=40Ω(滞后);
 S4=(     )V·A。

3.8.2 关联参考方向下,复功率的计算公式为(  ),其实部是(  )功率,单位

是(  );
 

虚部是(  )功率,单位是(  );
 

模对应的是(  )功率,单位是(  )。

3.8.3 每只日光灯的功率因数为0.5,当 N 只日光灯相并联时,总的功率因数

为(  );
 

若再与M 只白炽灯并联,则总功率因数将(  )。

3.8.4 某无源网络吸收功率P=500W、功率因数λ=cosφ=0.5(容性),如网络的端

口电压相量 U
·
=100∠0°V,则端口电流 I

·
=(  )A 及 网 络 吸 收 的 无 功 功 率 Q=

(  )var。

3.8.5 已知无源二端网络,U
·
=2∠60°V,I

·
=3∠-30°A,两者取关联参考方向,网络

吸收的视在功率为(  )V·A、有功功率为(  )W、无功功率为(  )var,该元件

是(  )。

3.8.6 已知某无源二端网络,U
·
=40∠0°V,I

·
=2∠36.87°A,则等效复阻抗为感性还

是容性? 功率因数角为多少? 功率因数为多少? 并填写如图3-82所示各三角形的三边。

图3-82 3.8.6附图

3.9 功率因数的提高

功率因数是企事业用电单位重要的经济技术指标,有关电费支出的额度和生产成本的

高低,供用电双方均十分重视。



147  

3.9.1 提高功率因数的意义

供电线路用户侧的功率因数是一个重要的用电参数,关系到供用电双方的经济效益。
图3-83是感性负载的供电线路示意图,r 为供电导线的电阻,电流通过时,r 上会产生功率

损耗ΔP、电压损失ΔU。

图3-83 感性负载的供电线路示意图

当负载所需有功功率和额定电压一定时,输电线电流与功率因数成反比。

I=
P

Ucosφ
=

P
U ×

1
cosφ

电流增大会使输电线上的功率损耗ΔP 增大。ΔP 与功率因数的平方成反比。

ΔP=I2r=
P

Ucosφ  2r=
P2r
U2

×
1

cos2φ
(3-72)

电流增大还会使输电线上的电压损失ΔU 增大。ΔU 与功率因数成反比。

ΔU=Ir=
P

Ucosφ
r=

Pr
U ×

1
cosφ

(3-73)

如果已建一个容量为SN 的电源点,它能提供的有功功率为

P=SNcosφ≤SN

如果已建有功功率需求为PN 的工业园区,和它配套的电源点容量为

S=
PN

cosφ
≥PN

可见,提高负载功率因数,可降低ΔP、ΔU、减少导线的用铜量、提高电源设备利用率。

3.9.2 提高功率因数的方法

电力负载多为感性,如变压器、电动机、家用电器、电焊机等。其中电感元件储存磁场

能,磁场能为负载所必需。如在电动机中,转子与定子之间并无电的直接联系,而输入定子

的电能转换为电动机转子输出的机械能就靠转子与定子之间的磁场来传递并转换,但磁场

能并不被吸收,而是储存后又释放与电源进行能量往返交换,形成无功功率。就地提供无功

功率的方法就是电感性负载与电容性负载并联,容性负载发出的无功功率可就近提供给感

性负载,减少了感性负载和电源间能量交换。常见容性负载有电力电容器和同步电动机

两种。
图3-84(a)以在感性负载两端并联电容器为例,介绍提高功率因数的方法。如图3-84(b)所

示相量图中,U
·

为参考相量,没并联电容前I
·
=I
·
L,I
·
L 滞后U

·
的相位为φL(角度大)。并联
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电容后,由于电容电流I
·
C 超前电压90°,总电流I

·
=I
·
L+I

·
C 减小了,整体电路的功率因数

角由φL 减小为φ2,达到了提高功率因数的目的。应注意到:
 

并联电容前后感性支路本身

的工作状态并不发生任何变化。感性支路的电流和有功功率不变,由于电容元件的有功功

率为零,所以整体电路的有功功率也不变。发生变化的是:
 

电路的总电流、视在功率、功率

因数角均减小了。

图3-84 并联电容提高感性负载的功率因数

观察图3-84(b)得到

IC=ILsinφL-Isinφ2=
P

UcosφL
sinφL-

P
Ucosφ2

sinφ2=
P
U
(tanφL-tanφ2)

又因为

IC=
U
XC

=
U
1/ωC=UωC

令上两式相等,得

C=
P

ωU2
(tanφL-tanφ2) (3-74)

  【例3-32】 某单相变压器额定电压UN=220V,额定容量SN=50kV·A。若负载功率

因数cosφ1=0.6,可供给负载多少有功功率? 若将负载功率因数提高到cosφ2=0.9,可提

供多少有功功率?
解 负载cosφ1=0.6时,变压器可提供的有功功率为

P1=SNcosφ1=50×0.6=30kW
若将负载的功率因数提高到cosφ2=0.9,则

P2=SNcosφ2=50×0.9=45kW
表明不需要增加供给,就能多提供15kW有功功率。

要适当选择并联电容的电容值,C 值增大,IC 增大,整体电路若仍在感性范围内时,总
电流I和功率因数角φ2 随之减小,如图3-85(a)所示;

 

当功率因数角调整到φ2=0°时,功率因

数为1,总电流I最小,称为全补偿,这时电路发生了谐振,使总电流与电压同相,如图3-85(b)

所示;
 

但再增大C 值,I
·
将超前于U

·
,整体电路变为容性,称为过补偿,这时C 增大,功率因

数反而下降,负载向电源倒送无功功率,是不应该出现的现象,如图3-85(c)所示。电容适当

补偿后整体电路仍为弱感性(φ2 为正值,但很小),称为欠补偿,是常见的情形。
实际供电过程中,负载时刻变化,要做到全补偿不易跟踪,并且全补偿需要的电容值C

很大,投资过大不可取。采用单片计算机在线监测负载功率因数,根据功率因数变化,自动
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图3-85 电容对感性负载的欠补偿、全补偿和过补偿

计算并投切电容器组的容量,可保证功率因数位于弱感性0.90~0.95。
 

【例3-33】 如图3-84所示电路,电网电压U=220V,频率f=50Hz,电路的总功率

P=2kW,未接电容器支路前,电路的功率因数cosφ=0.5,接通电容器支路后,功率因数提

高到cosφ'=0.866(感性)。试求电阻R、电感L 及电容C。
解 未接电容器前的功率因数角及电流

cosφ=0.5, φ=arccos0.5=60°

IL=
P

Ucosφ
=

2000
220×0.5=18.2A

并联电容器后的功率因数角及总电流

cosφ'=0.866, φ'=arccos0.866=30°

I=
P

Ucosφ'
=

2000
220×0.866=10.5A

设

U
·
=220∠0°V

则

I
·
=I∠-φ=10.5∠-30°A, I

·
L=IL∠-φ=18.2∠-60°A

R+jXL=
U
·

I
·
L

=
220∠0°

18.2∠-60°=12.1∠60°=6.05+j10.5Ω

所以

R=6.05Ω, XL=10.5Ω, L=
XL

2πf=
10.5
314=0.033H

C=
P

ωU2
(tanφ-tanφ')=

2000
314×2202

(tan60°-tan30°)=152μF

  
 

【例3-34】 一台同步电动机吸收功率20kW,和一台异步电动机并联,后者功率因数

0.7(滞后),吸收功率50kW。设同步电动机工作于超前功率因数,它需要提供多少无功功

率才能使总功率因数提高到0.9(滞后)? 同步电动机本身的功率因数是多少?
解 异步电动机的视在功率为

S2=
P2
λ2

=
50
0.7=71kV·A

异步电动机的无功功率为

Q2= S22-P22 = 712-502 =50kvar
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功率因数0.9(滞后)对应的功率因数角为

φ总 =arccos0.9=25.8°
总功率因数提高到0.9(滞后)时的总无功功率为

Q总 =(P1+P2)tanφ总 =(20+50)tan25.8°=33.84kvar
同步电动机应提供的无功功率为

Q1=Q总 -Q2=33.84-50=-16.16kvar
无功功率为负表明是发出无功。同步电动机本身的功率因数为

λ1=
P1
S1

=
20

P21+Q21
=

20

202+16.162
=0.78(超前)

  【例3-35】 功率为1.1kW的感应电动机,接在220V、50Hz的电路中,电动机需要的电

流为10A,求:
 

(1)
 

电动机的功率因数;
 

(2)
 

若在电动机两端并联一个79.5μF的电容器,电路的功率因数为多少?
解 (1)

 

原来的功率因数

cosφ1=
P
UI=

1.1×1000
220×10 =0.5, φ1=60°

  (2)
 

并联电容器以后,有

C=
P

U2ω
(tanφ1-tanφ2)

其中新的功率因数角φ2 未知,整理后得

tanφ2=tanφ1-
CU2ω
P =tan60°-

79.5×10-6×2202×314
1100 =0.632

新的功率因数角为

φ2=arctan0.632=32.3°
新的功率因数为

λ2=cos32.3°≈0.845

【课后练习】

3.9.1 无源二端网络的功率因数与频率(  )关。有一RL串联电路,当频率增高

时,其功率因数(  )。

3.9.2 两个负载相并联,若Z1=5.2-j3Ω,Z2=15.6+jXΩ,那么X 为(  )Ω时,
两条支路的视在功率可以直接相加。

3.9.3 判断下列说法的正确与错误,正确的填√,错误的填×。
(1)

  

负载通过串联电容提高功率因数,会使负载电压偏离电源电压(这也是负载的额定

电压),负载不能正常工作。(  )
(2)

 

感性负载的功率因数为0.9~0.95,处于弱感性,符合电力公司要求。(  )
(3)

 

感性负载并联电容器后处于过补偿状态下,电费较低。(  )
(4)

 

与感性负载相并联的电容越大,功率因数越高。(  )

3.9.4 某单相电动机,供电电压220V,供电频率50Hz,cosφ=0.8,P=100kW,求:
 

(1)
 

电动机的串联等效参数R 和L。
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(2)
 

为使供电电流最小,要并联多大的电容。

习题

3-1-1 正弦电流的表达式为i=20sin(314t-120°)A,画出其波形图。

3-1-2 若i1=10sin(ωt+30°)A,i2=20sin(ωt-10°)A,则i1的相位比i2超前多少角度?

图3-86 题图3-1-3

3-1-3 如图3-86所示波形图。
(1)

 

写出uA 和uB 的表达式。
(2)

 

试指出各正弦量的振幅值、有效值、初相、角
频率、频率、周期及两者之间的相位差各为多少?

3-2-1 将下列复数转化为极坐标形式。

(1)
 

A
·
1=8+j6    (2)

 

A
·
2=-6+j8

(3)
 

A
·
3=-8-j8 (4)

 

A
·
4=j10

(5)
 

A
·
5=-4 (6)

 

A
·
6=2.78-j9.2

3-2-2 将下列复数转化为代数形式。

(1)
 

A
·
1=10∠-60°    (2)

 

A
·
2=220∠115°   (3)

 

A
·
3=30∠90°

(4)
 

A
·
4=17.5∠-180° (5)

 

A
·
5=18∠-90° (6)

 

A
·
6=18∠-135°

3-2-3 已知复数A
·
=4+j5,B

·
=6-j2。试求A

·
+B
·
,A
·
-B
·
,A
·
×B
·

和A
·
÷B
·
。

3-2-4 已知复数A
·
=17∠24°和B

·
=6∠-65°,试求A

·
+B
·
,A
·
-B
·
,A
·
×B
·

和A
·
÷B
·
。

3-2-5 已知正弦电压相量U
·
1=(60+j80)V,U

·
2=1002∠36.87°V,U

·
3=(80-j150)V,

若ω=300rad/s,写出各相量对应的正弦量瞬时值表达式,说明它们的超前、滞后关系,并画

出相量图。

3-2-6 如图3-87所示,已知I
·
1=0.18∠-20.03°A,I

·
2=0.57∠69.96°A,求I

·
并画出

相量图。

3-2-7 如图3-88所示,已知U
·
S=100∠0°V,U

·
R=60∠-53.13°V,U

·
C=160∠-143.13°V,

求U
·
L 并画出相量图。
3-3-1 电容元件如图3-89所示,已知uC 求iC。

(1)
 

uC=1002sin(314t+30°)V。
(2)

 

uC=2e
-100tV。

图3-87 题图3-2-6 图3-88 题图3-2-7 图3-89 题图3-3-1
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图3-90 题图3-3-2

3-3-2 电感元件如如图3-90所示,已知iL 求uL。

(1)
 

iL=100+50e
-2tA。

(2)
 

iL=52sin(314t-45°)A。

3-3-3 在1μF的电容器两端加上u=70.7 2sin(314t-
30°)V的正弦电压,求通过电容器的电流有效值及电流瞬时值表

达式。若所加电压的有效值与初相不变,而频率增加为100Hz
时,通过电容器中的电流有效值又是多少? 前后两次无功功率分

别为多少?

3-3-4 一个L=127mH的电感元件,外加电源电压为u(t)=2202sin(314t-120°)V,试求:
 

(1)
 

电感电流瞬时值表达式和无功功率,并画出电压、电流相量图。
(2)

 

如果电源的频率变为150Hz,电压有效值不变,电流有效值和无功功率又各为多少?

3-4-1 如图3-91所示,若电流为i=2sin(2t-30°)A,求A、B两元件的参数。

3-4-2 如图3-92所示,ω 多大时
 

u0的值为零?

图3-91 题图3-4-1

     
图3-92 题图3-4-2

3-4-3 已知交流接触器的线圈电阻为200Ω,电感量为7.3H,接到工频220V的电源

上。求线圈中电流的有效值。如果误将此接触器接到U=220V的直流电源上,线圈中的电

流又为多少? 如果此线圈允许通过的电流为0.1A,将产生什么后果?

图3-93 题图3-4-4

3-4-4 如图3-93所示,在RLC串联交流电路中,R=30Ω,

L=12mH,C=5μF,电源电压u=100 2sin(5000t)V,求:
 

(1)求i和uR、uL、uC。(2)画相量图。

3-4-5 电阻R=40Ω和一个25μF的电容器串联后,接到

u=1002sin50tV的电源上。试求电路中的电流I
·

并画出相

量图。

3-4-6 已知RLC串联电路的参数为R=20Ω,L=0.1H,

C=30μF,当信号频率分别为50Hz、1000Hz时,电路的复阻抗

各为多少? 两个频率下阻抗的性质如何?
3-4-7 如图3-94所示,图(a)中电压表读数分别为V1=30V,V2=40V;

 

图(b)中电压

表读数分别为V1=15V,V2=60V,V3=80V。求两图中电源电压的有效值US。设I
·

为参

考相量,画出相量图。
3-4-8 如图3-95所示,电路中电流表的读数为12A。求电压表V1、V2、V3、V4、V的
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图3-94 题图3-4-7

读数分别为多少。设I
·

为参考相量,画出各量的相量图。

3-4-9 如图3-96所示,Z=(40+j30)Ω,U2=200V,求电压有效值U1 为多少?

图3-95 题图3-4-8

 
图3-96 题图3-4-9

3-4-10 如图3-97所示,电流相量I
·
=5∠0°A,电容电压UC 为25V,总电压u=

502sin(ωt+45°)V,则阻抗Z 为多少?

3-4-11 如图3-98所示,在伏安法测量电感线圈的电路中当f1=50Hz时,电压表及电

流表的读数分别是60V及10A;
 

当f2=100Hz时,电压表及电流表的读数分别是60V及

6A。试求R 及L。

3-4-12 如图3-99所示,U=150V,U1=80V,U2=200V,f=50Hz,XC=80Ω。试求R
及L 的值。

图3-97 题图3-4-10

   
图3-98 题图3-4-11

   
图3-99 题图3-4-12

3-5-1 如图3-100所示,求i(t)和u(t)。
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3-5-2 如图3-101所示,端电压有效值U
·
=24∠0°V,求电流相量I

·
、I
·
2、I
·
3、I
·
4。画出

所有各量的相量图。

图3-100 题图3-5-1 图3-101 题图3-5-2

3-5-3 如图3-102所示,已知ω=10rad/s,-jXC=-j100Ω。若开关S断开及闭合时

电流表读数不变,求L(提示:
 

两次总阻抗的模值不变)。

3-5-4 如图3-103所示,在正弦电流电路中电流表的读数分别为A1=5A,A2=20A,

A3=25A。求:
 

(1)
 

电流表A的读数。
(2)

 

如果维持电流表A1的读数不变,而把电源的频率提高一倍,再求电流表A的读数。

图3-102 题图3-5-3 图3-103 题图3-5-4

3-5-5 如图3-104所示,求i(t)和u(t)。

3-6-1 如图3-105所示,R=10Ω,L=20mH,C=10μF,R1=50Ω,U
·
=100∠0°V,

ω=1000rad/s。试求各支路电流,并画出相量图。

图3-104 题图3-5-5

 
图3-105 题图3-6-1

3-6-2 如图3-106所示,ωL>
1

ωC2
,I1=4A,I2=3A,求电流I。并判断电路为感性还

是容性。

3-6-3 如图3-107所示,u=8sinωtV,i=4sin(ωt-30°)A,ω=1rad/s,L=2H,求无源

二端网络N的等效导纳。
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3-6-4 如图3-108所示,R=ωL=
1

ωC=10Ω
时,求整个电路的等效阻抗,并转换成等

效导纳来表示。

图3-106 题图3-6-2

  
图3-107 题图3-6-3

  
图3-108 题图3-6-4

3-6-5 如图3-109所 示,ω
 

取 下 列 值 时 分 别 求i0(t):
 

ω=2rad/s;
 

ω=10rad/s;
 

ω=20rad/s。

3-6-6 如图3-110所示,I
·
=31.5∠24°A,U

·
=50∠60°V,求阻抗Z1。

3-6-7 如图3-111所示,若iS(t)=5sin(10t+40°)A,求结点电压U
·
A 及i0(t)。

图3-109 题图3-6-5 图3-110 题图3-6-6 图3-111 题图3-6-7

3-6-8 列出如图3-112所示电路的网孔电流方程。

3-6-9 列出如图3-113所示电路的结点电压方程。

图3-112 题图3-6-8

 
图3-113 题图3-6-9

3-6-10 如图3-114所示,求a、b端的戴维南等效电路。

3-6-11 如图3-115所示,u=30sinωtV,i=5sinωtA,ω=2000rad/s,若无源二端网络

N可看作RC串联,求R、C 的参数。

3-7-1 一个串联谐振电路的特性阻抗为200Ω,品质因数为200,谐振时的角频率为

1000rad/s,试求R、L 和C 的值。
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图3-114 题图3-6-10

图3-115 题图3-6-11

3-7-2 已知串联谐振电路的谐振频率f0=700kHz,电
容C=2000pF,通频带宽度Δf=20kHz,试求电路的品质因

数及电阻。

3-7-3 已 知 一 串 联 谐 振 电 路 的 参 数 R=10Ω,L=
0.13mH,C=558pF,外加电压U=10mV。试求电路在谐振

时的电流、品质因数及电感和电容上的电压。

3-7-4 有L=50μH,R=3.2Ω的线圈和一电容C 并联,调节电容的大小使电路在

720kHz发生谐振,问这时电容为多大? 回路的品质因数为多少?
 

图3-116 题图3-7-5

3-7-5 如图3-116所示电路中,U
·
=2∠0°V 保持

不变。
(1)

 

当开关S闭合时电流表读数将如何变化? 用谐

振的概念解释之。
(2)

 

在开关S处,接入数字电压表,其读数为多少?
画相量图解释之。

3-7-6 如图3-117所示电路中,RL串联电路与C 并

联接 于 工 频 电 路 中,已 知 U =200V,R =10Ω,L =
0.318H。问C 为何值时发生谐振? 谐振时电路中的电流i为多少? (提示:

 

R≪ω0L 基本

满足,可简化计算。)

3-8-1 如图3-118为某无源电路。试求其有功功率、无功功率和功率因数。并说明该

无源二端网络阻抗的性质是感性还是容性。

(1)
 

电压、电流相量为U
·
=10∠53.13°V,I

·
=2∠0°A;

 

(2)
 

电压、电流相量为U
·
=48∠70°V,I

·
=8∠100°A。

图3-117 题图3-7-6 图3-118 题图3-8-1

3-8-2 如图3-119所示,在正弦电流电路中,U1=25V,总功率P=225W,求I
·
、XL、U

·
2
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及电路的总无功功率Q,画出电流、电压相量图。

3-8-3 已知RLC串联电路中,电阻R=16Ω,感抗XL=30Ω,容抗XC=18Ω,电路端

电压为220V,试求电路中的有功功率P、无功功率Q、视在功率S 及功率因数cosφ。

3-8-4 如图3-120所示,iS= 2sin(10
4t)A,Z1=(10+j50)Ω,Z2=-j50Ω。求Z1、Z2

吸收的复功率。

图3-119 题图3-8-2

   
图3-120 题图3-8-4

3-8-5 如 图 3-121 所 示,R1=100Ω,XL=300Ω,R2=200Ω,XC=400Ω,U
·
=

 图3-121 题图3-8-5

1002∠45°V。分别求三条支路的复功率,并验证复功率守恒。

3-8-6 有一变压器向两个车间并联供电,它们的视在功率及功

率因数分别为S1=1000kV·A,λ1=0.866;
 

S2=500kV·A,λ2=
0.6(均为感性负载),变压器输出端的额定电压为6000V。试求变

压器输出端的电流及功率因数。

3-8-7 将 RL 串 联 电 路 接 到220V 的 直 流 电 源 时 功 率 为

1.2kW,将其接到220V的工频电源时功率为0.6kW,试求它的R、L。

3-9-1 如图3-122所示,功率为60W,功率因数为0.5的日光灯

负载与功率为
 

100W的白炽灯各
 

50只并联在
 

220V的正弦电源上(电源频率为50Hz)。如果

要把电路的功率因数提高到0.92,应并联多大的电容? 并联电容后总电流减少为多少?

3-9-2 日光灯可视作R、L 串联负载,接到220V、50Hz的电源上。若并联的电容值

调至5μF时,总电流达到最小值0.18A,求日光灯支路本身的电流为多少安? 画出相

量图。

3-9-3 如图3-123所示,已知工频电源电压U
·
=100∠0°V,感性负载Z 的有功功率

P=6W,无功功率Q=8var。如果要使电路的功率因数λ=1,应并联多大电容?

图3-122 题图3-9-1

  
图3-123 题图3-9-3
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  3-9-4 某负载的复功率为S=(9000+j7000)kV·A,电压为6kV,频率为50Hz。现有

一台变压器,其额定容量为10000kV·A,此变压器能否满足负载的要求? 至少应与负载并

联多大的电容才能使变压器不超载运行?

习题答案


