
第5章 回 溯 法

5.1 回溯法概述

  回溯法(backtrackmethod)是一种比枚举“聪明”的常用算法。
本章介绍回溯设计及其应用,并在案例的回溯求解中比较回溯相对于枚举的特点与

优势。

5.1.1 回溯的概念

有许多问题,当需要找出它的解集,或者要求回答什么解是满足某些约束条件的最佳解

时,往往使用回溯法。
回溯法有“通用解题法”的美称,是一种比枚举“聪明”的效率更高的搜索技术。回溯在

搜索过程中动态地产生问题的解空间,系统地搜索问题的所有解。如果需要,可通过比较,
在所有解中找出满足某些约束条件的最佳解。

回溯法是一种试探求解的方法:通过对问题的归纳分析,找出求解问题的一个线索,沿
着这一线索往前试探,若试探成功,即得到解;若试探失败,就逐步往回退,换其他路线再往

前试探。因此,回溯法可以形象地概括为“向前走,碰壁回头”,这样可大大缩减无效操作,提
高搜索效率。

回溯法的试探搜索是一种组织得井井有条的、能避免一些不必要搜索的枚举式搜索。
回溯法在问题的解空间树中,从根结点出发搜索解空间树,搜索至解空间树的任意一个结

点,先判断该结点是否包含问题的解;如果肯定不包含,则跳过对该结点为根的子树的搜索,
逐层向其父结点回溯;否则,进入该子树,继续搜索。

从解的角度理解,回溯法将问题的候选解按某种顺序进行枚举和检验。当发现当前候

选解不可能是解时,就选择下一个候选解。在回溯法中,放弃当前候选解,寻找下一个候选

解的过程称为回溯。如果当前候选解除了不满足问题规模要求外,满足所有其他要求,则继

续扩大当前候选解的规模,并继续试探。如果当前候选解满足包括问题规模在内的所有要

求,则该候选解就是问题的一个解。
与枚举法相比,回溯法的“聪明”之处在于能适时“回头”,若再往前走不可能得到解,就

回溯,退一步另找线路,这样可省去大量的无效操作。因此,与枚举相比,回溯更适宜于问题

规模比较大,候选解比较多的案例求解。

5.1.2 回溯描述

1.回溯的一般方法

  下面简要阐述回溯的一般方法。
回溯求解的问题P通常要能表达为:对于已知的由n 元组(x1,x2,…,xn)组成的一个

状态空间E={(x1,x2,…,xn)|xi∈si,i=1,2,…,n},给定关于n 元组中的一个分量的约



束集D,要求E 中满足D 的全部约束条件的所有n 元组。其中,si 是分量xi 的定义域,i=
1,2,…,n。称E 中满足D 的全部约束条件的任一n 元组为问题P的一个解。

解问题P的最朴素的方法就是枚举,即对E 中的所有n 元组逐一地检验其是否满足D
的全部约束。若满足,则为问题P的一个解。显然,当P的数量规模比较大时,枚举的计算

量是相当大的。
对于约束集D 具有完备性的问题P,一旦检测断定某个j元组(x1,x2,…,xj)违反D

中仅涉及x1,x2,…,xj 的一个约束,就可以肯定以(x1,x2,…,xj)为前缀的任何n 元组

(x1,x2,…,xj,xj+1,…,xn)都不会是问题P的解,因而就不必去搜索它们,省略了对部分

元素(xj+1,…,xn)的操作与测试。回溯法正是针对这类问题,利用这类问题的上述性质而

提出来的比枚举效率更高的算法。

2.4皇后问题的回溯举例

为了具体说明回溯的实施过程,先看一个简单实例。
如何在4×4的方格棋盘上放置4个皇后,使皇后互不攻击,即任意两个皇后不允许处

在同一横排或同一纵列,也不允许处在与棋盘边框成45°角的同一斜线上。
图5-1所示为应用回溯的实施过程,其中方格中的数字表示皇后所在位置(列),方格中

的×表示由于受前面已放置的皇后的攻击而放弃的位置。

图5-1 4皇后问题回溯实施

图5-1(a)为在第1行第1列放置一个皇后的初始状态。
图5-1(b)中,第2个皇后不能放置在第1、2列,因而放置在第3列。
图5-1(c)中,表示第3行的所有各列均不能放置皇后,则回溯至第2行,第2个皇后需

后移。
图5-1(d)中,第2个皇后后移到第4列,第3个皇后放置在第2列。
图5-1(e)中,第4行的所有各列均不能放置皇后,则回溯至第3行;第3个皇后后移的

所有位置均不能放置皇后,则回溯至第2行;第2个皇后已无位可退,则回溯至第1行;第1
个皇后需后移。

图5-1(f)中,第1个皇后后移至第2格。
图5-1(g)中,第2个皇后不能放在第1、2、3列,因而放置在第4列。
图5-1(h)中,第3个皇后放在第1列;第4个皇后不能放置在第1、2列,于是放置在第

3列。
经以上探索与回溯,得到4皇后问题的一个解:2413(第1行皇后在第2列,第2行皇

·621· 计算机常用算法与程序设计案例教程(第3版)



后在第4列,第3行皇后在第1列,第4行皇后在第3列)。
继续探索与回溯,可得4皇后问题的另一个解:3142。
继续探索与回溯,直到第1行的皇后至第4格后无位可退,探索结束。

3.回溯法框架描述

1)回溯描述

对于一般含参量m、n的搜索问题,回溯法框架描述如下:

 输入正整数 n,m,(n≥m)

i=1;a[i]=<元素初值>;

while(1)

{

  for(g=1,k=i-1;k>=1;k--)

    if(<约束条件 1>) g=0;       //检测约束条件,不满足则返回 
  if(g &&<约束条件 2>)

     printf(a[1: m]);      //输出一个解 
  if(i<n && g)

     {i++;a[i]=<取值点>;continue;}

  while(a[i]==<回溯点>&& i>1) i--; //向前回溯 
  if(a[i]==n && i==1) break;     //退出循环,结束 
  else a[i]=a[i]+1;
}

具体求解问题的探索搜索范围与要求不同,在应用回溯设计时,需根据问题的具体情况

确定数组元素的初值、取值点与回溯点,同时需把问题中的约束条件进行必要的分解,以适

应上述回溯流程。
其中,实施向前回溯的循环

 while(a[i]==<回溯点>&& i>1) i--;

是向前回溯一步还是回溯两步或更多步,完全根据a[i]是否达到回溯点来确定。例如,回
溯点是n,i=6,当a[6]=n 时回溯到i=5;若a[5]=n 时回溯到i=4;以此类推。

以上回溯由迭代式i--;(即i=i-1;)实现,因而又称为迭代回溯。
图5-1所示的4皇后问题迭代回溯过程描述如下:

 i=1;a[i]=1;
while(1)

{

  g=1;for(k=i-1;k>=1;k--)

  if(a[i]=a[k]|| abs(a[i]-a[k])=i-k)
    g=0;                  //检测约束条件,不满足则返回 
  if(g && i==4)

    printf(a[1: 4]);     //输出一个解 
  if(i<4 && g) {i++;a[i]=1;continue;}
  while(a[i]==4 && i>1) i--;  //向前回溯 
  if(a[i]==4 && i==1) break;  //退出循环结束探索 
  else a[i]=a[i]+1;
}

2)递归回溯

在第4章应用递归实现排列组合的设计中,我们已经知道递归也能实现回溯。递归回
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溯通过递归尝试遍历问题的各个可能解的通路。当发现此路不通时,回溯到上一步,继续尝

试别的通路。
递归回溯描述如下:

 int put(int k)

{ int i,j,u;

if( k<=<规模>)   
{ u=0;

if(<约束条件>) u=1;     //当 u=1时不可操作 
if(u==0)        //当 u=0时可操作 
{ if(k==<规模>)   //若已满足规模,则打印出一个解

 printf(<一个解>);

else put(k+1);  //调用 put(k+1)

}

}

}

在调用put(k)时,当检测约束条件知不可操作(记u=1),即再往前不可能得解,此时当

然不可能输出解,也不调用put(k+1),而是回溯,返回调用put(k)之处。这就是递归回溯

的机理。
如果是主程序调用put(1),最后返回到主程序调用put(1)的后续语句,完成递归。
图5-1所示的4皇后问题迭代回溯过程描述如下:

 int put(int k)

{ int i,j,u;

if(k<=4)

{ for(i=1;i<=4;i++)         //探索第 k 行从第 1格开始放皇后 
{ a[k]=i;

for(u=0,j=1;j<=k-1;j++)

 if(a[k]==a[j]|| abs(a[k]-a[j])==k-j)
  u=1;      //若第 k 行第 i 格放不下,则置 u=1 
if(u==0)     //若第 k 行第 i 格可放,则检测是否满 4行 
{ if(k==4)    //若已放满 4行,则打印出一个解

{ s++; printf(" ");

for(j=1;j<=4;j++)

 printf("%d",a[j]);
}

else put(k+1); //若没放满 4行,则放下一行: put(k+1)

}

}

}

}

4.回溯法的效益分析

应用回溯设计求解实际问题,由于解空间的结构差异,很难精确计算与估计回溯产生的

结点数,这是分析回溯法效率时遇到的主要困难。回溯法实际产生的结点数通常只有解空

间所有结点数的一小部分,这也是回溯法的探索效率大大高于枚举的原因所在。
回溯求解过程实质上是遍历一棵“状态树”的过程,只是这棵树不是遍历前预先建立的。

回溯法在搜索过程中,只要所激活的状态结点满足终结条件,应该把它输出或保存。由于在

回溯法求解问题时,一般要求输出问题的所有解,因此,在得到并输出一个解后并不终止,还
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要进行回溯,以便得到问题的其他解,直至回溯到状态树的根且根的所有子结点均已被搜索

过为止。
组织解空间便于算法在求解集时更易于搜索,典型的组织方法是图或树。一旦定义了

解空间的组织方法,这个空间即可从开始结点进行搜索。
回溯法的时间通常取决于状态空间树上实际生成的那部分问题状态的数目。对于元组

长度为n 的问题,若其状态空间树中结点总数为n!,则回溯算法的最坏情形的时间复杂度

可达O(p(n)n!);若其状态空间树中结点总数为2n,则回溯算法的最坏情形的时间复杂度

可达O(p(n)2n),其中p(n)为n 的多项式。
对于不同的实例,回溯法的计算时间有很大的差异。对于数量规模比较大的求解实

例,应用回溯法一般可在较短的时间内求得其解,可见回溯法不失为一种快速有效的

算法。
对于某一具体情况问题的回溯求解,常通过计算实际生成结点数的方法即蒙特卡罗方

法(MonteCarlo)来评估其计算效率。蒙特卡罗方法的基本思想是:在状态空间树上随机

选择一条路径(x0,x1,…,xn-1),设X 是这一路径上部分向量(x0,x1,…,xk-1)的结点,如
果在X 处不受限制的子向量数是mk,则认为与X 同一层的其他结点不受限制的子向量数

也都是mk。也就是说,若不受限制的x0 取值有m0 个,则该层上有m0 个结点;若不受限制

的x1 取值有m1 个,则该层上有m0m1 个结点;以此类推。由于认为在同一层上不受限制

的结点数相同,因此,该路径上实际生成的结点数估计为

m=1+m0+m0m1+m0m1m2+…
计算路径上结点数m 的蒙特卡罗算法描述如下:

 //已知随机路径上取值数据 m0,m1,…,mk-1

m=1;t=1;

for(j=0;j<=k-1;j++)

{ t=t*m[j];
m=m+t;

}

printf("%ld",m);

把所求得的随机路径上的结点数(或若干条随机路径的结点数的平均值)与状态空间树

的总结点数进行比较,由其比值可以初步看出回溯设计的效益。

5.2 桥本分数式与10数字分数式

桥本分数式是一个填数趣题,本节从桥本分数式及其引申10数字分数式这两个难度不

高的典型数式案例的求解入手,看看回溯求解的具体实现。

5.2.1 桥本分数式

1.案例背景

  日本数学家桥本吉彦教授于1993年10月在我国山东举行的中日美三国数学教育研讨

会上向与会者提出以下填数趣题:把1~9这9个数字填入下式的9个方格中(数字不得重

复),使分数等式成立。

·921·第5章 回 溯 法



桥本教授当即给出了一个解答。这一填数趣题的解是否唯一? 如果不唯一,究竟有多

少个解? 试求出所有解答 (等式左边两个分数交换次序只算一个解答)。

2.回溯设计

我们采用回溯法逐步调整探求。把式中9个□规定一个顺序后,先在第一个□中填入

一个数字(从1开始递增),然后从小到大选择一个不同于前面□中的数字填在第二个□中,
以此类推,把9个□都填入没有重复的数字后,检验是否满足等式。若等式成立,打印所得

的解。
可见,问题的解空间是9位的整数组,其约束条件是9位数中没有相同数字且必须满足

分式的要求。
为此,设置a 数组,式中每一□位置用一个数组元素来表示:

a[1]
a[2]a[3]+

a[4]
a[5]a[6]=

a[7]
a[8]a[9]

同时,记式中的3个分母分别为

m1=a[2]a[3]=a[2]×10+a[3]

m2=a[5]a[6]=a[5]×10+a[6]

m3=a[8]a[9]=a[8]×10+a[9]

所求分数等式等价于整数等式a[1]m2m3+a[4]m1m3=a[7]m1m2 成立。这一转换可以

把分数的测试转换为整数测试。
注意到等式左侧两个分数交换次序只算一个解,为避免解的重复,设a[1]<a[4]。
式中9个□各填一个数字,不允许重复。为判断数字是否重复,设置中间变量g,先赋

值g=1;若出现某两数字相同(即a[i]=a[k])或a[1]>a[4],则赋值g=0(重复标记)。
首先从a[1]=1开始,逐步给a[i](1≤i≤9)赋值,每一个a[i]赋值从1开始递增至

9,直至a[9]赋值,判断:
(1)若i=9,g=1,a[1]m2m3+a[4]m1m3=a[7]m1m2 同时满足,则为一组解,用n

统计解的个数后,输出这组解。
(2)若i<9且g=1,表明还不到9个数字,则下一个a[i]从1开始赋值继续。
(3)若a[9]=9,则返回前一个数组元素a[8]增1赋值(此时,a[9]又从1开始)再试。

若a[8]=9,则返回前一个数组元素a[7]增1赋值再试。以此类推,直到a[1]=9时,已无

法返回,意味着已全部试毕,求解结束。
按以上所描述的回溯的参量:m=n=9。
元素初值:a[1]=1,数组元素初值取1。
取值点:a[i]=1,各元素从1开始取值。
回溯点:a[i]=9,各元素取值至9后回溯。
约束条件1:a[i]==a[k]||a[1]>a[4],其中i>k。
约束条件2:i=9&&a[1]m2m3+a[4]m1m3=a[7]m1m2。
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3.桥本分数式回溯程序设计

 //桥本分数式回溯实现,c521

//把 1~9填入□/□□+□/□□=□/□□ 
#include<stdio.h>

void main()

{ int g,i,k,s,a[10];
long m1,m2,m3;

i=1;a[1]=1;s=0;
while(1)

{ g=1;

for(k=i-1;k>=1;k--)

 if(a[i]==a[k]) {g=0;break;}           //两数相同,标记 g=0 
if(i==9 && g==1 && a[1]<a[4])
{ m1=a[2]*10+a[3];

m2=a[5]*10+a[6];
m3=a[8]*10+a[9];
if(a[1]*m2*m3+a[4]*m1*m3==a[7]*m1*m2) //判断等式 
{ s++;printf("(%2d) ",s);

printf("%d/%ld+%d/",a[1],m1,a[4]);
printf("%ld=%d/%ld ",m2,a[7],m3);
if(s%2==0) printf("\n");

}

}

if(i<9 && g==1)

 {i++;a[i]=1;continue;}   //不到 9个数,往后继续 
while(a[i]==9 && i>1) i--;  //往前回溯 
if(a[i]==9 && i==1) break;

else a[i]++;         //至第 1个数为 9时结束
}

printf(" 共以上%d 个解。\n",s);
}

4.程序运行结果与说明

 (1) 1/26+5/78=4/39 (2) 1/32+5/96=7/84

(3) 1/32+7/96=5/48 (4) 1/78+4/39=6/52

(5) 1/96+7/48=5/32 (6) 2/68+9/34=5/17

(7) 2/68+9/51=7/34 (8) 4/56+7/98=3/21

(9) 5/26+9/78=4/13 (10) 6/34+8/51=9/27

共以上 10个解。

关于桥本分数式求解,已有应用程序设计得到9个解,显然遗失了一个解。可见在程序

设计求解时,如果程序中结构欠妥或参量设置不当,也可能造成解的遗失。

5.2.2 10数字分数式

本节推出的10数字分数式是前面桥本分数式的引申,并添加“最简真分数”的条件

限制。
1.案例提出

把0,1,2,…,9这10个数字填入下式的10个方格中。
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要求:
(1)各数字不得重复。
(2)数字0不得填在各分数的分子或分母的首位。
(3)式中各分数为最简真分数,即分子、分母没有大于1的公因数。
这一分数等式填数趣题究竟有多少个解答? 试求出所有解答。

2.回溯设计

设置a 数组表示式中的10个数字,即

a[1]
a[2]a[3]+

a[4]
a[5]a[6]a[7]=

a[8]
a[9]a[10]

同时,记式中的3个分母分别为

m1=a[2]a[3]=a[2]×10+a[3]

m2=a[5]a[6]a[7]=a[5]×100+a[6]×10+a[7]

m3=a[9]a[10]=a[9]×10+a[10]
在上述回溯设计的基础上修改若干参数:
(1)数字从9个增加到10个,因而i<9改为i<10;i==9改为i==10。
(2)数组元素取值修改为从0开始,即a[1]=0,a[i]=0。
(3)数字0不得在各分数的分子与分母的首位,即0只能在a[3]、a[6]、a[7]与a[10]

这4个数字中,因而在输出解的条件中增加a[3]a[6]a[7]a[10]=0。
此外,需增加判断3个分数是否为最简真分数的测试循环。

3.10数字分数式程序实现

 //10数字分数式,c522

#include<stdio.h>

void main()

{ int g,i,k,s,t,u,a[11]; long m1,m2,m3;

i=1;a[1]=0;s=0;
while(1)

{ g=1;

for(k=i-1;k>=1;k--)

 if(a[i]==a[k]) {g=0;break;}          //两数相同,标记 g=0

if(i==10 && g==1 && a[3]*a[6]*a[7]*a[10]==0)
{ m1=a[2]*10+a[3];

m2=a[5]*100+a[6]*10+a[7];
m3=a[9]*10+a[10];
if(a[1]*m2*m3+a[4]*m1*m3==a[8]*m1*m2) //判断等式

{ t=0;

for(u=2;u<=9;u++)          //测试 3个分数是否为真分数

{ if(a[1]%u==0 && m1%u==0) {t=1;break;}

if(a[4]%u==0 && m2%u==0) {t=1;break;}

if(a[8]%u==0 && m3%u==0) {t=1;break;}
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     }

if(t==0)

{ printf(" %d/%ld+%d/",a[1],m1,a[4]);
printf("%ld=%d/%ld\n ",m2,a[8],m3);

}

}

}

if(i<10 && g==1)

 {i++;a[i]=0;continue;}         //不到 10个数,往后继续
while(a[i]==9 && i>1) i--;  //往前回溯
if(a[i]==9 && i==1) break;

else a[i]++;         //至第 1个数为 9时结束
}

}

4.程序运行结果与变通

 4/19+5/608=7/32

以上10数字分数式求解是在桥本分数式设计基础上变通所得的,结构完全相同。请比

较以上两个回溯设计的参数变化。
如果把问题要求中的第(3)点去掉,即不要求各分数为最简真分数,程序应如何修改?
以上桥本分数式与10数字分数式的回溯设计都能快捷地通过上机求解,速度明显快于

枚举设计。

5.3 直尺与串珠

本节应用回溯探索涉及直尺刻度分布的“古尺神奇”与环序列覆盖的“数码串珠”两个有

趣的案例。

5.3.1 古尺神奇

1.案例提出

  有一把年代不明的古尺长36寸(1寸≈3.33厘米),因使用日久,尺上的刻度只剩下8
条,其余刻度均已不复存在。神奇的是,用该尺仍可一次性度量1~36的任意整数寸长度。

试确定古尺上8条刻度分布的位置。

2.回溯设计

这是一个新颖且有一定难度的实用案例。

我们探索更具一般性的尺长s,刻度数为n(s、n 均为正整数)的完全度量问题。
为了确定实现尺长s完全度量的n 条刻度的分布位置,设置a、b两个数组。

a 数组元素a[i]为第i条刻度距离尺左端线的长度,约定a[0]=0以及a[n+1]=s
对应尺的左右端线。注意到尺的两端至少有一条刻度距端线为1(否则长度s-1不能度

量),不妨设a[1]=1,其余的a[i](i=2,3,…,n)在2~s-1中取数。不妨设

2≤a[2]<a[3]<…<a[n]≤s-1
从a[2]取2开始,以后a[i]从a[i-1]+1开始递增1取值,直至s-(n+1)+i为止。
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当i=n时,n条刻度连同尺的两条端线共n+2条,从n+2取2的组合数为C(n+2,2),
记为m,显然有

m=C(n+2,2)=
(n+1)(n+2)

2
m 种长度赋给b数组元素b[1],b[2],…,b[m]。为判定某种刻度分布能否实现完全

度量,设置特征量u,对于1≤d≤s的每一个长度d,如果在b[1]~b[m]中存在某一元素等

于d,特征量u 值增1。
若u=s,说明从1至尺长s的每一个整数d 都有一个b[i]相对应,即达到完全度量,于

是输出直尺的n 条刻度分布位置。
(1)若i<n,i增1,a[i]=a[i-1]+1,继续探索。
(2)若i>1,a(i)增1,至a[i]=s-(n+1)+i时回溯。

3.古尺刻度回溯程序设计

 //尺长 s,寻求 n 条刻度分布回溯探索,c531 
#include<stdio.h>

void main()

{ int d,i,j,k,t,u,s,m,n,a[30],b[300];
printf(" 尺长 s,寻求 n 条刻度分布,请确定 s,n: ");

scanf("%d,%d",&s,&n);

a[0]=0;a[1]=1;a[n+1]=s;
m=(n+2)*(n+1)/2;

i=2;a[i]=2;
while(1)

{ if(i<n)

{i++; a[i]=a[i-1]+1; continue;}

else

{ for(t=0,k=0;k<=n;k++)

for(j=k+1;j<=n+1;j++)

 {t++;b[t]=a[j]-a[k];}       //序列部分和赋值给 b 数组 
for(u=0,d=1;d<=s;d++)

for(k=1;k<=m;k++)

 if(b[k]==d) {u+=1;k=m;}   //检验 b 数组取 1~s 有多少个
if(u==s)           //b 数组值包括 1~s 所有整数 
{ if((a[n]!=s-1) || (a[n]==s-1) && (a[2]<=s-a[n-1]))

{ printf("┌");      //输出尺的上边 
for(k=1;k<=s-1;k++) printf("─");

printf("┐\n");
printf("│");

for(k=1;k<=n+1;k++)   //输出尺的数字标注 
{ for(j=1;j<=a[k]-a[k-1]-1;j++) printf(" ");

if(k<n+1) printf("%2d",a[k]);
else printf("│\n");

}

printf("└");      //输出尺的下边与刻度 
for(k=1;k<=n+1;k++)
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