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  静态电磁场是时变电磁场的特殊形式,其电场和磁场都不随时间变化。静止的电荷

产生静电场,导电媒质中恒定电流产生恒定的磁场,两者可以独立存在,不需要相互依

存。人类认识电磁学是从研究静电现象开始(如库仑定律),随着对宏观电磁现象本质的

不断揭示(如毕奥萨伐尔定律、安培环路定律、法拉第电磁感应定律等),麦克斯韦方程组

成为认识宏观电磁现象的理论基础,因而学习静态电磁场是研究时变电磁场的基础。本

章主要研究静态电磁场中电场和磁场满足的基本方程、边界条件和基本规律,并对电容、
电导、电感及电场能量、磁场能量等重要概念进行介绍和分析,为进一步学习其他内容提

供理论基础。

3.1 静电场

静电场是由相对于观察者静止且量值不随时间变化的电荷(静电荷)产生,是对电荷

有作用力的一种矢量场。从微观上看,所有带电粒子都是运动着的,因而它所产生的电

场也是随时间变化的。但是,当这种变化在所观测的时间内引起的宏观效果可以忽略

时,我们就认为电荷是静止的。在日常生活中,与静电场相关的静电现象普遍存在,如静

电感应、静电放电等现象。在媒质空间中,研究静电场就要研究静电场的分布与变化,这
取决于静电荷的分布及周围媒质的特性。描述静电场的基本物理量是电场强度E,考虑

到媒质特性的影响时,引入电位移矢量D。

3.1.1 静电场的基本方程

我们知道微分形式的麦克斯韦方程组为

ầ×H =Jf+
∂D
∂t

ầ×E=-
∂B
∂t

ầ·B=0
ầ·D=ρf

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

考虑到静态电磁场是时变电磁场的特例,电场和磁场不随时间变化,得到∂D
∂t=

∂B
∂t=0

,则

得到静态电磁场满足的方程为

ầ×H =J
ầ×E=0
ầ·B=0
ầ·D=ρf

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁􀪁

对于静电场而言,与恒定电流的磁场满足的方程无关,因而静电场满足的基本方程为

ầ×E=0 (3.1.1)
ầ×D=ρf (3.1.2)
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式中,ρf 为自由电荷体密度(C/m3)。上式表明,静电场是有源无旋场。实际应用中,经
常考虑矢量场宏观特征表现,可以采用矢量的通量和环量描述,依据高斯散度定理和斯

托克斯定理,可以得到静电场基本方程的积分形式:
 

∬S
D(r)·dS=q (3.1.3)

∮E(r)·dl=0 (3.1.4)

式(3.1.3)称为静电场的高斯定理,q为闭合曲面所包围的总自由电荷量,它表示穿出任

意闭合面上电位移矢量的通量。式(3.1.4)表明电场强度沿任意闭合路径的环量为0,静
电场是无旋场(保守场)。在均匀、线性、各向同性媒质(简单媒质)中,电场强度与电位移

矢量之间满足本构关系

D=εE (3.1.5)
上式称为本构关系,ε称为介电常数,也称为电容率,单位是F/m。

3.1.2 静电场的边界条件

当静电场中有介质存在时,在介质的不均匀处出现束缚电荷,在导体的表面产生感

应电荷,这些束缚电荷和感应电荷又产生电场,改变原来的电场分布,使得界面两侧的电

场出现不连续,因而微分形式的静电场方程不能用在分界面上,只能用积分形式的静电

场方程。当遇到两种介质时,就需要建立不同介质分界面两侧电场的关系,这就是边界

条件。如图3.1.1所示,分界面两侧的电场强度和电位移矢量都可以分解为与分界面平

行的切向分量和与分界面垂直的法向分量,en 为分界面的法向单位矢量。

图3.1.1 静电场边界示意图

与时变电磁场的边界条件推导类似,推导分界面两侧的电位移矢量的关系时,跨分

界面取一个很小的圆柱形封闭面,其上下端面与分界面平行,无限靠近分界面,柱高h 为

无限小量,如图3.1.2所示。应用静电场高斯定理得到

∯S
D·dS=q (3.1.6)

  考虑到封闭柱面的两个底面S1 和S2 的面积ΔS 很小,每个底面上的电场可以看作

相同的而其圆柱侧面积为无限小量,其通量也是无限小量,因而

∯S
D·dS≈D1nΔS-D2nΔS (3.1.7)
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  因为柱高h 为无限小量,如果ρs 为分界面上的自由电荷面密度,则圆柱形封闭曲面

包围的电荷量为

q=ρsfΔS
因此得到D1nΔS-D2nΔS=ρsfΔS,即

D1n -D2n =ρsf (3.1.8)
写成矢量形式为

en·(D1-D2)=ρsf (3.1.9)

  式(3.1.8)表明,D 场的法向分量在通过存在面电荷的分界面时是不连续的———不

连续的量等于面电荷密度。
同理,为了推导分界面两侧电场强度的关系,跨分界面上取一很小的矩形闭合路径,

如图3.1.3所示,矩形路径的上下两边与分界面平行,分别在分界面两侧,长度Δl很小,
在每一条边上的电场可以认为是相同的,矩形的高度h 为无限小量,电场沿着闭合路径

的积分为

∮l
E·dl=E1tΔl-E2tΔl=0

图3.1.2 电位移矢量D 的边界条件 图3.1.3 电场强度E 的边界条件

由此得到分界面两侧的电场强度为

E1t-E2t=0 (3.1.10)
其矢量形式为

en ×(E1-E2)=0 (3.1.11)
式(3.1.10)表明,穿过分界面的E 场的切线分量是连续的。

假定媒质2是理想导体,媒质1是理想介质,静电场条件下,理想导体内部电场为0,
内部也不存在自由电荷,自由电荷只可以驻留在理想导体的表面,因此理想导体表面(与
理想介质分界面)边界条件为

E1t=0
 
ρsf =D1n (3.1.12)

上式说明,导电体表面电场与理想导体表面垂直(只有法向分量),在理想导体表面存在

自由电荷面密度ρsf,且面电荷密度等于导电体表面的电位移量的法向分量,此式常用于

计算面电荷ρsf。由于介质没有自由电荷,所以在电磁工程一般认为两种理想介质的分
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界面无自由电荷,密度ρsf=0。

【例3-1】 电荷按体密度ρf=ρ0 1-
r2

a2  分布于一个半径为a 的球形区域内,其中

ρ0 为常数,试计算球内、外的电场。

图3.1.4 球形电荷分布的

电场强度

解:
 

电场明显地具有球面对称性,E 沿半径方向,且只

是r的函数。所以高斯面必为一同心的球面。我们必须分

两个区域求E 场,如图3.1.4所示。
(1)

 

在0≤r≤a 区域内。
在球内建立一个r<a 假想的高斯面Si;

 

在此面E 是

径向的,且大小为常量。

E=erEr, dS=erdS
  总流出E 通量为

∯Si
E·dS=Er4πr

2

  高斯面内总电荷为

Q=∭vρfdv=∫
π

0
sinθdθ∫

2π

0
dφ∫

r

0ρ01-
r2

a2  r2dr
=4πρ0

r3

3-
r5

5a2  (V/m)
得到

E=er
r
3-

r3

5a2  ρ0ε0
  (2)

 

在r>a 的区域内。
在球外建立一个r>a 假想的高斯面Si;

 

在此面上,E 仅有径向分量,且大小为常

量。则高斯面内总的电荷量为

Q=∭VρfdV=4π∫
a

0ρ01-
r2

a2  r2dr=4πρ0
2a2

15
得到

E=er
2ρ0a

3

15ε0r
2

  由此可见,E 是随r的变化而变化。所以在给定的电荷分布具有对称性时,试着应

用高斯定理求解问题。

3.1.3 电位函数

在静电学中,电位又称电势。其定义为:
 

处于电场中某个位置的单位电荷所具有的

电势能。电位只有大小,没有方向,是一个标量,其数值只有相对意义,不具有绝对意义。
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根据静电场微分方程

ầ×E=0 (3.1.13)
利用矢量恒等式ầ×ầu=0可知,电场强度可以表示为一个标量的梯度,这个标量记作

Φ,该标量就是电位,即

E=-ầΦ (3.1.14)
此处之所以取负号是为了使Φ 有明确的物理意义,电位的梯度是一个矢量,其方向表示

电位增加的方向,而电场的方向是从正电荷指向负电荷,刚好与之相反。

1.
 

电位函数的计算

对于点电荷q,位于r'点,则空间任一点的电场强度(根据库仑定律)为

E(r)= q
4πε0

R
R3

= q
4πε0

r-r'
|r-r'|3

利用矢量恒等式

ầ
1

|r-r'|  =-
r-r'

|r-r'|3  
电场强度可以变为

E(r)= q
4πε0

r-r'
|r-r'|3

=-ầ
q
4πε0

1
|r-r'|  =-ầΦ

所以,

Φ(r)= q
4πε0

1
|r-r'|+C (3.1.15)

式中,C 是一个任意常数,因而求出的电位函数的值也就不唯一了。对于线分布、面分

布、体分布电荷,应用叠加原理,通过积分的方法可以求出它们的电位函数

Φ(r)=
1
4πε0∫c

ρl(r')
R dl'+C (3.1.16)

Φ(r)==
1
4πε0∬S

ρsf(r')
R dS'+C (3.1.17)

Φ(r)==
1
4πε0∭V

ρf(r')
R dV'+C (3.1.18)

其中,

R=|r-r'|
  在电位函数的求解过程中,零电位点的选取往往是一个非常重要的问题。零电位点

的选取有一个原则:
 

对于有限区域分布的电荷,一般取无穷远处为电位零点;
 

如果电荷

分布延伸到无穷远处,则零电位点要视具体情况而定,通常选在有限距离处。
下面通过考察单位正电荷在电场作用下做功,分析标量电位Φ 的物理意义。设单位

正电荷在电场E 的作用下从A 点到B 点,其做功为

W =∫
B

A
E·dl (3.1.19)
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根据E=-ầΦ,代入上式得到

W =∫
B

A
E·dl=-∫

B

A
ầΦ·dl=-∫

B

A

∂Φ
∂ldl=-∫

B

A
dΦ=Φ(A)-Φ(B)

上式表明,单位正电荷在电场E 的作用下,从A 点移动到B 点,电场力所做的功等于位

移起点的标量场值Φ(A)减去终点的标量场值Φ(B)。将电场和重力场相比较,电场对

应的标量Φ 相当于重力场中的势能,反映了电场的做功能力。换句话说,电场中某一点

的标量场Φ 表示单位正电荷在该点具有的电势能,因此,标量场Φ 称为电势或电位。两

点之间的电位差,就等于电位正电荷在电场E 作用下从其中一点移动到另一点时电场力

所做的功,称为电压。
根据上式,电场中A 点的电位为

Φ(A)=∫
B

A
E·dl+Φ(B)

当B 点为电位零点,即选B 点为电位参考点,Φ(B)=0,有

Φ(A)=∫
B

A
E·dl (3.1.20)

上式说明,在电场中任一点的电位等于把单位正电荷从该点沿任意路径移到电位参考点

时,电场力所做的功。在同一电场中,选取不同的电位参考点时,电位不同。
对于电场给定两点P 和Q,两点之间的电位差

UPQ =∫
Q

P
E·dl (3.1.21)

上式说明,电场中选取的电位参考点并不影响所要计算的电压和对应的电场强度。电位

参考点视情况而定。在电荷分布在有限区域时,一般选取无限远处为电位参考点;
 

而在

电荷分布延伸到无限远处时,可在有限区域中选取电位参考点。在工程上,由于大地的

电位相对稳定,一般选取大地为电位参考点(零电位)。

2.
 

电位函数满足的方程

在各向同性的均匀线性媒质中,ε为常数,静电场满足

ầ·E=
ρf

ε
由于E=-ầΦ,代入上式,得到

ầ·(-ầΦ)=
ρf

ε
所以有

ầ2Φ=-
ρf

ε
(3.1.22)

上式称为静电场电位的泊松方程。
当ρf=0时,即在无源区(无自由体电荷分布),满足

ầ2Φ=0 (3.1.23)
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图3.1.5 点电荷的等位面

上式称为静电场电位的拉普拉斯方程。当已知电荷分布

时,求解以上偏微分方程即可以求出电位函数的解。电

位函数可以用等位面形象描述,等位面是相邻电位差相

等的一系列等位面,电场较强处,等位面间距小;
 

电场强

度较弱时,等位面间距大。根据电场与电位的关系,电场

方向总是与等位面的法线方向一致,即电场总与等位面

处处垂直,并指向电位减少的一侧。如图3.1.5所示,正
点电荷的等势面是同心球面。

泊松或拉普拉斯方程满足的边界条件有两个:
 

ϕ1=ϕ2 (3.1.24)
即在不同媒质分界面上,电位函数连续。同时,因为可以得到电位的法向导数满足的边

界条件

ε2
∂ϕ2
∂n -ε1

∂ϕ1
∂n =ρsf (3.1.25)

其中法向矢量的方向从媒质2指向媒质1。在介质与导体分界面上,假设导体为媒质2,
因为导体内D2n=0,上式可以简化为

-ε1
∂ϕ1
∂n =ρsf

此式常用于计算导体表面的面电荷密度。

3.
 

电偶极子

电偶极子是两个等量异号点电荷组成的系统。如图3.1.6所示建立球坐标系,原点

在电偶极子中心,z轴与电偶极子轴重合,下面求解的是远离电偶极子的电场。

图3.1.6 电偶极子示意图

设电位参考点在无穷远处,空间任一点p 点的电位为

Φ= q
4πε

1
r1

-
1
r2  (3.1.26)

利用余弦定理,可得

r1=r2+
l
2  2-rlcosθ􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

1
2

r2=r2+
l
2  2+rlcosθ􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

1
2

因为r≫l,利用二项式展开,略去高阶小项,得

r1≈r-
l
2cosθ

r1≈r+
l
2cosθ

得到远区电位的表达式
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Φ ≈qlcosθ
4πεr2

(3.1.27)

为了反映电偶极子的强度,定义电偶极矩,或称为电偶极子的电矩

p=ql (3.1.28)
其中,l由负电荷指向正电荷,电位可以表示为

Φ=
p·er

4πεr2
=pcosθ
4πεr2

(3.1.29)

进一步可以求出电偶极子的远区电场表达式

E=-ầΦ= p
4πεr3

(er2cosθ+eθsinθ) (3.1.30)

图3.1.7 电偶极子电力线及等位面

  图3.1.7给出了电偶极子的电力线和等位面的

分布情况,其电场和电位具有两个特点:
 

(1)
 

E 只有Er 和Eθ 分量,没有Eφ 分量,而且

两分量与坐标φ 无关(轴对称)。
(2)

 

电位与距离的平方成反比,电场强度与距离

的立方成反比。而单个点电荷的电位与距离成反

比,电场强度与距离的平方成反比。这是因为对观

察者来说,电偶极子的两个符号相反的点电荷相距

很近,它们的电位和电场有一部分相互抵消。
如果电偶极子的中心不在坐标原点,而在空间任一点,其矢径为r',l也不平行于z

轴,则空间任一点的电位函数为

Φ= p·(r-r')
4πε|r-r'|3

(3.1.31)

3.1.4 电容

在线性介质中,一个孤立导体的电位(电位参考点在无限远处)与导体所带的电量成

正比。导体所带电量q与其电位的比值定义为孤立导体的电容,记为C,即

C=q
Φ

(3.1.32)

电容的单位是F。孤立导体的电容与导体的几何形状、尺寸及周围介质的特性有关,而与

导体的电量无关。
我们考虑一个半径为a,带电量为q 的导体球放在介电常数为ε的无限大均匀介质

中,其电容为多少呢? 如果取坐标原点为球心,很容易得到空间距离球心为r处的电位

Φ= q
4πεr

半径为a 导体球的电位为
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Φ= q
4πεa

孤立导体球的电容为

C=q
Φ =4πεa

可以看到,其比值与导体的大小及周围的介质有关,与电场无关,从而也就与导体所带电

量无关。孤立导体这一性质也可以推广到一般的导体系统中。

图
 

3.1.8 两导体系统的电容

在线性介质中,如图3.1.8所示,定义两个导体之间电

容为导体的带电量与两导体之间的电位差之比为,即

C=
Q

|Φ1-Φ2|
(3.1.33)

  两导体之间的电容与导体的几何形状、尺寸及周围介

质的特性有关,而与导体的电量无关。孤立导体的电容可

以看成两导体系统中一个导体在无限远处情况下的电容。
电容的概念不仅适用于电容器,一根导线与地之间也有电

容,反映了两个导体中一个导体对另一个导体电场的影响,体现了两个导体之间电场耦

合的程度。
【例3-2】 两块平行板平行放置,每一块极板的面积都为S,极板之间填充厚度为d1

和d2 的两层介质,介电常数分别为ε1 和ε2,忽略边缘效应,求它们之间的电容。
解:

 

假设两导电板之间的电压为V,正极板上的电荷面密度分别为

ρs1=D1n =ε1E1=
ε1ε2

ε1d2+ε2d1
V

  由于忽略边缘效应,电荷均匀分布,正极板上的电量为

q=ρs1S=
ε1ε2S

ε1d2+ε2d1
V

  电容为

C=q
V =

ε1ε2S
ε1d2+ε2d1

3.1.5 电场能量

所谓电场能量是指物体因带电而具有的能量。如果把许多带电微元从远处聚集成

一定的带电体系时,需要克服电力做功,相应的能量就转化为带电体的电场能量。由于

电力做功与路径无关,带电体的电能只与其中各带电微元的相对位置及零点的选取有

关,所以电场能量又称为电势能。
如果两个点电荷q1和q2分别位于M 和N 点,两点相距r12,组成带电体,如图3.1.9

所示。首先将q1 移动到M 点,因无电场,不受力,无须做功。再将q2 从无穷远移到与

q1 相距r12 的N 点,在此过程中,克服q1 产生的静电场E1 对q2 的作用力F12 所做的
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图
 

3.1.9 两点电荷相互作用

功W1 即为两点电荷之间的互能,

W1=-∫
N

∞
F12·dl=-∫

N

∞
E1·dl

=-q2∫
r12

∞

q1
4πεr2

dr=
q1q2
4πεr12

(3.1.34)

式中,由于电场力F12 做功与路径无关。为了便于积分,将q2 沿q1 与q2 的连线从无穷

远移到与q1 相距为r12 处。因为q1 产生的静电场E1 在q2 所在位置的电位ϕ12,对于

由彼此相隔一定距离的点电荷组成的带电体,其静电势能应包括两部分:
 

一是各个点电

荷的自能;
 

二是各个点电荷之间的相互作用能(简称互能)。自能是将电荷微元聚集形成

各点电荷时克服电力所做的功。互能是把已经形成的各个点电荷从远处移近到相隔一

定距离时,克服彼此间电力所做的功。

ϕ12=∫
∞

N
E1·dl=∫

∞

r12

q1
4πεr2

dr=
q1
4πεr12

(3.1.35)

互能可以表示为

W1=q2ϕ12 (3.1.36)
若将q1 和q2 移动的次序颠倒,同理可以得到

W1=q1ϕ21 (3.1.37)

ϕ21 是q2 产生的静电场E2 在q1 所在位置的电位

ϕ21=
q2
4πεr12

(3.1.38)

因此两个点电荷互能可以表示为

W1=
1
2
(q1ϕ21+q2ϕ12)=

q1q2
4πεr12

(3.1.39)

同理,可以扩展为多个点电荷体系的互能,假设有个点电荷(q1,q2,…,qn),每个点电荷

所在位置处的电位为Φi,其含义是n 个点电荷体系中除了qi 外,其余n-1个点电荷产

生的电场在qi 所在位置的电位

Φi=∑
n

j=1
(j≠i)

ϕji=
1
4πε∑

n

j=1
(j≠i)

qi

rji
(3.1.40)

n 个点电荷体系的互能表示为

W1=
1
2∑

n

i=1
qiΦi (3.1.41)

  当带电体的电荷连续分布时,可以将带电体无限分割为无穷多个电荷微元dq,将求

和改为积分,得到电势能为

We =
1
2∫Φdq (3.1.42)

  Φ 的含义是,带电体除了dq之外的其余全部电荷产生的静电场在dq 所在位置的电

位。若带电体内的电荷为线分布、面分布、体分布,电荷的线密度、面密度、体密度分别为
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ρl、ρsf 和ρf,得到连续电荷分布的静电势能表达式

We =
1
2∫Φρldl (3.1.43)

We =
1
2∬Φρsfds (3.1.44)

We =
1
2∭ΦρfdV (3.1.45)

dl、ds、dV 分别是带电体的线元、面元和体积元,积分范围遍及所有存在电荷的地方,若
只有一个带电体,给出的就是自能。

带电体具有静电势能,上述表达式都是用电荷、电势表示。静电势能否用电场来表

示呢? 根据前面讨论,有电场的地方一定就有电能,因而电场的能量可以用电能密度来

表示,记为we,该电能密度为空间坐标的函数。空间某一点的电能密度等于以该点为中

心的邻域内单位体积的电场能量,单位为J/m3。如果已经知道区域V 中的电场能量密

度we,可以计算出区域V 中的电能为

We =∭V
wedV (3.1.46)

  电场能量密度与电场强度有直接的关系,下面简单进行推导。如图3.1.10所示,由

n 个导体组成的带电系统,其电场能量为

We =
1
2∑

n

i=1∬Φiρsfds (3.1.47)

取一个包围n 个导体的无限大封闭面,其上并无电荷分布,因此对上式面积分求和中加

上无限大封闭面Sn+1,其值不变,即

We =
1
2∑

n+1

i=1∬Φiρsfds=
1
2∯Φρsfds (3.1.48)

上式中封闭面积分包括了左边求和中的n+1个曲面,考虑到导体表面上的面电荷分

布为

ρsf =Dn

图
 

3.1.10 多导体系统的电场

能量计算用图

如图3.1.10所示曲面S 的法线方向en,上式可以改写为

We =-
1
2∯S

ΦD·dS (3.1.49)

利用高斯定理,将封闭面积分转化为体积分

We =-
1
2∭V

ầ·(ΦD)dV

=-
1
2∭V

(D·ầΦ+Φ ầ·D)dV (3.1.50)

体积V 被S 曲面包围,也就是除了导体之外的整个区域。
在场区V 中,自由电荷体密度为0,即ầ·D=0,考虑到

E=-ầΦ,所以上式可以变为
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We =∭V

1
2D
·EdV (3.1.51)

电能密度为

we =
1
2D
·E=

1
2εE

2 (3.1.52)

  【例3-3】 一均匀带电球,半径为a,电荷体密度为ρ0,计算其电场能量。
解:

 

利用高斯定理,可以计算出带电导体球的电场强度和电位分布

E=

ρ0r
3ε0

er, r<a

ρ0a
3

3ε0r
2er,r≥a

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁􀪁

Φ=

ρ0
6ε0
(3a2-r2),r<a

ρ0a
3

3ε0r
, r≥a

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁􀪁

所以电场能量为

We =∭1
2ε0E

2dV=
1
2ε0∫

a

0

ρ0r
3ε0  24πr2dr+∫

+∞

a

a3

3ε0r
2  24πr2dr􀭠

􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 =

4πρ20a
5

15ε0
或

We =
1
2∭ΦρdV=∫

a

0

ρ20
12ε0

(3a2-r2)4πr2dr=
4πρ20a

5

15ε0

3.2 恒定电流的电场

在导电媒质中,电荷在电场作用下定向移动就形成电流。恒定电流(直流)是不随时

间变化的电流。如果在一个导体回路中有恒定电流,回路中必然有一个推动电荷流动的

电场,这是有别于静电场之外的另外一种不随时间变化的电场,这个电场是由外电源产

生,称为恒定电流的电场。恒定电流的电场主要研究导电媒质中恒定电场的基本方程、
边界条件及绝缘电阻等,研究的主要对象是电流密度和电场强度矢量。

3.2.1 恒定电场的基本方程

在导电媒质内部,恒定电场分布不随时间变化,由麦克斯韦方程组可以得到方程

ầ·D=ρf
 
ầ×E=0 

  上式表明,电荷仍是产生恒定电场的源,恒定电场仍然是无旋场。该微分方程与静
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电场基本方程相同,区别在于导电媒质中产生恒定电场的源是运动电荷,而静电场的源

是静止电荷。由于导电媒质中的电流是恒定电流,其电荷分布不随时间变化,即
∂ρf

∂t=0
。

根据电荷守恒定律可知

∯S
Jf·ds=-

∂q
∂t=-∭τ

∂ρf

∂tdτ=0 (3.2.1)

其物理意义是,单位时间内流入任一闭合面s的电荷等于流出该面的电荷,因而电流线

是连续的闭合曲线其微分形式为

ầ·Jf=0 (3.2.2)
该式说明,在导电媒质中,恒定电流的电场是一个无源场,电流密度的散度与电荷分布无

关。为了与静电场有所区别,用电流密度分析恒定电场更为方便,恒定电流的电场满足

的基本方程的微分形式为

ầ·Jf=0
 
ầ×E=0 (3.2.3)

其相应的积分形式为

∯S
Jf·ds=0

∮l
E·dl=0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 (3.2.4)

  在导电媒质中,大量自由电子在场力作用下作定向运动的过程中,不断与较重的离子

或中性分子发生不规则的碰撞,由此形成传导电流的电子运动速度应当是平均速度。电荷

在导电媒质中平均速度与作用于它的电场强度呈正比。定量分析表明Jf与E 呈正比关系:

Jf=σE (3.2.5)
上式称为导电媒质的本构方程(或媒质特性方程),又称为欧姆定律的微分形式。比例常

数σ是媒质的宏观本构参数,称为电导率,单位为S/m(西门子/米)。
同样,在恒定电场中引入标量电位函数ϕ,电场强度与电位关系满足E=-ầϕ,可

得到

ầ·Jf=ầ·(σE)=σầ·E=σầ·(-ầϕ)=-σầ2ϕ=0
即得到导电媒质中电位函数满足拉普拉斯方程

ầ2ϕ=0 (3.2.6)
这是一个标量偏微分方程,在某些情况下比直接求解电场强度矢量更为简单。

3.2.2 恒定电流电场的边界条件

当恒定电流通过具有不同电导率σ1 和σ2 的两种导电媒质的分界面时,在分界面上,

Jf和E 各自满足的关系称为恒定电场的边界条件。边界条件可由恒定电场基本方程的

积分形式导出,见图3.2.1。
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图3.2.1 恒定电场的边界条件

将电流连续性方程的积分形式应用于图3.2.1(a)中的圆柱形闭合面上得到

∯S
Jf·ds=Jf1nΔs-Jf2nΔs=0

所以得到

Jf1n =Jf2n
(3.2.7)

上式说明,在分界面上电流密度Jf的法向分量是连续的,根据Jf=σE 和E=-ầϕ,得
σ1E1n =σ2E2n

或

σ1
∂ϕ1
∂n =σ2

∂ϕ2
∂n

(3.2.8)

将式(3.2.4)积分形式应用图3.2.1(b)中于矩形闭合路径上得到

∮l
E·dl=E1tΔl-E2tΔl=0

即

E1t=E2t (3.2.9)
说明分界面上的电场强度的切向分量是连续的。拓展得到

Jf1t

σ1
=
Jf2t

σ2
及

ϕ1=ϕ2 (3.2.10)
根据边界条件,又可以写成

σ1E1cosθ1=σ2E2cosθ2
和

E1sinθ1=E2sinθ2
两式相除得到

tanθ1
tanθ2

=
σ1
σ2

(3.2.11)

由于两种导电媒质的电导率不同,θ1 和θ2 必然不同。上式表明,分界面上电流线或电力

线发生弯折。
综上所述,在一般情况下,当恒定电流通过电导率不同的两种导电媒质分界面时,电
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图3.2.2 理想介质与导体分

界面的电场

流和电场都要发生突变,这时分界面上必有电荷分布。如

图3.2.2所示,理想介质和导体表明的边界条件,根据边

界条件可知,电力线不再垂直导体表面,与法线方向的夹

角为θ1。
再比如在两种金属媒质的分界面上(通常认为金属的

介电常数为ε0),根据边界条件

D1n -D2n =ε0E1n -ε0E2n =ρsf

所以得到

ρsf =ε0(E1n -E2n)=ε0
σ2
σ1

-1  E2n =ε01-
σ1
σ2  E1n (3.2.12)

  所以,只要σ2≠σ1,分界面上必然有一层自由面电荷。如果导电媒质不均匀,即使在

同一种导电媒质中也会有体电荷集聚。

3.2.3 恒定电流的电场与静电场的比拟

理想介质中无源区的静电场与导体内电源外的恒定电流的电场在许多方面有相似

之处,具体情况如表3.2.1所示。

表3.2.1 恒定电流的电场与静电场的比较

比
 

较
 

项
 

目 导电媒质中的恒定电场 理想介质中的静电场

基本方程
ầ×E=0
ầ·Jf=0

ầ×E=0
ầ·D=0

本构关系 Jf=σE D=εE

边界条件
en×(E1-E2)=0
en·(Jf1-Jf2)=0

en×(E1-E2)=0
en·(D1-D2)=0

电位函数满足的

方程及边界条件

ầ2ϕ=0
ϕ1=ϕ2

σ1
∂ϕ1
∂n=σ2

∂ϕ2
∂n

ầ2ϕ=0
ϕ1=ϕ2

ε1
∂ϕ1
∂n=ε2

∂ϕ2
∂n

常用物理量

之间的关系

I=∯s
Jf·ds

U =∫l
E·dl

G =
I
U

Q =∯s
D·ds

U =∫l
E·dl

C =
Q
U

对偶量表

电场强度E
电流密度Jf

电导率σ
电位函数ϕ
电位差U
电流强度I
电导G

电场强度E
电位移矢量D
介电常数ε
电位函数ϕ
电位差U
电量Q
电容C



73   

可以看出,两种场的基本方程是相似的,只要把Jf和D,σ和ε互换,一个场的基本方

程就变为另外一个场的基本方程。两种场的电位函数具有相同的定义,而且满足拉普拉

斯方程。如果Jf和D 分别在导电媒质和电介质中满足相同边界条件,根据唯一性定理,
两个场的电位函数必有相同的解。也就是说,两种场的等位面分布相同,恒定电场的电

流线与静电场的电位移线分布相同。这给我们一个启示,在相同的边界条件,如果已知

一种场的解,只要对照表将相应的物理量置换一下,就可以得到另一种场的解。例如,当
几个导体的几何形状很复杂难于用分析方法计算导体间的电位时,可以把导体放入电导

率较小的电解液中,各导体分别接到交流电源以维持它们的电位,另用探针测出等电位

的各点就可以得到一系列等位面,这种方法称为静电比拟法。
在许多实际问题中,金属电极之间,如电容器极板之间,同轴线的内导体与外导体

之间常常需要填充不导电的材料作电绝缘。虽然绝缘材料的电导率远小于金属材料

的电导率,但毕竟不等于0。因此,在电极之间加上直流电压时,总会有微小的电流通

过绝缘体。这种微弱的电流称为漏电流,漏电流与两极之间的电压之比称为漏电

导,即

G=
I
U

(3.2.13)

漏电导的倒数又称为漏电阻,又称为绝缘电阻。

R=
1
G =

U
I

(3.2.14)

  计算绝缘电阻的方法有三种。
(1)

 

利用电阻的计算公式

R=∫l

dl
σs

(3.2.15)

式中,dl是沿电流方向上的长度元;
 

s是垂直于电流方向的面积,它可能是坐标变量的

函数。
(2)

 

利用拉普拉斯求出电位ϕ,依次求出电场强度E,电流密度Jf,电流强度I,然后

利用定义式求出绝缘电阻,其相应公式为

ầ2ϕ=0
E=-ầϕ
Jf=σE

I=∬s
Jf·ds

R=
U
I

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(3.2.16)

  当极板具有某种对称关系时,也可以假设一个电极1通过绝缘材料到电极2的电流

I,然后依次利用下列公式求解:
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Jf=
I
s

E=
Jf

σ

U=∫l
E·dl

R=
U
I

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(3.2.17)

  (3)
 

利用在相同的边界条件下,静电场与恒定电场的相似性,可以得出两导体间的电

容和电导之间的关系,从电容可以算出电导或从电导求出电容。由静电场理论可知,两
导体之间充满介电常数ε的电介质时,导体间的电容为

C=q
U =
∯sρsds

∫
2

1
E·dl

=
ε∯s

E·ds

∫
2

1
E·dl

(3.2.18)

式中,s是紧靠并包围导体1的闭合曲面,线积分是从导体1沿着任意路径到导体2的积

分。如果导体间充满漏电的媒质,并设电导率为σ,由电导的定义式得到

G=
I
U =
∯s

Jf·ds

∫
2

1
E·dl

=
σ∯s

E·ds

∫
2

1
E·dl

可见

C
G =

ε
σ

所以,绝缘电阻为

R=
1
G =

ε
σC

(3.2.19)

图3.2.3 接地电阻示意图

  在工程应用中,常常需要设备与大地之间有良好的接地。为此,通常把称为接地器

的金属物体(如金属球、金属板或金属网等)埋入大地,并将设备上需要接地的点通过导

线和接地器连接。电流在大地中所遇到的电阻称为接地电阻,实际上是两个相隔很远的

接地器之间土壤的电阻。由于接地器附近电流流通的截面最小,所以接地电阻主要集中

在接地器附近。有时为了计算方便,同时又能保证可靠的

精度,可以认为电流从接地器流向无限远处。
如图3.2.3所示,深埋地下的半径为a 的铜球,其接地

电阻可用如下方法求出。由于铜球埋得较深,可以忽略地

面的影响。铜的电导率远大于土壤的电导率,电流线基本

垂直于铜球表面,因此电流密度矢量线具有球对称分布特

征。土壤中任一点的电流密度为

Jf=
I
4πr2

er
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其电场强度为

E=
Jf

σ =
I
4πσr2

er

假定电流流向无限远处,则电压为

U=∫
+∞

a
E·dl=

I
4πσ∫

∞

a

1
r2
dr=

I
4πσa

所以接地电阻为

R=
U
I =

1
4πσa

  为了使得设备与地有良好的接地,要求接地电阻越小越好。从上式可以看出,增大

接地器的表面积和接地器附近的土壤中渗入电导率高的物质(如盐),都可以减少接地

电阻。
【例3-4】 计算同轴电缆单位长度的绝缘电阻R1。同轴电缆的内导体(芯线)半径

是a,外导体(外壳)半径是b,内外导体之间充满一种介电常数为ε、电导率为σ的绝缘

材料。

图3.2.4 示意图

解:
 

假设同轴电缆的内外导体间加一直流电压U,由于绝缘材料的

电导率σ 不等于0而产生漏电流。考虑到轴对称性,漏电流沿径向,而
且在绝缘材料中的同一个同轴圆柱面上的电流密度Jf的大小相等,所
以

Jf=
I

2πρ×1
eρ

其中,I是通过半径为的单位长度同轴圆柱面的漏电流。由J=σE,可得

E=
Jf

σ =
I
2πσρ

eρ

  内外导体之间的电压U 为

U=∫
b

a
E·eρdρ=

I
2πσln

b
a

  所以,单位长度的绝缘电阻是

R1=
U
I =

1
2πσln

b
a

  【例3-5】 一个有两层媒质ε1、ε2 的平行板电容器,两层媒质都具有电导率,分别为

σ1 和σ2,电容器极板面积为S。在外加电压U 时,求通过电容器的(漏)电流和两层介质

分界面上的自由电荷密度。

图3.2.5 平行板电容器示意图

解:
 

设通过电容器的电流为I,则两种媒质中的电流

密度为

J1=J2=
I
S =Jf

Jf=σE
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所以,两种媒质中的电场为

E1=
Jf

σ1
, E2=

Jf

σ2

U=E1d1+E2d2=
d1
σ1

+
d2
σ2  Jf=

σ2d1+σ1d2
σ1σ2

I
S

所以,

I=
σ1σ2

σ2d1+σ1d2
SU

Jf=
σ1σ2

σ2d1+σ1d2
U

  利用D=εE,得到

Jf=σE →E=
Jf

σ
  所以,

D1=ε1E1=
ε1
σ1

Jf, D2=ε2E2=
ε2
σ2

Jf

而D1n-D2n=ρsf,所以,

ρsf =D1-D2=
ε1
σ1

-
ε2
σ2  Jf=

σ2ε1-σ1ε2
σ2d1+σ1d2

U

  为什么在媒质分界面上存在电荷? 因为两种媒质均为有耗媒质(导电媒质),在接通

电源后的暂态过程中电荷聚集在媒质分界面上。

3.3 恒定电流的磁场

导体中有恒定电流通过时,在导体内部和它的周围媒质中,不仅有恒定电场,同时还

有不随时间变化的磁场,称为恒定电流的磁场。恒定电流的磁场是与静电场性质完全不

同的场,但在分析方法上有许多共同之处,本节首先给出恒定磁场满足的基本方程,然后

引出矢量磁位的概念,并给出不同媒质分界面上的边界条件,最后分析导体回路的电感

和恒定磁场的储能问题。

3.3.1 恒定磁场的基本方程和边界条件

恒定磁场是时变电磁场的特例,可以由麦克斯韦方程微分形式直接得到恒定磁场满

足的基本方程,即
ầ×H =J (3.3.1)
ầ·B=0 (3.3.2)

  对简单媒质,B 和H 之间满足本构关系B=μH=μ0μrH,μ 是媒质的磁导率,μr 是
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媒质的相对磁导率,其中真空或空气的磁导率μ0=4π×10
-7H/m。

依据高斯定理和斯托克斯定理,可以得到式(3.3.1)的积分形式

∮l
H·dl=I (3.3.3)

∯s
B·ds=0 (3.3.4)

  式(3.3.3)为安培环路定律的积分形式,式中积分路径l是围绕S 面的围线,而I 为

通过S 的总电流。路径l的走向和电流流动的方向服从右手螺旋法则,安培环路定律表明

在自由空间中,磁场强度绕任何一个闭合路径的环量等于流过该路径所围面积的总电流。
应用安培环路定理可求电流或磁力线具有特殊对称性(柱对称)分布的问题。式(3.3.4)为
磁通连续性定律,表明不存在磁流源,磁通线总是自身闭合的;

 

或者说穿过任何封闭面总

的流出磁通量为0。综合恒定磁场的基本方程可以得出:
 

恒定磁场是有旋场,恒定电流

是恒定磁场的旋涡源;
 

恒定磁场是无源有旋场。
在两种不同媒质分界面上,场量B 和H 分别满足一定的边界条件。恒定磁场的边

界条件可以由式(3.3.3)和式(3.3.4)的积分方程得到,也可以由时变电磁场一般形式的

边界条件得到。
磁感应强度的边界条件可参照图3.3.1所示,在不同磁介质的分界面上作一个很小

的圆柱形闭合面,它的顶面和底面分别在介质1和介质2中,且无限地靠近分界面,即柱

面的高度h 趋于0。假如分界面的法线方向是由介质2指向介质1,en 是法向单位矢量。
将磁通连续性定律应用到此闭合曲面上,可以得到

B1n =B2n (3.3.5)
或

en·(B1-B2)=0 (3.3.6)
上式说明,在分界面上磁感应强度B 的法向分量总是连续的。由于B=μH,当μ1≠μ2
时,H1n≠H2n,即磁场强度的法向分量是不连续的。

磁场强度的边界条件参照图3.3.2所示,紧贴分界两侧作一个很小的矩形闭合路径

l,并设它所围面积s与穿过它的传导电流方向垂直。由于与传导电流的正交性,分界面

两侧的H1 和H2 也是在s面上。矩形闭合路径的长度Δl很小,可以认为它上面的H
是常量。宽度h 趋于0,H 在它上面的线积分可以忽略不计。依据安培环路定律的积分

形式得到

图3.3.1 磁感应强度的边界条件 图3.3.2 H 的边界条件
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H1t-H2t=Jsf (3.3.7)
或

en ×(H1-H2)=Jsf (3.3.8)
上式说明,当分界面上有传导电流时,磁场强度H 的切向分量是不连续的。在此条件下,
磁感应强度B 的切向分量也不连续。

3.3.2 矢量磁位

根据磁通连续性定律,ầ·B=0,根据矢量恒等式,B 可以用一个矢量函数A 的旋度

来表示,即

B=ầ×A (3.3.9)

A 称为矢量磁位。根据毕奥—萨伐尔定律,基于电流体密度的磁感应强度B 为

B(r)=μ
4π∭τ'

ầ
1

|r-r'|  ×Jf(r')
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 dτ' (3.3.10)

将被积函数展开

ầ
1

|r-r'|  ×Jf(r')=ầ×
Jf(r')

|r-r'|-
1

|r-r'|
ầ×Jf(r')

由于上式第二项为0,原因是对场源区的旋度运算为0,所以得到

B(r)=μ
4π∭τ'

ầ×
Jf(r')

|r-r'|
dτ'=ầ×μ

4π∭τ'

Jf(r')
|r-r'|

dτ'=ầ×A

式中,体积分是对源点坐标积分,所以旋度运算符号可以提到积分符号之外。可以得到

A(r)=μ
4π∭τ'

Jf(r')
|r-r'|

dτ' (3.3.11)

同理,可以得到面电流分布和细导线电流回路情况下的矢量磁位表示式

A(r)=μ
4π∬s'

Jsf(r')
|r-r'|

ds' (3.3.12)

A(r)=μ
4π∮l'

Idl'
|r-r'|

(3.3.13)

  根据亥姆霍兹定理,如果要确定一个A(r)矢量场,不仅要知道该矢量的旋度,还要

知道该矢量的散度,如果边界条件也给定,这个矢量场就可以唯一确定。对于矢量磁位

A 而言,其旋度为磁感应强度B。下面我们来确定其散度,即

ầ·A(r)=μ
4π∭τ'

ầ· Jf(r')
|r-r'|
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 dτ' (3.3.14)

  由于右端的体积分是对源点坐标进行积分,所以对场点运算的散度符号可以移入到

积分号内。可以证明

ầ· Jf(r')
|r-r'|
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 =-ầ'·

Jf(r')
|r-r'|
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

式中,ầ是场点运算;
 

ầ'是源点运算,其中ầ'·Jf(r')=0。可以得到
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ầ·A(r)=-μ
4π∭τ'

ầ'·
Jf(r')

|r-r'|
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 dτ'

上式右端的微分和积分都是对源点坐标运算,应用高斯散度定理,可以得到

ầ·A(r)=-μ
4π∯s'

Jsf(r')
|r-r'|

ds' (3.3.15)

其中,s'是限定电流分布区域的闭合曲面。对于恒定电流分布在有限区域情况下,将闭合

曲面s'任意扩大,除了原有的Jf(r')≠0的体积外,扩大区域的空间内没有电流分布,因
而扩大区域的体积分为0,扩大区域后并不影响原有的体积分的结果。因而可以把积分

区域扩大到无穷远处,在无穷远处的闭合面上,显然有

Jsf(r')=0
因此可以得到

ầ·A(r)=0 (3.3.16)
引进矢量磁位A 后,计算磁感应强度B 更为简单了。同样,在计算磁通量时,可以得到

Φ=∬s
B·ds=∬s

ầ×A·ds=∮l
A·dl (3.3.17)

上式用到了斯托克斯定理,l表示面积s边缘的闭合曲线。因为磁通量的单位是韦伯,所
以矢量磁位A 的单位是 Wb/m。在计算磁通量时,计算矢量磁位的环量往往比计算B
的面积分更方便。

由矢量磁位满足的关系式,可以推导出在空间任意一点上满足的微分方程。根据式

ầ2A(r)=ầ2 μ
4π∭τ'

Jf(r')
|r-r'|

dτ'
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 =μ

4π∭τ'
ầ2

Jf(r')
|r-r'|
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤
􀭥

􀪁
􀪁 dτ'

=μ
4π∭τ'

Jf(r')ầ
2 1

|r-r'|
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 dτ' (3.3.18)

式中,r和r'分别是场点和源点的位置矢径;
 

Jf(r')与场点坐标无关。被积函数的二阶微

分运算有两种情况:
 

(1)
 

当场点在电流分布区域τ'之外,这时|r-r'|≠0,得到

ầ2
1

|r-r'|
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 =0

可以得到

ầ2A(r)=0 (3.3.19)
称为矢量磁位A 满足拉普拉斯方程。

(2)
 

当场点在电流分布区域τ'之内,在积分过程中,总会有场点与源点重合的情况,
即|r-r'|=0,则被积函数趋于无穷大,使得积分结果无意义。这时可以利用δ函数计算

积分的数值。

ầ2
1

|r-r'|
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 =-4πδ(r-r')

所以有

ầ2A(r)=-μ∭τ'
Jf(r')δ(r-r')dτ'
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可以得到

ầ2A(r)=-μJf(r) (3.3.20)
该式称为矢量磁位的泊松方程。在直角坐标系中,该方程可以分解为三个标量方程,即

ầ2Ax =-μJfx

ầ2Ay =-μJfy

ầ2Az =-μJfz

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(3.3.21)

相应的解为

Ax =μ
4π∭τ'

Jfx

|r-r'|
dτ'

Ay =μ
4π∭τ'

Jfy

|r-r'|
dτ'

Az =μ
4π∭τ'

Jfz

|r-r'|
dτ'

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(3.3.22)

  从上述方程可以看出,积分方程的被积函数都是标量,求解矢量磁位变得更简单。

3.3.3 磁偶极子

磁偶极子是类比电偶极子而建立的物理模型,具有等值异号的两个点磁荷构成的系

统称为磁偶极子,但由于至今没有发现单独存在的磁单极子,因此磁偶极子的物理模型

不是两个磁单极子,而是用一段封闭电流回路来等效。磁偶极子模型能够很好地描述小

尺度闭合电流线圈产生的磁场分布。下面利用矢量磁位来求解磁偶极子产生的磁感应

强度。如图3.3.3(a)所示,磁偶极子是一个中心位于球坐标系,原点半径为a 且其上通

有电流I的圆形线圈。设圆形电流线圈位于xOy 平面上,它的中心与坐标原点重合,采
用球坐标系计算远离线圈的任一点的矢量磁位,然后计算出磁感应强度。由于线圈的对

称性,矢量磁位A 与坐标φ 无关,因此可以把场点P 取在φ=0的平面内,即xOz 平面

内。由

A(r)=μ
4π∮l'

Idl'
|r-r'|=μ

4π∮l'

Idl'
R

(3.3.23)

圆形线圈上的一个电流元Idl'在场点P 产生的矢量磁位为

dA'=μ
4π

Idl'
R

(3.3.24)

  在φ=0平面的两侧为φ 和-φ 位置处,取两个电流元Idl'和Idl″,并令dl'=dl″=
dl。它们在P 点产生的矢量磁位dA'和dA″分别与dl'和dl″平行,如图3.3.3(b)所示。

dA'=μ
4π

Idl'
R =μdl

4πR
(-exsinφ+eycosφ)

dA″=μ
4π

Idl″
R =μdl

4πR
(exsinφ+eycosφ)

这一对电流元在P 点产生的矢量磁位为
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图3.3.3 计算磁偶极子的场

dA'+dA″=ey
2μdl
4πRcosφ

R=|r-r'|=(r2+a2-2arsinθcosφ)1
/2

对于远离小圆环的区域,有r≫a,所以有

1
R =

1
r 1+

a
r  2-

2a
rsinθcosφ

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 -1/2
≈
1
r 1+

a
rsinθcosφ  

所以圆形线圈在P 点产生的矢量磁位是

A=ey
μIa
2π∫

π

0

1
Rcosφdφ

=ey
μIa
2π∫

π

0

1
r 1+

a
rsinθcosφ  cosφdφ

=ey
μIS
4πr2

sinθ (3.3.25)

式中,S=πa2 为圆形线圈的面积。根据直角坐标与圆柱坐标单位矢量的变换关系,有

ey =eρsinφ+eφcosφ
当φ=0时,有ey=eφ

,所以式(3.3.25)可以变为

A=eφ
μ0Iπa

2

4πr2
sinθ=eφ

μ0IS
4πr2

sinθ (3.3.26)

在球坐标系下,可以得到磁感应强度为

B=ầ×A

=er
2μ0IScosθ
4πr3

+eθ
μ0ISsinθ
4πr3

(3.3.27)

  仿照电偶极矩,如图3.3.4所示,取一磁偶极矩,令

pm =IS (3.3.28)
磁感应强度可以表示为

B=er
2μ0pmcosθ
4πr3

+eθ
μ0pmsinθ
4πr3
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  对于电偶极子,其电场强度为

E=er
2qlcosθ
4πε0r

3 +eθ
qlsinθ
4πε0r

3

  如图3.3.5所示,可以看出远离电偶极子和磁偶极子的地方,由于场解的形式非常

相似,电力线和磁感应线也是相似的。

图3.3.4 磁偶极矩 图3.3.5 电偶极子与磁偶极子的远区场分布

3.3.4 电感

当一个导线回路中电流随时间变化时,要在自己回路中产生感应电动势,这种现象

称为自感现象。如果空间有两个或两个以上的导线回路,当其中一个回路中的电流随时

间变化时,将在其他的回路中产生感应电动势,称为互感现象。自感和互感现象都是电

磁感应现象,遵循法拉第电磁感应定律。正如在静电场中,把导体上所带的电荷量与导

体间电位差的比值称为电容C。在恒定电流电场中,又把电压与电流的比值作为电阻R
的定义。那么,在恒定磁场中,电感定义为磁通量(磁链)与电流的比值,即

L=
Ψ
I

(3.3.29)

式中,Ψ 是磁链(多匝线圈);
 

I是导线中的电流。下面从矢量磁位A 导出自感L 和互感

M 的一般表达式,并说明它们与导体系统的几何参数以及周围媒质参数的关系。

1.
 

自感

在各向同性的线性磁介质中,如果磁场是由某一导线回路中的电流I 产生,则根据

前面章节内容,得到该导体线圈产生的磁感应强度为

B=
μ0I
4π∮l

dl×(r-r')
|r-r'|3

(3.3.30)

穿过导线线圈回路所围面积的磁通量为

ΨL =∬s
B·ds (3.3.31)

或者计算导体线圈产生的矢量磁位

A=
μ0I
4π∮l

dl
|r-r'|

(3.3.32)

其相对应的磁通量为
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ΨL =∮l
A·dl (3.3.33)

由上述关系式可以看出,ΨL 与电流强度I呈正比,即

L=
ΨL

I
(3.3.34)

式中,ΨL 称为自感磁链;
 

比例系数L 称为自感或自感系数。如果载流导线非常细,则

|r-r'|趋于0,B 和A 都趋于无穷大,因而穿过回路的磁链和自感L 也趋于无穷大,显然

不符合实际。因此,在推导电感时,需要考虑导线的线径影响。
对于导线内部,由于存在着磁场,因而穿过导线内部的磁链称为内磁链 Ψi,由内磁

链计算出的自感称为内自感Li。注意在计算内磁链时,认为电流均匀通过导线的横截

面,其中任意一条磁感应线只交链导线电流I的一部分,即I'。内自感可以表示为

Li=
Ψi

I'
(3.3.35)

图3.3.6 外自感的计算

  对于导线外部的磁链称为外磁链Ψo,由它计算的自感称为

外自感L0。如图3.3.6所示,在计算外磁链的过程中,为了避免

它变为无穷大,假设电流集中在导线的几何轴线上,而把导线的

内侧边界线看作回路的边界。因而外磁链Ψo 等于B 在所围面

积s上的面积分,或为矢量磁位A 沿l的闭合路径积分,即导线

轴线l0 上的电流I在l上任意一点产生的矢量磁位为

A=
μ0I
4π∮l0

dl0
|r-r'|

相应的外磁链为

Ψo =∮l
A·dl=∮l∮l0

μ0I
4π

dl0·dl
|r-r'|

所以外自感为

Lo =
Ψo

I =∮l∮l0

μ0
4π
dl0·dl
|r-r'|

(3.3.36)

这就是计算单匝线圈外自感的一般公式。如果多匝线圈是密绕的,则外自感还要乘以匝

数。该式称为计算外自感的诺伊曼公式。从式(3.3.36)可以看出,该外自感仅与线圈的

几何形状、尺寸及周围磁介质有关,与线圈中的电流无关。
对于粗导线回路而言,其自感应为内自感和外自感之和,即

L=Li+Lo (3.3.37)
上式在实际的电路中,既可以计算实际线圈的电感参量,也易于理解电感的物理意义。

2.
 

互感

如图3.3.7所示,有两个彼此靠近的导线回路,如果第一个回路中有电流I1 通过

时,则这一电流所产生的磁感应线,除了要穿过本回路外,还将有一部分与第二个回路相

交链。由回路电流I1 所产生的和回路2相交链的磁链,称为互感磁链 Ψ12。显然,Ψ12
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图3.3.7 两个电流回路之间

的电感

与电流I1 呈正比,定义互感系数M12,即

M12=
Ψ12

I1
(3.3.38)

同理,回路2对回路1的互感M21,即

M21=
Ψ21

I2
(3.3.39)

  假设导线和周围磁介质的磁导率都是μ0,第一个回路

中的电流I1 在第二个回路dl2 所在点的矢量磁位为

A12=∮l1

μ0I1
4π

dl1
|r-r'|

(3.3.40)

则穿过第二个回路的互感磁链是

Ψ12=∮l2
A12·dl2=∮l2∮l1

μ0I1
4π

dl1·dl2
|r-r'|

   

(3.3.41)
所以回路1对回路2的互感为

M12=
Ψ12

I1
=
μ0
4π∮l2∮l1

dl1·dl2
|r-r'|

(3.3.42)

同理,可以求得回路2对回路1的互感为

M21=
Ψ12

I2
=
μ0
4π∮l1∮l2

dl2·dl1
|r-r'|

(3.3.43)

比较上面两式可以看出

M21=M12 (3.3.44)
上两式是计算互感的诺埃曼公式,而且互感的大小只与两导线回路的几何形状、尺寸、相
对位置及周围磁介质的特性有关,而与回路的电流无关。

3.3.5 磁场的能量与能量密度

电流回路在恒定磁场中要受到作用力而产生运动,说明磁场中存储着能量。如果这

个磁场是由另外的一个或几个恒定电流回路所产生,那么磁场的能量就一定是在这些恒

定电流的建立过程中,由外电源提供。由于我们研究的是恒定电流磁场的能量,所以它

只与各回路电流的终值有关,而与电流的建立过程无关。在理论上可以任意选取一个电

流回路建立的过程来计算恒定电流磁场的能量,此过程省略。两个恒定电流回路所具有

的磁能为

Wm =
1
2L1I

2
1+MI1I2+

1
2L2I

2
2

=
1
2I1

(L1I1+MI2)+
1
2I2

(L2I2+MI1)
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=
1
2I1

(ψ11+ψ21)+
1
2I2

(ψ22+ψ12)

=
1
2I1ψ1+

1
2I2ψ2

(3.3.45)

式中,ψ1 和ψ2 分别是穿过回路l1 和回路l2 的总磁链(自感磁链与互感磁链之和);
 

L1
和L2 是两个线圈的自感;

 

M 是两个线圈的互感;
 

I1 和I2 是两个线圈的电流。如果有

N 个电流回路,则这个系统的总能量为

Wm =
1
2∑

N

k=1
Ikψk (3.3.46)

  只要空间有磁场存在,就有磁能存在。如何表征磁场能量在空间的分布? 我们必须

寻找磁能与磁场B、H 的关系。
在N 个电流回路的系统中,穿过第k个电流回路的总磁链可以表示为

ψk =∬sk
B·ds=∮lk

A·dl (3.3.47)

式中,lk 是第k个回路的周长;
 

sk 是lk 所围面积;
 

B 和A 是所有电流回路(包括第k 个

回路)所产生的。代入磁能表示式,得到

Wm =
1
2∑

N

k=1
Ikψk =

1
2∑

N

k=1
Ik∮lk

A·dl=
1
2∑

N

k=1∮lk
IkA·dl (3.3.48)

  为了使磁能的表示式具有普遍意义,设系统的电流分布在一个有限的体积τ'内,可
以体电流元代Jfdτ'替线电流元Ikdl,并用体积分代替线积分求和,得到

Wm =
1
2∭τ'

A·Jfdτ'=
1
2∭τ'

A·(ầ×H)dτ' (3.3.49)

上式可以将体积分区域扩展到整个空间(在τ'体积之外的区域,Jf=0),所以上式可以

变为

Wm =
1
2∭τ

A·(ầ×H)dτ (3.3.50)

应用矢量恒等式

A·(ầ×H)=ầ·(H ×A)+H·(ầ×A)
考虑到B=ầ×A,得到

Wm =
1
2∭τ

A·(ầ×H)dτ

=
1
2∭τ

ầ·(H ×A)dτ+
1
2∭τ

H·Bdτ

=
1
2∯s

(H ×A)·ds+
1
2∭τ

H·Bdτ (3.3.51)

上式右边第一项的面积分在包围面趋于无穷远处时为0,所以得到

Wm =
1
2∭τ

H·Bdτ (3.3.52)

上式积分范围为有磁场的全部空间,也就是说有磁场的地方,就有磁能存在。由上式可
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以得到磁能密度

wm =
1
2H·B (3.3.53)

在线性各向同性的磁介质中,B=μH,所以磁能密度为

wm =
1
2μH2 (3.3.54)

  【例3-6】 如图3.3.8所示,空气填充的同轴传输线有实心内导体(其半径为a)和很

薄的外导体(其内半径为b)。求单位长度传输线的电感。

图3.3.8 同轴传输线的两视图

解:
 

假设电流I在内导体流过,通过外导体以相反方向流回来。建立以轴线为z 轴

的极坐标。假设电流I在整个内导体截面上是均匀分布的。由于圆柱的轴对称性,B 只

有ϕ 分量,但在两个区域中有不同的表达式。即求解:
 

(1)在内导体内部和(2)在内导体

和外导体之间的电感。
(1)

 

在内导体内部(0≤ρ≤a),由安培环路定律,则有

B1=eφ
μ0ρI
2πa

  (2)
 

在内外导体之间(a<ρ≤b),则有

B1=eφ
μ0I
2πρ

  现在,考虑在内导体半径ρ~ρ+dρ之间的圆环与流过单位长度圆环柱的电流相交

链的磁链,进行面积分得到

dΦm =∫
b

ρ
Bφdρ=

μ0I
2πa2∫

a

ρ
ρdρ+

μ0I
2π∫

b

a

1
ρ
dρ

=
μ0I
4πa2

(a2-ρ2)+
μ0I
2πln

b
a  

  但是,圆环柱中的电流只是总电流I的一部分 即2πρdρ
πa2

=
2ρdρ
a2  ,因此这个圆环的磁

链是

dΨ'=
2ρdρ
a2
dΦm

  单位长度的磁链数是

Ψ =∫ρ=a

ρ=0
dΨ =

μ0I
πa2

1
2a2∫

a

0
(a2-ρ2)ρdρ+ lnb

a  ∫a

0ρdρ
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
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=
μ0I
2π

1
4+ln

b
a  􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

因此,单位长度同轴传输线的电感是

L=
Ψ
I =

μ0
8π+

μ0
2πln

b
a  (H/m)

其中,第一项μ0/8π来自实心内导体内部的磁链,称为单位长度内导体的内自感;
 

第二项

来自内、外导体之间的磁链,称为单位长度同轴线的外电感。

3.4 静态场的边值问题

自由空间的电磁场完全由电荷、电流两大场源决定,因此其问题处理相对简单。但

是,在电磁工程实践中,电磁元件、部件、设备、系统是有边界的,并且随着用户的需要和

技术的发展,可以预见未来这些体积、边界会日益缩小。有限空间中的电磁场与自由空

间不同,除了空间内的电荷、电流源影响电磁场的时空分布特性以外,空间中的媒质和边

界也是影响电磁场时空特性。因此,广义地讲,所有电磁工程问题都是电磁场边值问题,
当今电磁技术研究的热点之一就是寻找新的媒质、结构、边界,实现更优的电磁特性。

本节主要讨论静电场的边值问题,根据不同形状的导电体边界条件,采用不同的数

学方法,求解计算电位函数ϕ、电场强度E 和(或)表面电荷分布。依据矢量场的唯一性

定理,不同方法求得的静电场解应该是等效的。

3.4.1 静态场问题的类型和解法

对于静态场问题,其类型一般可以分为两大类:
 

分布型问题和边值型问题。

1.
 

分布型问题

分布型问题是指已知电荷、电流分布,求解电磁场场量,又可以分为正向问题和反向

问题。正向问题是指已知电荷、电流分布,求E、ϕ 等场量。可以用前面学过的方法,利用

标量和矢量积分直接求解。例如,求解带电体的电场强度:
 

E=
1
4πε∭V'

ρ(r')eR

R2
dv' (3.4.1)

  反向问题是指已知E、ϕ 等场量,求解场源电荷、电流分布,通常可以利用场的基本方

程和边界条件来求解。例如,利用电位函数满足的泊松方程,求解体电荷密度

ρf =-εầ2ϕ (3.4.2)
利用边界条件求解分界面上的电荷分布,如理想导体表明的电荷分布

ρsf =Dn =εEn =-ε
∂ϕ
∂n

(3.4.3)
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2.
 

边值型问题

边值型问题是指已知给定区域的边界条件,求该区域中的电磁场场量和位函数。归

结为求解满足一定边界条件下的泊松方程或拉普拉斯方程。

ầ2ϕ=-
ρf

ε
(3.4.4)

或

ầ2ϕ=0 (3.4.5)

  根据已知边界条件的不同,边值问题又分为三种类型:
 

第一类边值问题(狄里赫利问题),已知边界上各点的ϕ 值。

第二类边值问题(牛曼(诺诶曼)问题),已知边界上各点的∂ϕ
∂n

值。对于导体表面实际

上是已知导体表面的电荷面密度ρsf=-ε
∂ϕ
∂n
。

第三类边值问题(混合型问题):
 

已知部分边界表面的ϕ 值,其他边界表面的∂ϕ
∂n

值。

3.
 

静态场边值型问题的解法

静态场边值型问题的解法种类很多,一般可以分为解析法和数值法两大类。
解析法是通过数学推导,得到一个解的函数表达式。常用方法有镜像法、分离变量

法、复变函数法、格林函数法等。
数值法是通过建立数学模型,用计算机求解,得到研究区域中离散点的场强或位函

数值。常用的数值法有时域有限差分法(FDTD)、有限元法(FEM)、矩量法(MoM)等,由
于引入计算机仿真,数值方法能求解许多解析法解决不了的复杂工程问题。

3.4.2 唯一性定理

不同方法得到的电磁场量是否唯一? 矢量场分析中的唯一性定理回答了这个问题。
在静电场中,亥姆霍兹定理可如下描述:

 

满足同一边界条件的泊松方程(或拉普拉斯方

程)的解是唯一的。这个定理的应用意义是,无论采取何种方法,满足相同边界条件的静

电场的解是等效的。因而唯一性定理可以表述为,满足给定边界条件的泊松方程或拉普

拉斯方程的解是唯一的。
既然泊松方程或拉普拉斯方程在给定边界条件下的解是唯一的,那么,我们任意假

设的一个解,只要它既能满足泊松方程或拉普拉斯方程,同时又能满足给定的边界条件,
就可以说得出的解是所要求问题的解。唯一性定理的重要意义:

 

①提供求边值问题正确

性的衡量标准;
 

②提供求边值问题唯一性的理论依据;
 

③提供建立其他原理的理论

基础。
有一类静电问题,如果直接求解拉普拉斯方程的话,看来非常困难;

 

但是这些问题的
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边界条件,可以用适当的镜像
∙∙

(等效
∙∙

)电荷建立起来,从而直接求出其电位函数。这种灵

活地采用适当的镜像电荷代替原来边界条件来求解拉普拉斯方程的方法称为镜像法
∙∙∙

。
镜像法简单方便,更容易写出所要求的解,但是它只能应用于一些特殊边界的情形。

3.4.3 镜像法

镜像法的依据是唯一性定理。由于镜像电荷的引入原则是满足原有的边界条件,而
引入镜像电荷后,镜像电荷处在所研究区域之外,在所研究区域内泊松方程或拉普拉斯

方程的形式不变,因此所求问题的解没有任何变化。
考察一个位于无限大的接地导体平面(零电位)上方的区域,距离平面d 处的正点电

荷q的情况,如图3.4.1(a)所示。要求出导体平面之上(y>0)区域内每一点的电位函

数,在直角坐标中解拉普拉斯方程,即
ầ2ϕ=0 (3.4.6)

  这个方程用于除了点电荷所在位置之外的整个y>0区域。求解ϕ(x,y,z)应满足

的条件有:
 

(1)
 

地平面的所有点上,电位为0,即

ϕ(x,0,z)=0
  (2)

 

在q所在位置,其电位满足泊松方程

ầ2ϕ=-q
εδ(0,d,0)

  构成一个满足所有这些条件的解ϕ,看来很困难。镜像法则可以简化这些问题。

1.
 

平面导体与点电荷

对于图3.4.1中的问题,有一正的点电荷q,置于零电位的无限大平面导体上方距离

为d 处。假设将导体用在y=-d 处的镜像电荷-q代替,则在y>0区域内任一观察点

P(x,y,z)的电位函数可以为

ϕ(x,y,z)=
1
4πε

q
[x2+(y-d)2+z2]1/2

+ -q
[x2+(y+d)2+z2]1/2  (3.4.7)

  用直接代入法,很容易验证ϕ 满足拉普拉斯方程,显然,它也满足我们前面所列的两

个条件,依据唯一性定理,它是唯一的解。

图3.4.1 点电荷和接地平面导体系统
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导体表面的感应电荷密度为

ρsf =-ε
∂ϕ
∂n y=0

=- qd
2π(x2+d2+z2)3/2

(3.4.8)

  为了计算导体平面上的总电量,我们改为极坐标,令ρ2=x2+z2,ds=ρdρdφ,则对

式(3.4.8)面积分

q'=∬sρsfds=-qd
2π∫

2π

0∫
∞

0
ρdρdφ

(ρ2+d2)3/2
=

qd
(ρ2+d2)1/2

∞

0
=-q (3.4.9)

它恰好与镜像电荷电量相等。用镜像法求解这个静电问题极为简单;
 

但必须强调的是:
 

镜像电荷位于所求场区域的外部,并且在y<0区域的ϕ 和E 都为0。综上所述,位于无

穷大导体表面上方的线电荷ρl 的电场,也可以根据它的镜像-ρl 求出。

2.
 

相交无限大导体平面与点电荷

上面讨论的是单个无限大导体平面附近点电荷的镜像问题,每一个点电荷在与之对

应的位置上有一个镜像点电荷。下面我们要讨论镜面是两个相交的半无限大接地导体

平面的镜像电荷情况,如图3.4.2所示。确定镜像电荷的关键仍然是必须满足原有的边

界条件以及不破坏原来满足的拉普拉斯方程或泊松方程。
有两个相交成直角的接地导体平面,在P1 点有点电荷q,它与两导体平面的距离分

别为h1、h2,计算第一象限内的电位和电场。

图3.4.2 相交无限大导体平面与

点电荷

这个问题用镜像法来求解时,在P2 点放一个镜

像电荷-q,可以保证OA 面上电位为0,但OB 面上的

电位不为0;
 

在P3 点放一个镜像电荷-q,可以保证

OB 面上电位为0,但OA 面上的电位不为0。如果在

P2 和P3 点上放上镜像电荷-q,而在与P1 关于交点

O 的对称位置P4 上放一个镜像电荷q,就能保证OA
和OB 面上的电位均为0。所以P1 点的点电荷q 有

三个镜像电荷,而P4 点上的电荷q 可以看成P2 和

P3 点上镜像电荷-q的镜像,称为双重镜像。
将上面寻找镜像电荷的方法,推广到两导体平面

相交成α角的情况。同样可以利用上面的方法,轮流找出镜像电荷以及镜像电荷的镜

像,直到最后的镜像电荷与原电荷重合为止(多重镜像)。但是并不是任意情况下,最后

的镜像电荷都能与原有电荷重合。我们从几何上分析,这些镜像电荷其实是位于一个圆

上,圆心位于边界的交点,半径是从此交点到原有电荷的距离。要使最后的镜像电荷与

原有电荷重合,只有满足:
 

α=180/n(n 为整数),镜像电荷的总数为(2n-1)个。当n 不

为整数时,用这种方法得到的镜像电荷将有无穷个,而且镜像电荷还将跑到α角以内,从
而改变了原有的电荷分布。所以当n 不为整数时,不能用镜像法求解。
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3.
 

接地导体球与点电荷

下面我们再来利用镜像法求解接地导体球与点电荷构成系统的边值问题。设接地

导体球半径为a,在球外与球心相距d1 的P1 点有一个点电荷q,极性为正(图3.4.3),
求球外的电位函数。

图3.4.3 接地导体球与点电荷

由于点电荷电场的作用,在导体球面上要产

生感应电荷,因导体球接地,导体球面上只有负的

感应电荷,球外任一点的场等于点电荷q 与球面

上感应电荷的场的叠加。采用镜像法的关键是找

出镜像电荷的位置、数目、极性及大小。我们如果

用一个镜像电荷来等效导体球面上感应电荷对场

的贡献,问题是这个镜像电荷应该放在哪里、电量

为多少?
镜面是球面,镜像电荷必须在我们研究区域之外,即导体球内。由于球的对称性,镜

像电荷必须在球心与原有点电荷q所在点的连线上。导体球面上任一点的电位

ϕ(P)=
q
4πεr1

+ q'
4πεr2

=0 (3.4.10)

由余弦定理

r21=a2+d21-2ad1cosθ
 
r22=a2+d22-2ad2cosθ 

代入式(3.4.10),经整理得

[q2(d22+a2)-q'2(d21+a2)]+2acosθ(q'2d1-q2d2)=0
上式对所有θ角都成立

q2(d22+a2)=q'2(d21+a2)
 
q'2d1=q2d2 

解此方程组,得到两组解

d2=d1, q'=-q

d2=
a2

d1
,q'=-

a
d1

q

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (3.4.11)

显然,第一组解中镜像电荷与原有电荷重合,无意义;
 

第二组解,由于d1>a,所以d2<a,
即镜像电荷落在接地的导体球内,正是我们所需要的。球外任一点的电位为

ϕ= q
4πεr1

+ q'
4πεr2

= q
4πε

1
r1

-
a

d1r2  (3.4.12)

r1、r2 分别为原有电荷和镜像电荷到场点的距离
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r1= d21+r2-2d1rcosθ

r2=
a2

d1  2+r2-2r
a2

d1  cosθ
􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

导体球表面的面电荷密度

ρsf =-ε
∂ϕ
∂r r=a

=
-q(d21-a2)

4πa(d21+a2-2d1acosθ)
3/2

(3.4.13)

导体球面上总的感应电荷

q'=∬sρsfds=-
a
d1

q (3.4.14)

3.4.4 分离变量法

分离变量法也是求解边值问题的一种常用解法。分离变量法在三种常用坐标系中,
求解拉普拉斯方程的具体步骤是:

 

(1)
 

根据问题中导体与介质分界面的形状,选择适当的坐标系。
(2)

 

把待求的电位函数表示为三个未知函数的乘积,其中每一个未知函数仅是一个

坐标变量的函数。然后将三个未知函数的乘积代入拉普拉斯方程,并将其变为三个常微

分方程。
(3)

 

用给定的边值(包括场域内不同媒质分界面上的边界条件)确定解的待定常数。
唯一性定理保证了用这种方法求出来的解是唯一的。

实际中,我们经常用到平行平面场,这时电位函数仅与平面上的两个坐标有关。研

究这种二维场有它的实际意义,而且使用分离变量法解决二维问题简单明了。下面举例

说明分离变量法在直角坐标系中求解二维问题的具体步骤。
设电位分布只是x,y 的函数,而沿着Z 方向没有变化,则拉普拉斯方程是

∂2Φ
∂x2

+
∂2Φ
∂y2

=0 (3.4.15)

把它的解写成

Φ(x,y)=X(x)Y(y) (3.4.16)
其中,X(x)、Y(y)分别是x,y 的函数,将上式代入拉普拉斯方程得到

Yd
2X
dx2

+Xd
2Y
dy2

=0 (3.4.17)

如果X(x)、Y(y)不等于0,可以用X(x)Y(y)除上式各项,并得到

1
X
d2X
dx2

+
1
Y
d2Y
dy2

=0 (3.4.18)

上式的第二项与x 无关,而在x,y 取任意值时,上式两项之和又恒等于0。所以上式第

一项必定与x 无关,而是等于一个常数,即满足
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1
X
d2X
dx2

=C1

1
Y
d2Y
dy2

=C2

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(3.4.19)

并且满足

C1+C2=0 (3.4.20)

我们取
 

C1=-K2
n,C2=K2

n,得到

d2X
dx2

+K2
nX =0 (3.4.21)

d2Y
dy2

-K2
nY=0 (3.4.22)

这样,通过分离变量,把二维拉普拉斯方程变成两个常微分方程。Kn 称为分离常数,取
不同值时,解有不同形式。

当Kn=0时,两个常微分方程的通解为

Xn =A0+B0x (3.4.23)
和

Yn =C0+D0y (3.4.24)

  当Kn≠0时,两个常微分方程的通解为

Xn =AncosKnx+BnsinKnx (3.4.25)
和

Yn =CnchKny+DnshKny (3.4.26)

  由于拉普拉斯方程是线性的,Kn 取所有可能值的解的线性组合也是它的解,所以得

到电位函数的通解为

Φ(x,y)=X(x)Y(y)

=(A0+B0x)(C0+D0y)+∑
∞

n=1
(AncosKnx+BnsinKnx)·

 (CnchKny+DnshKny) (3.4.27)

如果取C1=K2
n,C2=-K2

n,则可以得到另外一个通解为

Φ(x,y)=X(x)Y(y)

=(A0+B0x)(C0+D0y)+∑
∞

n=1
(AnchKny+BnshKny)·

 (CncosKnx+DnsinKnx) (3.4.28)

  到底如何选取分离常数,要由给定边值的具体情况确定。需要注意的是,双曲函数

shx 在x 轴上只有一个零点,而chx 在x 轴上没有零点。
【例3-7】 有一很长的金属导体槽如图3.4.4所示,它的横截面如图所示,其电位为

0,导体槽上有金属盖板但与导体槽有非常小的间隙以保证与导体槽绝缘,盖板上的电位
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为U0,试计算导体槽内的电位分布。

图3.4.4 金属导体槽

解:
 

因为导体槽很长,边界形状又是直线,所以槽内的

电位函数满足二维的直角坐标系中拉普拉斯方程。电位

函数满足的边界条件为

x=0, 0≤y≤b, Φ=0 ①
x=a, 0≤y≤b, Φ=0 ②
y=0, 0≤x ≤a, Φ=0 ③
y=b, 0<x <a, Φ=U0 ④

该边值问题是一个狄利赫里边值问题。因为槽内的电位函数Φ(x,y)在x=0,a 处取零

值,所以其通解为

Φ(x,y)=X(x)Y(y)

=(A0+B0x)(C0+D0y)+∑
∞

n=1
(AncosKnx+BnsinKnx)·

 (CnchKny+DnshKny)
  将边界条件①代入上式得到

0=A0(C0+D0y)+∑
∞

n=1
An·(CnchKny+DnshKny)

  为了保证上式在0≤y≤b内任意取值都成立,必须满足

A0=0, An =0
所以电位函数为

Φ(x,y)=B0x(C0+D0y)+∑
∞

n=1
BnsinKnx·(CnchKny+DnshKny)

将边界条件②代入上式得到

0=B0a(C0+D0y)+∑
∞

n=1
BnsinKna·(CnchKny+DnshKny)

  为了保证上式在0≤y≤b内任意取值都成立,必须满足

B0=0, BnsinKna=0
但Bn≠0,否则整个通解为零解,无意义。所以只有

sinKna=0
由此得到

Kn =
nπ
a  

(n=1,2,…)

此时电位函数为

Φ(x,y)=∑
∞

n=1
Bnsin

nπ
ax· Cnch

nπ
ay+Dnsh

nπ
ay  

  将边界条件③代入上式,得到

0=∑
∞

n=1
Bnsin

nπ
ax  Cn
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为了保证上式在0≤x≤a 内任意取值都成立,且Bn≠0,得到

Cn =0
将上式代入电位函数得到

Φ(x,y)=∑
∞

n=1
BnDnsin

nπ
ax  shnπ

ay  =∑
∞

n=1
Ensin

nπ
ax  shnπ

ay  
式中,利用边界条件④可以确定待定常数En,即

U0=∑
∞

n=1
Ensin

nπ
ax  shnπ

ab  
  我们采用傅里叶变化的方法,上式两边都乘以sinmπ

ax  ,其中m 是整数。然后积分

∫
a

0
U0sin

mπ
axdx=∫

a

0∑
∞

n=1
Ensh

nπ
ab  sinmπ

ax  sinnπ
ax  dx

上式左端得到

∫
a

0
U0sin

mπ
axdx=

2aU0
mπ

, m 为奇数

0, m 为偶数

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

右端为

∫
a

0∑
∞

n=1
Ensh

nπ
ab  sinmπ

ax  sinnπ
ax  dx=

0, n≠m

Ensh
nπb
a  a2, n=m

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

可以得到En,即

En =

4U0

nπshnπ
ab  

, n=1,3,5,…

0, n=2,4,6,…

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

所以,金属槽内的电位分布为

Φ(x,y)=
4U0
π ∑

∞

n=1

1

nshnπab
sinnπ

ax  shnπ
ay  , n 为奇数

习题

3-1 一块很薄的无限大带电平板,其面电荷密度是ρs(C/m
2)。试证明在离板

Z0(m)点的电场强度E(V/m)有一半是由该点正下方的板上的一个半径r0= 3Z0 的

圆内的电荷所产生的。

3-2 自由空间中,两个无限大平面相距为d,分别均匀分布着电荷密度ρ、-ρ,求空

间三个区域的电场强度。

3-3 自由空间中,两根互相平行、相距为d 的无限长带电细导线,其上均匀分布电
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荷分别为ρl、-ρl,求空间任意一点的电场强度和电位分布。

3-4 半径为a 的无限长直圆柱导体上,均匀分布的面电荷密度为ρs。计算导体内

外的电场分布。

3-5 在真空中,有一个半径为a 的带电球体,其体电荷密度ρf=kr(k 是常数,r是

球坐标系的径向变量),求球内、外的电场强度和电位的表示式。

3-6 电荷分布在内半径为a,外半径为b(a<b)的球形区域内,设体电荷密度为ρ=
k
r
(k为常数),求空间三个区域内的电场强度。穿过球面r=b的总电通量为多少?

3-7 设x<0的区域为空气,x>0区域为电介质,电介质的介电常数为3ε0。如果

空气中的电场强度E1=3ex+4ey+5ez(V/m),求电介质中的电场强度E2。

3-8 设垂直于x 轴的相距d 的两平板构成电容器,两极板上分别带有面电荷密度

为ρs 和-ρs 的均匀电荷,在两极板间充满介电常数为εr=
x+d
d

的非均匀电介质。边缘

效应忽略不计,求该平板电容器中的电场强度。

3-9 求如题图3-9所示的两种电容器的电容,其基本间距为1mm。

题图 3-9

题图 3-11

3-10 两个相距2mm的平行板电容中填充相对介电常数为

6的介质,平板面积为40cm2,板间电压为1.5kV,试求:
 

(1)
 

介

质内部电压;
 

(2)
 

电场强度;
 

(3)
 

自由电荷面密度;
 

(4)
 

电容;
 

(5)
 

电容储能。

3-11 用双层理想电介质按照如题图3-11所示方法制成的

单芯同轴电缆,已知ε1=4ε0,ε2=2ε0,内外导体单位长度上所带

电荷分别为ρl,-ρl。求:
 

(1)
 

四个区域内的电场强度分布;
 

(2)
 

内外导体间电压;
 

(3)
 

单位长度电缆内外导体间电容。

3-12 自由电荷体密度为ρ的球体(半径为a),球内外的介电常数均为ε0,试求:
 

(1)
 

球内、外的D 和E;
(2)

 

球内、外的电位φ;
(3)

 

静电场能量。

3-13 已知半径为a 的导体球带电荷q,球心位于两种介质的分界面上如图,试求:
 

(1)
 

电场分布;
(2)

 

球面上的自由电荷分布;
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(3)
 

整个系统的静电场能量。

3-14 一平行板电容器,极板面积为S,一板接地,另一板平移,当板间间隔为d 时,
将之充电至电压为U0,然后移去电源、使极板间隔增至nd(n 为整数)。忽略边缘效应。
试求:

 

(1)
 

两极板间的电压;
 

(2)
 

计算并证明此时电容器储能的增加等于外力所做的功。

3-15 一个半径为a 的圆线圈,通有电流I,将线圈平面沿直径折成90°(如题图3-15
所示),求线圈中心的磁感应强度。

题图 3-14 题图 3-15

3-16 两个相距d 的两根无限长直导线,通过电流分别为I,-I,求空间任一点的磁

场强度、磁感应强度以及矢量磁位。

题图 3-17

3-17 如题图3-17所示的半径为a 的无限长导体圆柱(μ=

μ0),与内外半径分别为了b,c(c>b>a),磁导率为μ=4μ0 的磁

介质套筒同轴,导体中通过电流为I。求:
 

(1)
 

空间任意一点的磁

场强度和磁感应强度;
 

(2)
 

套筒中的束缚电流体密度JM 以及内

外表面的束缚电流面密度JMS;
 

(3)
 

移去套筒,再次求空间任意一

点的磁场强度和磁感应强度。

3-18 已知y<0的区域为导磁媒质,磁导率μ2=5000μ0,

y>0的区域为空气。试求:
 

(1)
 

当空气中的磁感应强度B1=0.5ez-10ey(mT)时,导
磁媒质中的磁感应强度B2;

 

(2)
 

当导磁媒质中的磁感应强度B2=10ex+0.5ey(mT)时,空气中的磁感应强

度B1。

题图 3-19

3-19 一个有两层介质ε1、ε2 的平行板电容器,两
层介质都具有电导率,分别为σ1 和σ2,参见题图3-19。
当外加电压为ϕ0 时,求通过电容器的电流和两层介质

分界面上的自由电荷面密度。

3-20 两种不同的导电媒质的分界面是一个平面。
媒质的参数是:

 

σ1=10
2S/m,σ2=1S/m,ε1=ε2=ε0。

已知在媒质1中的电流密度的数值处处等于10A/m2,
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方向与分界面的法线成45°。
(1)

 

求媒质2中的电流密度的大小和方向;
 

(2)
 

求分界面上的面电荷密度。
3-21 若两媒质分界面两侧的介电常数及电导率分别为ε1、ε2 及σ1、σ2。已知电流

流过这 一 分 界 面 时 法 向 电 流 密 度 为 Jn,试 证 明 分 界 面 上 的 自 由 电 荷 密 度ρsf =

Jn
ε1
σ1
-
ε2
σ2  。

3-22 两层介质的同轴电缆,介质分界面为同轴的圆柱面,内导体半径为a,分界面

半径为b,外导体内半径为c;
 

两层介质的介电常数由内到外分别为ε1 和ε2,电导率分别

σ1 和σ2。当外加电压U0 时,试求:
 

(1)介质中的电场强度;
 

(2)分界面上的自由电荷面

密度;
 

(3)单位长度的电容和漏电导。

3-23 一无限大导体平面折成60°角,角域内有一点电荷q位于x=1;
 

y=1点,如题

图3-23所示。若用镜像法求角域内的电位,试标出所有镜像电荷的位置和数值(包括极

性),并求x=2,y=1点的电位。

3-24 一无限大水平导体平面的下方,距平面h 处有一带电量为q,质量为m 的小带

电体(可视为点电荷),如题图3-24所示。若要使带电体所受到的静电力恰好与重力平

衡,q应为多少?

题图 3-23 题图 3-24

3-25 在一无限大导体平面上有一个半径为a 的导体半球凸起。如题图3-25所示

坐标系,设在(x0,y0)点有一点电荷q,若用镜像法求解导体外部空间任一点的电位,试
计算各个镜像电荷的位置和数值。

3-26 在离地面高为h 处有一无限长带正电的水平面细直导线(见题图3-26),线电

荷密度为ρl(C/m)证明它在导电的地平面上引起的面电荷密度是ρs=
-ρ1h

π(x2+h2)
(C/m2)。

题图 3-25 题图 3-26


