
     

  在进行连续控制系统的分析与设计时,要研究判断所设计的系统是否稳定,并计算

有多大的稳定裕量以及怎样满足暂态指标的要求和稳态控制精度。同样,在离散控制系

统中也存在稳定性、动态响应和稳态准确度的分析,这是对任何一个自控系统都需要解

决的问题。

3.1 S平面与Z平面的关系

  在分析连续系统的稳定性时,主要是根据系统的闭环传递函数的极点是否都分布在S
平面的左半部分(即左半面),如果有极点出现在S平面的右半部分(即右半面),则系统是不

稳定的,所以,S平面的虚轴是连续系统稳定与不稳定的分界线。描述离散系统的数学模型

是闭环Z传递函数,其变量为z,而z与s之间具有指数关系,即z=eTs,如果将S平面按这

个指数关系映射到Z平面,就可由连续系统的规则直接得出相应的离散系统的规则。S平

面与Z平面的映射关系可由z=eTs 来确定。
设s=δ+jω,则有

z=eδTejωT

|z|=eδT

∠z=ωT

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

由于ejωT=cosωT+jsinωT 是周期为2π的周期函数,所以有

∠z=ωT+2kπ

= ω+k2πT  T
=(ω+kωs)T

  在Z平面上,当δ为某个定值时z=eTs 随ω 由-∞变到∞的轨迹是一个圆,圆心位于

原点,半径为|z|=eδT,而圆心角是随ω 线性增大的。

S平面上,ω 每变化一个ωs 时,Z平面圆心角就变化2π,则对应在Z平面上就重复画出

一个圆,这表明S平面上频率相差采样频率整数倍的所有点都映射到Z平面上同一点上。
当δ=0时,|z|=1时,S平面虚轴上的点映射到Z平面上的复变量模为|z|=1的点,

也就是映射到以原点为圆心的单位圆的圆周上,即S平面上的虚轴映射到Z平面上的是以

原点为圆心的单位圆的圆周。
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当δ<0时,|z|<1时,S平面左半面的点映射到Z平面上的复变量模为|z|<1的点,
也就是映射到以原点为圆心半径为|z|<1的圆周上,即S平面的左半面映射到Z平面上的

是以原点为圆心单位圆的内部。
当δ>0时,|z|>1,S平面右半面的点映射到Z平面上的复变量模为|z|>1的点,也

就是映射到以原点为圆心半径为|z|>1的圆周上,即S平面的右半面映射到Z平面上的是

以原点为圆心单位圆的外部。S平面与Z平面的映射关系如图3.1所示。

图3.1 S平面与Z平面的映射关系

从上述角频率ω 与Z平面的相角关系可见,当ω 从-ωs/2到ωs/2变化时,相角从-π
变化为π逆时针旋转一圈;

 

当ω 从ωs/2到3ωs/2变化时,相角从π变化为3π/2还是逆时

针旋转一圈,以此类推。由此可见,S平面被分成了无穷多平行于实轴的带状区,其宽度为

ωs,每个带状区都映射为整个Z平面,其中-ωs/2~ωs/2区域称为主频区,其余为辅频区

(有无限多个),主频区映射如图3.2所示。

图3.2 主频区映射

S平面的主频区和辅频区映射到Z平面的重叠称为频率混叠现象,由于实际系统正常

工作时的频率较低,因此,实际系统的工作频率都在主频区内。将S平面左半面主频区的点

映射到Z平面如图3.3所示,其中点(15)为S平面负实轴无穷远处。
于是得到下面结论:

 

(1)
 

S平面的虚轴对应于Z平面的单位圆的圆周。
(2)

 

S平面的左半面对应于Z平面的单位圆内部。
(3)

 

S平面的右半面对应于Z平面单位圆的外部。
(4)

 

S平面负实轴的无穷远处对应于Z平面单位圆的圆心。
(5)

 

S平面的原点对应于Z平面正实轴上z=1的点。
(6)

 

S平面的虚轴上±ωs/2点对应于Z平面正实轴上z=-1的点。



50   

(7)
 

S平面的负实轴对应于Z平面的单位圆内正实轴。
(8)

 

S平面左半面等频率线ω=±ωs/2对应于Z平面的单位圆内负实轴。

图3.3 左半面主频区映射

3.2 离散系统的稳定性分析

  一个控制系统稳定是它能正常工作的前提条件。连续系统的稳定性分析是在S平面进

行的,离散系统的稳定性分析是在Z平面进行的。分析或设计一个控制系统,稳定性历来

是首要问题。对于连续系统和离散系统,所谓稳定,就是在有界输入作用下,系统的输出也

是有界的。如果有一个线性定常系统是稳定的,那么它的微分方程的解必须是收敛和有

界的。
在连续系统中,如果其闭环传递函数的极点都在S平面的左半部分,或者说它的闭环特

征方程的根的实部小于零,则该系统是稳定的。由S平面与Z平面的映射关系可知,当离

散系统的闭环Z传递函数的全部极点(特征方程的根)在Z平面中的单位圆内时,离散系统

是稳定的。

3.2.1 离散系统输出响应的一般关系式

设离散系统的闭环Z传递函数为

w(z)=
Y(z)
R(z)

=
b0zm +b1zm-1+…+bm

zn +a1zn-1+…+an

ΔB(z)
A(z)

  设有n 个闭环极点zi 互异,m<n,输入为单位阶跃函数R(z)=
z

z-1
,则有

Y(z)
z =

C0

z-1+∑
n

i=1

Ci

z-zi
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其中

C0=
B(1)
A(1)=w(1)

Ci=
B(zi)

(zi-1)A(zi)
i=1,2,3,…,n

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

取Z反变换得

y(k)=w(1)1(k)+∑
n

i=1
Cizk

i k=1,2,3,…

  上式为采样系统在单位阶跃函数作用下输出响应序列的一般关系,第一项为稳态分量,
第二项为暂态分量。

若离散系统稳定,则当时间k→∞时,输出响应的暂态分量应趋于0,即lim
k→∞∑

n

i=1
Cizk

i =0,

这就要求zi<1,i=1,2,3,…,n。
因此得到结论:

 

离散系统稳定的充分必要条件是闭环Z传递函数的全部极点应位于Z
平面的单位圆内。

例3.1 某离散系统的闭环Z传递函数为

W(z)=
3.16z-1

1+1.792z-1+0.368z-2

判断该系统的稳定性。
解:

 

求得W(z)的极点为

z1=-0.237, z2=-1.556
由于|z2|>1,故该系统是不稳定的。

3.2.2 离散系统稳定性判据

通过以上分析可知,离散系统稳定的充要条件是闭环Z传递函数的全部极点应位于Z
平面的单位圆内。当离散系统的阶数较低时,求出其特征根即可判别系统的稳定性,但当系

统的阶数较高时求特征根就变得很困难了。为此,可采用间接的方法来判别离散系统的稳

定性,即使用朱利稳定性判据和劳斯稳定性判据。

1.
 

朱利稳定性判据

朱利稳定性判据是根据离散系统特征方程的系数来判别离散系统的稳定性,其特点是

不用求出特征方程的根。
设离散系统特征方程为

Δ(z)=a0zn +a1zn-1+…+an-1z+an =0
要求式中a0>0,则n 阶离散系统特征方程的根位于Z平面单位圆内的必要条件是

Δ(z)z=1 >0
 
(-1)nΔ(z)z= -1 >0 

  若此条件不成立,则离散系统不稳定,否则,构造朱利矩阵
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 a0 a1 a2 … an-2 an-1 an

an an-1 an-2 … a2 a1 a0

b0 b1 b2 … bn-2 bn-1

bn-1 bn-2 bn-3 … b1 b0
c0 c1 c2 … cn-2

cn-2 cn-3 cn-4 … c0
︙ ︙ ︙

l0 l1
l1 l0
m0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

其中

bk =ak -an-k
an

a0

ck =bk -bn-k-1
bn-1

b0
︙

m0=l0-l1
l1
l0

􀮠

􀮢

􀮡
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

则离散系统稳定的充要条件为:
 

a0>0,b0>0,c0>0,…,l0>0,m0>0。
即当朱利矩阵中所有奇数行第一列元素均大于零时,离散系统是稳定的;

 

若有小于零

的元素,则离散系统是不稳定的,其中小于零的元素的个数就是特征根在Z平面单位圆外

的个数。
例3.2 某离散系统如图3.4所示,试用朱利稳定性判据判别该系统的稳定性,设系统

开环增益k=1,采样周期T=1s。
解:

 

该系统的开环Z传递函数为

Wk(z)= 1-e-Ts

s
k

s(s+1)
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

=
kz-1[(T-1+e-T)+(1-e-T -Te-T)z-1]

(1-z-1)(1-e-Tz-1)
则该系统的闭环Z传递函数为

W(z)=
Wk(z)

1+Wk(z)

=
kz-1[(T-1+e-T)+(1-e-T -Te-T)z-1]

1+[k(T-1+e-T)-1-e-T]z-1+[k(1-e-T -Te-T)+e-T]z-2

=
k[(T-1+e-T)z+(1-e-T -Te-T)]

z2+[k(T-1+e-T)-1-e-T]z+k(1-e-T -Te-T)+e-T

  当k=1,T=1s时,该系统的闭环Z传递函数为

W(z)=
0.368z+0.264
z2-z+0.632
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则该系统的特征方程为

Δ(z)=z2-z+0.632
检验

Δ(z)z=1=0.632>0
 
(-1)nΔ(z)z= -1=2.632>0 

则满足系统稳定的必要条件,构造朱利矩阵
               

 
 
 
 
 
               

 
 
 
 
 
 
  1 -1 0.632

 0.632 -1 1
 0.601 -0.368
-0.368  0.601
 0.226

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

可见,朱利矩阵中所有奇数行第一列元素均大于零,故该系统是稳定的。
例3.3 某离散系统如图3.5所示,试用朱利稳定性判据确定使该系统稳定开环增益k

值的范围,设采样周期T=0.25s。

图3.4 例3.2离散系统
  

图3.5 例3.3离散系统

解:
 

该系统的开环Z传递函数为

Wk(z)= k
s(s+4)
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

=
k(1-e-4T)z-1

4(1-z-1)(1-e-4Tz-1)
则该系统的闭环Z传递函数为

W(z)=
Wk(z)

1+Wk(z)

=
k(1-e-4T)z-1

4+[k(1-e-4T)-4(1+e-4T)]z-1+4e-4Tz-2

=
k(1-e-4T)z

4z2+[k(1-e-4T)-4(1+e-4T)]z+4e-4T

当T=0.25s时,该系统的闭环Z传递函数为

W(z)=
0.158kz

z2+(0.158k-1.368)z+0.368
求得该系统的特征方程为

Δ(z)=z2+(0.158k-1.368)z+0.368
  根据系统稳定的必要条件,要求

Δ(z)z=1=0.158k>0
 
(-1)nΔ(z)z= -1=2.736-0.158k>0 
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则得

0<k<17.3
  构造朱利矩阵

                       
 
 
 
 
 
                       

 
 
 
 
 
 
 1 0.158k-1.368 0.368

0.368 0.158k-1.368 1
0.865 0.1k-0.865
0.1k-0.865 0.865
0.2k-0.01156k2

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

如果系统稳定,则要求朱利矩阵中所有奇数行第一列元素均大于零,即要求

0.2k-0.01156k2 >0
则得

k<17.3
对得到的结果进行综合,是该系统稳定的k值范围为0<k<17.3。

2.
 

劳斯稳定性判据

连续系统的劳斯稳定性判据不能直接应用到离散系统中,这是因为劳斯稳定性判据只

能用来判断复变量代数方程的根是否位于S平面的左半面。如果把Z平面再映射到S平

面,则采样系统的特征方程又将变成S的超越方程。因此,为了简化计算,可使用双线性变

换,将Z平面变换到 W平面,使得Z平面的单位圆内映射到 W平面的左半面,这样,就可以

应用劳斯稳定性判据判别离散系统的稳定性,这种双线性变换称为 W变换。
设

z=
w+1
w-1

 或z=
1+w
1-w  

其中,z、w 均为复变量,即构成 W变换。令z=x+jy,w=u+jv,则得

w=u+jv=
x2+y2-1
(x-1)2+y2-j

2y
(x-1)2+y2

即

u=
x2+y2-1
(x-1)2+y2

 

v=-
2y

(x-1)2+y2

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁􀪁

  根据上式,可以看到:
 

若x2+y2>1,则u>0,即Z平面上的单位圆外部映射到 W平面的右半面。
若x2+y2=1,则u=0,即Z平面上的单位圆的圆周映射到 W平面的虚轴。
若x2+y2<1,则u<0,即Z平面上的单位圆内部映射到 W平面的左半面。

Z平面与 W平面的映射关系如图3.6所示。
通过W变换,将Z特征方程变成W特征方程,这样就可以用劳斯稳定性判据来判断W

特征方程的根是否在 W平面的左半面,即系统是否稳定。
设离散系统Z特征方程为
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图3.6 Z平面与 W平面的映射关系

Δ(z)=A0zn +A1zn-1+…+An-1z+An =0
经 W变换后得到 W特征方程为

Δ(w)=a0wn +a1wn-1+…+an-1w+an =0
则劳斯表为

wn a0 a2 a4 a6 …

wn-1 a1 a3 a5 a7 …

wn-2 b1 b2 b3 b4 …

wn-3 c1 c2 c3 c4 …

wn-4 d1 d2 d3 d4 …
︙ ︙ ︙ ︙ ︙

w2 e1 e2 e3
w1 f1 f2

w0 g1

其中

bk =
a1a2k -a0a2k+1

a1

ck =
b1a2k+1-a1bk+1

b1

dk =
c1bk+1-b1ck+1

c1
 ︙

g1=
f1e2-e1f2

f1

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

  结论:
 

(1)
 

W特征方程系数符号必须相同,否则系统是不稳定的。
(2)

 

若劳斯表第一列元素均为正,则系统稳定,否则系统不稳定。
下面通过例题说明如何利用 W变换和劳斯稳定判据来判定系统的稳定性。
例3.4 用劳斯稳定性判据判别例3.2中系统的稳定性。
解:

 

例3.2系统的Z特征方程为
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Δ(z)=z2-z+0.632=0

  设z=
w+1
w-1

,则得 W特征方程为

Δ(w)=0.632w2+0.736w+2.632=0
对应的劳斯表为

w2 0.632 2.632

w1 0.736

w0 2.632
  由此可见,W特征方程系数符号相同,劳斯表第一列元素均为正,则系统稳定。

例3.5 用劳斯稳定性判据确定使例3.3中系统稳定的k值范围。
解:

 

求得该系统的Z特征方程为

Δ(z)=z2+(0.158k-1.368)z+0.368=0

  设z=
w+1
w-1

,则得 W特征方程为

0.158kw2+1.264w+(2.736-0.158k)=0
其劳斯表为

w2 0.158k 2.736-0.158k
w1 1.264

w0 2.736-0.158k
  若使系统稳定,则要求

0.158k>0
 
2.736-0.158k>0 

解得使系统稳定的k值范围为0<k<17.3。
显然,当k≥17.3时,该系统是不稳定的,众所周知,对于二阶连续系统,k 为任何值时

都是稳定的,这就说明k对离散系统的稳定性是有影响的。

3.2.3 离散系统开环增益、采样周期与稳定性的关系

系统的稳定性是系统的固有特性,主要取决于系统的结构参数,与输入信号的形式无

关。一般来说,采样周期T 也对系统的稳定性有影响,缩短采样周期会改善系统的稳定性。
简单起见,通过例子来说明。

例3.6 对于图3.4所示的离散系统,试分析该系统的开环增益k、采样周期T 与稳定

性的关系。
解:

 

根据例3.2求得的结果,该系统的闭环Z传递函数为

W(z)=
k[(T-1+e-T)z+(1-e-T -Te-T)]

z2+[k(T-1+e-T)-1-e-T]z+k(1-e-T -Te-T)+e-T

则该系统的Z特征方程为

Δ(z)=z2+[k(T-1+e-T)-1-e-T]z+k(1-e-T -Te-T)+e-T
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  设z=
w+1
w-1

,则得 W特征方程为

kT(1-e-T)w2+2[1-e-T -k(1-e-T -Te-T)]w+
k(3-T-3e-T -2Te-T)+2+3e-T =0

其劳斯表为

w2 kT(1-e-T) k(3-T-3e-T -2Te-T)+2+3e-T

w1 2[1-e-T -k(1-e-T -Te-T)]

w0 k(3-T-3e-T -2Te-T)+2+3e-T

若使系统稳定,则要求

kT(1-e-T)>0
1-e-T -k(1-e-T -Te-T)>0
k(3-T-3e-T -2Te-T)+2+3e-T >0

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

  当T=4s时,得0<k<1.081。
当T=3s时,得0<k<1.187。
当T=2s时,得0<k<1.456。
当T=1s时,得0<k<2.392。
当T=0.5s时,得0<k<4.362。
当T=0.1s时,得0<k<20.339。
当T=0.01s时,得0<k<200.334。
可以看出,当减小采样周期T 时,使系统稳定的开环增益k 值范围增大;

 

反之,增大采

样周期T 时,使系统稳定的开环增益k值范围缩小。也就是说,减小采样周期,系统的稳定

性能将升高;
 

增大采样周期,系统的稳定性能将下降。但需要指出的是,对于计算机控制系

统,缩短采样周期就意味着增加计算机的运算时间,且当采样周期减小到一定程度后,对改

善动态性能无多大意义,所以应该适当选取采样周期。

3.3 离散系统的过渡响应分析

  一个控制系统在外信号作用下从原有稳定状态变化到新的稳定状态的整个动态过程称

为控制系统的过渡过程,一般认为被控变量进入新稳态值附近±5%或±3%的范围内就可

以表明过渡过程已经结束。
如果已知线性离散系统在阶跃输入下输出的Z变换Y(z),那么,对Y(z)进行Z反变

换,就可获得动态响应y*(t),将y*(t)连成光滑曲线,就可得到系统的动态性能指标。离

散系统单位阶跃响应曲线如图3.7所示。
通常,线性离散系统的动态特征是系统在单位阶跃信号输入下的过渡过程特性(或者说

系统的动态响应特性),原因是单位阶跃输入信号容易产生,并且能够提供动态响应和稳态

响应的有用信息。与连续系统相似,离散系统的主要性能指标有上升时间、峰值时间、过渡

过程时间和超调量等,具体定义如下:
 

上升时间tr 响应曲线从稳态值的10%上升到稳态值90%所需的时间。
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图3.7 离散系统单位阶跃响应曲线

峰值时间tp 响应曲线从零时刻起到达超过其稳态值时的第一个峰值所需的时间。
过渡过程时间ts 响应曲线从零时刻起进入并稳定在稳态值的某一范围所需的时间,

以稳态值的百分数来表示,通常取±5%。
超调量σ 响应曲线超过其稳态值的最大峰值与稳态值的差值,用百分数来表示,定

义为

σ=
y(tp)-y(∞)

y(∞) ×100%

  首先研究离散系统在单位脉冲信号作用下的瞬态响应,以了解离散系统的动态性能。
设离散系统的闭环Z传递函数可以写成如下形式:

 

W(z)=
Y(z)
R(z)=

K∏
m

i=1

(z-zi)

∏
n

j=1

(z-zj)
 n>m

式中,zi 与zj 分别表示闭环零点和极点。利用部分分式法,可将W(z)展开成

W(z)=
A1z

z-z1
+

A2z
z-z2

+…+
Anz

z-zn

  由此可见,离散系统的时间响应是它各个极点时间响应的线性叠加。如果了解位于任

意位置的一个极点所对应的瞬态响应,则整个离散系统的瞬态响应也就容易解决了。
与连续系统类似,离散系统的零点和极点在Z平面上的分布对系统的瞬态响应起着决

定性的作用,特别是系统的极点不但决定了系统的稳定性而且还决定了系统响应速度。假

设某系统的闭环Z传递函数只有一个实极点,考虑当极点位于不同的位置时系统的单位脉

冲响应。对于单位脉冲序列δ(k),它的Z变换为1,在单位脉冲序列的作用下系统的动态过

程,称为系统的单位脉冲响应。设系统输入为R(z),输出为Y(z),系统闭环Z传递函数为

W(z)。使用单位脉冲作为系统的输入时,由于R(z)=1,则系统输出为

Y(z)=W(z)R(z)=W(z)

  因此,若记系统单位脉冲响应序列为y(k),则有

y(k)= -1[W(z)]
即系统闭环Z传递函数W(z)的Z反变换即为系统的单位脉冲响应函数。
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假设系统有一个位于实轴的单极点zi,则在系统闭环Z传递函数的部分分式中必含有

Aiz/(z-zi)项,在单位脉冲作用下,对应于这一项的输出序列为y(k)=Aizk
i。当极点zi

位于Z平面实轴不同位置时,它所对应的脉冲响应序列如图3.8所示。
(1)

 

当zi>1时,即极点在单位圆外的正实轴上,对应的暂态响应y(kT)单调发散。
(2)

 

当zi=1时,即极点在单位圆与正实轴的交点,对应的暂态响应y(kT)是等幅的。
(3)

 

当0<zi<1时,即极点在单位圆内的正实轴上,对应的暂态响应y(kT)单调衰减。
(4)

 

当-1<zi<0时,即极点在单位圆内的负实轴上,对应的暂态响应y(kT)是以2T
为周期正负交替地衰减振荡。

(5)
 

当zi=-1时,即极点在单位圆与负实轴的交点,对应的暂态响应y(kT)是以2T
为周期正负交替地等幅振荡。

(6)
 

当zi<-1时,即极点在单位圆外的负实轴上,对应的暂态响应y(kT)是以2T 为

周期正负交替地发散振荡。
对于有一对共轭复数极点的情况,请读者参阅有关参考书。

图3.8 不同位置的实极点与脉冲响应的关系

下面通过实例对离散系统的过渡过程进行分析。

例3.7 分析图3.4所示系统的过渡过程,设系统输入是单位阶跃信号R(z)=
1

1-z-1。

解:
 

根据例3.2求得的结果,该系统的闭环Z传递函数为

W(z)=
k(T-1+e-T)z-1+k(1-e-T -Te-T)z-2

1+[k(T-1+e-T)-1-e-T]z-1+[k(1-e-T -Te-T)+e-T]z-2

  (1)
 

设k=1,T=1s,则

W(z)=
0.368z-1+0.264z-2

1-z-1+0.632z-2

Y(z)=W(z)R(z)

  =
0.368z-1+0.264z-2

1-z-1+0.632z-2 ×
1

1-z-1

  =0.368z-1+z-2+1.4z-3+1.4z-4+1.147z-5+0.895z-6+0.802z-7+
   0.868z-8+0.993z-9+1.077z-10+1.081z-11+1.032z-12+0.981z-13+
   0.961z-14+0.973z-15+0.997z-16+…
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  从上述数据可以看出,系统在单位阶跃函数作用下的过渡过程具有衰减振荡的形式,故
系统是稳定的。其超调量σ≈40%,且峰值出现在第3、4个采样点之间,峰值时间tp≈3.5s,
约经12个采样周期后过渡过程结束,过渡过程时间ts≈12s,其响应曲线如图3.9所示。

图3.9 k=1,T=1s时的响应曲线

(2)
 

设k=1,T=0.5s,则

W(z)=
0.107z-1+0.09z-2

1-1.5z-1+0.697z-2

Y(z)=W(z)R(z)

=
0.107z-1+0.09z-2

1-1.5z-1+0.697z-2×
1

1-z-1

=0.107z-1+0.358z-2+0.659z-3+0.937z-4+1.142z-5+1.258z-6+
1.287z-7+1.251z-8+1.177z-9+1.090z-10+1.012z-11+0.955z-12+
0.924z-13+0.918z-14+0.929z-15+0.951z-16+0.976z-17+0.998z-18+
1.014z-19+…

  从上述数据可以看出,系统在单位阶跃函数作用下的过渡过程具有衰减振荡的形式,故
系统是稳定的。其超调量σ≈28.7%,且峰值出现在第7个采样点附近,峰值时间tp≈3.5s,
约经16个采样周期后过渡过程结束,过渡过程时间ts≈8s,其响应曲线如图3.10所示。

图3.10 k=1,T=0.5s时的响应曲线

(3)
 

设k=1.5,T=1s,则

W(z)=
0.552z-1+0.396z-2

1-0.816z-1+0.764z-2
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Y(z)=W(z)R(z)

=
0.552z-1+0.396z-2

1-0.816z-1+0.764z-2×
1

1-z-1

=0.552z-1+1.399z-2+1.668z-3+1.240z-4+0.686z-5+0.560z-6+
0.881z-7+1.239z-8+1.286z-9+1.051z-10+0.823z-11+0.817z-12+
0.986z-13+1.129z-14+1.116z-15+0.996z-16+0.908z-17+0.928z-18+
1.011z-19+1.064z-20+1.044z-21+0.987z-22+0.956z-23+0.974z-24+
1.013z-25+…

  由以上数据可知该离散系统仍是稳定的,其超调量σ≈66.8%,且峰值出现在第3个采

样点附近,峰值时间tp≈3s,约经21个采样周期后过渡过程结束,过渡过程时间ts≈21s,其
响应曲线如图3.11所示。

图3.11 k=1.5,T=1s时的响应曲线

由以上数据分析可知,减小采样周期可使系统的振荡次数、超调量和过渡过程时间

减小,增大开环增益系数可使系统的响应加快,同时振荡次数、超调量和过渡过程时间增

加。因此,增加采样频率可以改善系统的动态性能,增大系统的开环增益使系统动态性

能变差。

3.4 离散系统的稳态准确度分析

  在连续系统中,稳态误差的计算可以通过两种方法进行:
 

一种是建立在拉普拉斯变换

终值定理基础上的计算方法,可以求出系统的终值误差;
 

另一种是从系统误差传递函数出

发的动态误差系数法,可以求出系统动态误差的稳态分量。这两种计算稳态误差的方法,在
一定条件下可以推广到离散系统。

由于离散系统没有唯一的典型结构形式,所以误差Z传递函数也给不出一般的计算公

式,离散系统的稳态误差需要针对不同形式的离散系统来求取。这里仅介绍利用Z变换的

终值定理方法求取离散系统的稳态误差。
设单位负反馈离散系统如图3.12所示。
其中,e(t)为系统的连续误差信号,e*(t)为系统误差采样信号,D(z)为数字控制器的
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图3.12 单位负反馈离散系统

Z传递函数,ZOH=
1-e-Ts

s
为零阶保持器的传递函数,令G(s)=

1-e-Ts

s G0(s),G0(s)为被

控对象连续部分的传递函数,系统闭环误差Z传递函数为

We(z)=
E(z)
R(z)

=
1

1+D(z)G(z)

  如果We(z)的极点(即闭环极点)全部严格位于Z平面的单位圆内,即若离散系统是稳

定的,则可用Z 变换的终值定理求出离散系统的稳态误差为

e(∞)=lim
t→∞
e*(t)

=lim
z→1
(1-z-1)E(z)

=lim
z→1

1-z-1

1+D(z)G(z)R
(z)

  上式表明,线性定常离散系统的稳态误差,不但与系统本身的结构和参数有关,而且与

输入序列的形式及幅值有关。
与连续系统类似,可以把离散系统开环Z传递函数D(z)G(z)中具有z=1的极点个

数v 作为划分离散系统型别的标准,把D(z)G(z)中v=0,1,2,…的系统分别称为0型、Ⅰ
型和Ⅱ型系统等。下面讨论图3.12所示的不同类别的离散系统在三种典型输入信号作用

下的稳态误差,并建立离散系统稳态误差系数的概念。

1.
 

单位阶跃输入时的稳态误差

对于单位阶跃输入r(t)=1(t)时,其Z变换为

R(z)=
z

z-1

E(z)=
1

1+D(z)G(z)×
z

z-1
由Z变换终值定理,得

ep(∞)=lim
z→1
(z-1)E(z)

=lim
z→1

1
1+D(z)G(z)

=
1
Kp
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称Kp=lim
z→1
[1+D(z)G(z)]为位置放大系数。

对于0型离散系统,由于开环Z传递函数D(z)G(z)中没有z=1的极点,则Kp 为某

一定值,从而ep(∞)≠0;
 

对于Ⅰ型及以上离散系统,由于D(z)G(z)中有z=1的极点,则
Kp=∞,从而ep(∞)=0。因此,在单位阶跃输入作用下,0型离散系统存在稳态误差,Ⅰ型

或Ⅰ型以上的离散系统没有稳态误差,这与连续系统相似。

2.
 

单位速度输入时的稳态误差

对于单位速度输入r(t)=t时,其Z变换为

R(z)=
Tz

(z-1)2

E(z)=
1

1+D(z)G(z)×
Tz

(z-1)2

由Z变换终值定理,得
ev(∞)=lim

z→1
(z-1)E(z)

=
T

lim
z→1
(z-1)D(z)G(z)

=
1
Kv

称Kv=
1
Tlimz→1

(z-1)D(z)G(z)为速度放大系数。

对于0型离散系统,由于开环Z传递函数D(z)G(z)中没有z=1的极点,则Kv=0,从
而ev(∞)=∞;

 

对于Ⅰ型离散系统,由于D(z)G(z)中有一个z=1的极点,则Kv 为某一

定值,从而ev(∞)≠0;
 

对于Ⅱ型及以上的离散系统,由于D(z)G(z)中有两个及两个以上

z=1的极点,则Kv=∞,从而ev(∞)=0。因此,在单位速度输入作用下,0型离散系统稳

态误差为无穷大,Ⅰ型离散系统存在稳态误差;
 

Ⅱ型及Ⅱ型以上的离散系统没有稳态误差。

3.
 

单位加速度输入时的稳态误差

对于单位加速度输入r(t)=
1
2t

2 时,其Z变换函数为

R(z)=
T2z(z+1)
2(z-1)3

E(z)=
1

1+D(z)G(z)×
T2z(z+1)
2(z-1)3

由Z变换终值定理,得
ea(∞)=lim

z→1
(z-1)E(z)

=
T2

lim
z→1
(z-1)2D(z)G(z)

=
1
Ka



64   

称Ka=
1
T2limz→1

(z-1)2D(z)G(z)为加速度放大系数。

对于0型及Ⅰ型离散系统Ka=0,从而ea(∞)=∞;
 

对于Ⅱ型离散系统,Ka 为某一定

值,从而ea(∞)≠0;
 

Ⅲ型及Ⅲ型以上离散系统,Ka=∞,从而ea(∞)=0。因此,在单位加

速度输入作用下,0型和Ⅰ型离散系统稳态误差为无穷大,Ⅱ型离散系统存在稳态误差,Ⅲ
型或Ⅲ型以上的离散系统没有稳态误差。

例3.8 对于图3.12所示的离散系统,设G(s)=
1

s(s+1)
,D(z)=1,T=1s,求该系统

在三种典型信号的作用下的稳态误差。
解:

 

求得

G(z)= 1-e-Ts

s G(s)􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

=
0.368(z+0.718)
(z-1)(z-0.368)

D(z)G(z)=
0.368(z+0.718)
(z-1)(z-0.368)

  此系统为Ⅰ型离散系统,闭环误差Z传递函数为

We(z)=
1

1+D(z)G(z)

=
z2-1.368z+0.368

z2-z+0.632
  (1)

 

单位阶跃输入时,有

Kp=lim
z→1
1+D(z)G(z)  

=lim
z→1
1+

0.368(z+0.718)
(z-1)(z-0.368)

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

=∞
所以

ep(∞)=
1
Kp

=0

系统无稳态误差,系统的误差响应为

E(z)=We(z)R(z)

=
1-1.368z-1+0.368z-2

1-z-1+0.632z-2 ×
1

1-z-1

=1+0.632z-1+0z-2-0.4z-3-0.4z-4-0.147z-5+0.105z-6+0.198z-7+
0.132z-8+0.007z-9-0.077z-10-0.081z-11-0.032z-12+0.019z-13+
0.039z-14+0.027z-15+0.003z-16+…

  从数据上可以看出,经过12个采样周期,系统的误差在±5%范围内,系统的过渡过程

结束,单位阶跃输入下的误差响应曲线如图3.13所示。
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图3.13 单位阶跃输入下的误差响应曲线

  (2)
 

单位速度输入时,有

Kv=
1
Tlimz→1

(z-1)D(z)G(z)

=lim
z→1
(z-1)

0.368(z+0.718)
(z-1)(z-0.368)

=1
所以

ev(∞)=
T
Kv

=1

系统有恒为1的稳态误差,系统的误差响应为

E(z)=We(z)R(z)

=
1-1.368z-1+0.368z-2

1-z-1+0.632z-2 ×
z-1

(1-z-1)2

=z-1+1.632z-2+1.632z-3+1.233z-4+0.833z-5+0.686z-6+0.792z-7+
0.990z-8+1.122z-9+1.128z-10+1.051z-11+0.970z-12+0.938z-13+
0.957z-14+0.996z-15+1.023z-16+…

  从数据上可以看出,经过14个采样周期,系统的误差在±5%范围内,系统的过渡过程

结束,单位速度输入下的误差响应曲线如图3.14所示。

图3.14 单位速度输入下的误差响应曲线
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  (3)
 

单位加速度输入时,有

Ka=
1
T2limz→1

(z -1)2D(z)G(z)

=lim
z→1
(z-1)2

0.368(z+0.718)
(z-1)(z-0.368)

=0
所以

ea(∞)=
1
Ka

=∞

系统稳态误差为无穷大,系统的误差响应为

E(z)=We(z)R(z)

=
1-1.368z-1+0.368z-2

1-z-1+0.632z-2 ×
z-1(1+z-1)
2(1-z-1)3

=0.5z-1+1.816z-2+3.448z-3+4.88z-4+5.913z-5+6.673z-6+7.412z-7+
8.302z-8+9.358z-9+10.483z-10+11.573z-11+12.583z-12+13.537z-13+
14.485z-14+15.461z-15+16.471z-16+…

  从数据上可以看出,系统的误差是逐渐增大的,单位加速度输入下的误差响应曲线如

图3.15所示。

图3.15 单位加速度输入下的误差响应曲线

由此可见,Ⅰ型离散系统在稳态时能准确地复现单位阶跃输入信号,在单位速度输入作

用下存在恒定的稳态误差,而在单位加速度输入作用下稳态误差为∞,所以Ⅰ型系统不能跟

踪加速度信号。

3.5 离散系统的输出响应

  前面分析了离散系统的过渡过程和稳态过程的特性。但是计算机控制系统被控对象

的输出多为连续信号,要想得到采样点间的响应,可用广义Z变换和广义Z传递函数来

求得。
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3.5.1 离散系统在采样点间的输出响应

单位负反馈离散系统如图3.12所示,设G(s)=
1-e-Ts

s G0(s),可以想象其输出y(t)是

经过假想延迟e-qTs 之后再输出的,令β=1-q,于是其闭环广义Z传递函数为

W(z,β)=
Y(z,β)
R(z)

式中

Y(z,β)=G(z,β)U(z)

U(z)=D(z)E(z)

E(z)=R(z)-Y(z)

Y(z)=G(z)U(z)
则得到闭环广义Z传递函数为

W(z,β)=
D(z)G(z,β)
1+D(z)G(z)

其输出广义Z变换为

Y(z,β)=W(z,β)R(z)

  求得上式的Z反变换后,当β为0~1时,就可得到在采样点间的输出响应y*(t)。

例3.9 对于图3.12所示的离散系统,设G0(s)=
1

s+1
,D(z)=1.5,T=1s,求该系统

在单位阶跃信号的作用下,在采样点间的响应。
解:

 

G(z)= 1-e-Ts

s G0(s)􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

= 1-e-Ts

s
1

s+1
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

=
0.632z-1

1-0.368z-1

G(z,β)= [G(s,β)]

= [G(s)e-(1-β)Ts]

= 1-e-Ts

s
1

s+1
e-(1-β)Ts􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

=(1-z-1) 1
s(s+1)

e-(1-β)Ts  
=(1-z-1) z-1

1-z-1-
e-βz-1

1-0.368z-1  
=
(1-e-β)+(e-β -0.368)z-1  z-1

1-0.368z-1

于是可得闭环Z传递函数为
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W(z,β)=
Y(z,β)
R(z)

=
D(z)G(z,β)
1+D(z)G(z)

=
1.5 (1-e-β)+(e-β -0.368)z-1  z-1

1+0.58z-1

当输入R(z)=
1

1-z-1,β=0.8时,系统输出的广义Z变换为

Y(z,0.8)=W(z,0.8)R(z)

=
0.826z-1+0.122z-2

1-0.42z-1-0.58z-2

=0.826z-1+0.469z-2+0.676z-3+0.556z-4+0.626z-5+0.585z-6+…

3.5.2 被控对象含延时的输出响应

在计算机控制系统中,被控对象常常固定地含有延时环节。另外,如果计算机的计算时

间和A/D转换时间等不能忽略,则可以把这些时间集中起来考虑,看成是被控对象的延迟

时间,即把这些时间当作被控对象含有延时环节,如图3.16所示。利用广义Z变换法和广

义Z传递函数,可以方便地计算被控对象含有延时的输出响应。

图3.16 被控对象含有延时环节的离散系统

设

G(z,q)= 1-e-Ts

s G0(s)e-qTs􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

令β=1-q,则有

G(z,β)= 1-e-Ts

s G0(s)e-(1-β)Ts􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

其闭环广义Z传递函数为

W(z,β)=
Y(z,β)
R(z)

式中

Y(z,β)=G(z,β)U(z)

U(z)=D(z)E(z)

E(z)=R(z)-Y(z)

Y(z)=G(z,β)U(z)
得到闭环广义Z传递函数
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W(z,β)=
D(z)G(z,β)

1+D(z)G(z,β)
其输出广义Z变换为

Y(z,β)=W(z,β)R(z)
求得上式的Z反变换后,当β为0~1时,就可得到在采样点的输出响应y*(t)。

例3.10 对于图3.13所示的离散系统,设G0(z)=
1

s+1
,D(z)=1.5,T=1s,q=0.3,

求该系统在单位阶跃信号的作用下的输出响应。
解:

 

q=0.13,β=1-0.13=0.87,则

G(z,β)= 1-e-Ts

s
1

s+1
e-1e0.87  

=(1-z-1)z-1  e0.87

s(s+1)
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

=(1-z-1)z-1 1
1-z-1-

e-0.87

1-0.368z-1  
=
0.581(1+0.088z-1)z-1

1-0.368z-1

闭环广义Z传递函数为

W(z,β)=
D(z)G(z,β)

1+D(z)G(z,β)

=
0.872z-1+0.077z-2

1+0.504z-1+0.077z-2

当输入信号为R(z)=
1

1-z-1时,其输出广义Z变换为

Y(z,β)=W(z,β)R(z)

=
0.872z-1+0.077z-2

1-0.496z-1-0.427z-2-0.077z-3

=0.872z-1+0.51z-2+0.625z-3+0.601z-4+0.600z-5+…
这样就得到系统在采样点的输出响应。

3.6 离散系统的根轨迹分析

  有经验的工程师常常在初始设计中采用根轨迹法,将闭环的主导极点配置到Z平面希

望的位置上,然后通过数字仿真对闭环性能再加以改进。Z平面上的根轨迹是控制系统开

环Z传递函数中的某一参数(如放大系数)连续变化时,闭环Z传递函数的极点连续变化的

轨线,Z平面轨迹的绘制原则同S平面基本相同。
针对图3.12所示的单位负反馈离散控制系统,设开环Z传递函数D(z)G(z)有n 个极

点,m 个零点,且有n≥m,即

D(z)G(z)=k
(z-z1)(z-z2)…(z-zm)
(z-p1)(z-p2)…(z-pn)
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其中k是放大系数或其他参数,绘制根轨迹依据是闭环Z 特征方程1+D(z)G(z)=0,将
其分为两个方程:

 

∠D(z)G(z)=∑
m

i=1
∠(z-zi)-∑

n

i=1
∠(z-pi)=(2l+1)π l=0,±1,±2,…

 
|D(z)G(z)|=1

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

  对于给定的开环Z传递函数D(z)G(z),凡是符合相角条件(即轨迹方程)的Z平面的

点,都是根轨迹上的点,而该点对应的k值则由幅值条件确定。
根轨迹图的绘制要点(当k为0~∞)如下。
(1)

 

根轨迹对称于实轴。
(2)

 

有n 条分支(n≥m)。
(3)

 

出发点:
 

每个极点。
(4)

 

终点:
 

m 条终止于m 个零点,而n-m 条趋向无穷远点。
(5)

 

无穷远分支的渐近线。

①
 

渐近线与实轴夹角。

θ=
(2l+1)π
n-m l=0,1,2,…,n-m-1

  ②
 

渐近线与实轴上的交点。

σ=
∑
n

i=1
pi-∑

m

i=1
zi

n-m
  (6)

 

实轴上的根轨迹段(若有)其右边实轴上的极点和零点总数为奇数个。
(7)

 

实轴上的分离点或汇合点(若有)是如下方程的解:
 

∑
m

i=1

1
d-zi

=∑
n

i=1

1
d-pi

  (8)
 

出发角与终止角。
①

 

令极点为pk,重数为rk,出发角记为θpk
,求θpk

的方程为

∑
m

i=1
θzi -∑

n

i=1
i≠k

θpi -rkθpk =(2l+1)π l=0,1,2,…

  ②
 

令零点为zk,重数为rk,出发角记为θzk
,求θzk

的方程为

rkθzk +∑
m

i=1
i≠k

θzi -∑
n

i=1
θpi =(2l+1)π l=0,1,2,…

  (9)
 

当n-m≥2时,所有闭环极点之和为常数,即根轨迹某些向左,必有另一些向右。
(10)

 

含两个极点和一个零点的根轨迹是以零点为圆心,以零点到分离点的距离为半径

的圆周或部分圆周。
用根轨迹法分析系统闭环稳定性,可知k变化时的极点变化趋势以及对特定的点求取

增益值,因此用它来指导参数整定是很直观的。
例3.11 已知反馈系统开环Z传递函数为

D(z)G(z)=
k(z+0.5)

z(z-0.5)(z2-z+0.5)



71   

绘制k为-∞~∞的根轨迹。
解:

 

由于此开环Z传递函数有一个零点z1=-0.5;
 

四个极点p1=0,p2=0.5,

p3,4=0.5±j0.5,可分成k为0~∞和k为-∞~0两部分绘制。
根轨迹的关键数据为:

 

由要点(2),已知n=4,故根轨迹的分支条数为4条;
 

由要点(3),根轨迹的出发点分别是p1=0,p2=0.5,p3,4=0.5±j0.5;
 

由要点(4),根轨迹一条终止于z1=-0.5点,另外三条趋向无穷远点;
 

由要点(5),渐近线方向角θ=(2l+1)π/3,得θ为±60°和±180°,渐近线与实轴交点为

σ=(0+0.5+2×0.5+0.5)/3=0.67;
 

由要点(6),实轴上根轨迹有两段,p1 与p2 之间和零点z1 的左面;
 

由要点(7),实轴的分离点为0.159,汇合点为-0.797;
 

由要点(8),复极点处轨迹出发角θ=±18.4°。
所得的根轨迹如图3.17所示。

图3.17 例3.11根轨迹图

对于z=-1点,闭环Z特征方程1+D(z)G(z)=0时,计算得增益临界值为k=7.5。
例3.12 试用根轨迹法确定使例3.3中系统稳定的k值范围。
解:

 

该系统的开环Z传递函数为

G(z)= k
s(s+4)
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

=
0.158kz

(z-1)(z-0.368)

  解:
 

此开环Z传递函数有一个零点z1=0;
 

两个极点p1=1,p2=0.368。
正向根轨迹的关键数据为:

 

由要点(2),已知n=2,故根轨迹的分支条数为2条;
 

由要点(3),根轨迹的出发点分别是p1=1,p2=0.368;
 

由要点(4),根轨迹一条终止于z1=0点,另外一条趋向无穷远点;
 

由要点(5),渐近线方向角θ=(2l+1)π,得θ=±180°;
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图3.18 例3.12根轨迹图

由要点(6),实轴上根轨迹有两段,p1 与p2 之

间和零点z1 的左面;
 

由要点(7),实轴的分离点为0.607,汇合点为

-0.607;
 

由要点(10),根轨迹是以零点为圆心,半径为

0.607的圆周。
所得的根轨迹如图3.18所示。
由该图可知,z=-1为系统稳定的临界点,闭

环Z特征方程1+G(z)=0时,计算得增益临界值

为k=17.3,因此,当0<k<17.3时,系统是稳

定的。

3.7 离散系统的频率分析

  和连续系统类似,用频率法分析离散系统时,可用Bode图进行分析,离散系统的Bode
图是用双线性变换即 W变换,将复变量Z变换成复变量w。

若已知离散系统的开环传递函数为G(z),对其做 W 变换,即z=
1+w
1-w

,将其代入

G(z)中可得到以w 为变量的开环W 传递函数G(w)。为了得到离散系统的开环频率特

性,则可令离散系统的G(w)的复变量w=u+jv,取jv 代入G(w)中,便可得到离散系统的

开环频率特性

G(jv)=G(w)w=jv

这里的v 称为虚拟频率,简称虚频或伪频。

Bode图的绘制要点:
 

(1)
 

离散系统的开环频率特性G(jv)分解成若干基本因子的乘积,即

G(jv)=G1(jv)G2(jv)…Gn(jv)

式中Gi(jv)=Gi(v)ejφ
(v),i=1,2,3,…,n。

对数幅频特性

 (v)=20∑
n

i=1
lgGi(jv)

  相频特性

φ(v)=∑
n

i=1
φi(v)

  基本因子包括比例因子k、积分因子1
jv
、一阶滞后因子 1

1±jTiv
、一阶超前因子1±jTiv、

二阶滞后因子 1
1±j2ξTiv-T2

iv2和二阶超前因子1±j2ξTiv-T2
iv2。

(2)
 

求出各一、二阶因子的转折频率vi=1/Ti。
(3)

 

起始渐近线或其延长线穿过点(1,20lgk),起始渐近线一般由积分因子产生,如果
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没有积分因子,则由转折频率最小的因子产生,起始渐近线斜率为该因子产生的斜率。
(4)

 

按转折频率由小到大的顺序绘制各因子的渐近线,各渐近线经过转折频率时,渐近

线的斜率就会发生变化,变化规则为每个积分因子产生的斜率为-20dB/dec、每个一阶滞

后因子产生的斜率为-20dB/dec、每个二阶滞后因子产生的斜率为-40dB/dec、每个一阶

超前因子产生的斜率为+20dB/dec、每个二阶超前因子产生的斜率为+40dB/dec,当前的

渐近线的斜率是前一个渐近线的斜率与当前因子产生的斜率进行叠加而成的,渐近线可用

y=ax+b来表示,其中,a 由各基本因子确定的,b可用渐近线通过已知点来求出,注意这

里的x 是Bode图横坐标的对数。
(5)

 

绘制相频特性时,可挑选一些特征点,如转折频率处以及转折频率的1/3、1/2、2/3

的10倍频程处等,利用φ(v)=∑
n

i=1
φi(v)来计算各个特征点,将这些点用光滑曲线连接起

来即可。
积分 因 子 的 相 频 特 性 为 φ(v)=-90°,一 阶 滞 后 因 子 的 相 频 特 性 为 φ(v)=

-arctan(vT),二阶滞后因子的相频特性为φ(v)=-arctan
2ξvT
1-v2T2  ,一阶超前因子的相

频特性为φ(v)=arctan(vT),二阶超前因子的相频特性为φ(v)=arctan
2ξvT
1-v2T2  。

幅值裕量是指系统开环频率特性相位为-180°时,对应到幅频特性的点到横轴的距离,
记为m。当该点位于横轴下方时,m>0;

 

当该点位于横轴上方时,m<0。
相位裕量是指开环频率特性幅值为0时,对应到相频特性的点到以-180°为横轴的距

离,记为r。当该点位于横轴上方时,r>0;
 

当该点位于横轴下方时,r<0。
如果系统的幅值裕量m 和相位裕量r均大于零,则闭环系统是稳定的;

 

如果均为零,则
闭环系统是临界稳定的;

 

否则,闭环系统是不稳定的。
用Bode图法判断离散系统的稳定性准则和连续系统一样,即闭环离散系统稳定的充

要条件是:
 

在20lg|G(jv)|>0范围内,G(jv)对于-180°线的正穿越和负穿越数之差 N=
P/2,其中P 为开环 W传递函数G(w)的不稳定极点个数,即G(w)在 W 平面右半面极点

的个数。
例3.13 设线性离散系统如图3.19所示,设T=0.1s,J=41822,k0=3.17×105,当

k=107、6.32×106 和1.65×106 时,试用频率法分析该系统稳定性,并确定幅值的稳定裕度

和相角的稳定裕度。

图3.19 例3.13线性离散系统

解:
 

求得系统的开环传递函数为

G(z)=
T2k(z+1)

2Jz2+(2k0T-4J)z+2J-2k0T
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=
1.2×10-7k(z+1)
(z-1)(z-0.242)

则求得

G(w)=
1.583×10-7k(1-w)

w(1+1.638w)
将w=jv 代入上式,得到开环频率特性为

G(jv)=
1.583×10-7k(1-jv)
jv(1+1.638jv)

  由要点1,得G(jv)=1.583×10-7k×
1
jv×

1
1+1.638jv×

(1-jv)。

由要点2,得转折频率为0.611和1。
由要点3,得起始渐近线或其延长线穿过点(1,20lg(1.583×10-7k)),由积分因子产

生,斜率为-20dB/dec,当k=107 时,穿过点(1,3.99);
 

当k=6.32×106 时,穿过点(1,0);
 

当k=1.65×106 时,穿过点(1,-11.66)。
由要点4,得对应每个k值,分别有三条渐近线,其斜率分别为-20dB/dec、-40dB/dec

和-20dB/dec。
以k=1.65×106 为例说明产生渐近线过程。设起始渐近线为y=-20x+b,且经过点

(1,-11.66),带入渐近线方程-11.66=-20lg1+b,求得b=-11.66,于是得到起始渐近

线为

y=-20x-11.66
此渐近线经过以转折频率为0.611的点,带入得y=-20lg0.611-11.66=-7.381,即经

过点(0.611,-7.381)。
设第二条渐近线为y=-40x+b,且经过点(0.611,-7.381),带入渐近线方程

-7.381=-40lg0.611+b,求得b=-15.94,于是得到渐近线为

y=-40x-15.94
  此渐近线经过以转折频率为1的点,带入得y=-40lg1-15.94=-15.94,即经过点

(1,-15.94)。
设第三条渐近线为y=-20x+b,且经过点(1,-15.94),带入渐近线方程-15.94=

-20lg1+b,求得b=-15.94,于是得到渐近线为

y=-20x-15.94
  由此得到三条渐近线方程,画出渐近线即可。

由要点5,得共有三个因子,其相频特性为

φ(v)=-90°-arctan(1.368v)-arctan(v)

  取特征点(0.2,-119.5°),(0.3,-132.6°)、(0.4,-145°)、(0.6,-165.5°)、(0.8,-181.3°)、
(1,-193.6°)、(1.2,-203.2°)、(1.6,-217.1°)、(2,-226.5°),用光滑曲线将这些特征点

连接起来。
其Bode图如图3.20所示。
从系统的Bode图可以看出当k=107 时,其幅值裕量m<0和相位裕量r<0,所以闭环

系统是不稳定的;
 

当k=6.32×106 时,其幅值裕量m=0和相位裕量r=0,所以闭环系统
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图3.20 例3.13的Bode图

是临界稳定的;
 

当k=1.65×106 时,其幅值裕量m>0和相位裕量r>0,所以闭环系统是

稳定的。

另外,在图3.20中,在幅值大于零的情况下,当k=107 时,相位的正穿越数为0,负穿

越数为1,G(w)无不稳定极点,即P=0,正、负穿越数之差为 N=-1≠P/2=0,故该闭环

系统不稳定。

当k=6.32×106 时,对应的闭环系统处于临界稳定状态,常认为临界稳定状态是不稳

定的。

当k=1.65×106 时,相位的正穿越数和负穿越数均为0,所以对应的闭环系统是稳

定的。

习题3

  1.
 

试求如图3.21所示的采样控制系统在单位阶跃信号作用下的输出响应y*(t)。

设G(s)=
20

s(s+10)
,采样周期T=0.1s。

2.
 

试求如图3.21所示的采样控制系统在单位速度信号作用下的稳态误差。

设G(s)=
1

s(0.1s+1)
,采样周期T=0.1s。

3.
 

对于图3.21所示的采样控制系统,设G(s)=
1

s(s+1)
,采样周期T=1s,r(t)=1(t)。

试确定其输出的广义Z变换式Y(z,β)。

4.
 

对于图3.22所示的采样控制系统,设G0(s)=
ae-1.5Ts

s+a
,试求系统输出的广义Z变换

式Y(z,α)。
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图3.21 第1题图

  
图3.22 第4题图

5.
 

对于图3.21所示的采样控制系统,设G(s)=
10

s(s+1)
,采样周期T=1s。

(1)
 

试分析该系统是否满足稳定的充要条件。
(2)

 

试用劳斯稳定性判据判断其稳定性。

6.
 

设线性离散控制系统的特征方程为45z3-117z2-119z-39=0,试判断此系统的

稳定性。

7.
 

设单位负反馈数字控制系统的开环传递函数为

(1)
 

G(z)=
k

(1-0.5z-1)(1-2z-1)

(2)
 

G(z)=
k

(1-z-1)2

试用劳斯稳定性判据分析稳定性,确定使系统稳定的k值范围。

8.
 

对于图3.21所示的采样控制系统,设G(s)=
k

s(s+1)
,采样周期T=0.1s。

(1)
 

试画出根轨迹图。
(2)

 

试用根轨迹法确定使系统稳定的k的范围。

9.
 

一闭环系统如图3.22所示,设G(s)=
1

s(s+1)
,采样周期T=1s。

(1)
 

绘制开环系统的Bode图。
(2)

 

确定相位裕度和幅值裕度。
(3)

 

判断闭环系统的稳定性。


