
2006年,Donoho和Candès等提出了一种新颖的信号采样和处理理论,即压缩感知(CS)
理论[Donoho

 

2006]、[Candès
 

2006]。该理论将信号采样和压缩结合进行,提高了信号采集和

信息处理能力,突破了奈奎斯特-香农采样定理的瓶颈,大大缓解了数据采集、存储、传输和分

析的压力。
压缩感知理论指出,当信号在某个变换域中可压缩或稀疏时,通过采集少量信号的非自适

应线性投影值,建立数学重构模型并利用重构算法求解,可以较精确地重构原信号。简单地

说,稀疏的或具有稀疏表达的有限维数的信号可利用远少于奈奎斯特-香农采样数量的线性、
非自适应测量值无失真地重建出来。

压缩感知的理论框架和研究内容主要涉及稀疏表达、测量编码和解码重构3方面:
 

用于

稀疏表达(表示)的稀疏编码、用于测量编码的测量矩阵及用于重建信号的重构算法。其中,稀
疏表达是压缩感知理论的先验/先决条件。测量编码是压缩感知硬件实现的关键,但并非直接

测量信号本身,而是经过测量矩阵将信号投影到低维空间,并保持信号原本的结构信息。解码

重构是压缩感知理论的核心,指利用尽量少的测量值,快速、鲁棒、精确地重构原信号。
根据上述讨论,本章各节将安排如下。
3.1节介绍压缩感知的整体流程,并引出3个关键处理步骤。另外,还对压缩感知与奈奎

斯特-香农采样在流程和特性方面进行了对比。
3.2节介绍对信号的稀疏表达,将信号变换到一个新的基或框架下,当其非零系数的个数

远少于原始信号的项数时,即可实现压缩感知。
3.3节讨论测量编码模型,不仅介绍针对本身稀疏信号的测量模型,还介绍具有普适性的

测量模型。另外,对测量矩阵应满足的两个特性进行分析。
3.4节介绍基本的重构模型,分析无噪声和有噪声时重构稀疏信号的原理,并列举几种典

型的重构算法,包括基于深度学习的重构算法。
3.5节讨论曾与压缩感知并行发展、密切相关又互相影响的稀疏编码与字典学习问题。

稀疏编码与信号的稀疏表达对应,而字典学习的目标是实现对信号的稀疏表达。
3.6节列举两个压缩感知在成像应用方面的典型示例:

 

一个是单像素相机的设计;
 

另一

个是利用压缩感知的磁共振成像。

3.1 压缩感知概述

压缩感知的整体流程框图如图3.1.1所示,其中第一行的3个方框分别代表压缩感知的

3个关键处理步骤(每个方框的左边为输入,右边为输出),第二行的3个方框分别指示实现压

缩感知要完成的3项工作(分别对应3个关键处理步骤)。
对压缩感知的3个关键处理步骤进一步说明如下。
(1)

 

稀疏表达。判断信号是否具有稀疏性是实现压缩感知的前提。事实上,真正稀疏的

自然信号很少。某个信号稀疏严格地说是指该信号可通过稀疏信号近似表达。主要工作是找

教学视频
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图3.1.1 压缩感知的整体流程框图

到对信号可压缩的某个正交基或紧框架(见下),从而实现对信号的稀疏表达。从数学角度看,
是指构建稀疏变换矩阵,实现对多维数据进行线性分解的表达方法。

(2)
 

测量编码。对信号采用与稀疏变换矩阵不相关(与稀疏变换的基不相关且平稳)的线

性投影进行稀疏测量/观测,从而获得感知测量值。对感知测量值的表达常称为编码,所以统

称测量编码。进行稀疏变换的测量矩阵是压缩感知理论成功实现的关键。对观测矩阵的设计

不仅关系到压缩和采样过程的快慢,而且要保证对稀疏矢量降维时重要信息不受破坏,从而提

高恢复信号的准确性。
(3)

 

解码重构。这是压缩感知模型求解的保证,也是压缩感知的核心部分。其含义是运

用压缩测量的低维数据(感知测量值)精确重构高维原始信号。主要工作是设计快速重构算

法,从数量较少的线性观测中恢复信号。重构算法的性能决定了恢复信号的质量。
例3.1.1 压缩感知采样与奈奎斯特-香农采样的对比

从信号处理的角度看,压缩感知采样与奈奎斯特-香农采样有很多区别。图3.1.2为其基

本流程对比,左边为香农采样的流程,高速采样后进行压缩以减少数据量,在需要原始图像时

对压缩结果进行解压;
 

右边为压缩感知采样的流程,借助稀疏变换实现低速采样,利用观测矩

阵实现投影降维,在需要原始信息时进行图像重构。

图3.1.2 压缩感知采样与奈奎斯特-香农采样的流程对比

表3.1.1列出压缩感知与奈奎斯特-香农采样在5个特性方面的对比情况。
表3.1.1 压缩感知采样与奈奎斯特-香农采样的特性对比

特  性 奈奎斯特-香农采样 压缩感知采样

必要条件 信号带宽有限:
 

才可能无损恢复 信号具有稀疏性/可压缩性:
 

才可能实现恢复

采样方式
直接采样:

 

通过sinc函数直接与目标信号

进行内积以获取采样

非直接采样:
 

通过采样/测量矩阵与目标信号相

乘间接地获取采样/测量值

采样特点
均匀采样:

 

用目标信号中最高频率两倍以

上的采样率对目标信号进行等间隔采样

非均匀采样:
 

用随机非均匀的采样方式借助非

相关测量矩阵对目标信号进行采样/测量

采样个数

信号频率决定采样个数:
 

采样率至少为目

标信号中最高频率的两倍,以实现无失真

采样

稀疏性决定采样个数:
 

如果目标信号中仅有少

数非零信号,则只需较少的采样/测量个数以恢

复原始信号

从采样恢复

信号

所采即所得:
 

只需用sinc函数插值即可直

接重建原始信号

需要重建步骤:
 

因没有直接对目标信号采样,所
以需要(如利用基于L1 范数最小化的步骤)进

行信号恢复

□
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3.2 稀
 

疏
 

表
 

达

对信号的稀疏表达是实现压缩感知的先决条件。需要指出的是,虽然自然信号都有一定

的稀疏性,但真正稀疏,能直接满足压缩感知要求的信号很少。一般认为某个信号稀疏,是指

这个信号可以通过稀疏信号近似地表达。下面具体讨论。
先复习、介绍和讨论一些预备知识。

1.
 

矢量空间

下列讨论中将有限域中的离散信号看作分布在 N-D欧氏空间中的矢量,将此空间记为

RRN。在RRN 中,范数是一个重要的描述概念。矢量x 的范数Lp(p≥1)可定义如下:
 

x p = ∑
N

i=1
|xi|p  1/p p∈ [1,∞)

max|xi| p=∞








  i=1,2,…,N (3.2.1)

其中,|S|表示集合S 的基数,即集合S 中元素的个数。
常用的范数包括L1、L2 和L∞,其特性分别如图3.2.1(a)、图3.2.1(b)、图3.2.1(c)所

示(可对比上册图3.1.5)。在p<1的情况下,式(3.2.1)中定义的范数已无法满足三角不等

式,所以其本质上为拟范数。拟范数对应的RR2 中的单位圆不再是凸集。例如,拟范数L1/2 对

应的RR2 中的单位圆{x:‖x‖1/2=1}如图3.2.1(d)所示。又如,拟范数L0 对应的RR2 中的单

位圆{x:‖x‖0=1}如图3.2.1(e)所示。拟范数‖x‖0=|supp(x)|,其中supp(x)={i:

xi≠0}表示x 的支撑集。

图3.2.1 不同范数在RR2 中的单位圆

例3.2.1 不同范数在描述逼近误差时的不同表现

范数可用于描述信号的强度或误差的大小。假设已知一个信号x∈RR2,希望用1-D仿射

空间A 中的点逼近它。若采用Lp 范数衡量这种逼近误差,则任务是找到x'∈A,使‖x-x'‖p

最小。对参数p 的选择很关键,不同的p 值将使逼近误差呈现不同的特性表现。为了找出A
中最接近x 的点,可以想象一个以x 为中心的Lp 球不断膨胀,碰到A 的点即为Lp 条件下最

接近x 的点x'。如图3.2.2所示,图3.2.2(a)对应L1 范数,图3.2.2(b)对应L2 范数,

图3.2.2(c)对应L∞范数,图3.2.2(d)对应L1/2 拟范数,图3.2.2(e)对应L0 拟范数。
由图3.2.2可见,当p 较大时,误差被均匀地扩散到2-D空间中(与x 不在同一水平或垂

直轴上);
 

当p 较小时,误差的衡量方式将有很大概率使选择的x'与x 位于同一水平或垂直

轴上,即非对称地将误差缩小到1-D空间中(减少了一个维度),从而促进稀疏特性产生。 □
2.

 

基和框架

考虑矢量集Ψ ={ψi},i=1,2,…,N,如果其中的矢量可以生成矢量空间V=RRN,且矢量
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图3.2.2 5种p 值的Lp 描述逼近误差时的不同表现

ψi 之间是非线性相关的,则Ψ 可称为有限维矢量空间V 中的基。换句话说,矢量空间V 中的

任一矢量都可通过Ψ 中矢量的线性组合唯一地表达,且线性表达的系数可通过使用信号和该

矢量空间中基的内积表示。
表示矢量集的符号也可用于表示矩阵,如Ψ 可表示由列矢量ψi 构成的矩阵,其大小为

N×N。标准正交集是一种特殊的基,定义为:
 

矢量集Ψ ={ψi},其中所有矢量之间是正交的

且每个基的范数都为单位1,即Ψ TΨ =I,I表示N×N 的单位矩阵。此时,对于该矢量空间

中的任意矢量x,可以容易地计算出该标准正交集表示下的系数a,即a=ΨTx。
将基的概念推广到可能线性相关的矢量集,就形成了列框架,即矢量集Ψ ={ψi}

N
i=1,且

ψi∈RR
d,其中d<N,相当于矩阵Ψ ∈RRd×N,对于所有矢量x∈RRd 满足

L x 2
2≤ ΨTx 2

2≤R x 2
2 (3.2.2)

其中,0<L≤R<∞。
注意,L>0表示矩阵Ψ 中的行矢量一定是线性独立的。当L 为使不等式成立的最大值,

R 为使不等式成立的最小值时,则将其称为无框架界。如果L=R,则称此框架为紧框架。如

果Ψ 为有限维矩阵,则L 和R 分别对应ΨΨ T的最小特征值和最大特征值。由于框架具有一

定的冗余性,所以其可为目标数据提供更丰富的表达,即针对一个目标信号矢量x,存在无数

个系数矢量a,使x=Ψa。
3.

 

稀疏性表达

为了更精练地表达信号,可以将信号变换到新的基或框架下,当非零系数的个数远少于原

始信号的项数时,可以将这些非零系数称为原始信号的稀疏性表达。
在压缩感知的理论体系中,稀疏信号模型可以确保高倍的压缩率。只要预先确认目标信

号在已知基或框架下具有稀疏性表达,就可无失真地重建原始信号。在稀疏性表达中,常将基

或框架称为字典或过完备字典,而将其中的矢量元素称为原子。
从数学角度看,当信号x中最多有K 个非零值时,称信号x是K 稀疏的,即‖x‖0≤K,

可采用ΣK ={x:‖x‖0≤K}表示所有K 稀疏信号的集合。另外,对于一些本身并不稀疏但

在一些基矩阵Ψ 中具有稀疏性表达的信号,只要x=Ψa,其中 ‖a‖0≤K,则仍可将这些信

号看作K 稀疏的。

3.3 测量矩阵及特性

下面先比较传统方法和压缩感知方法是如何获取信号的,再讨论测量矩阵应具有的特性,
最后分析如何构建需要的测量矩阵。

3.3.1 采样/测量模型

根据传统的奈奎斯特-香农采样模型,对于一个只包含K 个非零值的信号x∈RRN,需采集



71   

N 个值,才能保证完全保持x 中的信息。具体采样过程可用采样矩阵Φ 与信号矢量x 的乘积

表示,即

y=Φx (3.3.1)

  采样过程可用图3.3.1表示。此时采样矩阵对应对角单位矩阵,将原始信号逐一映射到采

样值矢量y。需要注意,此时在K≪N 的情况下,仍需使用N 个采样值,必然带来较大的浪费。
压缩感知采样并不对原始信号逐一进行,而是通过一个测量矩阵Φ 获取对x 的M 个线性

观测/测量。此过程仍可用式(3.3.1)的形式表示,但其中Φ 为固定的M×N 矩阵,采样所得

的测量值y∈RRM。先假设信号x本身是稀疏的,则此时的测量模型如图3.3.2所示,其中

Φ 对应降维投影操作,即把RRN 映射到RRM 中。一般有 K<M≪N,即矩阵Φ 的列数远多于

行数。

图3.3.1 奈奎斯特-香农采样模型
  

图3.3.2 针对本身稀疏信号的测量模型

由前面对稀疏表达的讨论可知,对于本身并不稀疏的信号,可将其变换到新的基或框架

下,使其表现出稀疏特性(可理解为通过变换挖掘出了信号的稀疏性),从而仍可构建压缩感知

框架下的测量模型。换句话说,如果x 本身不是稀疏信号,但在变换域Ψ 中体现出稀疏性,即

x=Ψz,则可将Φ 与Ψ 合并,而测量过程仍用式(3.3.1)的形式表示。不过这种推广的、具有

普适性的测量模型用图3.3.3表示更为清晰。前面针对本身稀疏信号的测量模型对应Ψ =I
的情况。

图3.3.3 具有普适性的测量模型

3.3.2 测量矩阵特性

实现压缩感知,测量矩阵应满足一定的特性[李2015]。

1.
 

零空间及其特性

对于一个矩阵Φ :
 

RRN→RRM,其零空间 (Φ)可定义为

 (Φ)={z:
 

Φz=0} (3.3.2)

  对于任意稀疏信号x,若希望基于测量值y=Φx无失真地重建该稀疏信号x,则对于任意

两个矢量x、x'∈ΣK ={z:‖z‖0≤K},一定有Φx=Φx',否则基于测量值y无法区别x 和
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x'。假设Φx=Φx',则Φ(x-x')=0,其中x-x'=h∈Σ2K。由此可见,用矩阵Φ 可唯一表

达x的充分必要条件是:
 

Φ 的零空间 (Φ)中不含Σ2K 中的任何元素,即 (Φ)与Σ2K 的交集

为空集。
当要处理的是近似稀疏信号(含有少数明显的非零元素,其他元素则非常接近零,自然图

像经小波变换后的系数就是这种信号)时,需要对测量矩阵Φ 的零空间引入更严格的条件,以
确保 (Φ)中不包含稀疏的矢量,也不包含可压缩的近似稀疏的矢量。

假设S⊂{1,2,…,N}是一个索引集的子集,SC={1,2,…,N}\S 是其相应的补集,则矢

量xS 表示长度为N 的矢量,且该矢量中所有下标属于集合SC 的元素都被设为0。类似地,

矩阵ΦS 表示长度为M×N 的矢量,且其所有下标属于集合SC 的列矢量都被设为零矢量。
若存在一个常数C>0,使下式对所有h∈ (Φ)和所有|S|≤K 的S 都成立:

 

hS ≤C
hSC 1

K
(3.3.3)

则称矩阵Φ 满足K 阶零空间特性。
现用A:

 

RRM→RRN 表示一种基于信号稀疏性的重建算法,即基于 M 个测量值重建N 个

原始目标信号的算法,且M≪N。对于所有的x,可要求该算法确保下式成立:
 

A(Φx)-x 2≤C
σK(x)p

K
 p=1 (3.3.4)

其中,σK(x)p=min‖x-x'‖p,表示去除矢量x 的K 个幅值最大元素后的p 范数,即若S
表示x 的K 个最大元素的下标集合,则σK(x)p=‖xSC‖p。

式(3.3.4)可保证该重建算法能正确重建出所有可能的含K 个非零元素的信号,同时也

能使利用重建的稀疏信号近似逼近非稀疏信号有一定的鲁棒性,所以称为具有普适性的重建

条件。另外,可以证明,如果(Φ,A)满足式(3.3.4),则矩阵Φ 满足2K 阶零空间特性。

2.
 

约束等距特性

零空间特性是确保重建的必要条件,但推导时并没有考虑噪声的影响。当测量值有噪声

或量化引入误差时,需要讨论更严格的重建条件。为此,定义K 阶约束等距特性(RIP)如下。
若存在δK∈(0,1),使

(1-δK)x 2
2≤ Φx 2

2≤ (1+δK)x 2
2 (3.3.5)

对于所有x∈ΣK{x:‖x‖0≤K}都成立,则称矩阵Φ 满足K 阶约束等距特性,δK 称为矩阵

Φ 的约束等距常数(δK 是对于所有K 阶稀疏矢量x 均满足上式的最小常数)。
矩阵的RIP是针对两个参数δK 和K 而言的。若某一个矩阵满足RIP,则对特定的δK 和

K,式(3.3.5)对任意x∈ΣK 均成立。若矩阵Φ 满足2K 阶约束等距特性,则可将式(3.3.5)
解释为:

 

任意一对K 阶稀疏的矢量经过矩阵Φ 的线性变换后,其间的欧氏距离几乎保持不变,
即测量矩阵近似地保持两个K 阶稀疏矢量间的欧氏距离,这一特性对克服噪声起到重要作

用。同时表明K 阶稀疏的矢量不在测量矩阵的零空间中,如果在其中,信号就无法重建了。
约束等距特性也可表示为:

 

从测量矩阵中随机选取2K 列,构成的子集只能“近似正交”。因为

子集的行列长度不同,所以不可能真正正交。
假设利用测量矩阵Φ 获取1-D的K 阶稀疏矢量x 的线性测量值y,当δ2K<1时,即可基

于测量矢量y=Φx 重建出原始K 阶稀疏矢量,重建出的K 阶稀疏矢量是满足方程y=Φx 的

唯一稀疏解,即非零元素个数最少。所以,若要重建出独一无二的 K 阶稀疏矢量,必须确保

δ2K<1,同时约束等距常数δK 不能为0,如果δ2K=0,则说明测量矩阵Φ 为标准正交矩阵,但
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这是不可能的,因为测量矩阵的列数远大于行数。
约束等距特性指出:

 

所求解的精度和稀疏度取决于测量矩阵或约束等距常数。但是,某
测量矩阵是否满足这个特性,无法通过计算的方式判断,因为这是一个NP难题。

若一个矩阵满足约束等距特性(RIP),则其一定满足零空间特性,即约束等距特性比零空

间特性更为严格。
如何构建满足RIP的测量矩阵呢? 固定地构建满足K 阶RIP且尺寸为M×N 的测量矩

阵是可能的,但要求M 相对较大。如果在构建过程中引入随机性,可降低测量个数的要求。
通过随机方法构建的测量矩阵也称通用测量矩阵。可以证明,对由亚高斯随机分布产生的测

量矩阵测得的矢量范数高度集中于原始信号的均值,所以服从亚高斯随机分布的矩阵满足

RIP。使用这样得到的测量矩阵即可实现利用最少采样个数完成采样的目的。

3.4 解
 

码
 

重
 

构

压缩感知中的编码重构(也称重建)的目标是基于较少的线性观测值重建出稀疏的目标信

号。重构是模型求解的保证。下面先讨论重构的原理,再介绍典型的重构算法。

3.4.1 重构原理

下面先介绍一种直观的重构模型,借此讨论重构的原理,并分析无噪声稀疏信号重构问题

和有噪声稀疏信号重构问题。

1.
 

基本重构模型

假设矢量x∈RRN 是一个长度为N 的稀疏信号,测量矩阵Φ :
 

RRN→RRM 已知,现基于较少

数量的测量值y∈RRM(M<N),重构原始目标信号x。
最直接的重构方法可描述为

minx 0, s.t.y=Φx,测量值无噪声的情况

minx 0, s.t. Φx-y 2≤ε,测量值存在少量有界噪声的情况
(3.4.1)

  若原始目标信号在某个正交变换域或稀疏字典Ψ 中体现出稀疏特性,即x=Ψz,其中‖z‖0≤
K,则可将式(3.4.1)改写为

minz 0, s.t.y=ΦΨx,测量值无噪声的情况

minz 0, s.t. ΦΨx-y 2≤ε,测量值存在少量有界噪声的情况
(3.4.2)

  可见,设Θ =ΦΨ,则本质上式(3.4.1)与式(3.4.2)是等价的。下面仅考虑Ψ =I的情况。
求解式(3.4.1)或式(3.4.2)是一个组合优化问题,所以是一个NP难题,可采用凸的L1

范数近似非凸的L0 范数,将组合优化问题转化为凸优化问题。换句话说,通过近似可将一个

无法求解的问题转化为一个可通过现代优化理论求解的问题,在统计学中也称Lasso。
当测量值无噪声时,得到如下基本追踪表达式:

 

minx 1, s.t.y=Φx (3.4.3)

  当测量值存在少量有界噪声时,得到如下基本追踪去噪方法的表达式:
 

minx 1, s.t. Φx-y 2≤ε (3.4.4)

2.
 

无噪声稀疏信号重构

考虑一个更通用的无噪声稀疏信号重构问题:
 

x'=argmin
x

x 1, s.t.x∈B(y) (3.4.5)
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其中,B(y)确保x'与测量值y 保持一致。B(y)可有多种选择,对应式(3.4.3),B(y)为{x:
 

Φx=y}。

例如,假设测量矩阵Φ 满足2K 阶约束等距特性,且δ2K< 2-1。已知x,x'∈RRN,并定

义h=x'-x;
 

设S 表示矢量x 中K 个幅值最大元素的下标集合,T 表示矢量hSC 中K 个幅

值最大元素的下标集合,R=S∪T。如果‖x'‖1≤‖x‖1,则可以证明

h 2≤C0
σK(x)1

K
+C1

|<ΦhR,Φh>|
hR 2

(3.4.6)

其中,σK(x)1=‖x
C
S‖1=‖x-xS‖1,C0 和C1 都是仅依赖于δ2K 的常数。

式(3.4.6)为式(3.4.5)中L1 范数最小化方法产生的误差建立了界限,其中的前提条件

是测量矩阵Φ 满足2K 阶约束等距特性。针对具体的B(y)构建出特殊的界限条件,需考虑

x'∈B(y)是如何影响|<ΦhS,Φh>|的。
以没有测量噪声的情况为例。可以证明,当x∈ΣK ={x:‖x‖0≤K}时,如果Φ满足约

束等距特性,则只要O(Kln(N/K))个采样值就可无失真地重建任意包含K 个非零元素的目

标信号x,而无须考虑K 个非零元素如何分布。

3.
 

有噪声稀疏信号重构

考虑一个通用的存在噪声污染的稀疏信号重构问题:
 

x'=argmin
x

x 1, s.t.x∈B(y) (3.4.7)

其中,B(y)确保x'与测量值y 保持一致。B(y)可有多种选择,下面考虑两种情况。

1)
 

有界噪声污染信号的重构

若被污染信号的噪声是有界的,则假设测量矩阵Φ 满足2K 阶约束等距特性,且δ2K<

2-1。假设y=Φx+e,其中e是测量过程产生的误差。由于噪声是有界的,即‖e‖2≤ε(ε
为噪声界),则当B(y)={x:‖y-Φx‖2≤ε}时,可证明式(3.4.7)的解x'满足

h 2=x'-x 2≤C0
σK(x)1

K
+C1ε (3.4.8)

其中,C0 和C1 都为仅依赖于δ2K 的常数。

2)
 

高斯噪声污染信号的重构

假设y=Φx+e,噪声e∈RRM 的各分量来自均值为零、方差为σ2 的高斯分布,即满足标准

正态分布N(0,σ2I),则可推出总存在正实数k,对于任何ε>0有下式成立:
 

P(e 2≥ (1+ε) Mσ)≤exp(-kε2M) (3.4.9)

  将式(3.4.9)与式(3.4.8)结合,并令ε=1,可以推出当B(y)={z:‖Φz-y‖2≤

2σ M }时,式(3.4.7)的解x'以至少1-exp(-kM)的概率满足

h 2=x'-x 2≤8
1+δ2K

1-(1+ 2)δ2K
Mσ (3.4.10)

  两种情况下的重构都是有界的,表明压缩感知确实可应用于实际。

3.4.2 测量矩阵的校准

在讨论具体重构算法前,还要分析一个问题。如果测量矩阵本身存在噪声,还要考虑测量

矩阵的校准问题。
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回到式(3.4.3)和式(3.4.4),测量矩阵可能并不是确切已知的,它可能通过模型描述,但
并不是实际中的测量矩阵;

 

或者有些情况下测量矩阵被校准后,随着客观工作条件的变化,测
量矩阵的物理条件也可能漂移。为解决以上问题,常用以下4种方案。

(1)
 

忽略这些问题,但这可能明显影响重建精度。
(2)

 

简单地将非精确测量矩阵带来的影响当作噪声:
 

假设实际的非精确测量矩阵为Φ',
则观测值y=Φ'x+ε,将压缩感知的重建问题转换为求解下列问题:

 

y=Φx+ε+η (3.4.11)
其中,η 表示测量矩阵不精确产生的误差。实际中 很 难 获 得η 的 统 计 特 性,所 以 求 解

式(3.4.11)有一定的难度。
(3)

 

监督校准:
 

利用已知的训练稀疏信号x1,x2,…,xl,…,xL 和相应的测量值yl=
Φ'lxl+εl,将所有矢量排列起来组成矩阵的形式,有

Y=Φ'X+E (3.4.12)
其中,需要基于已知的训练信号和测量值校准测量矩阵:

 

Φ'∶=argmin
Φ'

Y-Φ'X 2
F (3.4.13)

即要优化Φ',使‖Y-Φ'X‖最小。
这种方案在能够获得稀疏信号的情况下可以使用,但在无法获得训练稀疏信号的情况下

则无法使用。如果可假设待校准的测量矩阵来自某些矩阵族也是有用的。例如,有时已知或

假设未知的测量矩阵Φ 在已知的字典中是稀疏的,即Φ ≈ΣjajΦj,且 ‖a‖0 很小,其中a=
[a1 … aj …]。监督校准问题就可转化为下列凸优化问题:

 

mina 1 s.t. Y-ΣjajΦjX
2
F≤ε (3.4.14)

  (4)
 

非监督校准:
 

针对少数未知信号(需要保证具有稀疏的特性),利用其各自有限的、基
于压缩感知模型的采样值,开展盲校准,即无须采用已知训练信号校准测量矩阵,或训练的目

标稀疏信号是未知的。具体是将未知的训练信号矢量x1,x2,…,xl 表述为矩阵X,基于已知

精确的测量矩阵Φ0 和多组观测矢量y1,y2,…,yl 形成的矩阵Y,通过一定的方法确定增益矩

阵D 和X,即解决下列问题:
 

min
D,X

X 1 s.t.Y=DΦ0X (3.4.15)

  不过,求解式(3.4.15)可能导致出现无意义的解。如果对矩阵D 和X 没有限制,那么只

要将矩阵D 设为无穷大、使矩阵X 趋于零,即可满足式(3.4.15),但这样的解没有实际意义。
可用一种描述方法重新表述这个问题,以提供一个凸集公式。将Y=DΦ0X 表述为ΔY=

Φ0X,其中,Δ=D-1=diag(δi),diag(δi)是将所有δi 排列在对角线上形成的对角矩阵。为避

免前述无意义解Δ=X=0,引入凸集归一化约束条件tr(Δ)=Σiδi=M,其中tr(·)表示矩阵

的迹,即D=diag(di),Σid-1
i =M。这个约束条件也可替换为δi=1等其他形式。由于可对Δ

引入任意约束,Δ 和D 本质上存在比例关系。以非监督方式校准测量矩阵的方法可表示为

(X',Δ')=argminX 1 s.t.ΔY=Φ0X, tr(Δ)=M (3.4.16)

3.4.3 典型重构算法

有效的图像重构算法是压缩感知的关键技术之一。因为不同的应用对重构有不同的要

求,所以重构算法和模型的设计多种多样。目前存在许多重构算法,其在运算时间、重构精度

和稳定性等方面各有特点。
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1.
 

重构要考虑的因素

设计稀疏信号重构算法需要考虑多方面因素。
(1)

 

先验信息:
 

如何充分发掘图像的先验信息从而构造有效的约束条件是图像重构的关

键。目前常用的先验信息主要包括信号稀疏信息及图像全变分值信息。信号稀疏性体现在原

始图像信号在某固定变换域或稀疏基(如离散余弦变换基、小波基等)上的投影系数稀疏,全变

分值则考虑了图像相邻像素之间的相关性。
(2)

 

测量值数量:
 

要求基于尽可能少的测量,稳定地重构出包含K 个非零值的原始稀疏

信号。
(3)

 

抗噪声鲁棒性:
 

要求测量值包含噪声或测量系统本身具有系统噪声时,重构算法也

要稳定地重构出原始稀疏信号。
(4)

 

重构速度:
 

要求在占用较少计算资源的情况下,重构算法能高效地实现稀疏信号的

重构。
(5)

 

稳定性:
 

采用L1 范数最小化可以确保重建的稳定性,具体需要考虑相同的重建

条件。
考虑上述部分或全部因素而得到的多数重建算法可分为4大类:

 

凸优化算法、贪婪算法、
组合算法和贝叶斯算法。下面分别针对每大类介绍一两个典型算法。

2.
 

凸优化算法

这类算法也称最优化逼近方法,其基本思路是用凸函数代替L0 范数,并在RRN 空间的凸

集中优化关于未知变量x 的凸目标函数J(x)。这类算法重构精度高,需要的测量数据较少,
约为O(Klog(N/K));

 

但计算速度慢,计算复杂度约为O(N3)。
假设J(x)是一个能促进稀疏性(当目标信号x 很稀疏时,J(x)的值很小)且凸的代价函

数。当测量值无噪声时,基于测量值y=Φx 要重建信号x,可解下列方程:
 

min{J(x)}, s.t. y=Φx (3.4.17)
而当测量值有噪声时,可解下列方程:

 

min{J(x)}, s.t. H(Φx,y)≤ε (3.4.18)
其中,H 是对Φx 和y 之间矢量距离进行惩罚的代价函数。

式(3.4.18)也可改写为没有约束条件的形式:
 

min{J(x)+λH(Φx,y)} (3.4.19)
其中,λ是一个惩罚因子,它可以通过试错法或交叉验证法选取。常用的J 和H 为J(x)=
‖x‖1,即为稀疏信号x 的L1 范数;

 

H(Φx,y)=0.5×‖Φx-y‖22,即为实际测量值y 与理

论测量值Φx 之间误差的L2 范数。在统计学中,在‖x‖1≤δ的条件下最小化H(Φx,y),被
称为Lasso问题。

(1)
 

总变分重构法

从广义角度看,J(·)作为一个正则项也可以是其他复杂函数。例如,如果目标信号是阶

梯函数,又在已知变换域Ψ 中体现出稀疏性,则可以有如下混合正则项:
 

J(x)=TV(x)+λ Ψx 1 (3.4.20)
其中,TV(x)是目标信号的总变分(所以得名):

 

TV(x)=∑
N

i=0
|xi+1-xi| (3.4.21)

可见,针对阶梯函数类型(或有丰富边缘)的信号x,总变分TV(x)将凸显出稀疏性。
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  (2)
 

收缩循环迭代法

如果考虑式(3.4.19)中 H 为二次型(凸函数且可导),则常使用收缩循环迭代法,也称软

阈值法求解。该方法原是一种经典的基于小波变换域的图像去噪声方法,其中的收缩运算符

定义为
 

shrink(t,a)=
t-a,t>a
0, -a≤t≤a
t+a,t<-a







 (3.4.22)

  用收缩循环迭代法也可解决式(3.4.19)的问题,基本方法可写为定点迭代的方式:
 

对于

i=1,2,…,N,可将目标信号x 的第i个分量的第k+1次迭代步骤写为
 

xk+1
i =shrinkxk

i -τ
∂H(xk

i)

∂xk
i

,μτ




 




 (3.4.23)

其中,τ>0是梯度下降法的步长,可随着k 而变化;
 

μ 可根据噪声大小和经验选取,μ 越大表

明允许xk+1
i 和xk

i 之间的距离越大。
针对有噪声污染测量值的重构问题,选取凸优化代价函数 H(Φx,y)的常规方法是采用

残差的L2 范数:
 

H(Φx,y)=
1
2 y-Φx 2

2 
∂H
∂x =ΦT(Φx-y) (3.4.24)

  针对这种特殊的惩罚函数,式(3.4.23)可简化为
 

xk+1
i =shrink[xk

i -τΦT(Φxk
i -y),μτ] (3.4.25)

3.
 

贪婪算法

从本质上说,稀疏信号重构是基于线性测量值y 重构出最具稀疏性的目标信号x,即重建

出具有最少非零个数的目标信号x。换句话说,是求解下式:
 

min|I|:
 

y=∑
i∈I

ϕixi  (3.4.26)

其中,I⊆{1,2,…,N},表示一个索引集(对应支撑集);
 

ϕi 表示矩阵Φ 的第i列。式(3.4.26)
可借助经典的稀疏逼近方法,通过逐步选择矩阵Φ 的列逼近y,进而逐步确定索引集I。

这类算法的复杂度大多是由寻找到正确索引集需要的迭代次数决定的,计算速度一般较

快,但需要的测量数据多且重构精度较低。
(1)

 

匹配追踪算法

匹配追踪(MP)算法是一种基于迭代的贪婪算法。匹配追踪将信号看作由基/字典中的

元素通过线性组合而成。在压缩感知的稀疏重构中,字典就是采样矩阵Φ ∈RRM×N,其每一列

表示一种原型信号(也称原子信号)的元素。重构可描述为:
 

给定一个信号y,寻求通过基/字

典中元素的稀疏性组合描述信号y。
匹配追踪算法主要围绕原始观测信号y 与线性组合的残差r∈RRM 展开,残差主要描述未

被解释的测量值。每次迭代从字典中选取一个与残余分量差相关性最大的列:
 

λk =argmin
k

<rk-1,ϕλ>ϕλ

ϕλ
2  (3.4.27)

其中,ϕλ 表示矩阵Φ 的第λ列。一旦这列被选中,就获得了一个更逼近原始信号的结果。因

为一个新的系数λk 加入到对原始信号逼近的索引集中。
再进行如下更新:

 

rk =rk-1-
<rk-1,ϕλk

>ϕλk

ϕλk

2
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xk =xk-1+<rk-1,ϕλk
> (3.4.28)

  经过多次迭代,残差变得越来越小,直到残差的范数小于某个预定的阈值,算法停止。
上述算法存在两个缺点:

 

一方面,不能保证重建误差足够小;
 

另一方面,常需要较大的循

环量才能逼近原始信号。因为如果将残差对已选择的元素进行垂直投影是非正交的,则每次

迭代的结果只是次优而不是最优,所以收敛需要很多次迭代。
(2)

 

正交匹配追踪算法

在正交匹配追踪(OMP)算法中,每次循环都要将残差r投影到与所有选定列线性展开的

正交子空间中,而不是用残差减去与其最大相关的字典中的矢量。由于残差r总是与已选取

的列正交,所以相同的列在OMP中不会被选中两次,因而其最大循环次数会明显减少。
假设Φk 表示矩阵Φ 在第k个步骤中选出的子矩阵(第k列的选取过程与 MP相同),则

xk =argmin
x

y-Φkx  rk =y-Φkxk (3.4.29)

  可以证明,如果原始待测量信号是稀疏的,同时测量矩阵中每个元素都是从服从亚高斯分

布的变量中随机选取的,则基于线性混叠的有限个测量值,可通过OMP以极大的概率重建出

原始的稀疏信号。此算法最多需要 K 次循环即可收敛,其中 K 为原始信号中的非零个数。
该算法可保证每次迭代的最优性,从而减少迭代次数。但其每次迭代仅选取一个元素更新已

选的元素集合,迭代的次数与稀疏度K 或采样个数M 密切相关。另外,每次迭代还需额外的

正交化运算,随着K 或M 的增加,运算时间也会大幅增加。OMP的运算复杂度为O(MNK)。
(3)

 

分段正交匹配追踪算法

分段正交匹配追踪(StOMP)是对OMP的一种改进。与OMP每次循环仅从字典中选取

一个元素不同,StOMP每次选取一个元素集合,该集合的特点是残余分量与字典列的相关性

均大于一定的阈值,而后残余分量将更新字典的列集合。StOMP的运算复杂度为O(MNlnN),
远低于OMP。

(4)
 

子空间追踪算法

子空间追踪(SP)算法也是对OMP的一种改进。它能在无噪声和有噪声时分别进行精确

的信号重建和逼近的信号重建。对于任意测量矩阵,只要其满足约束等距特性,SP就能从无

噪声的测量矢量中精确地重建原始信号。
在压缩感知信号重建算法中,最重要的是确定测量矢量y 位于哪个子空间,以及这些子

空间由测量矩阵中哪K 个列矢量生成。一旦确定了正确的子空间位置,通过应用子空间的伪

逆运算即可计算出信号的非零系数。SP的重要特点是寻找生成正确子空间的K 个列矢量。
该算法包含测量矩阵中的K 个列矢量的列表,对子空间的最初估计是测量矩阵中与实际信号

y 的K 个最大相关的列。为了修正对子空间的最初估计,SP会检测包含K 个列矢量的子集,
检测这个子空间能否较好地重建信号。假如重建信号与实际信号之间的残差未达到算法的要

求,则需要更新这个列表。该算法会通过保留可靠的、丢弃不可靠的候选值,同时加入相同数

量的新候选值更新子空间。更新的原则是新的子空间重建信号残差小于更新前的子空间

重建信号残差。该算法在一定条件下能确保重建,并能确保下一个迭代循环找到更好的子

空间。

4.
 

组合算法

组合算法的基本思想是先对信号进行高度结构化采样(线性投影),再借助组/群测试快速

获得信号的支撑集,实现精确重构。可将重构问题表述为:
 

已知长度为N 的矢量x 中包含K
个非零元素(xi≠0),但其位置分布未知,要求设计一种测试方法,通过最少的测试次数确定
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非零元素所在的位置。最简单实用的方法是将测试表示为一个二进制矩阵Φ,其元素ϕi,j=1
表示在第j次测试中,第i个元素被选用。如果输出信号与输入信号为线性关系,则重构目标

稀疏矢量x 的问题可转化为标准的压缩感知稀疏重构问题。组合算法需要的测量次数较少,
运算速度高,但是一般测量矩阵复杂,且不易确定测量矩阵的约束条件,为构建新的测量矩阵

带来了困难。
下面介绍两种简单的组合算法,均要求测量值无噪声干扰。
(1)

 

计数-最小略图法

计数-最小略图法仅考虑非负信号。设 H 表示所有离散值函数h:
 

{1,2,…,N}→
{1,2,…,m}的集合,且为有限集合,其大小为mN。H 中每个函数h 可通过一个大小为m×
N 的二进制矩阵Φ(h)表示,其中每一列都是一个二进制矢量,仅在j=h(i)位置为1。为构

建完整的采样矩阵Φ,可根据均匀分布从 H 中独立选取d 个函数h1,h2,…,hd,将其二进制

矩阵垂直堆叠为尺寸为M×N 的矩阵,该矩阵即为Φ,且每列均有d 个1,其中M=md。
针对已知任意信号x,可获得线性测量值y=Φx。根据下列两个特性,很容易得到对测量

值的直观认识。首先,作为测量值矢量的y 很容易借助母二进制函数h1,h2,…,hd 得到分组

的形式;
 

其次,测量值矢量y 的第i个系数与母函数h 有关,即

yi= ∑
j:

 

h(j)=i
xj (3.4.30)

  换句话说,对于一个固定的信号系数j,每个测量值yi 都有函数h 将xj 以汇总的形式映

射到相同的i上。信号重构的目标是从汇总后的观察值yi 中,恢复出原始信号值xj。
当原始信号为正数时,计数-最小略图法非常有用。已知测量值y 和采样矩阵Φ,重建目

标信号的第j个系数x'j,可由下式实现:
 

x'j=minl yi:
 

hl(j)=i (3.4.31)

  直观地说,这意味着重建目标信号的第j 个系数x'j可通过从所有可能有xj 介入而形成

的测量值中找出幅值最小的观测值(作为x'j)得到。该方法的特点是简单、高效。
(2)

 

计数-中值略图法

计数-中值略图法在目标信号可能为负数时适用。不是取幅值最小的观测值作为x'j,而
是取中值。因为对于一个普通信号,其他x 对y 的影响可能是正的,也可能是负的,而中值最

可能是原始信号的值。已知测量值y 和采样矩阵Φ,重建目标信号的第j个系数x'j,可由下

式实现:
 

x'j=medianl
 yi:

 

hl(j)=i (3.4.32)

5.
 

贝叶斯算法

前述各种方法都认为信号是确定的或属于某个已知集合,即在已知信号模型的前提下讨

论重构。贝叶斯压缩感知的基本思想是在未知信号模型的基础上考虑非确定性因素,即考虑

概率分布已知的稀疏信号,从随机测量中重构符合此概率分布的信号。该类算法考虑了信号

之间的时间相关性,所以对于具有较强时间相关性的信号,可提供比其他重构算法更高的重构

精度。不过,由于在贝叶斯信号建模框架下没有确切的“无失真”或“重建误差”的概念,所以下

面介绍的各种算法与前述算法不同,并不能基于一定数量的测量值无失真地重建原始目标

信号。
(1)

 

相关向量机

相关向量机(RVM)是一种贝叶斯学习方法。它能产生稀疏的分类结果,其机理是从许多

待选的基函数中选择少数几个,将其线性组合作为分类函数实现分类。从压缩感知的角度出
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发,可将其视为一种确定稀疏信号中分量的方法,这种信号为某些基函数提供了不同的权重,
而这些基函数就是测量矩阵Φ 中的列向量。

相关向量机使用了几个层次的先验概率模型。首先,假设x 的每个分量都独立并服从均

值为零而方差待定的高斯分布,即

p(xi|αi)=N(xi|0,α-1
i ) (3.4.33)

其中,N(x|m,σ2)表示随机变量x 服从均值为m、方差为σ2 的高斯分布。进一步

p(x|α)=∏
N

i=1
N(xi|0,α-1

i ) (3.4.34)

其中,α=[α1,α2,…,αN]。再假设高斯分布中方差的逆(也就是α)也独立并服从参数为a、b
的伽马分布

p(α|a,b)=∏
N

i=1
Gamma(αi|a,b) (3.4.35)

其中,Gamma(αi|a,b)=αa-1
i e-aibΓ(a)-1ba,且Γ(a)=∫

∞

0
ta-1e-tdt。

可见,使用方差的逆可以控制赋予某个分量的权重。通过贝叶斯推理,可得在给定参数a
和b的条件下,x 的边缘分布是未标准化学生氏分布,即

p(xi|a,b)=∫p(xi|αi)p(αi|a,b)dαi=
baΓa+

1
2  

2πΓ(a)
b+

x2i
2





 




 - a+

1
2  
(3.4.36)

  未标准化学生氏分布由通过拉伸和平移服从标准化学生氏分布的随机变量得来。标准化

学生氏分布为

p(t|v)=
Γv+1

2  
vπΓv

2  
1+

t2

2



 


 - v+1
2  

(3.4.37)

  随机变量r=μ+st的分布就是未标准化学生氏分布:
 

p(t|v,μ,s)=
Γv+1

2  
s vπΓv

2  
1+

(r-μ)2

vs2




 




 - v+1

2  
(3.4.38)

  可以看到,x 的边缘分布是参数μ=0、v=2a 和s= b/a的未标准化学生氏分布。学生

氏分布可以促进稀疏性产生。如果假定误差服从均值为零、方差为σ2 的高斯分布,即

y=Φx+ε ε~N(0,σ2) (3.4.39)
则给定测量值y,即可通过贝叶斯推理结合各种迭代算法,获得x 的后验概率分布。

(2)
 

贝叶斯压缩感知

可从相关向量机(RVM)模型出发考虑贝叶斯压缩感知(BCS)。对于给定观测值y,可通

过将y 在给定x 的概率分布时对x 积分,直接求出其边缘对数似然率,进而使用EM 算法(见

12.5.2小节)求解各参数。由式(3.4.39)可得

p(y|x,α,σ2)=N(y-Φx,σ2I) (3.4.40)
其中,I为大小合适(这里是M×N)的单位矩阵。借助贝叶斯推理,可得

p(y|α,σ2)=∫p(y|x,σ2)p(x|α)dx
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=(2π)-N/2|σ2I+ΦA-1ΦT|-1/2exp -
1
2y

T(σ2I+ΦA-1ΦT)-1y


 


 (3.4.41)

其中,A 为对角矩阵,其对角线上的元素由α组成。
在此过程中,需要对一个N×N 的矩阵求逆,所以算法复杂度为O(N2)。采用快速边缘

似然率最大化的方法可将复杂度降至O(NM2)。它是一种渐进式模型构造法,可将基函数顺

序地加入或删除,所以能极大地利用信号的稀疏性。
贝叶斯压缩感知通过逐步迭代的方法逼近待重构稀疏信号的支撑集,其优点之一是可对

所估计信号的每个分量提供一个置信区间以帮助了解和判定该估计是否准确。例如,置信区

间太大表明这个估计可能不够可靠。理想情况下希望得到一个估计值且其置信区间较小。

3.4.4 基于深度学习的重构算法

近年来,提出了许多基于深度学习技术的重构算法。

1.
 

深度网络化的重构算法

3.4.3小节介绍了多种典型的重构算法。有些重构算法已被深度网络化,即用深度网络

实现。下面是两种典型的被深度网络化的重构算法。
(1)

 

交替方向乘子法(ADMM)

ADMM重构算法可用于求解凸优化问题,通过引入增广拉格朗日函数,对问题进行分

解,以实现交替优化[Lee
 

2016]。对 ADMM 重构算法的深度网络化结果称为 ADMM-Net
 

[Yang
 

2016],其根据从ADMM重构算法的迭代过程中导出的数据流图,构建包含重构层、卷
积层、非线性变换层和乘数更新层的神经网络,有效地应用于核磁共振图像重构。

(2)
 

迭代软阈值算法(ISTA)

ISTA迭代软阈值算法是一种借助梯度下降的思想,在迭代中通过软阈值操作更新、求解

最优解的算法[Beck
 

2009]。对ISTA 重构算法的深度网络化结果包括ISTA-Net、ISTA-
Net+、ISTA-Net+ +。ISTA-Net将传统压缩感知迭代算法展开为多层神经网络[Zhang

 

2017a]。ISTA-Net+引入跳跃连接,图像更加稀疏化,有助于训练更深层次的网络[Zhang
 

2018a]。ISTA-Net++更适合需要灵活处理单一模块的多个压缩感知比率的情况[You
 

2021]。

2.
 

深度神经网络端到端的学习

还有些重构算法直接利用深度神经网络实现了端到端的学习,如表3.4.1所示[李

2022a]。
表3.4.1 端到端学习的网络模型

网
 

络
 

模
 

型 典
 

型
 

示
 

例 结
 

构
 

特
 

点 参
 

考
 

文
 

献

基于全连接

网络

堆叠去噪自编码

器(SDA)
线性测量重构包括3层降噪自编码器,非线性测量

重构包括4层降噪自编码器
[You

 

2015]

基于卷积神

经网络
ReconNet

使用多层卷积神经网络进行重构,在降低参数数量

的同时增强网络模型的表达能力
[Kulkarni

 

2016]

基 于 残 差

网络
DR2-Net

由全连接网络生成初始重构图像,然后通过残差网

络进一步提升重构质量并降低时间复杂度
[Yao

 

2019]

CSNet 用深度残差卷积神经网络对图像进行采样与重建 [Shi
 

2019b]
基于生成对

抗网络
DAGAN

生成器基于 U-Net,包括8个卷积层和8个去卷积

层;
 

鉴别器包括11个卷积层
[Yang

 

2018]
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3.5 稀疏编码与字典学习

稀疏编码与字典学习的结合曾与压缩感知并行发展,密切相关又互相影响。稀疏编码源

自观察:
 

某类信号多是由少数基本原子的加权组合构成,对应信号的稀疏表达。字典学习的

目标是估计给定目标信号的原子信号及其权重,从而实现对目标信号的稀疏表达。
可采用数学模型描述字典学习。为简化计算仅考虑实数信号。设yi∈RR

L 是一个维度为

L 的矢量,用于表示N 个信号中的第i个;
 

A=[a1,…,aM]∈RR
L×N 表示原子信号矩阵,其中

第i列是维度为L 的原子信号;
 

wi∈RR
M 为维度为M 的矢量,用于表示构成矢量yi 的原子信

号的权重矢量。根据前面的假设,有

yi=AwT
i +εi wi 0≤K i=1,2,…,N (3.5.1)

其中,εi∈RR
L 是来自某个概率分布的未知误差;

 

|x|0 为矢量x 的L0 范数,K 是大于零的正

整数。
式(3.5.1)表达了多个重要信息。
(1)

 

信号是原子矢量的线性组合,这里使用了线性模型。线性模型的优点是简单、容易理

解和操作,缺点是不易描述非线性数据。不过这里并没有对信号所在的空间进行限制,所以如

果要引入非线性成分,可先将信号转换到某个特征空间,再使用线性模型。
(2)

 

非确定性由误差项εi 体现。这里并未假设误差来自何种概率分布,虽然常用的是高

斯分布。如果希望原子信号是非相关的,且假设误差分布是均值为零、方差为单位矩阵的多维

高斯分布,即可得到PCA(参见中册A.6.2小节)模型。
(3)

 

原子信号的权重矢量wi 是K 稀疏的,这由‖wi‖0≤K 表达,表明感兴趣的信号是

由原子信号构成的。需要指出,稀疏性假设在字典学习中并非不可或缺。例如,盲源分离的典

型方法,如独立成分分析和因素分析(FA)都是没有稀疏性假设的线性模型,也可被归到字典

学习的范畴。
可将式(3.5.1)表达为矩阵形式:

 

Y=AW +E wi 0≤K i=1,2,…,N (3.5.2)
其中,Y=[y1 y2 … yN],W=[w1 w2 … wN],E=[ε1 ε2 … εN]。字典学习的

目的是从数据矩阵Y 中学习,即求解A 和W。
压缩感知的出发点是已知待测信号稀疏,需设计测量矩阵以得到测量值,再从测量值中推

出待测信号。所以,在压缩感知的框架中已知测量矩阵和测量值,未知参数只有一个,即待测

信号,且待测信号只有一个样本。但在字典学习中,仅已知多个观测信号,而未知参数却有两

个,即原子信号矩阵A 及权重矩阵W,并需要考虑多个样本。可见,字典学习更困难,求解也

更复杂。

3.5.1 字典学习与矩阵分解

先忽略稀疏性假设,集中讨论字典学习。如果忽略误差,式(3.5.2)可简化为

Y≈AW (3.5.3)
其中,已知量为Y,即众多信号的观察值,需要计算A 和W。所以,式(3.5.3)是一个矩阵乘式

分解的问题。例如,可以利用奇异值分解(SVD)将Y 写为

Y=UDVT (3.5.4)
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其中,U∈RRL×L 是一个包含正交单位列矢量的矩阵,即(i,j=1,2,…,L)

uTiuj =
1,i=j
 
0,i≠j (3.5.5)

其中,ui 是矩阵U 的第i列。

D∈RRL×N 是一个非主对角线上的元素为零、主对角线的元素全部或部分大于零的矩阵,
称为矩阵Y 的奇异值矩阵。因为绝大多数情况下维数L 不等于N,所以矩阵D 不一定为方

阵。在这种情况下,取D 左上角开始的最大子方阵的对角线为其主对角线。因此,D 中第i
行第j列元素

dij ≥0,i=j
 
dij =0, i≠j (3.5.6)

dii 为矩阵Y 的第i个奇异值,且如果i>j,则有dii≥djj,即主对角线上的奇异值按降序

排列。

Y∈RRN×N 与U 一样,是一个包含正交单位列矢量的矩阵。
将矩阵Y 的秩记为R(Y),则R(Y)≤min{L,N}。在SVD分解中,如果已知U 和V 都是

满秩矩阵,则由R(Y)=R(UDVT)可知,奇异值矩阵D 中的非零奇异值的个数对应矩阵Y 的

秩。设R(Y)=T,可以截掉SVD分解中各矩阵冗余的列,得到较简洁的SVD分解矩阵,即

U∈RRL×T,D∈RRT×T,且V∈RRN×T,这通常称为瘦SVD。
比较式(3.5.3)和式(3.5.4)可见,如果令A=U,W=VDT,则可得到式(3.5.3)字典学习

问题的一个解。但实际上式(3.5.3)中为约等号,说明存在误差。而式(3.5.4)的SVD解没有

考虑误差,所以不符合实际情况。解决的方法是保留若干重要的奇异值,将不重要的奇异值设

为零。从而得到截断SVD(tSVD)。
矩阵的秩决定了非零奇异值的个数。重写式(3.5.4)如下:

 

Y=∑
N

i=1
diuiv

T
i (3.5.7)

其中,di 是矩阵Y 的第i个奇异值,且依次从大到小排列(当i>j时,di≥dj)。tSVD保留几

个最大的奇异值(设保留了T 个),舍弃其余的奇异值以逼近矩阵Y:
 

Y'=∑
T

i=1
diuiv

T
i (3.5.8)

所以,Y'只是一个估计值,其与原来矩阵之间的残差R=Y-Y'为

R= ∑
N

i=T+1
diuiv

T
i (3.5.9)

所以采用tSVD方法的字典学习方案可显式地表示误差,A=[u1 … uN],W=[d1v1 … 
dTvT]。为确定式(3.5.9)的残差在原始信号矩阵Y 中所占的比例,可借助矩阵的范数。F
范数是矩阵所有元素的平方和,所以

R 2
F= ∑

N

i=T+1
d2i (3.5.10)

Y 2
F=∑

N

i=1
d2i (3.5.11)

残差在原始信号矩阵Y 中所占的比例为
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R 2
F

Y 2
F
= ∑

N

i=T+1
d2i ∑

N

i=1
d2i (3.5.12)

  可见,F 范数衡量下的残差与原始信号之间的比例差别完全取决于原始信号奇异值平方

的分布,以及使用多少个(T)最大奇异值重建信号。
为确定T,可根据SVD与PCA之间的关系,即SVD的U 矩阵对应PCA中的主分量,

DVT 就是数据在主分量上的投影值。可看出,式(3.5.8)的tSVD逼近实际上要选取若干主

分量重构信号。所以,可以利用PCA中确定主分量个数的方法确定tSVD中的T(保留的最

大奇异值的个数)。

3.5.2 非负矩阵分解

tSVD的优化形式可用下式表示(第一行是待优化目标,其下两行是限定条件):
 

min
A∈RRL×M,W∈RRM×N

E 2
F

s.t.
 

Y=AW +E

  ATA=IM (3.5.13)
其中,IM 是M×M 的单位矩阵。

式(3.5.13)取数据矩阵Y 的SVD分解在U 矩阵中与T 个最大奇异值相关的列作为原子

信号矩阵A,并要求A 正交。
式(3.5.13)存在两个问题。首先,tSVD是其一个解,但由于没有限制W 的形式,所以

式(3.5.13)可能有无穷多个解。事实上,任何解的酉变换都是合法解,即如果假设A*和W*

是一组解,H 是一个M×M 的酉矩阵(HTH=HHT=IM),则A*H 和W*H 也是式(3.5.13)的
解。其次,这里对字典信号必须正交的要求过于苛刻。

由式(3.5.13)可见,如果要去掉原子信号必须正交的限制,只要去掉第3行即可。但这可

能导致解的空间太大及平凡解的产生。所以需要对A 或W 或两者同时进行适当限制。用于

限定解空间的规则应满足两个条件:
 

一个是限定规则本身应具有物理意义;
 

另一个是限定后

优化问题应可解,或者说其近似解可在有限时间内计算出来。
字典学习的本质是矩阵分解。非负矩阵分解(NMF)是一种非线性的维数约减手段,可满

足上述两个条件。实际信号具有物理意义,所以是非负的,生成这些信号的原子信号也应非

负,权重矩阵要帮助构成信号,所以也应非负。NMF的限定条件是原子信号和权重矩阵必须

都为非负。NMF的优化形式类似于式(3.5.13),可写为

min
A∈RRL×M,W∈RRM×N

E 2
F

s.t.
 

Y=AW +E
  A ≥0
  W ≥0 (3.5.14)

考虑到优化目标的多样性,还可写为更具普适性的形式:
 

min
A∈RRL×M,W∈RRM×N

d(Y,AW)

s.t.Y=AW +E
  A ≥0
  W ≥0 (3.5.15)

其中,d(P,Q)是表示矩阵P 和Q 非相似度的函数。设
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d(P,Q)=P-Q 2
F (3.5.16)

则式(3.5.15)可化为式(3.5.14)的形式。

NMF的解空间一般偏大,常常增加一些限制条件以进一步缩小解空间。例如,可加入权

重矩阵的稀疏性条件以实现稀疏非负矩阵分解:
 

min
A∈RRL×M,W∈RRM×N

d(Y,AW)

s.t.
 

Y=AW +E
 A ≥0
 W ≥0
 W 0≤K (3.5.17)

另外,对流形上的非负矩阵分解,可以有

min
A∈RRD×M,W∈RRM×N

d(Y,AW)

s.t.
 

Y=AW +E
 A ≥0
 W ≥0
ai ∈S i=1,2,…,S (3.5.18)

其中,S 表示一个具有特定结构的流形。

3.5.3 端元提取

端元提取也是一种字典学习方法,其两个限制条件为:
 

①权重矩阵非负;
 

②权重矩阵每

一列的和必须为1,即

yi=Awi+ε wi ≥0 w
T
iL=1 (3.5.19)

其中,L 为一个长度合适的全为1的列矢量。将式(3.5.19)写为矩阵形式:
 

Y=AW +E W ≥0 WTL=L (3.5.20)

  一种典型的端元提取优化方法是迭代约束端元化(ICE):
 

min
A∈RRL×M,W∈RRM×N

E 2
F+λ∑

i≠j
ai-aj

2
2

s.t.
 

Y=AW +E
 W ≥0

 WTL=L (3.5.21)
其中,A 为端元矩阵,其第i列ai 为第i个端元,求和项表示两两不同端元之间的距离和,λ为

正则参数,用于权衡数据重建误差与距离和。

ICE的模型和优化问题与非负矩阵分解没有本质区别,但优化过程不同。ICE采用类似

于坐标交替下降迭代的优化方法。在某一个迭代步骤t中,固定一个未知量,如Wt,求解另一

个未知量,如At+1;
 

得到At+1 后再固定At+1,求解Wt+1。循环迭代即可得到最终解。
具体将ICE的优化问题简化为

min
A∈RRL×M,W∈RRM×N

Y-AW 2
F+λtr(AHAT)

s.t.
 

W ≥0

 WTL=L (3.5.22)

  将E=Y-AW 代入式(3.5.22),并使用(H=1-LTL/M):
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∑
i≠j

ai-aj
2
2=tr(AHAT) (3.5.23)

另外定义

J(A,W)=Y-AW 2
2+λtr(ATHA) (3.5.24)

如果第t步迭代已得到At 和Wt,则Wt+1 可由(固定A)下式求解得到:
 

Wt+1=argmin
W

J(At,W)

s.t.
 

W ≥0

 WTL=L (3.5.25)

  式(3.5.25)是一个带线性限制条件的二次规划(QP)问题,有标准的算法。接下来,固定

W 以得到下一步的原子信号矩阵A:
 

At+1=argmin
A

J(A,Wt+1) (3.5.26)

式(3.5.26)也是一个二次规划问题,且无约束条件,所以有直接的解析解:
 

At+1=Y(Wt+2)T[Wt+1(Wt+1)T+λH]-1 (3.5.27)

  一般情况下,矩阵Wt+1(Wt+1)T+λH 是可逆的,因为H 的秩为M-1。只有在某些情况

下(如Wt+1 为全零矩阵时)才会出现Wt+1(Wt+1)T+λH 不可逆。即便在这种情况下,也可

引入一个小的扰动,即Wt+1(Wt+1)T+λH+εI(ε≥0,但接近0)取代原矩阵Wt+1(Wt+1)T+
λH,以确保其可逆。所以,从一个最初的原子矩阵A0 出发,通过上述迭代过程,可得到一组局

部最优解。但该优化算法也存在类似非负矩阵分解优化算法的问题,ICE的优化目标同样是

非凸性的,所以上述算法虽然可以保证收敛,但可能只收敛到局部最优解,并不能确保全局最

优。另外,解还依赖于初始值,不同的初始值可能导致不同的解。
类似于对非负矩阵分解的改进[参见式(3.5.17)],也可对式(3.5.21)进行相应的变形,以

克服ICE的缺点或引入ICE中没有的性质。例如,可得到稀疏迭代约束端元化(SPICE):
 

min
A∈RRL×M,W∈RRM×N

E 2
F+λ1∑

i≠j
ai-aj

2
2+λ2 W 1

s.t.
 

Y=AW +E
 W =AW
 WTL=L (3.5.28)

其中引入的是权重矩阵的稀疏性先验条件。

3.5.4 稀疏编码

稀疏编码是寻找数据的一种字典表达方式,要使每个数据都可表示为少数原子信号的线

性组合。直观地说,就是在字典学习中对权重矩阵引入稀疏性约束条件。在稀疏编码中权重

矩阵称为稀疏表达矩阵,借助前面的优化问题表示方法,稀疏编码的模型和优化目标可写为

min
A∈RRL×M,W∈RRM×N

E p

s.t.
 

Y=AW +E
 wi 0≤K i=1,2,…,N (3.5.29)

  式(3.5.29)表达的含义是找到用于表示数据Y 的字典,确保使用该字典的数据的重建系

数在一定误差允许范围内是K 稀疏的。式(3.5.29)与压缩感知的经典优化问题有相似之处,
但有两点不同:

 

一是压缩感知中的讨论针对信号的感知与重建;
 

二是压缩感知中的采样矩阵

Φ 对应稀疏编码中的矩阵A,且Φ 已知,但在稀疏编码中矩阵A 也是需要求解的目标之一。
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可见,稀疏编码对优化问题求解的复杂度远超压缩感知。

1.
 

最优方向法

最优方向法(MOD)解决的是式(3.5.29)的问题并实现以下稍许不同的目标:
 

min
A∈RRL×M,W∈RRM×N

W 0

s.t.
 

Y=AW +E
 ei 2≤ε i=1,2,…,N (3.5.30)

其中,‖W‖0 是矩阵W 的L0 范数,即矩阵W 中非零元素的个数。
最优方向法的本质是交替优化原子信号矩阵和权重矩阵,主要包括两个步骤。
(1)

 

稀疏编码阶段:
 

对于i=1,2,…,N,使用匹配追踪算法以获取

wi=argmin
A

yi-At-1w 2
2 s.t.w 0≤K (3.5.31)

  (2)
 

字典更新阶段:
 

使用下列公式更新原子信号矩阵:
 

At=argmin
A

Y-AWt 2
F=YWt[Wt(Wt)T]-1 (3.5.32)

2.
 

核奇异值分解

在 MOD中,字典更新通过对权重矩阵进行简单的伪逆计算实现,使一些原子信号混入其

他原子信号中并产生影响,从而导致整个算法收敛过程较慢。核奇异值分解(K-SVD)为消除

原子信号之间的互相干扰而提出。它的基本思想是逐个考查原子信号对数据拟合的贡献,并
逐个更新原子信号。

考虑第j个原子信号aj,令Sj 为包含原子信号aj 中数据的索引集合,即

Sj ={i|1≤i≤M,wji ≠0} (3.5.33)

wji 为权重矩阵W 的第j行第i列元素。因为W 是稀疏的,所以并不是每个原子信号都对观

测数据有贡献,或者说并不是每个数据都包含所有原子信号,最多只有K 个原子信号具有非

零的权重系数。先来计算残差矩阵:
 

Ej =Y-∑
l≠j

alw
T
l (3.5.34)

上式计算的是除aj 外其他原子信号的拟合残差。引入记号ES
j 以表示矩阵Ej 的列子矩阵,

即由Ej 中属于S 的列组成的矩阵。对aj 和wj 的更新由下式求解得到:
 

(aj,wj)=argmina,w
ES

j -awT 2
F (3.5.35)

  式(3.5.35)仍是一个矩阵分解问题,但比原始的矩阵分解问题简单得多,因为该式中的a
和w 都是矢量,而非矩阵。所以,可用经典的矩阵分解求解。在K-SVD中使用对矩阵ES

j 的

秩为1的SVD分解,即tSVD
ES

j ≈uλvT (3.5.36)
可见,u 和λv 分别为a 和w 的解。如果K=1且限定权重矩阵的值只能取1或0,那么原始问

题简化为标准的K 均值聚类问题。类似于在每个 K 均值的迭代步骤中都计算K 个子集

(类),这种带前述限制条件的 K-SVD的每个迭代步骤也是寻找 K 个子矩阵(对应 K 个子

集)。其两个主要迭代步骤如下。
(1)

 

稀疏编码阶段:
 

对于i=1,2,…,N,使用匹配追踪算法以获取

wi=argmin
A

yi-At-1w 2
2 s.t.w 0≤K (3.5.37)

的近似解,得到Wt。
(2)

 

字典更新阶段:
 

使用下面的公式依次更新原子信号矩阵A 的第j个原子信号aj(j=
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1,2,…,M)。
先计算残差矩阵:

 

Ej =Y-∑
l≠j

alw
T
l (3.5.38)

而矩阵ES
j 的秩为1的tSVD分解为

ES
j ≈uλvT (3.5.39)

其中,aj=u,且权重矢量wj=λv。
可见,稀疏编码与聚类分析较为相似,且与子空间分析(也称子空间学习)密切相关。

3.6 压缩感知的成像应用

压缩感知已得到许多实际应用,下面仅举两个成像方面的例子。

3.6.1 单像素相机

单像素相机的设计是一个使压缩感知得到广泛关注的重要事件。它成像灵活,光电转换

效率高,大大减少了对高复杂度、高代价光探测器的要求。其成像流程如图3.6.1所示。

图3.6.1 单像素相机成像流程

利用光学透镜将场景中得到光源照射的目标投影到数字微镜器(DMD)上。这是一种借

助大量微小镜片反射入射光而实现光调制的器件。微镜阵列中的每个单元都可借助电压信号

控制以分别进行正负12°的机械翻转,对入射光分别进行对称角度的反射或完全吸收而不输

出。这样就构成了一个由1和0组成的随机测量矩阵。以对称角度反射出来的光被光敏二极

管(目前常用的快速、敏感、低价、高效的单像素传感器,低光照时也可使用血崩二极管)接收,
其输出电压随反射光强度变化。对该电压量化后可给出一个测量值yi,其中每次DMD的随

机测量模式对应测量矩阵中的一行ϕi,此时如果将输入图像看作一个矢量x,则该次测量的结

果yi=ϕix。将此投影操作重复M 次,则通过 M 次随机配置DMD上每个微镜的翻转角度,
可获得M 个测量结果,得到y=Φx。根据总变分重构法(可用DSP实现),就可用远小于原始

场景图像像素数的M 个测量值重构图像(其分辨率与微镜阵列的分辨率相同)。这相当于在

图像采集过程中实现对图像数据的压缩。
例3.6.1 单像素相机成像效果

目前单像素相机成像的效果与普通CCD相机成像的效果还有一定的距离。图3.6.2给

出了一组示例。图3.6.2(a)是对一张黑纸上的白色字母R的成像效果,像素个数为256×
256;

 

图3.6.2(b)是用单像素相机成像的一种效果,此时 M 为像素个数的16%(进行了

11000次测量);
 

图3.6.2(c)是用单像素相机成像的另一种效果,此时 M 为像素个数的2%
(进行了1300次测量)。

由图3.6.2可见,虽然测量数量有所减少,但质量还不能比较。另外,机械翻转微镜需要

一定的时间,所以获得足够多测量数量的成像时间较长(以分钟为单位)。事实上,在可见光范

围内,用单像素相机成像的成本比一般CCD相机或CMOS相机高。由于可见光谱与硅材料的光

电响应区域一致,所以CCD或CMOS器件的集成度高且价格低。但在其他光谱范围,例如红外

谱段,单像素相机比较有优势。由于红外谱段的探测器件较昂贵,单像素相机可与其竞争。
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图3.6.2 单像素相机成像效果示例 □

单像素相机成像的基础是计算鬼成像理论[Shapiro
 

2008]。根据计算鬼成像理论,在鬼

成像过程中,自由传播的参考光束的测量信号无须来自真实物理光束,且无须探测器探测,可
通过计算获得;

 

而景物的透射光束信号用一个桶探测器(没有空间分辨率)接收;
 

两路信号进

行相关运算即可获得景物透光率的空间分布,即获得图像。如果采用多个不同位置的单像素

相机同时成像,并借助从影调恢复形状的技术(参见第9章),就可实现单像素3-D成像[Sun
 

2013]。进一步,[Edgar
 

2015]提出了单像素动态成像技术,并获得了可见光和红外视频图像。
通过考虑环境电磁辐射因素,依据景物信息在空域与频域的傅里叶变换关系,[陈2021b]推导

了单色单像素频谱重构成像理论,提出了实现单像素彩色成像的3种方案。

3.6.2 压缩感知磁共振成像

磁共振成像是一种借助扫描并进行投影重建获取图像的方法(参见上册第9章),在医学

中得到广泛应用。磁共振成像可获取人体内部的信息,且对人体无损伤,但其中的扫描过程导

致图像采集需要大量时间,不仅增加了患者的不适感,而且患者的生理运动造成的运动伪影也

会给临床诊断带来较大的负面影响。因此,缩短成像时间、提高成像效率和减少图像伪影受到

广泛关注。
利用压缩感知的磁共振成像的基本思路如下:

 

先对图像采用离散傅里叶标准正交基进行

稀疏表达,再对得到的K 空间数据进行随机欠采样,最后通过非线性重构算法重建图像。整

个流程如图3.6.3所示。

图3.6.3 压缩感知磁共振成像流程

具体描述如下。
(1)

 

考虑一幅N-D图像x 在Ψ ={Ψ1,Ψ2,…,ΨN}下具有稀疏性,则

x=∑
K

i=1
θiΨN =ΨΘ (3.6.1)

其中,Θ =[θ1 θ2 … θN]
T(K≪N)代表x 在稀疏变换Ψ 中的非零系数。

(2)
 

借助F∈RRM×N(M≪N)将图像x 投影到低维空间,得到M 维的测量值y∈RRM:
 

y=Fx=FΨΘ (3.6.2)
其中,F 为傅里叶变换欠采样矩阵。

(3)
 

图像x 可由K 空间的测量值y 通过求解约束优化问题精确重构:
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minΨx 1 s.t.Fx-y 2<ε (3.6.3)
式(3.6.3)表示在用不等式约束K 空间数据一致性条件下(ε代表测量值重构的保真度)通过

稀疏变换Ψ 对x 进行稀疏表达。
例3.6.2 压缩感知磁共振成像效果

图3.6.4给出了压缩感知磁共振成像效果示例。图像为用纵向松弛时间T1 加权的脑图

像,每幅图像的分辨率为384×324,含有加性复数高斯噪声,信噪比为25dB。其中,左边3幅

图是采用基于压缩感知的总变分重构法得到的结果,右边3幅图是采用基于压缩感知的凸优

化重构法(使用了加权L1 范数)得到的结果。每3幅图中,从左向右,测量次数分别为原始像

素数的1/4、1/6和1/8(都对应欠采样)。换句话说,成像的加速倍率(反比于测量次数)分别

为4、6和8。

图3.6.4 压缩感知磁共振成像效果示例

由图3.6.4可见,当加速倍率为6和8时,利用总变分重构法得到的结果中解剖结构比较

模糊且存在较多块状伪影;
 

利用凸优化重构法得到的结果有所改善,但上述问题仍然存在。

□
在利用压缩感知的磁共振成像中,扫描仪器采集的并不是原始图像像素,而是由全局傅里

叶变换得到的频域图像,每个频域像素都是时域像素的线性组合,即频域图像包含了原始图像

的所有信息。因此,保留部分重要的采集数据并不会导致原始图像信息缺失。然后,通过仅利

用K 空间的部分数据就可成功重构出原始图像。如此,不但能加快成像速度,而且能极大减

少扫描时间并提高患者的舒适度。

总结和复习 随堂测试


