
     

第5章

CHAPTER
 

5

时变电磁场

    

本章是学习电磁场与电磁波的重要过渡内容,即从静态场、静态场的解法过渡到时变电

磁场、电磁波以及电磁辐射等。本章的主要内容是麦克斯韦方程组的引入及其讲解、时谐电

磁场的相量表示法及其运算、矢量势和标量势所满足的方程、推迟势的概念及其计算等。要

求同学们熟练掌握法拉第电磁感应定律,理解位移电流的含义,并能够利用麦克斯韦方程组

进行计算。在内容安排上,首先归纳总结了本章的主要知识点、重点和难点,详细求解了一

些典型例题,然后对主教材课后习题进行了详解,并给出相关 MATLAB编程代码以及所涉

及的科技前沿知识,最后列举有代表性的往年考研试题并开展讲解。

5.1 时变电磁场思维导图

利用思维导图勾勒出时变电磁场各部分内容之间的逻辑关系,如图5-1所示。本章内

容是联系静态场和时变场的桥梁,核心是麦克斯韦方程组及其推导。首先,给出了法拉第电

磁感应定律,引入了涡旋电场的概念;
 

其次,针对静态场安培环路定律在时变情况下失效的

图5-1 时变电磁场的思维导图
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问题,引入了位移电流的概念,从而建立了全电流定律;
 

最后,通过假设高斯定理和磁通连

续原理在时变情况下依然成立,便可以得到麦克斯韦方程组的四个完整方程。为了使得方

程能够得以求解,必须考虑材料的本构方程,即磁感应强度和磁场强度、电位移矢量和电场

强度以及电流密度和电场强度之间的关系。边界条件是两种媒质分界面上麦克斯韦方程组

的具体体现,可以使用积分方程得到,事实上,将静电、静磁形式的边界条件合并起来,就得

到了时变场的边界条件。在时变电磁场中,最典型、最具研究价值的是随时间做正弦变化的

电磁场,即时谐电磁场,可以使用复数形式的“相量”简化计算。因此,瞬时量、相量之间的灵

活转换非常重要。此外,时变场情况下的能量守恒、坡印亭矢量等,都是非常重要的研究对象。
为了简化麦克斯韦方程组的计算,引入辅助势函数的概念,并得到了其对应的达朗贝尔方程。

5.2 知识点归纳

时变电磁场部分所涉及的知识点有:
 

法拉第电磁感应定律及其计算;
 

感生电动势及其计算;
 

涡旋电场或感应电场的定义;
 

动生电动势的计算;
 

利用两种方法推导动生电动势的计算公式;
 

麦克斯韦方程组及每个方

程的含义;
 

利用麦克斯韦方程组计算电场或者磁场;
 

位移电流及其计算;
 

时谐电磁场的复

矢量表示法及其相互转换;
 

坡印亭矢量,瞬时值与平均坡印亭矢量的转化、相关计算;
 

能量

守恒定律及其理解;
 

矢量势、标量势满足的方程及其推导,洛伦兹规范条件;
 

如何利用辅助

势函数计算电磁场;
 

无界空间中矢量势的表示形式;
 

似稳条件;
 

电路理论与电磁场理论的

联系;
 

时变电磁场的边界条件等。

5.3 主要内容及公式

本章主要内容简述如下。

5.3.1 法拉第电磁感应定律

1.
 

法拉第电磁感应定律的数学表达形式

  

E=-
dࡹm
dt

(5-1)

正确使用上述公式,必须强调参考方向,如图5-2所示。也就是说,曲面的法线方向与曲线

图5-2 法拉第电磁感应

定律的参考方向

的环绕方向满足右手螺旋的关系;
 

它们对应的也就是磁通量和

感应电动势为正的参考方向。

2.
 

感生电动势和动生电动势

(1)
 

感生电动势

Ei=-
d
dt∫S

B·dS=-∫S

∂B
∂t
·dS (5-2)

与前面相类似,曲面的法线方向(磁通量为正的方向)与曲线的

环绕方向(感生电动势为正的方向),满足右手螺旋的关系。
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(2)
 

动生电动势

Em=-
dࡹm
dt =∫l

(􀱆×B)·dl (5-3)

式(5-3)中,曲线积分的方向即为动生电动势为正的参考方向。

5.3.2 麦克斯韦方程组及辅助方程

1.
 

积分形式

∮l
H·dl=∫S

J+
∂D
∂t  ·dS ∮l

E·dl=-∫S

∂B
∂t
·dS

∮S
B·dS=0 ∮S

D·dS=Q

2.
 

微分形式

H×ࡹ =J+
∂D
∂t 

-=E×ࡹ
∂B
∂t

D=ρ·ࡹ B=0·ࡹ
3.

 

正弦电磁场

H×ࡹ =J+jωD ࡹ×E=-jωB
D=ρ·ࡹ B=0·ࡹ

4.
 

本构方程

B=μH D=εE Jc=σE
5.

 

其他重要公式

洛伦兹力 F=Q(E+􀱆×B)

  洛伦兹力密度 f=ρE+J×B

  位移电流密度 JD=
∂D
∂t

  穿过某曲面的位移电流 iD=∫S
JD·dS

5.3.3 电磁场边值关系

时变电磁场对应的边界条件如表5-1所示。

表5-1 电磁场边界条件一览表

媒质分界面 两种媒质分界面 两种介质分界面
介质与理想

导体分界面

边值关系

n×(H1-H2)=JS

n×(E1-E2)=0
n·(B1-B2)=0
n·(D1-D2)=ρS

H1t=H2t

E1t=E2t

B1n=B2n

D1n=D2n

Ht=JS

Et=0
Bn=0
Dn=ρS
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5.3.4 坡印亭定理和坡印亭矢量

坡印亭定理

∮S
(E×H)·dS+∫V

E·JdV=-
∂W
∂t
(积分形式) (5-4)

-=E·J+(E×H)·ࡹ
∂w
∂t
(微分形式) (5-5)

  坡印亭矢量瞬时值

S=E×H (5-6)

  正弦电磁场的复数坡印亭矢量

Sc=Ee×H*
e =

1
2Em×H*

m (5-7)

  正弦电磁场的坡印亭矢量时间平均值

􀭵S=ReSc=ReEe×H*
e =

1
2ReEm×H*

m (5-8)

5.3.5 电磁场的矢量势和标量势及其微分方程

电磁场辅助势函数所满足的方程、表示式以及场量的求解公式,如表5-2所示。

表5-2 电磁场辅助势函数

势
的
方
程

动 态 场

时 变 场 正 弦 场

2A-εμࡹ
∂2A
∂t2
=-μJ

2ϕ-εμࡹ
∂2ϕ
∂t2
=-ρ

ε

2A+k2A=-μJࡹ
2ϕ+k2ϕ=-ρࡹ

ε
(k2=ω2εμ)

静态场

2A=-μJࡹ

2ϕ=-ρࡹ
ε

矢
量
势
和
标
量
势
的
计
算

推迟势(动态势)
A =

μ
4π∫V'

J x',y',z',t-
R
v  

R dV'

ϕ=

1
4πε∫V'

ρ x',y',z',t-
R
v  

R dV'

A =
μ
4π∫V'

J(x',y',z')ej(ωt-kR)

R dV'

ϕ=
1
4πε∫V'

ρ(x',y',z')ej
(ωt-kR)

R dV'

似稳场

A = μ
4π∫V'

J(x',y',z',t)
R dV'

ϕ=
1
4πε∫V'

ρ(x',y',z',t)
R dV'

A = μ
4π∫V'

J(x',y',z')ejωt

R dV'

ϕ=
1
4πε∫V'

ρ(x',y',z')ejωt

R dV'

静态势

A = μ
4π∫V'

J(x',y',z')
R dV'

ϕ=
1
4πε∫V'

ρ(x',y',z')
R dV'

场
量

H=
1
μ

A×ࡹ

E=-ࡹϕ-
∂A
∂t

H=
1
μ

A×ࡹ

E=-ࡹϕ-jωA

H=
1
μ

A×ࡹ

E=-ࡹϕ
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5.4 重点与难点分析

结合上述内容,现将本章重点与难点做如下具体分析。

5.4.1 研究正弦电磁场的原因和理论基础

有同学会问,为什么要研究正弦电磁场? 为什么不研究普遍意义上的时变电磁场? 这

是因为,任何一个时变信号(假定是实函数)都可以根据傅里叶变换,看作一系列正弦(包含

余弦)信号的叠加,即

f(t)=
1
2π∫

∞

-∞
F(ω)ejωtdω=

1
2π∫

∞

-∞
A(ω)cosωt+φ(ω)    dω

其中,F(ω)=∫
∞

-∞
f(t)e-jωtdt=A(ω)ejφ(ω)称为该信号的傅里叶变换。

对于电磁场而言,以电场强度为例,对时间变量做傅里叶变换,则有

E(r,ω)=∫
∞

-∞
E(r,t)e-jωtdt (5-9)

E(r,t)=
1
2π∫

∞

-∞
E(r,ω)ejωtdω (5-10)

对于其他场量,有类似的关系。
大多数情况下,麦克斯韦方程组是线性的,即满足齐次性和叠加性。
也就是说,如果有N 个场,分别满足麦克斯韦方程组

+Hi=Ji×ࡹ
∂Di

∂t
;

 

-=Ei×ࡹ 
∂Bi

∂t
; 

 

;Bi=0·ࡹ
 

Di=ρi·ࡹ 

其中,i=1,2,…,N。那么,它们的矢量和所对应的场,也是麦克斯韦方程组的解,即

∑×ࡹ
i

Hi=∑
i
Ji+

∂
∂t∑i Di; 

 

∑×ࡹ
i
Ei=-

∂
∂t∑i Bi;

 

∑·ࡹ
i
Bi=0;

 

∑·ࡹ 
i
Di=∑

i
ρi

同时,方程也满足齐次性,即对于任意常数λi,有

+λiHi=λiJi×ࡹ
∂λiDi

∂t
;

 

-=λiEi×ࡹ 
∂λiBi

∂t
;

 

;λiBi=0·ࡹ
 

λiDi=λiρi·ࡹ 

  根据麦克斯韦方程组的线性性质,并结合电磁场的傅里叶变换表达式,则对任意时变电

磁场,只需要研究最具代表性的频率为ω 的正弦形式的场即可,即
H(r,ω)=J(r,ω)+jωD(r,ω)×ࡹ
E(r,ω)=-jωB(r,ω)×ࡹ
B(r,ω)=0·ࡹ
D(r,ω)=ρ(r,ω)·ࡹ

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(5-11)

它实质上相当于对麦克斯韦方程组整体上进行了傅里叶变换。对方程中的“相量”(傅里叶

变换之后对应的函数)做针对各个频率成分的“求和”,就可以得到任意时变场的情形。比
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如,J(r,t)=
1
2π∫

∞

-∞
J(r,ω)ejωtdω,ρ(r,t)=

1
2π∫

∞

-∞
ρ(r,ω)ejωtdω,即可得到任意电流和电荷

激励下的场景;
 

而E(r,t)=
1
2π∫

∞

-∞
E(r,ω)ejωtdω,H(r,t)=

1
2π∫

∞

-∞
H(r,ω)ejωtdω,就是对应

激励下的电场和磁场的表达式。
因此,研究正弦电磁场并没有失掉一般性,但是难度却大大降低。这也是为什么要分析

时谐电磁场的原因。

5.4.2 时谐电磁场与复矢量之间的转换

如前所述,在时变电磁场的情况下,我们经常研究的是随时间做正弦(或者余弦)变化的

电磁场,也就是时谐电磁场。此时,采用复矢量形式表示正弦电磁场是普遍的做法,而且不

失一般性,因此熟练掌握时谐场和复矢量之间的转换具有重要意义。这些复数形式的矢量

(或者标量)也称为相量。
比如,

E=Exex +Eyey +Ezez

=Exmcos(ωt+φx)ex +Eymcos(ωt+φy)ey +Ezmcos(ωt+φz)ez

=ReExme
j(ωt+φx)ex +Eyme

j(ωt+φy
)
ey +Ezme

j(ωt+φz)ez  

=Re E
·

xmex +E
·

ymey +E
·

zmez  ejωt  =ReE
·
mejωt  

(5-12)

即

E=ReE
·
mejωt  

其中

E
·
m=

 

E
·

xmex +E
·

ymey +E
·

zmez (5-13)
称为电场强度复矢量。

对于时谐电磁场其他所有场量,也可以运用类似的表达式。我们这种“简单问题复杂

化”的做法有什么好处呢? 复数表达式的运用使得数学运算简化,比如将对时间变量的偏微

分变为代数运算。例如D=Re(D
·
mejωt),则有

∂D
∂t =

∂
∂tRe

(D
·
mejωt)=Re(jωD

·
mejωt)

也就是说,电位移矢量在时域求导,等价于其相量乘jω;
 

同理,时域积分操作等价于相量除

以jω。
对于电场强度随时间做正弦变化的情况,我们可以这样处理

E=Exex +Eyey +Ezez

=Exmsin(ωt+φx)ex +Eymsin(ωt+φy)ey +Ezmsin(ωt+φz)ez

=Exmcosωt+φx -
π
2  ex +Eymcosωt+φy -

π
2  ey +Ezmcosωt+φz -

π
2  ez

=ReExme
j ωt+φx-

π
2  ex +Eyme

j ωt+φy-
π
2  ey +Ezme

j ωt+φz-
π
2  ez  

=Re -jExme
jφxex -jEyme

jφyey -jEzme
jφzez  ejωt  

=ReE
·
mejωt  
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  也就是说,如果场量按照正弦变化,电场强度也可以写作类似的复数形式。
事实上,上述操作中,对于具体是取实部还是取虚部,并没有严格的要求,都是正确

的。但是在具体应用时,要坚持一种选择,而不能“忽左忽右”,一会儿取实部,一会儿取

虚部。
此外,在做题的过程中,一定要识别方程、场量的形式是瞬时值形式还是复数形式;

 

否

则,就会闹出大笑话。一般来讲,显含时间变量的形式都是瞬时值形式;
 

而显含纯虚数单位

j的都是复数形式。一定要根据具体的表达式选择相应的操作。比如:
 

已知H x,z  =ey0.1sin10πx  e
-jkzzA/m,利用麦克斯韦方程组求电场强度。磁场强

度就是典型的复数形式;
 

这时,必须采用E x,z  =
1
jωε0

H×ࡹ 这个复数形式的麦克斯韦方

程来求解电场。

但是,如果已知H x,z  =ey0.1sin10πx  cos(6π×109t-103πz)A/m,这个就是典

型的瞬时值形式。此时,必须采用ࡹ×H=
∂D x,z  
∂t

的瞬时值形式的麦克斯韦方程,通过积

分来计算电场强度,得到的也是瞬时值形式。

5.4.3 平均坡印亭矢量的严格推证过程

一般情况下,假设正弦电磁场的瞬时值为

E=Exex +Eyey +Ezez

=Exmcos(ωt+φex)ex +Eymcos(ωt+φey)ey +Ezmcos(ωt+φez)ez

(5-14)

H =Hxex +Hyey +Hzez

=Hxmcos(ωt+φhx)ex +Hymcos(ωt+φhy)ey +Hzmcos(ωt+φhz)ez

(5-15)

它们的复矢量形式为

E
·
m=Exme

jφexex +Eyme
jφeyey +Ezme

jφezez (5-16)

H
·
m=Hxme

jφhxex +Hyme
jφhyey +Hzme

jφhzez (5-17)
则按照坡印亭矢量的定义,有

S=E×H
=ExmHymcos(ωt+φex)cos(ωt+φhy)ez -ExmHzmcos(ωt+φex)cos(ωt+φhz)ey -
 EymHxmcos(ωt+φey)cos(ωt+φhx)ez +EymHzmcos(ωt+φey)cos(ωt+φhz)ex +
 EzmHxmcos(ωt+φez)cos(ωt+φhx)ey -EzmHymcos(ωt+φez)cos(ωt+φhy)ex

(5-18)
可以看出,坡印亭矢量的六项形式相似,因此,仅考虑第一项在一个周期内的平均值,然后写

出全部结果。显然

1
T∫

T

0
ExmHymcos(ωt+φex)cos(ωt+φhy)dt=

1
2ExmHymcos(φex -φhy)

其中,T=
2π
ω
。于是坡印亭矢量在一个周期的平均值􀭵S 可以表示为



265  

􀭵S=
1
2 EymHzmcos(φey -φhz)-EzmHymcos(φez -φhy)  ex +

1
2 EzmHxmcos(φez -φhx)-ExmHzmcos(φex -φhz)  ey +

1
2 ExmHymcos(φex -φhy)-EymHxmcos(φey -φhx)  ez

(5-19)

这就是坡印亭矢量的平均值形式。在时谐情况下,平均坡印亭矢量更具有实际意义。
对于正弦电磁场而言,多数情况下场量都采用复矢量形式,因此直接用复矢量形式计算

得到平均坡印亭矢量更具实际意义。
根据叉乘的定义、复矢量的表示方法,不难看出

E
·
m×H

·
*
m =(Exme

jφexex +Eyme
jφeyey +Ezme

jφezez)×

 (Hxme
-jφhxex +Hyme

-jφhyey +Hzme
-jφhzez)

=(EymHzme
j(φey-φhz)-EzmHyme

j(φez-φhy))ex +

 (EzmHxme
j(φez-φhx)-ExmHzme

j(φex-φhz))ey +

 (ExmHyme
j(φex-φhy)-EymHxme

j(φey-φhx))ez

观察可知,

􀭵S=
1
2ReEm×H*

m (5-20)

因此,定义

Sc=
1
2Em×H*

m =Ee×H*
e (5-21)

称为复数形式的坡印亭矢量。使用中应该特别注意最大值和有效值的不同。于是

􀭵S=ReSc=
1
2ReEm×H*

m =ReEe×H*
e (5-22)

这也就证明了式(5-22)就是平均坡印亭矢量的计算结果。

可以将上述结论做一个推广。假设A(r,t),B(r,t)是两个时谐变化的矢量场,A
·
(r,ω),

B
·
(r,ω)是对应的相量表达形式,则基于前面的推证结果,很容易得到

1
T∫

T

0
A(r,t)×B(r,t)dt=

1
2ReA

·
(r,ω)×B

·
*(r,ω) (5-23)

1
T∫

T

0
A(r,t)·B(r,t)dt=

1
2ReA

·
(r,ω)·B

·
*(r,ω) (5-24)

5.4.4 关于波动方程的几个问题

在数学上,标量形式的、一维、非齐次波动方程一般写作

utt-a2uxx =h(x,t) (5-25)
其通解可以写作u(x,t)=f(x-at)+g(x+at)+p(x,t),其中

ptt-a2pxx =h(x,t) (5-26)
是满足非齐次波动方程的一个特解;

 

而f(x-at),g(x+at)均满足齐次的波动方程,且
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f(x),g(x)是任意两个函数,它们组成了齐次方程的通解。将u=f(x-at)代入方程中,
即可验证上述结论。

ut=-af'(x-at)

utt=a2f″(x-at)

ux =f'(x-at)

uxx =f″(x-at)

所以utt-a2uxx=0。同理,u=g(x+at)也是如此。

图5-3 行波示意图

图5-3给出了函数f(x-at)的图像。当t=0时,函数图

像如图5-3中实线所示,f(x)为任意函数;
 

当t=t时,函数图

像如图5-3中虚线所示,相对于f(x)的图像,图像整体向右

平移了at的距离。因此,当时间连续变化的时候,f(x-at)
描述的就是一个沿x 轴正方向水平移动的行波。其传播速度

显然就是v=
at
t=a

,与波动方程里面拉氏算符(二阶微分运

算)前面的系数相关。同理,u=g(x+at)表示的是沿x 轴负方向水平运动的一个行波。
三维情况下,波动方程的形式如下

utt-a2 2u=h(x,y,z,t)ࡹ
此时,a 依然表示行波的波速。

基于麦克斯韦方程组,很容易得到如下关于矢量势和标量势的方程,即

2A-εμࡹ
∂2A
∂t2

=-μJ

∂2ϕ-εμࡹ
2ϕ
∂t2

=-ρ
ε

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(5-27)

式(5-27)分别是矢量形式和标量形式的、非齐次的波动方程。因为矢量形式的方程可以等

价为三个直角分量所满足的标量形式的方程,因此式(5-27)也可以用标量形式的波动方程

对比做一些较为深入的解释。
一个直观的对比,对于电磁波来讲,可以得到其传播速度为

v=
1
εμ

=
1

ε0μ0 εrμr

=
c
n

(5-28)

其中,c=
1

ε0μ0

表示真空中的波速;
 

n= εrμr表示媒质的折射率。对于大多数非磁性材

料,有n= εr。

另外,u=f(x-at)=f -at-
x
a  􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 =Ft-
x
a  ,这是通解的另外一种表示形式。

它表示位于x 位置的场,是由x=0处的场在t=t-
x
a  时刻的状态所确定;

 

相对于前者,

后者推迟了x
a

的时间,而这正好是电磁波传播所需的时间。

对于u=g(x+at)=g at+
x
a  􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 =Gt+
x
a  ,可以做类似的分析。
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因此,习惯上把u=Ft-
x
a  称之为推迟势。

5.4.5 磁型源所对应的麦克斯韦方程组

本章给出的麦克斯韦方程组中,变化的电荷、电流是产生电磁场的源,因此,这个方程组

也称为电型源所对应的麦克斯韦方程组。与之相对应,通过类比的方法,也可以得到磁型源

的方程。一般通过对各个变量加下标“e”或者“m”来分别表示这两个情形。
虽然磁荷及磁流在客观上并不存在,但引出这种概念可使问题分析简化,它是一种数学

上的类比方法;
 

同时,很多情况下可以用等效的办法“产生”磁荷和磁流;
 

更为重要的是,添
加了磁荷与磁流后,麦克斯韦方程组和边界条件更加一般化,且可分别改写成对称形式,即

+He=Je×ࡹ
∂De

∂t

-=Ee×ࡹ
∂Be

∂t
Be=0·ࡹ
De=ρe·ࡹ

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

 

×ࡹ -Em  =Jm+
∂Bm

∂t

-=Hm×ࡹ
∂-Dm  
∂t

·ࡹ -Dm  =0
Bm=ρm·ࡹ

􀮠

􀮢

􀮡
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

同样,边界条件分别为

n×(He1-He2)=JeS

n×(Ee1-Ee2)=0
n·(Be1-Be2)=0
n·(De1-De2)=ρeS

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁􀪁

 

n×(Hm1-Hm2)=0
n×(Em1-Em2)=-JmS

n·(Bm1-Bm2)=ρSm

n·(Dm1-Dm2)=0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁􀪁

  通过观察这两组方程,可以得到电型源和磁型源之间的对照关系,即所谓的对偶量,如
表5-3所示。对于对偶量,它们满足相同的麦克斯韦方程组和边界条件,具有同样形式的

解。利用对偶关系来求解对偶量的场分布,称为电磁场的对偶原理,也称为电磁场的二重性

原理。

表5-3 电偶极子与磁偶极子的场量的对偶

电量 He Ee Be De ε μ ρe Je

磁量 -Em Hm -Dm Bm μ ε ρm Jm

引入磁型源后,一般情况下的麦克斯韦方程组形式如下

H×ࡹ =J+
∂D
∂t

-E=-Jm×ࡹ
∂B
∂t

B=ρm·ࡹ

D=ρ·ࡹ

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(5-29)

  边界条件如下
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n×(H1-H2)=JS

n×(E1-E2)=-JSm

n·(B1-B2)=ρSm

n·(D1-D2)=ρS

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁􀪁

(5-30)

  在后面第7章讨论偶极子辐射时,只要作对偶量的代换,即可由其中电偶极子辐射的解

得到磁偶极子辐射的解,反之亦然。这种利用对偶关系来求解对偶量的场分布,称为电磁场

的对偶原理,也称为电磁场的二重性原理。

5.4.6 磁型源所对应的辅助势函数

与电型源相似,当给出磁型源所满足的麦克斯韦方程组时,利用类似的做法,可以定义

相应的矢量势和标量势,给出所谓的洛伦兹规范,进而得到它们所必须满足的方程。
由ࡹ· -Dm  =0,引入磁型源的矢量势,即动态矢量势F,满足

-Dm=ࡹ×F (5-31)

  或

Em=-
1
ε

F×ࡹ (5-32)

  将式(5-32)代入磁型源方程组中的第二方程,得

=Hm×ࡹ
∂Dm

∂t =-
∂
∂t

F×ࡹ

  即

×ࡹ Hm+
∂F
∂t  =0 (5-33)

式(5-33)括号中的矢量是无旋的,与静电场中电势的引入类似,这里我们引入动态标量势

ϕm,令

Hm+
∂F
∂t=-ࡹϕm

即

Hm=-ࡹϕm-
∂F
∂t

(5-34)

式中,ϕm 和F 分别为磁型源对应的标量势和矢量势。它们均是空间坐标和时间的函数,都
是人为引入的辅助函数。如果我们已知了两个辅助函数ϕm 和F 的值,则可以代入式(5-32)

和式(5-34)求得Em 和Hm,下面我们将由麦克斯韦组的另外两个方程得到两个势函数ϕm

和F 满足的方程,即达朗贝尔方程。

为了求得势函数ϕm 和F 与场源之间的关系,将式(5-32)代入磁型源方程组对应方程

中的第一方程,并利用矢量微分恒等式,得

-=Em×ࡹ
1
ε

-=F×ࡹ×ࡹ
1
ε

ࡹ -2F  =-Jmࡹ-  F·ࡹ
∂Bm

∂t
  将式(5-34)代入上式,有

εμࡹ-2F=εJmࡹ-(F·ࡹ)ࡹ
∂ϕm

∂t  -εμ
∂2F
∂t2
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  即

ࡹ-2Fࡹ F+εμ·ࡹ
∂ϕm

∂t  -εμ
∂2F
∂t2

=-εJm (5-35)

  同理,再将式(5-34)代入磁型源方程组中的第四方程,得

Bm=-μ·ࡹ ·ࡹ +ϕmࡹ
∂F
∂t  =ρm

  即

+2ϕmࡹ
∂
∂t

F=-ρm·ࡹ

μ
 

(5-36)

  于是我们得到了两个势函数满足的方程式(5-35)和方程式(5-36),但是这两个方程都

包含有ϕm 和F,是联立方程。

观察F 和ϕm 的引入可知二者都不是唯一的,它们的取值具有一定的任意性。如果我

们假定

F+εμ·ࡹ
∂ϕm

∂t =0 (5-37)

式(5-37)称为洛伦兹条件,即洛伦兹规范条件,则式(5-35)与式(5-36)可分别简化为

2F-εμࡹ
∂2F
∂t2

=-εJm

2ϕm-εμࡹ
∂2ϕm

∂t2
=-ρm

μ

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(5-38)

  在无源空间,Jm=0,ρm=0,动态势函数的波动方程变为齐次微分方程,即

2F-εμࡹ
∂2F
∂t2

=0

2ϕm-εμࡹ
∂2ϕm

∂t2
=0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

(5-39)

  对于正弦电磁场,动态势函数的达朗贝尔方程式(5-38)可表示为

2F+k2F=-εJmࡹ

2ϕm+k2ϕm=-ρmࡹ

μ

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (5-40)

式中,k=ω εμ称为波数。洛伦兹条件式(5-37)则变为

F+jωεμϕm=0·ࡹ (5-41)
  电场强度和磁场强度的表达式为

Hm=-ࡹϕm-jωF

Em=-
1
ε

F×ࡹ

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (5-42)

  无源空间中,正弦电磁场的势函数所满足的方程组为

2F+k2F=0ࡹ
2ϕm+k2ϕm=0 (5-43)ࡹ

  但这种情况下我们不采用势函数求解电磁场,因为这时Em 和Hm 也满足相同形式的
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方程,该方程称为亥姆霍兹方程。

5.4.7 利用麦克斯韦方程求解场量时的积分常数问题

在时变场的情况下,如果给定了电场或者磁场,那么通过麦克斯韦方程组就可以很快确

定磁场或者电场。这里面一般会涉及积分的问题,如已知电场E 时,利用法拉第电磁感应

定律ࡹ×E=-
∂B
∂t
,通过对电场求旋度,即可获得磁场对时间的变化率;

 

再通过对时间积

分,就可得到磁场B。一般情况下,积分常数我们都会选择为零。这是为什么呢?
可以从麦克斯韦方程组的线性性质和叠加原理来理解这个操作。还以刚才的例子来介

绍,当我们对时间变量积分得到磁感应强度B 时,对应的积分常数一般情况下应该仅仅是

空间坐标的函数,即B(x,y,z)。换句话说,Bt(x,y,z,t)=B(x,y,z,t)+Br(x,y,z),可
以用两个场的叠加来表示。基于同样的想法,其他场量也满足这个关系。因此,麦克斯韦方

程组可以表示为

H)×ࡹ +Hr)=J+Jr +
∂D
∂t +

∂Dr

∂t

×ࡹ E+Er  =-
∂B
∂t-

∂Br

∂t
·ࡹ B+Br  =0
·ࡹ D+Dr  =ρ+ρr

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(5-44)

式(5-44)中,下标r表示仅仅是空间坐标的函数。利用叠加原理,可以把式(5-44)中的方程

分成两组,即

H×ࡹ =J+
∂D
∂t

-=E×ࡹ
∂B
∂t

B=0·ࡹ
D=ρ·ࡹ

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

 

Hr×ࡹ =Jr +
∂Dr

∂t =Jr

Er×ࡹ =-
∂Br

∂t =0

Br·ࡹ =0
Dr·ࡹ =ρr

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

左侧的方程,电场和磁场都随时间变化且相互耦合,从而产生时变电磁场和电磁波;
 

右侧的

方程与时间无关,电场和磁场也是去耦合的,它对应的就是静态电场和磁场的情形。由于静

态电磁场已经在前面章节处理过了,因此单纯从计算时变电磁场的角度考虑,完全可以令积

分常数为零,从而只计算时变场的问题。这样并没有失掉一般性。

5.5 典型例题分析

例5.1 如图5-4所示,半径为R 的圆柱形空间存在着轴向均匀磁场,有一长度为2R

的导体棒MN 如图5-4所示放置,若磁感应强度的大小以
∂B
∂t=C

变化,其中C 是一个大于

零的常数,试求导体棒上的感应电动势。
解 方法1:

 

采用感生电动势进行计算,则需要构造一个包括 MN 的闭合回路,而且除
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MN 之外,回路上的其他部分对应电动势要么为零,要么很容易计算。这样,就可以得到

MN 上所产生的电动势。如图5-4所示,构造三角形OMN,考虑对称性,则变化磁场所产

生的涡旋电场,其方向与OM 和ON 垂直,对应的电动势为零。因此,围绕ONM 以顺时针

方向做环路积分,则

∮l
E·dl=-∫S

∂B
∂t

·dS=∫
M

N
E·dl=-CS阴影

因此,计算出阴影部分的面积,即可得到导体棒上的电动势。观察图5-4中的几何关系,则

S阴影 =
R2

4 3+
π
3  

所以,电动势可以表示为

E=-
CR2

4 3+
π
3  

  方法2:
 

直接利用变化的磁场,得到涡旋电场的表达式,然后计算其沿 MN 的积分。如

图5-5所示。变化的磁场在周围激发涡旋电场,由于对称性,此电场的方向为圆柱坐标系下

的eφ 方向,且∮l
E·dl=-∫S

∂B
∂t

·dS,因此,构造图5-5中虚线部分所示的环路,则有

∮l
E·dl=2πrEi=-Cπr2, r<R,于是Ei=-

C
2reφ

∮l
E·dl=2πrEe=-CπR2, r>R,于是Ee=-

C
2rR

2eφ

图5-4 例5.1示意图

  
图5-5 例5.1的解法2示意图

根据感生电动势的定义,则有

Ei=∫l
E·dl=∫

P

N
Ee·dl+∫

M

P
Ei·dl

代入上述表达式,则有

Ei=∫l
E·dl=∫

P

N
Ee·dl+∫

M

P
Ei·dl

=-∫
P

N

C
2rR

2eφ·exdx-∫
M

P

C
2reφ·exdx

=-∫
P

N

C
2rR

2sinφdx-∫
M

P

C
2rsinφdx

利用图5-5中的几何关系,则
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x=-hcotφ, r=
h
sinφ

, dx=hcsc2φdφ,

h=R 3
2
, ∠ONM =

π
6
, ∠OPM =

π
3

于是有

Ei=-
C
2R

2∫
π/3

π/6
dφ-

C
2h

2∫
2π/3

π/3
csc2φdφ

=-CR2 π
12+

C
2h

2cotφ
2π/3

π/3

=-CR2 π
12-CR2 3

4

=-
CR2

4 3+
π
3  

图5-6 例5.2示意图

  例5.2 介质1和介质2之间的分界面为一个平面,沿z 轴

无限延伸;
 

其在z=0的平面上的分布如图5-6所示。已知εr1=
2.5,εr2=5,在边界附近,介质1中的电场强度分布为E=25ex+
50ey+25ez,求边界附近介质2中的电场是多少。

解 本题目考查的是电磁场的边界条件及其应用。其核心

在于找出一般情况下分界面的法线方向,从而可以得到电磁场的

法线和切线方向的分量,进而根据边界条件加以具体求解。由

图5-6可以求出分界面对应的切线(面)t的方程为3x+4y-12=0,将其看作一个空间平

面,则容易得到该平面的法线方向为3ex+4ey(我们选择图中的法线方向,另外一个与其方

向相反),将幅度归一化得

n=
3
5ex +

4
5ey

由于介质1中的电场强度为E1=25ex+50ey+25ez。

则 E1n=E1·n= 25,50,25  · 3
5
,4
5
,0  =15+40=55

即 E1n=E1n·n=33ex+44ey

而 E1t=E1-E1n=-8ex+6ey+25ez

由于边界条件 E1t=E2t, D1n=D2n, 且D=εE
所以 E2t=E1t=-8ex+6ey+25ez

E2n=
ε1
ε2

E1n=
1
2×55=27.5

E2n=E2n·n=16.5ex+22ey

所以 E2=E2t+E2n=8.5ex+28ey+25ez

例5.3 根据要求做计算。
(1)

 

E=exE0e-jβz+eyjE0e-jβz,计算电场强度瞬时值、磁场强度的相量形式和瞬时值形

式,以及瞬时和平均坡印亭矢量。
(2)

 

H=exH0cos(ωt-βz)-eyH0sin(ωt-βz),计算磁场的相量形式、电场强度,以及
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电场能量密度的平均值(考虑无源的情况)。
解 本题目重点考查的是电磁场瞬时值形式与相量形式的互换,利用麦克斯韦方程组

进行电场和磁场的求解、坡印亭矢量及平均值,以及能量密度及平均值的计算等。计算过程

可以采用瞬时值形式计算,也可以采取相量形式进行计算。大家注意体会其中的选择。
(1)

 

本题为复数形式,其瞬时值形式为

E=ReexE0ejωte-jβz  +ReeyE0ejωte-jβze
j
π
2  

=E0cosωt-βz  ex +E0cosωt-βz+
π
2  ey

=E0cosωt-βz  ex -E0sinωt-βz  ey

(5-45)

  根据麦克斯韦方程组ࡹ×E=-μ0
∂H
∂t
,则有

 

E=ey×ࡹ
∂Ex

∂z -ex
∂Ey

∂z =eyE0βsin(ωt-βz)-exE0βcos(ωt-βz)=-μ0
∂H
∂t

∂H
∂t =-ey

E0β
μ0
sin(ωt-βz)+ex

E0β
μ0
cos(ωt-βz)

积分可以得到,

H =ex
E0β
ωμ0
sin(ωt-βz)+ey

E0β
ωμ0
cos(ωt-βz) (5-46)

注意,这里积分常数设置为零,可以参见重点和难点分析部分。
如果使用麦克斯韦方程组的相量形式,则有

E=-jωμ0H×ࡹ
将E=exE0e-jβz+eyjE0e-jβz 代入上式,整理,得

E=ey×ࡹ
∂Ex

∂z -ex
∂Ey

∂z =-eyjβE0e-jβz -exE0βe-jβz =-jωμ0H

所以

H =ey
βE0

ωμ0
e-jβz -exj

E0β
ωμ0
e-jβz =-exj

E0β
ωμ0
e-jβz +ey

βE0

ωμ0
e-jβz (5-47)

将式(5-47)与式(5-46)对比,可以发现,二者对应是一致的。因此,无论使用哪种方法进行

磁场强度的计算,结果都应该一致。大家可以根据自己的喜好,在做题时做出选择。

􀭵S=ReSc=Re
1
2exE0e-jβz +eyjE0e-jβz  × -exj

E0β
ωμ0
e-jβz +ey

βE0

ωμ0
e-jβz  

*

=
ez

2
βE2

0

ωμ0
+

E2
0β

ωμ0  =βE2
0

ωμ0
ez

(5-48)

当然,也可以直接根据瞬时值的公式进行计算。基于式(5-45)和式(5-46),则有

S=E×H = E0cos(ωt-βz  ex -E0sinωt-βz  ey]×

 ex
E0β
ωμ0
sin(ωt-βz)+ey

E0β
ωμ0
cos(ωt-βz)

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

=ez
E2
0β

ωμ0
cos2(ωt-βz)+

E2
0β

ωμ0
sin2(ωt-βz)

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

=
E2
0β

ωμ0
ez (5-49)
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可以发现,瞬时值不随时间变化(这显然是一个特例)。其平均值仍是自身,与式(5-48)结果

一致。
(2)

 

题为瞬时值形式,也可以写为

H =exH0cosωt-βz  +eyH0cosωt-βz+
π
2  

其复数形式为

H =exH0e-jβz +eyH0e-jβze
j
π
2 = ex +jey  H0e-jβz

根据麦克斯韦方程组,ࡹ×H=ε0
∂E
∂t
,则

H×ࡹ =ey
∂Hx

∂z -ex
∂Hy

∂z =H0β[eysin(ωt-βz)-excos(ωt-βz)]=ε0
∂E
∂t

∂E
∂t=

H0β
ε0
[eysin(ωt-βz)-excos(ωt-βz)]

所以,电场强度为

E=-
H0β
ωε0

eycos(ωt-βz)+exsin(ωt-βz)  

很显然,其对应的相量形式为

E=-
H0β
ωε0

eye-jβz -exje-jβz  

电场能量密度为

we=
1
2D

·E=
1
2ε0E

2=
H2
0β2

2ω2ε0
cos2(ωt-βz)+sin2(ωt-βz)  

电场能量密度的平均值为

w-e=
1
T∫

T

0
wedt=

H2
0β2

2ω2ε0
事实上,也可以利用相量的办法,直接得到能量密度的平均值,即

w-e=
1
4ReD·E*  =

1
4Reε0E·E*  =

H2
0β2

2ω2ε0
  上面例题的求解过程看似烦琐,实际上是通过多种方法进行计算求解。大家在做题的

过程中,根据题目条件和个人爱好,对各种方法加以取舍。
例5.4 人造卫星在空间中接收到的太阳辐射的能流密度大致为1366.1W/m2,计算

它所对应的最大电场强度是多少? 如果太阳光以37°(相对于电池表面法线方向)入射到

1m2 的太阳能电池上,则该电池接收到的功率是多少?
解 本题重点考查的是平均坡印亭矢量及其计算;

 

如何通过坡印亭矢量得到通过某一

表面的电磁波功率。同时,对太阳辐射的数量级有一个定量的认识。
(1)

 

在自由空间中,波阻抗为

Z0= μ0

ε0
=120πΩ≈377Ω

  由于能流密度的时间平均值为
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􀭺S=
E2
m

2Z0

  所以它所对应的最大电场强度是

Em= 2Z0
􀭺S = 2×377×1366.1≈1014.91V/m

  (2)
 

分析可以得到电池表面法线方向的能流密度为

􀭺Sn=􀭺Scos37°=1366.1×cos37°≈1091.0W/m2

P=∫S
􀭵S·dA=􀭺Sn×1m2=1091.0W

  例5.5 无源空间中电场强度为E=ey E0sin(αx-ωt)+E0sin(αx+ωt)  ,运用麦克

斯韦方程组,计算磁场强度的大小、位移电流的大小。这个场存在的必要条件是什么?
解 本题目要求大家掌握运用麦克斯韦方程组进行场的相互计算;

 

掌握位移电流的定

义及其计算;
 

同时,掌握电磁场和电磁波存在的条件。

方法1:
 

直接基于麦克斯韦方程组求解。根据ࡹ×E=-μ0
∂H
∂t
,可以得到

E=ez×ࡹ
∂E
∂x=ez[E0αcos(αx-ωt)+E0αcos(αx+ωt)]=-μ0

∂H
∂t

  所以

∂H
∂t =-

E0α
μ0

ez[cos(αx-ωt)+cos(αx+ωt)]

  于是,积分可以得到

H =ez
E0α
ωμ0

[sin(αx-ωt)-sin(αx+ωt)]

注意,这里积分常数设置为零,可以参见重点和难点分析部分。
方法2:

 

运用第6章均匀平面波的结论。该电场为沿y 轴极化、沿正、负x 轴传播的两

列波。只计算其中一列对应的磁场强度,根据对称性可得完整解。
根据时谐场形式的麦克斯韦方程组

H =
ek ×E

Z0

  取沿x 轴正向传播项ek=ex,则

H+=
E0

Z0
sin(αx-ωt)ez

  取沿x 轴负向传播项ek=-ex,则

H-=-
E0

Z0
sin(αx+wt)ez

则有

H =H++H-=
E0

Z0
[sin(αx-ωt)-sin(αx+ωt)]ez

  位移电流为

JD=ε0
∂E
∂t=ωε0E0[cos(αx+ωt)-cos(αx-wt)]ey
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  场存在的必要条件:
 

如果场存在,则一定需要满足麦克斯韦方程。根据前面的计算,得到了磁场强度之后,
应该有

H×ࡹ =ε0
∂E
∂t

将H=ez
E0α
ωμ0

[sin(αx-ωt)-sin(αx+ωt)]代入上式,化简并整理得

H×ࡹ =-ey
∂H
∂x =-ey

E0α2

ωμ0
[cos(αx-ωt)-cos(αx+ωt)]

=ε0
∂E
∂t=-eyωε0E0[cos(αx-ωt)-cos(αx+ωt)]

所以,

E0α2

ωμ0
=ωε0E0

即
 

α2=ω2ε0μ0

  注意:
 

此处并没有考虑磁通连续原理和高斯定理。在无源的情况下,因为电场和磁场

互为对方的旋度(系数除外),所以这两个方程自然满足(旋度场的散度必定为零)。
例5.6 一个无限长的载流导体柱,半径为R,电导率为σ,电流为I 且在截面上均匀分

布。计算流入长度为L 的导体柱的功率,并证明其与这段导体柱的热功率相同。
解 此题重点考查的是坡印亭矢量及其计算问题。首先通过分析得到导体内部电场和

磁场的表达式,再利用公式计算得到坡印亭矢量;
 

通过在特定曲面上做坡印亭矢量的通量

积分,就可以得到穿过该曲面的电磁波的功率。
柱体内部电场分布为

E=
J
σ =

I
σπR2ez

  利用安培环路定理,柱体内部的磁场分布为

H =
Ir
2πR2eφ

  在导体外表面处,

H =
I
2πReφ

  因此,能流密度为

S=E×H =-
I2

2π2R3σ
er

  取流入导体表面的方向为法线正方向,则流入导体柱内部的功率为

P=∫S·dA=∫|S|r=RdA=
I2

2π2R3σ
·2πRL

=
I2

πR2σ
L=I2 L

S截面σ=I2R柱

于是,问题得证。
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图5-7 感生和动生电动势的

计算示意图
 

例5.7 如图5-7所示,一个长度为l的导体杆以速度

u=eyucos(ωt)运动,其两端通过柔软的导线连接在伏特计

上;
 

空间有一个变化的磁场B=exBcos(ωt),试用两种方法

计算感应电动势:
 

(1)利用感生电动势和动生电动势的概

念;
 

(2)利用法拉第电磁感应定律。
解 对于电动势的计算问题,可以采用两种方法:

 

一种

方法是首先计算得到任意时刻穿过线圈平面的磁通量,再
利用法拉第电磁感应定律进行求解;

 

另外一种方法是将电

动势分成两部分分别计算,即感生电动势和动生电动势,再求和得到总的电动势。
(1)

 

根据B 的方向,取逆时针方向为回路正方向。
在任一时刻t,导体杆的位置为

y'=∫
t

0
ucosωtdt=

u
ωsinωt

感生电动势为

E1=-∫
y'

-a

∂
∂t
(Bcosωt)ldy=Blωsinωt· a+

u
ωsinωt  =Blaωsinωt+Blusin2ωt

  动生电动势为

E2=∫l
􀱆×B·dl=-uBlcos2ωt

对于上面的计算,要特别注意方向。所以,有

E=Bωalsinωt+Blusin2ωt-Blucos2ωt=Bωalsinωt-Blucos2ωt
  (2)

 

法拉第电磁感应定律

t=∫Sࡹ
B·dS=∫

y'

-a
Bcosωt·ldy=Blcosωta+

u
ωsinωt  

得

E=-
dΨt

dt =-
d
dt

Blu
2ωsin2ωt+Balcosωt  =-Blucos2ωt+Balωsinωt

可见两种方法结果一致。

5.6 课后习题详解

图5-8 习题5.1示意图

习题5.1 设均匀平面电磁波的电场为E=Emsin(ωt-

βz)ex,一长为a、宽为b 的矩形线圈的轴线在x 轴上,且与

xOz平面夹角为α。求该线圈中的感应电动势。

解  方法1:
 

考虑运用公式E=∫E·dl计算感应电动势,

则在z= ±
a
2cosα

处,电场强度为E=Emsinωt∓β
acosα
2  ex。

如图5-8所示,采用逆时针的环路方向为积分方向,则感应电

动势的正负反映了相对于此参考方向的相对大小。仅考虑两



278  

个竖直方向边框的积分,感应电动势大小为

E=∫E·dl=-∫
b
2

-
b
2

Emsinωt+βacosα
2  dx+∫

b
2

-
b
2

Emsinωt-βacosα
2  dx

=-bEm sinωt+βacosα
2  -sinωt-βacosα

2  􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

=-2bEmsinβ
acosα
2 cosωt

此值为正,表明电动势是逆时针方向;
 

此值为负,表明电动势是顺时针方向。
方法2:

 

由麦克斯韦方程组可以得到

-=E×ࡹ
∂B
∂t=-βEmcos(ωt-βz)ey

根据法拉第电磁感应定律

E=-
d
dt∫S

B·dS=-∫S

∂B
∂t
·dS

(注意:
 

线框不动,所以可以将求导符号放进积分符号内)
代入上式,并考虑磁通量流出方向为y 方向(磁通为正的方向),则逆时针方向自然为感应

电动势的参考正方向(右手螺旋法则)。于是

E=-
d
dt∫S

B·dS=-∫S

∂B
∂t
·dS=-βEm∫

(acosα)/2

-(acosα)/2
cos(ωt-βz)bdz

=Emsin(ωt-βz)b
(acosα)/2

-(acosα)/2
=-2bEmsinβ

acosα
2 cosωt

事实上,根据斯托克斯定理,这两个方法的结果必定一致。
习题5.2 如图5-9所示,尺寸为a×b的矩形线圈与长直线电流

 

i共面,且靠近直线电

流的边与线电流平行,二者相距为d,线圈以角速度ω 绕其中心轴旋转。试求下列两种情况

下线圈中的感应电动势。

图5-9 习题5.2示意图

(1)
 

i=I0(常数);
 

(2)
 

i=ImcosΩt。
解 (1)

  

线圈转过角度为ωt时,其磁通量为

m=∫Sࡹ
B·dS=μ0I0b

2π∫
r2

r1

1
rdr=μ0I0b

2πln
r2
r1
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其中

r1=
 

d+
a
2  

2

+
a
2  

2

- d+
a
2  acosωt􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

1
2
,

r2=
 

d+
a
2  

2

+
a
2  

2

+ d+
a
2  acosωt􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

1
2

此时产生的感应电动势为

E1=-
dࡹm
dt =

μ0I0abω d+
a
2  sinωt

4π
1
r22

-
1
r21  

  (2)
 

同理求得

m=μ0ImbcosΩtࡹ
2π ln

r2
r1

E2=-
dࡹm
dt =

μ0Imabω d+
a
2  cosΩtsinωt
4π

1
r22

-
1
r21  +μ0ImbΩsinΩt

2π ln
r2
r1

图5-10 习题5.3示意图

  习题5.3 如图5-10所示,平行双线与一矩形回路共面,
设a=0.2m,b=c=d=0.1m,i=0.1cos(2π×107t)A,求回

路中的感应电动势。
解 以左侧电流线为z轴,电流i在距载流直线r处的磁

感应强度为

B=μ0i
2πr

则通过矩形线框的磁通量(垂直纸面向里的方向为参考正方

向)为

∫=m=∫B·dSࡹ
b+c

b

μ0i
2πr+ μ0i

2π(b+c+d-r)
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 adr

=μ0ia
2πln

b+c
b +μ0ia

2πln
c+d
d

=μ0ln4
100πcos

(2π×107t)Wb

回路中产生的感应电动势为

E=-
dࡹm
dt =0.348sin(2π×107t)V

  习题5.4 电子回旋加速器利用空间的交变磁场产生交变电场,从而使带电粒子加速。
设加速器中的磁场在圆柱坐标系内只有轴向分量,且只是r、t的函数,即 H=f(r,t)ez。
试求在半径为r处感应电场的大小与方向。若在某一时间间隔内f(r,t)=Crt,其中C 是

常数。试求感应电场强度的具体形式。
解 根据磁场分布的轴对称性可知,感应电场线为与轴线垂直的一族同心圆。由电磁

感应定律
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∮l
E·dl=-∫∂B∂t·dS

得 E·2πr=-μ0∫
r

0
2πr'∂f

(r',t)
∂t dr'

所以

E·2πr=-∫
r

0

∂B
∂t
·2πrdr=-μ0∫

r

0

∂
∂tCrt  ·2πrdr=

 

-
2μ0πC
3 r3

r

0

考虑到电场强度的方向,则有

E=-μ0C
3r2eφ

  习题5.5 长为
 

l的圆柱形电容器,内外电极的半径分别为r1 与r2,其中介质的介电

常数为ε。若两极板间所加的电压u=Umsinωt,且其角频率ω 不高,故电场分布与静态场

情形相同。试计算介质中的位移电流密度及穿过介质中半径为r(r1<r<r2)的圆柱形表

面的总位移电流;
 

并证明后者等于电容器引线中的传导电流。

解  设圆柱形电容器极板所带电荷量为Q,则由高斯定理∮E·dS=
Q
ε

可求得

E=
Q
2πεlrer

U=∫
r2

r1
E·dr=∫

r2

r1

Q
2πεlrdr=

Q
2πεl

·ln
r2
r1

=Umsinωt

所以

Q=
2πεlUmsinωt

ln
r2
r1

即

E=
Umsinωt

rln
r2
r1

er

介质中位移电流密度为

JD=
∂D
∂t =ε

∂E
∂t=

εωUmcosωt

rln
r2
r1

er

圆柱形表面的总位移电流为

iD=∫S
JD·dS=JD·2πrl=

2πlεωUmcosωt

ln
r2
r1

电容器引线中传导电流为

iC=CdUdt=
Q
U
dU
dt=

2πεl

ln
r2
r1

·ωUmcosωt=iD

所以圆柱形表面的总位移电流等于电容器引线中的传导电流。
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习题5.6 一铜导线中通过1A的传导电流,已知铜的介电常数为ε0,电导率为σ=5.8×
107S/m。试分别求出电流的频率为10kHz与100MHz时导线中的位移电流。

解 导线中传导电流密度为

JC=σE
位移电流为

JD=jωD=jωε0E=j2πfε0E
iD
iC

=
JD

JC
=
j2πfε0

σ =
2πfε0
σ

所以

iD ≈9.6×10-19fiC
当f=10kHz时,有

iD=9.6×10-15A
当f=100MHz时,有

iD=9.6×10-11A
  习题5.7 一球形电容器内外电极的半径分别为r1 与r2,其间填充介电常数为ε的介

质。若两球面极板间所加的电压u=Umsinωt,且其角频率ω 不高。试计算介质中的位移电

流密度及穿过介质中半径为r(r1<r<r2)的球面的总位移电流。
解 设球形电容器极板所带电荷量为Q,半径为r处的电场强度为E,由高斯定理可得

E=
Q
4πεr2

er

则

U=∫
r2

r1
E·dr=∫

r2

r1

Q
4πεr2

dr=
Q
4πε

1
r1

-
1
r2  =Umsinωt

故

Q=
4πεr1r2Umsinωt

r2-r1
因此

E=
r1r2Umsinωt
(r2-r1)r2

位移电流密度为

JD=
∂D
∂t =

r1r2
r2-r1

·1
r2
·εωUmcosωter

球面的总位移电流为

iD=∫S
JD·dS=

r1r2
r2-r1

1
r2

εωUmcosωt·4πr2=
4πr1r2εω
r2-r1

Umcosωt

  习题5.8 假设真空中的磁感应强度为H=0.01cos(6π×106t-2πz)eyA/m,试求与

之相应的位移电流密度。

解 由真空中全电流定律的微分形式ࡹ×H=
∂D
∂t

得
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JD=ࡹ×H =

ex ey ez

∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

0 Hy 0

=-
∂Hy

∂zex +
∂Hy

∂xez

=-0.01×2πsin(6π×106t-2πz)ex

=-0.02πsin(6π×106t-2πz)exA/m2

  习题5.9 已知电场强度矢量为

E=Em[cos(ωt-βz)ex +sin(ωt-βz)ey]
其中,Em、ω 及β均为常数。试由麦克斯韦方程组确定与之相联系的磁感应强度矢量B。

解 由麦克斯韦方程组ࡹ×E=-
∂B
∂t

得

∂B
∂t=-ࡹ×E=-

ex ey ez

∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

Ex Ey 0

=-Emβ[cos(ωt-βz)ex +sin(ωt-βz)ey]

则

B=∫∂B∂tdt=-β
ωEm[sin(ωt-βz)ex -cos(ωt-βz)ey]

  习题5.10 试写出下列各场量的复数表示式的瞬时值。
(1)

 

E=Eme-jβzex;
 

      (2)
 

H=Hme-j
(β-jα)zey;

 

(3)
 

E=Emsinβzex;
 

     (4)
 

E=40(2-j2)e-j20zex;
 

(5)
 

H=(4ex+5jey)ej
(ωt+βz);

 

 (6)
  

E=ey10e-j
(6x+8z);

 

解 (1)
  

E=Re(Emejωte-jβzex)=Emcos(ωt-βz)ex

(2)
 

H=Re(Hme-αze-jβzejωtey)=Hme-αzcos(ωt-βz)ey

(3)
 

E=Re(Emsinβz·ejωtex)=Emsinβzcosωtex

(4)
 

E=Re(80e
-j
π
4e-j20zejωtex)=80cosωt-20z-

π
4  ex

(5)
 

H=Re[(4ex+5jey)ej
(ωt+βz)]=Re(4ej(ωt+βz)ex)+Re(5e

j
π
2ej(ωt+βz)ey)=4cos(ωt+

βz)ex-5sin(ωt+βz)ey

(6)
 

E=Re(10e-j(6x+8z)ejωtey)=10cos(ωt-6x-8z)ey

习题5.11 如图5-11所示,已知相距为d 的两无限大平行导体板间的电场强度为

E=Emcos(ωt-βz)ex,试求两板间的磁场强度和导体板上的感应电荷及电流分布。

解 由麦克斯韦方程ࡹ×E=-
∂B
∂t

可得

∂B
∂t=-ࡹ×E=-βEmsin(ωt-βz)ey

则
 

B=∫∂B∂tdt=-∫βEmsin(ωt-βz)eydt=βEm

ω cos
(ωt-βz)ey
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图5-11 习题5.11示意图

两板间的磁场强度为

H =
B
μ0

= β
ωμ0

Emcos(ωt-βz)ey

由边界条件可得导体板上的感应电荷及感应电流分布分别为

ρS
x=d

=n·D=-ex·D=-ε0Emcos(ωt-βz)

ρS
x=0

=n·D=ex·D=ε0Emcos(ωt-βz)

JS
x=d

=n×H|x=d =-ex ×H =-βEm

μ0ω
cos(ωt-βz)ez

JS
x=0

=n×H
x=0

=ex ×H =βEm

μ0ω
cos(ωt-βz)ez

  习题5.12 长为l,内、外半径分别为r1 与r2 的理想导体同轴线,两端用理想导体板

短路。内外导体间填充介电常数为ε、磁导率为μ0 的介质。介质内的电磁场分别为

E=
A
rsinβze

jωter

H =j
B
rcosβze

jωteφ

试确定式中A、B 间的关系,并求出β和r=r1,r2 及z=0,l面上的电荷面密度与面电流

密度。
解 方法1:

 

由ࡹ×E=-jωμ0H 可得

1
r

er reφ ez

∂
∂r

∂
∂φ

∂
∂z

Er 0 0

=
Aβ
rcosβze

jωteφ =
ωμ0B
r cosβzejωteφ

从而 A=
ωμ0

β
B

同理,由ࡹ×H=jωεE 可得

B=
ωε
β
A

将以上两等式左右分别相乘,约掉A、B,可得

β2=ω2μ0ε
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由边界条件可得导体板上的感应电荷及感应电流分布分别为

ρS|r=r1 =n·D|r=r1 =er·D|r=r1 =εEr|r=r1 =
εA
r1
sinβzejωt

ρS|r=r2 =n·D|r=r2 =-er·D|r=r2 =-
εA
r2
sinβzejωt

ρS|z=0=n·D|z=0=ez·D|z=0=0

ρS|z=l =n·D|z=l =-ez·D|z=l =0

JS|r=r1 =n×H|r=r1 =er ×H =j
B
r1
cosβzejωtez

JS|r=r2 =n×H|r=r2 =-er ×H =-j
B
r2
cosβzejωtez

JS|z=0=n×H|z=0=ez ×H =-j
B
re

jωter

JS|z=l =n×H|z=l =-ez ×H =j
B
rcosβle

jωter

  方法2:
 

由于ࡹ×(ࡹ×E)=ࡹ(ࡹ·E)-2ࡹE=-jωμ0ࡹ×H=ω2μ0εE

所以将E=
A
rsinβze

jωter 代入可得

β2=ω2μ0ε
  习题5.13 已知在自由空间传播的均匀平面波的磁场强度为

H(z,t)=0.8(ex +ey)cos(6π×108t-2πz)A/m
  (1)

 

求此电磁波的电场强度矢量;
 

(2)
 

计算瞬时坡印亭矢量。

解 (1)
 

方法1:
 

由真空中的全电流定律ࡹ×H=
∂D
∂t=ε0

∂E
∂t
,得

∂E
∂t=

1
ε0

H×ࡹ =
1
ε0 -

∂Hy

∂zex +
∂Hx

∂zey  
=
1.6π
ε0

-ex +ey  sin(6π×108t-2πz)

E=∫∂E∂tdt=∫1.6πε0
-ex +ey  sin(6π×108t-2πz)dt

=96π(ex -ey)cos(6π×108t-2πz)V/m
  方法2:

 

用第6章均匀平面波的知识去求。由题意可得,波矢量为

k=2πezm-1

自由空间中该电磁波的电场强度矢量为

E(z,t)=Z0H(z,t)×ek

=120π·0.8(ex +ey)×ez·cos(6π×108t-2πz)V/m

=96π(ex -ey)cos(6π×108t-2πz)V/m
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  (2)
 

瞬时坡印亭矢量为

S=E×H =96π×0.8×(ex -ey)×(ex +ey)cos2(6π×108t-2πz)W/m2

=153.6πcos2(6π×108t-2πz)ezW/m2

  习题5.14 由半径为a、相距为d(d≪a)的圆形极板构成的平行板电容器,其中的介

质是非理想的,具有电导率σ、介电常数ε。假定电容器内的电场是均匀的,可忽略其边缘效

应。若电容器有电压为U0 的直流电源供电,试求电容器内任一点的坡印亭矢量,并验证其

中损耗的功率由电源供给。
解 设电容器极板轴线为z轴,向上为正,则

E=-
U0

dez, J=σE=-
σU0

dez

由安培环路定律∮l
H·dl=∫S

J·dS,得

H·2πr=J·πr2

有

H =
Jr
2eφ =-

σU0r
2deφ

坡印亭矢量为

S=E×H =
U0

d
σU0r
2d

(-ez)×(-eφ)=-
σU2

0r
2d2er

可以看出,能量是从电容器的边沿向轴线方向汇聚。总共流入的能量为

Pi=∫侧面
S·dA=∫侧面

-
σU2

0r
2d2er·dA(-er)

r=a
=
σU2

0a
2d2 ·2πa·d=

σU2
0πa2

d

=
U2
0

d/(σπa2)=
U2
0

R
根据焦耳定律得,损耗的功率为

Pl =∫V
J·EdV=σE2·πa2d=

σU2
0

d
·πa2=

U2
0

d/(σπa2)=
U2
0

R
其中,R 为电容器内的漏电阻。可见,损耗的功率是由电源供给的。

习题5.15 在同一空间有可能存在静止电荷的静电场E 和永久磁铁的磁场H,这时有

可能存在坡印亭矢量S=E×H,但没有能流。试证明:
 

对任一闭合面S,则有

∮S
(E×H)·dS=0

  证明 当静止电荷和永久磁铁同时存在时,该区域内既有静电场,又有稳恒磁场。故有

H×ࡹ ,E=0×ࡹ =0, S=E×H ≠0

∮S
(E×H)·dS=∫V

dV=∫V(E×H)·ࡹ
H·(E×ࡹ)] E]dV=0·(H×ࡹ)-

  习题5.16 由理想导体板构成的波导内的电场强度为

E=Emsin
πx
asin

(ωt-βz)ey

内部为空气,如图5-12所示。试求:
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图5-12 习题5.16示意图

(1)
 

波导内的磁场强度和波导壁上的面电流密度;
 

(2)
 

波导内的位移电流密度;
 

(3)
 

波导内的坡印亭矢量的瞬时值和平均值;
 

(4)
 

穿过波导任一横截面的平均功率。

解 (1)
 

由麦克斯韦方程组ࡹ×E=-
∂B
∂t
,得

∂B
∂t=-ࡹ×E=-βEmsin

πx
acos

(ωt-βz)ex -
π
aEmcos

πx
asin

(ωt-βz)ez

波导内的磁感应强度则为
 

B=∫∂B∂tdt=∫-βEmsin
πx
acos

(ωt-βz)ex -
π
aEmcos

πx
asin

(ωt-βz)ez
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 dt

=-βEm

ω sin
πx
asin

(ωt-βz)ex +
πEm

aωcos
πx
acos

(ωt-βz)ez

磁场强度为

H =
B
μ0

=
Em

ωμ0
-βsin

πx
asin

(ωt-βz)ex +
π
acos

πx
acos

(ωt-βz)ez
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

面电流密度由JS=n×H 可得。

JS|x=0=ex ×
Em

ωμ0
-βsin

πx
asin

(ωt-βz)ex +
π
acos

πx
acos

(ωt-βz)ez
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

=-
πEm

aωμ0
cos(ωt-βz)ey

JS|x=a =-ex ×
Em

ωμ0
-βsin

πx
asin

(ωt-βz)ex +
π
acos

πx
acos

(ωt-βz)ez
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

=
πEm

aωμ0
cos(ωt-βz)ey

JS|y=0=ey ×
Em

ωμ0
-βsin

πx
asin

(ωt-βz)ex +
π
acos

πx
acos

(ωt-βz)ez
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

=
πEm

aωμ0
cosπxacos

(ωt-βz)ex +βEm

ωμ0
sinπxasin

(ωt-βz)ez
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JS|y=b =-ey ×
Em

ωμ0
-βsin

πx
asin

(ωt-βz)ex +
π
acos

πx
acos

(ωt-βz)ez
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁
=-

πEm

aωμ0
cosπxacos

(ωt-βz)ex -βEm

ωμ0
sinπxasin

(ωt-βz)ez

  (2)
 

波导内的位移电流密度为

JD=ε0
∂E
∂t=ε0ωEmsin

πx
acos

(ωt-βz)ey

  (3)
 

波导内坡印亭矢量的瞬时值为

S=E×H =
πE2

m

4μ0aω
sin2πxa sin(2ωt-2βz)ex +βE2

m

μ0ω
sin2πxasin

2(ωt-βz)ez

将波导内的电场强度和磁场强度用复矢量表示为

Em=-jEmsin
πx
ae

-jβzey

Hm=jβ
Em

ωμ0
sinπxae

-jβzex +
πEm

aωμ0
cosπxae

-jβzez

波导内坡印亭矢量的平均值为

􀭵S=
1
2ReEm×H*

m =βE2
m

2μ0ω
sin2πxaez

本题也可以直接对瞬时坡印亭矢量在一个周期内做积分,再取平均值

􀭵S=
1
T∫

T

0

πE2
m

4μ0aω
sin2πxa sin(2ωt-2βz)ex +βE2

m

μ0ω
sin2πxasin

2(ωt-βz)ez
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 dt

=βE2
m

2μ0ω
sin2πxaez

结果同前。
(4)

 

穿过波导任一横截面的平均功率为

P=∫S
􀭵S·dA=∫

b

0
dy∫

a

0

βE2
m

2μ0ω
sin2πxadx=βE2

mab
4μ0ω

  习题5.17 已知时变电磁场中矢量势为A=exAmsin(ωt-kz),其中Am、k 为常数,求
电场强度、磁场强度及坡印亭矢量。

解 方法1:
 

磁场强度为

H =
1
μ

-=A×ࡹ
kAm

μ
cos(ωt-kz)ey

由洛伦兹条件ࡹ·A+εμ
∂ϕ
∂t=0

,得ࡹ·A=-εμ
∂ϕ
∂t=0

。

所以ϕ 为常数,电场强度为

E=-ࡹϕ-
∂A
∂t=-

∂A
∂t=-exωAmcos(ωt-kz)

坡印亭矢量为

S=E×H =ez
ωk
μ

A2
mcos2(ωt-kz)
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  方法2:
 

根据矢量势的表达式,以及其所满足的方程2ࡹA+k2A=-μJ,很容易判定空

间没有电流存在。因此,ࡹ×H=
∂D
∂t
,从而计算可得

E=-ex
k2Am

μεω
cos(ωt-kz)

S=E×H =ez
ωk
μ

A2
mcos2(ωt-kz)

  习题5.18 如果在良导体中存在正弦电磁波,试证明近似有

E=-jωA, B=ࡹ×A, J=-jωσA
2A-jωμσA=0 与ࡹ A=0·ࡹ 

  证明 通常情况下, +H=J×ࡹ
∂D
∂t

在低频正弦电路中,工作频率很低,而且满足ωε≪σ,即
∂D
∂t

|J|
⇔ jωεσ =

ωε
σ ≪1

于是

H×ࡹ ≈J
  同时,与静电场的情形相同,在时变场中,导电媒质内部没有自由电荷。证明如下:

 

在导体中,似稳电场必将引起传导电流密度J=σE 和位移电流密度JD=
∂D
∂t
。对麦克

斯韦第一方程

H×ࡹ =J+
∂D
∂t =σE+

∂D
∂t =

σ
εD+

∂D
∂t

两边取散度,并运用第四方程ࡹ·D=ρ,有
∂ρ
∂t+

σ
ερ=0

其解为 ρ=ρ0e
-σ

εt=ρ0e
-t

τ

式中, τ=
ε
σ

称为弛豫时间。金属导体在微波范围的频率下,有ε≈ε0。若取ε0≈10-11F/m,σ≈107S/m,则
τ≈10-18s。因此,在一般情况下金属导体内部有ρ=0,即使最初放入密度为ρ0 自由电荷,
它将极快地散开并分布于导电媒质的表面。因此,与静电场的情形类似,在时变场中导电媒

质内部没有自由电荷。
基于以上分析,导体中的麦克斯韦方程组可以近似为

H×ࡹ ≈J (5-50)

-=E×ࡹ
∂B
∂t

(5-51)

B=0·ࡹ (5-52)
D=0·ࡹ (5-53)

引入电磁场的矢量势,即动态矢量势A,满足

B=ࡹ×A
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或

H =
1
μ

A×ࡹ (5-54)

代入麦克斯韦方程组第二式,有

-=E×ࡹ
∂
∂t

×ࡹ=A×ࡹ -
∂A
∂t  

即 ×ࡹ E+
∂A
∂t  =0

上式括号中的矢量是无旋的,与静电场类似,这里我们引入动态标量势ϕ,令

E+
∂A
∂t=-ࡹϕ

即

E=-ࡹϕ-
∂A
∂t

(5-55)

式中,ϕ 和A 分别为时变电磁场的标量势和矢量势。

为了求得势函数ϕ 和A 与场源之间的关系,将式(5-54)代入式(5-50)中,并利用矢量微

分恒等式,得

H×ࡹ =
1
μ

=A×ࡹ×ࡹ
1
μ

ࡹ 2A  =Jࡹ-  A·ࡹ

即

ࡹ-2Aࡹ A  =-μJ·ࡹ (5-56)

  同理,再将式(5-55)
 

代入式(5-53)
 

中,得

·ࡹD=-ε·ࡹ +ϕࡹ
∂A
∂t  =0

即

+2ϕࡹ
∂
∂t

A=0·ࡹ (5-57)

  于是我们得到了两个势函数满足的方程式(5-56)和式(5-57)。观察A 和ϕ 可知,二者

都不是唯一的,它们的取值具有一定的任意性。若ϕ 和A 是一组满足式(5-56)及式(5-57)

的动态势函数,则由式(5-58)确定的另一组动态势函数ϕ'和A',即

ϕ'=ϕ-
∂f
∂t

A'=A+ࡹf
(5-58)

也是原方程的解,且对应同一电磁场,其中f 为任一标量函数。不妨对式(5-58)中取如下限

制(不同的限制,会得到不同的规范,如洛伦兹规范、库仑规范等)。

∂f
∂t=ϕ

则标量势函数为零(后面省略撇号,直接考虑标量势函数为零)。于是式(5-55)简化为

E=-
∂A
∂t

(5-59)
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由式(5-57)可得

A=0·ࡹ (5-60)
根据J=σE,并将式(5-59)、式(5-60)代入,则式(5-56)简化为

2A-μσࡹ
∂A
∂t=0

由于是时谐场,并取∂
∂t=jω

,因此题目得证。

习题5.19 若电磁场矢量势的分量为Ax=Ay=0,Az=f(r)ej
(ωt-βz),试求在圆柱坐标

系内场量E 与H 的表示式。
解 方法1:

 

由于Ax=Ay=0,Az=f(r)ej
(ωt-βz),所以

H =
1
μ

A×ࡹ

=
1
μ

er

r eφ
ez

r
∂
∂r

∂
∂φ

∂
∂z

Ar rAφ Az

=
1
μ

er

r eφ
ez

r
∂
∂r

∂
∂φ

∂
∂z

0 0 Az

=eφ
1
μ

-
∂Az

∂r
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

=-f'(r)
μ
ej(ωt-βz)eφ

根据洛伦兹条件ࡹ·A+jωεμϕ=0,有

ϕ=j
A·ࡹ
ωεμ

将A 的表达式代入上式,则有

ϕ=j
A·ࡹ
ωεμ

= j
ωεμ

1
r
∂
∂rrAr  +

∂Aφ

∂φ
+r
∂Az

∂z
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 = j

ωεμ
∂Az

∂z = β
ωεμ

f(r)ej(ωt-βz)

根据E=-ࡹϕ-jωA,则

E=-ࡹϕ-jωA=- er
∂ϕ
∂r+eφ

1
r
∂ϕ
∂φ

+ez
∂ϕ
∂z  -jωf(r)ej(ωt-βz)ez

=- er
∂ϕ
∂r+ez

∂ϕ
∂z  -jωf(r)ej(ωt-βz)ez

=- er
β
ωεμ

f'(r)ej(ωt-βz)+ez
-jβ2

ωεμ
f(r)ej(ωt-βz)􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 -jωf(r)ej(ωt-βz)ez

=-er
β
ωεμ

f'(r)ej(ωt-βz)+ezjβ
2-ω2εμ
ωεμ

f(r)ej(ωt-βz)

  方法2:
 

磁场强度的求解方法同上。
由于ࡹ×H=J+jωεE,所以

E=(ࡹ×H -J)/(jωε)=(μࡹ×H -μJ)/(jωεμ)
这里,电流密度是一个未知变量。矢量势应该满足方程

2A+ω2εμA=-μJࡹ
则
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E=(ࡹ×H -J)/(jωε)=(μ H×ࡹ 2A+ω2εμA)/(jωεμ)ࡹ+
利用上式,也可以得到和方法1完全一致的结果。这是因为

E=(μ H×ࡹ 2A+ω2εμA)/(jωεμ)ࡹ+

(jωεμ)/(2A+ω2εμAࡹ+B×ࡹ)=

(jωεμ)/(2A+ω2εμAࡹ+A×ࡹ×ࡹ)=

(jωεμ)/(2A+ω2εμAࡹ+2Aࡹ-A·ࡹࡹ)=

(考虑洛伦兹条件) (jωεμ)/[A+ω2εμA·ࡹࡹ]=

ϕ-jωAࡹ-=
可以看到,上述结果与方法1等价。在做题的过程中,可以根据个人爱好选择其中的一种

即可。
有些同学在得到了磁场强度的表达式之后,倾向于使用E=ࡹ×H/(jωε)来进行求解。

尽管也可以得到看似正确的结果,但是逻辑上不严密。这是因为在推导过程中使用了J=0
的条件,这显然是一个特例,题目中并没有明确指出。但是当J=0时,两个结果一致。

习题5.20 在无耗的各向同性媒质中,电场E 的方程为2ࡹE+ω2εμE=0,试问在什么

条件下E=Eme-jk
·r 是上述方程的解? 此电场作为麦克斯韦方程的解的条件是什么?

解 将E=Eme-jk
·r 代入2ࡹE+ω2εμE=0,可得

(k2-ω2εμ)E=0
只有当k2=ω2εμ 时,E=Eme-jk

·r 才是上述方程的解。
在无耗的各向同性媒质中,ρ=0,由ࡹ·D=ρ可得ࡹ·E=0。

Eme-jk·r·ࡹ=E·ࡹ =-jkxEmxe-jk·r -jkyEmye-jk·r -jkzEmze-jk·r

=-j(kxEmx +kyEmy +kzEmz)e-jk·r =-jk·Eme-jk·r =0
化简可得k·Em=0。
即,波的传播方向与电场的振动方向相垂直。因此该电场作为麦克斯韦方程的解还必须满

足此条件。

习题5.21 若仅考虑远场区,且设电流沿z轴方向流动,试证明H=
1
μ

A×ࡹ 在球坐标

系内可以简化为

Hφ =-
1
μ
sinθ

∂Az

∂r
  证明 因电流沿z轴方向流动,故有

A=Azez

  对于远区,1≪r,则由H=
1
μ0

A,可得×ࡹ

H =
1

μr2sinθ

er reθ rsinθeφ

∂
∂r

∂
∂θ

∂
∂φ

Ar rAθ rsinθAφ

=
1

μr2sinθ

er reθ rsinθeφ

∂
∂r

∂
∂θ 0

Azcosθ -rAzsinθ 0

=
1
μr

-
∂
∂r
(rAzsinθ)-

∂
∂θ
(Azcosθ)􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 eφ

=
1
μr

-Azsinθ-rsinθ
∂Az

∂r -cosθ
∂Az

∂θ +Azsinθ  eφ
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=
1
μr

-rsinθ
∂Az

∂r -cosθ
∂Az

∂θ  eφ

≈-
1
μ
∂Az

∂rsinθeφ

即

Hφ =-
1
μ
∂Az

∂rsinθ

  习题5.22 长为
 

l(l不甚小于波长)
 

的直导线沿z 轴放置,其中心在原点。设直导线

上载有沿+z方向为正的交变电流,其复数值为I(z)=Ime-jβz。试求在远区任一点处电磁

场的矢量势及磁场强度。

解  Az =μ0

4π∫
l
2

-
l
2

Ime-jβz'e-jkR

R dz'

  当r≫λ时(注意β=2π/λ),在远区可简化为

Az =μ0Im

4π∫
l
2

-
l
2

e-jβz'e
-jk(r-z'cosθ)

r dz'=μ0Ime-jkr

4πr∫
l
2

-
l
2

e-j(β-kcosθ)z'dz'

=μ0Ime-jkr

4πr
1

-j(β-kcosθ)e
-j(β-kcosθ)z'

l
2

-
l
2

=μ0Imle-jkr

4πr Sa
(β-kcosθ)l

2
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

  磁场强度为

H =
1

μ0r2sinθ

er reθ rsinθeφ

∂
∂r

∂
∂θ

∂
∂φ

Ar rAθ 0

=
1

μ0r2sinθ

er reθ rsinθeφ

∂
∂r

∂
∂θ 0

Azcosθ -rAzsinθ 0

=
Iml
4πr -Saβl-klcosθ

2  ∂∂r(e-jkrsinθ)-
e-jkr

r
∂
∂θ Saβl-klcosθ

2  cosθ􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁  eφ

≈
jkImle-jkr

4πr Saβl-klcosθ
2  sinθeφ

5.7 核心MATLAB代码

在麦克斯韦方程组中,最主要的两个运算,或者说是普通人最不易理解的运算,就是矢

量场,如电场或者磁场的旋度和散度运算。结合 MATLAB的可视化工具,可以实现对矢量

场散度和旋度的绘制,从而加深对这两个运算和电磁理论的理解。

5.7.1 MATLAB中的divergence函数介绍

divergence是计算矢量场相对于直角坐标系的散度的函数,其基本格式为

  div=divergence X V 
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该函数用于求矢量场V关于矢量X的散度,此处的V和X均为三维(二维)向量,前者

包含矢量在直角坐标系下的三个(两个)分量;
 

后者则是对应于该矢量的相应位置坐标。
下面的例子给出了利用符号工具箱计算矢量场散度的操作。

  syms
 

x
 

y
 

z 
 

divergence  x2ࡹ
 

2*y
 

z   x
 

y
 

z   

MATLAB运行结果为:
 

  2*x
 

+
 

3

MATLAB环境下,也可以利用数值方法直接计算散度,具体格式如下:

  div=divergence x y z u v w 。

该函数用于计算包含分量u、v和w的三维矢量场的散度。数组x、y和z用于定义矢

量分量u、v和w的坐标,它们必须是单调的,但无需间距均匀。x、y和z必须具有相同数量

的元素,就像由meshgrid生成一样。
本节主要采用的是第一种方法。

5.7.2 矢量场散度的可视化

矢量场的散度反映的是矢量场有无“源”和“汇”。矢量场在某一点的散度大于零,说明

矢量场在此处有源(好像水龙头),代表矢量的力线从此处发出;
 

反之,如果散度小于零,说
明矢量场在此处有汇(比如下水道),矢量的力线从外部流入该点;

 

散度等于零,说明矢量的

力线从该点穿过。MATLAB可以计算矢量函数的散度并做可视化处理。
下面的例子对矢量函数F=[u,v]=[sin(x+y),cos(x-y)]进行求散度的操作,并将

结果作图显示出来。

  syms
 

x
 

y
 

z
 

real
  

          %定义符号变量

F
 

=
 

 
 

sin x+y  cos x-y 
 

  
  

%定义函数F
g

 

=
 

divergence F  x
 

y  
                   

%求函数F的散度 符号形式

divF=MATLABFunction g  
  

%将散度转换为函数形式

x=linspace -2 5 2 5 20  
 X Y =meshgrid x x  

  

%定义网格

Fx=sin X+Y  
  

%F的x分量

Fy=cos X-Y  
  

%F的y分量

div_num=divF X Y  
  

%散度的数值形式

pcolor X Y div_num  
   

%用伪彩色图绘制散度

shading
 

interp 
  

%做插值

colorbar 
  

%绘制色条

hold
 

on 
  

%保持绘图叠加模式打开

quiver X Y Fx Fy 'k' 'linewidth' 1  
  

%叠加绘制箭头图

MATLAB窗口显示的散度函数结果如下,绘制的图像如图5-13所示。
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图5-13 函数F的矢量场图及其散度分布图

  g
 

=
 

sin x
 

-
 

y 
 

+
 

cos x
 

+
 

y 

上面的代码中,首先利用MATLAB下的符号工具箱函数,对函数F进行符号形式的散度

计算,然后将得到的散度结果g显示在 MATLAB窗口。同时,利用“MATLABFunction”将其

转换为函数形式。最后,利用pcolor和quiver函数,将散度和矢量场绘制在一个图像里面。
从图5-13可知,散度大于零的地方,即图5-13中发亮的区域,箭头呈现发散的情形,表明在

对应的区域有“源”;
 

散度小于零的地方,即图5-13中发暗的区域,箭头呈现汇聚状态,表明

在该区域有“汇”。
在麦克斯韦方程组中,ࡹ·D=ρ反映的就是电荷是电位移矢量的“源”:

 

正电荷处对应

电位移矢量从该处发出;
 

负电荷处电位移矢量进入该处;
 

无电荷处电位移矢量在该点连

续。而ࡹ·B=0表明磁场是无源场,磁感应线处处连续,因此磁通连续的性质成立。

5.7.3 MATLAB中的curl函数介绍

curl是 MATLAB中求矢量函数旋度的函数,其基本格式为

  curl V X 

该函数用于求矢量场V关于矢量X的旋度,此处的V和X均为三维向量,前者包含矢

量在直角坐标系下的三个分量;
 

后者则是对应于该矢量的相应位置坐标。
下面的代码用于计算矢量场V关于矢量X=(x,y,z)的旋度。

  syms
 

x
 

y
 

z
V

 

=
 

 x3ࡹ*y2ࡹ*z y3ࡹ*z2ࡹ*x z3ࡹ*x2ࡹ*y  
X

 

=
 

 x
 

y
 

z  
curl V X 

MATLAB显示结果如下:
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  ans
 

=
 x2ࡹ*z3ࡹ

 

-
 

2*x*y3ࡹ*z
 x3ࡹ*y2ࡹ

 

-
 

2*x*y*z3ࡹ
 

-
 

2*x3ࡹ*y*z
 

+
 

y3ࡹ*z2ࡹ

对一个标量函数的梯度场进行旋度计算,结果为零。换句话说,标量函数的梯度场是无

旋的。下面的代码就直接利用 MATLAB验证上述结论的正确性。

  syms
 

x
 

y
 

z
f

 

=
 

x2ࡹ
 

+
 

y2ࡹ
 

+
 

z2ࡹ 
vars

 

=
 

 x
 

y
 

z  
curl gradient f vars  vars 

MATLAB显示结果为:
 

  ans
 

=
0
0
0

5.7.4 矢量场旋度的可视化

接下来,对二维矢量函数F
 

=
 

[
 

sin(x+y),cos(x-y)
 

],求其旋度并作图。下面的代

码中,首先利用 MATLAB下的符号工具箱函数,对函数F进行解析形式的旋度计算;
 

然后

将得到的旋度结果G转换为函数形式;
 

最后利用pcolor和quiver函数,将二者绘制在一个

图像里面。由于题目给出的是二维函数,因此其旋度只有z分量,其他两个分量为零。

  syms
 

x
 

y
 

z
 

real
  

           %定义符号变量

F
 

=
 

 
 

sin x+y  cos x-y 
 

  
  

%定义函数F
G

 

=
 

curl  F 0   x
 

y
 

z  
                   

%计算F的旋度 并赋予G
   

curlF=MATLABFunction G 3   
  

%将G的z分量转换为函数 赋予curlF
x=linspace -2 5 2 5 20  
 X Y =meshgrid x x  

  

%定义网格

Fx=sin X+Y  
  

%计算F的x分量

Fy=cos X-Y  
  

%计算F的y分量

rot=curlF X Y  
  

%计算旋度的值

pcolor X Y rot  
   

%绘制旋度

shading
 

interp 
  

%颜色做插值

colorbar 
  

%绘制色条

hold
 

on 
  

%保持模式打开

quiver X Y Fx Fy 'k' 'linewidth' 1  
  

%绘制箭头图 并设置颜色为黑色 线宽为1

上述程序的运行时,窗口输出结果为:
 

  G
 

=
              0
              0
  -

 

sin x
 

-
 

y 
 

-
 

cos x
 

+
 

y 
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上式表示该函数的旋度的解析表达式显然是一个矢量,有三个分量。我们关心的是第三个

分量,即z分量。
将旋度的z分量用图形呈现出来,结果如图5-14所示。从图5-14中可以看出,旋度大

于零的地方,即图中发亮的区域,箭头呈现逆时针旋转的情形;
 

旋度小于零的地方,即图中

发黑的区域,箭头呈现顺时针旋转的状态。考虑到图中显示的是z方向的旋度(其他两个方

向为零),利用右手螺旋规则,可以看出这个现象是正确的,其真实反映了相关区域的漩涡源

状态。与图5-13对比,大家能够更加清晰地了解散度和旋度的区别。

图5-14 函数F 的矢量场图及其旋度分布图

在麦克斯韦方程组中,ࡹ×E=-
∂B
∂t
,该式表明:

 

电场的旋涡源是磁场随时间的变化率

的相反数。有磁场发生变化的地方就有旋涡源,电场围绕该旋涡源旋转。同理,ࡹ×H=

J+
∂D
∂t
,表示电流和电位移矢量的变化率之和,是磁场强度的旋涡源。在静磁场中,磁场强

度总是围绕着电流旋转,就是这个性质的一个具体体现。

5.8 科技前沿中的典型时变电磁场问题分析

2006年,美国《科学》杂志发表了Pendry等的论文《控制电磁场》。文中,作者首次提出

了利用麦克斯韦方程组的协变性来控制电磁场的思路,并以此论文为基础,提出了变换光学

(变换电磁学)的理论。由此,全球范围内关于电磁隐形的研究成为科研领域的热点。同年,
杜克大学的Smith等,利用人工电磁超材料,设计并加工了第一个柱状隐形装置,发表在

《科学》杂志上,并被该杂志评为当年度全球十大科技进展。接下来,我们就利用正交坐标系

的理论,详细分析这两种隐形装置的机理。

5.8.1 球形电磁隐形衣的设计

球坐标系下的隐形衣设计示意图如图5-15所示。

Pendry提出的电磁隐形衣可以用如下的球坐标系下的坐标变换来描述
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图5-15 球坐标系下的隐形衣设计示意图

r'=R1+
R2-R1

R2
r, θ'=θ, φ'=φ

r=(r'-R1)
R2

R2-R1
, θ=θ', φ=φ'

  可以看出,该变换把O 坐标系(Pendry称之为虚拟空间)下的一个半径为R2 的球形区

域映射为O'系(物理空间)下内、外半径分别为R1 和R2 的一个球壳区域。由于麦克斯韦

方程组的协变性,Pendry认为:
 

对于这两个空间,电磁波的规律是一致的;
 

两个空间中的电

磁场分布通过简单的规律建立了联系;
 

与虚拟空间中的空气不同,物理空间的球壳内,填充

了各向异性的非均匀电磁材料;
 

由于上述材料的存在,物理空间中的电磁波进入不到球壳

内部囊括的球形区域,而球壳外部,电磁波不受影响。正因为如此,可以在隐形区域内部放

置各种目标,但是外部观察者或者设备根本探测不到。Pendry给出了这种隐形材料的设计

结果。我们就利用正交坐标系下的麦克斯韦方程组及其变换特性,来分析这些结果。
对于虚拟空间,采用的是球坐标系,因此有

=E×ࡹ
1

r2sinθ

er reθ rsinθeφ

∂
∂r

∂
∂θ

∂
∂φ

Er rEθ rsinθEφ

=-jωμ0μrH (5-61)

由于虚拟空间中是空气,所以相对磁导率μr=1。
将虚拟空间映射到物理空间时,事实上,就虚拟空间中的各点而言,其既可以用(r,θ,φ)表

示,也可以用(r',θ',φ')来表示。这实际上是一个坐标变换,于是可以将麦克斯韦方程组的

形式从不加撇变量变为加撇变量。假设将虚拟空间的球坐标系看作是参考基准,加撇变量

看作是新的坐标变量,那么,站在虚拟空间来看,加撇变量就构成了一个新的曲线坐标系,而
且一般情况下是非正交系,分析起来比较复杂。现在结合具体的变换形式,分析这个新的曲

线坐标系的形式。
当r'单独变化时,对应的坐标线为r',对应的基矢有

hr'er' =
∂l
∂r'=

 

lim
Δr'→0

Δrer +rΔθeθ +rsinθΔφeφ

Δr'

=
∂r
∂r'er +r∂θ∂r'eθ +rsinθ∂φ∂r'eφ =

R2

R2-R1
er =ker

  这里引用了正交坐标系下的线元矢量公式dl。其中,hr'就是新坐标变量对应的拉梅系

数,且k=
R2

R2-R1
。同理,有
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hθ'eθ' =
∂l
∂θ'=

 

lim
Δθ'→0

Δrer +rΔθeθ +rsinθΔφeφ

Δθ'

=
∂r
∂θ'er +r∂θ∂θ'eθ +rsinθ∂φ∂θ'eφ =reθ

hφ'eφ' =
∂l
∂φ'

=
 

lim
Δφ'→0

Δrer +rΔθeθ +rsinθΔφeφ

Δφ'

=
∂r
∂φ'

er +r∂θ∂φ'
eθ +rsinθ∂φ∂φ'

eφ =rsinθeθ

  观察可知

ei'·ej' =δi'j' =
1,i'=j'
0,i'≠j' 

其中,i',j'=r',θ',φ'。
这说明,新的曲线坐标系就是正交坐标系,其对应的拉梅系数分别为

hr' =k, hθ' =r, hφ' =rsinθ
其基矢与原球坐标系的基矢一样,即

er' =er, eθ' =eθ, eφ' =eφ

因此,在新、旧这两个正交坐标系下,同一个矢量的各个分量相同。

Er' =Er, Eθ' =Eθ, Eφ' =Eφ

  根据正交曲线坐标系下的旋度表达式为

=F×ࡹ
1

h1h2h3

h1e1 h2e2 h3e3
∂
∂u1

∂
∂u2

∂
∂u3

h1F1 h2F2 h3F3

则在新坐标系下,有

=E×ࡹ
1

kr2sinθ

ker' reθ' rsinθeφ'

∂
∂r'

∂
∂θ'

∂
∂φ'

kEr' rEθ' rsinθEφ'

=-jωμ0μrH

由于Er'=Er,Eθ'=Eθ,Eφ'=Eφ,

所以 =E×ࡹ
1

kr2sinθ

ker' reθ' rsinθeφ'

∂
∂r'

∂
∂θ'

∂
∂φ'

kEr rEθ rsinθEφ

=-jωμ0μrH

这个就是经过变量替换之后的方程形式,它显然不是标准的球坐标系下的麦克斯韦方程组

形式(尽管非常相似)。我们的工作就是将上述形式进行重组,使其满足球坐标系下麦克斯

韦方程组的标准形式(物理空间是用球坐标系表示的)。为此,将方程展成三个分量形式,
则有

er'

r2sinθ
r
∂(sinθEφ)
∂θ' -r

∂Eθ

∂φ'
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 =-jωμ0μrHrer' (5-62a)



299  

eθ'

krsinθ
∂kEr

∂φ'
-sinθ

∂(rEφ)
∂r'

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 =-jωμ0μrHθeθ' (5-62b)

eφ'

kr
∂(rEθ)
∂r' -

∂kEr

∂θ'
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 =-jωμ0μrHφeφ' (5-62c)

参考式(5-61),将标准的方程形式也以加撇变量的形式展开为三个分量形式,以方便对

照,有

er'

r'2sinθ'
r'
∂(sinθ'Eφ')
∂θ' -r'

∂Eθ'

∂φ'
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 =-jωμ0μrHr'er' (5-63a)

eθ'

r'sinθ'
∂Er'

∂φ'
-sinθ'

∂(r'Eφ')
∂r'

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 =-jωμ0μrHθ'eθ' (5-63b)

eφ'

r'
∂(r'Eθ')
∂r' -

∂Er'

∂θ'
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤
􀭥

􀪁
􀪁 =-jωμ0μrHφ'eφ' (5-63c)

为了将式(5-62)凑成式(5-63)的形式,则可以做如下变化(注意变换公式),即

r'
r

er'

r'2sinθ'
r'
∂(sinθ'Eφ)
∂θ' -r'

∂Eθ

∂φ'
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤
􀭥

􀪁
􀪁 =-jωμ0μrHrer'

r'
kr

eθ'

r'sinθ'
∂(kEr)
∂φ'

-sinθ'
∂r' r

r'Eφ  􀭠
􀭡

􀪁􀪁  
∂r' 

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 =-jωμ0μrHθeθ'

r'
kr

eφ'

r' 
∂r' r

r'Eθ  􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

∂r' -
∂kEr  
∂θ'  =-jωμ0μrHφeφ'

从上式大致可以看出,Er'=kEr,Eθ'=
r
r'Eθ,Eφ'=

r
r'Eφ。将上面公式做进一步的变形,并

考虑到当从虚拟空间变化到物理空间时,各个矢量(电场强度或者磁场强度)应该遵守同样

的规律,则有

er'

r'2sinθ' r'
∂sinθ' r

r'Eφ  􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

∂θ' -r'
∂r

r'Eθ  
∂φ'  =-jωμ0

r2

kr'2μr  kHr  er'

eθ'

r'sinθ' ∂(kEr)
∂φ'

-sinθ'
∂r' r

r'Eφ  􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

∂r'  =-jωμ0kμr  r
r'Hθ  eθ'

eφ'

r' 
∂r' r

r'Eθ  􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

∂r' -
∂kEr'  
∂θ'  =-jωμ0kμr  r

r'Hφ  eφ'

上面已经考虑到了磁场的类似变换形式。此时,上式左边已经完全变化为球坐标系下的麦

克斯韦方程组的标准形式,而方程右边与标准形式的差异可以用磁导率各个分量的改变来

代替,即有

μr'r' =
r2

kr'2μr, μθ'θ' =kμr, μφ'φ' =kμr

同理,对于
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H×ࡹ =
1

r2sinθ

er reθ rsinθeφ

∂
∂r

∂
∂θ

∂
∂φ

Hr rHθ rsinθHφ

=jωε0εrE (5-64)

可以得到,对于介电常数,其变化规律为

εr'r' =
r2

kr'2
εr, εθ'θ' =kεr, εφ'φ' =kεr

整理、化简得

εr'r' =
 r'-R1

r'  
2 R2

R2-R1
εr, εθ'θ' =

R2

R2-R1
εr, εφ'φ' =

R2

R2-R1
εr;

 

μr'r' =
 r'-R1

r'  
2 R2

R2-R1
μr, μθ'θ' =

R2

R2-R1
μr, μφ'φ' =

R2

R2-R1
μr。

上式就是在物理空间,球坐标系下,材料的电磁参数。可见,虚拟空间中的空气在物理空间

已经转变为各向异性的、非均匀材料。可以重新写作

=E×ࡹ
1

r'2sinθ'

er' r'eθ' r'sinθ'eφ'

∂
∂r'

∂
∂θ'

∂
∂φ'

Er' r'Eθ' r'sinθ'Eφ'

=-jωμ0μ
=·H (5-65)

其中,

μ
= =

μr'r' 0 0
0 μθ'θ' 0
0 0 μφ'φ'

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁 μr (5-66)

同理,

H×ࡹ =
1

r'2sinθ'

er' r'eθ' r'sinθ'eφ'

∂
∂r'

∂
∂θ'

∂
∂φ'

Hr' r'Hθ' r'sinθ'Hφ'

=jωε0ε=·E (5-67)

其中,

ε= =

εr'r' 0 0
0 εθ'θ' 0
0 0 εφ'φ'

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁 εr (5-68)

5.8.2 柱状电磁隐形衣设计

同样,仿照前面的过程,可以推导无限长柱状隐形装置的设计。大家可以继续参考

图5-15,只不过把它看作是柱坐标系下的xOy 平面即可。采用如下的坐标变换

r'=R1+
R2-R1

R2
r, φ'=φ, z'=z

r=(r'-R1)
R2

R2-R1
, φ=φ', z=z'
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  可以看出,该变换把虚拟空间中O 坐标系下的一个半径为R2 的圆柱形区域映射为O'
系(物理空间)下内、外半径分别为R1 和R2 的一个柱壳区域。对于虚拟空间,采用的是圆

柱坐标系,因此有

=E×ࡹ
1
r

er reφ ez

∂
∂r

∂
∂φ

∂
∂z

Er rEφ Ez

=-jωμ0μrH (5-69)

由于虚拟空间中是空气,所以相对磁导率μr=1。同样,站在虚拟空间来看,加撇变量就构

成了一个新的曲线坐标系,而且一般情况下是非正交系。现在结合具体的变换形式,分析这

个新的曲线坐标系的形式。
当r'单独变化时,对应的坐标线为r',对应的基矢有

hr'er' =
∂l
∂r'=

 

lim
Δr'→0

Δrer +rΔφeφ +Δzez

Δr'

=
∂r
∂r'er +r∂φ∂r'eθ +

∂z
∂r'ez =

R2

R2-R1
er =ker

  这里引用了正交坐标系下的线元矢量公式dl。其中,hr'就是新坐标变量对应的拉梅系

数,且k=
R2

R2-R1
。同理,有

hφ'eφ' =
∂l
∂φ'

=
 

lim
Δφ'→0

Δrer +rΔφeφ +Δzez

Δφ'

=
∂r
∂φ'

er +r∂φ∂φ'
eφ +

∂z
∂φ'

ez =reφ

hz'ez' =
∂l
∂z'=

 

lim
Δz'→0

Δrer +rΔφeφ +Δzez

Δz'

=
∂r
∂z'er +r∂φ∂z'eφ +

∂z
∂z'ez =1ez

  观察可知

ei'·ej' =δi'j' =
1,i'=j'
0,i'≠j' 

其中,i',j'=r',φ',z'。
这说明,新的曲线坐标系就是正交坐标系,其对应的拉梅系数分别为

hr' =k, hφ' =r, hz' =1
其基矢与原球坐标系的基矢一样,即

er' =er, eφ' =eφ, ez' =ez

因此,在虚拟空间,新、旧两个正交坐标系下,同一个矢量的各个分量相同,即
Er' =Er, Eφ' =Eφ, Ez' =Ez

根据正交曲线坐标系下的旋度表达式

=F×ࡹ
1

h1h2h3

h1e1 h2e2 h3e3
∂
∂u1

∂
∂u2

∂
∂u3

h1F1 h2F2 h3F3
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则在新坐标系下有

=E×ࡹ
1
kr

ker' reφ' ez'

∂
∂r'

∂
∂φ'

∂
∂z'

kEr' rEφ' Ez'

=-jωμ0μrH

根据Er'=Er,Eφ'=Eφ,Ez'=Ez,得

=E×ࡹ
1
kr

ker' reφ' ez'

∂
∂r'

∂
∂φ'

∂
∂z'

kEr rEφ Ez

=-jωμ0μrH

这个就是经过变量替换之后的方程形式,它显然不是标准的柱坐标系下的麦克斯韦方程组

形式(尽管非常相似)。我们的工作就是将上述形式进行重组,使其满足球坐标系下麦克斯

韦方程组的标准形式(物理空间是用柱坐标系表示的)。为此,将方程重新写作

=E×ࡹ
1
kr

ker' reφ' ez'

∂
∂r'

∂
∂φ'

∂
∂z'

kEr  r' r
r'Eφ  Ez

=-jωμ0μrH

将其展开成三个分量形式,则

er'

r ∂Ez

∂φ'
-
∂r' r

r'Eφ  􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

∂z'
􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 =-jωμ0μrHrer' (5-70a)

eφ'

k
∂kEr  
∂z' -

∂(Ez)
∂r'

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 =-jωμ0μrHφeφ' (5-70b)

ez'

kr 
∂r' r

r'Eφ  􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

∂r' -
∂kEr  
∂φ'  =-jωμ0μrHzez' (5-70c)

参考式(5-69),将标准的方程形式也以加撇变量的形式展开为三个分量形式,以方便对

照,有
er'

r'
∂Ez'

∂φ'
-
∂(r'Eφ')
∂z'

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 =-jωμ0μrHrer' (5-71a)

eφ'
∂Er'

∂z' -
∂Ez'

∂r'  =-jωμ0μrHφeφ' (5-71b)

ez'

r'
∂(r'Eφ')
∂r' -

∂Er'

∂φ'
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 =-jωμ0μrHzez' (5-71c)

为了将式(5-70)凑成式(5-71)的形式,则可以做如下变化(注意变换公式),即

er'

r' ∂Ez

∂φ'
-
∂r' r

r'Eφ  􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

∂z'  =-jωμ0
r
kr'μr  kHr  er'

eφ'
∂kEr  
∂z' -

∂(Ez)
∂r'

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 =-jωμ0kr'

rμr  r
r'Hφ  eφ'
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ez'

r' 
∂r' r

r'Eφ  􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

∂r' -
∂kEr  
∂φ'  =-jωμ0

kr
r'μr  Hzez'

上式应用到了场量之间的变换关系Er'=kEr,Eφ'=
r
r'Eφ,Ez'=Ez,并考虑到当从虚拟空间

变化到物理空间时,磁场强度应该遵守同样的规律,则有

μr'r' =
r
kr'μr, μφ'φ' =kr'

rμr, μz'z' =kr
r'μr

同理,对于

H×ࡹ =
1
r

er reφ ez

∂
∂r

∂
∂φ

∂
∂z

Hr rHφ Hz

=jωε0εrE (5-72)

可以得到,对于介电常数,其变化规律为

εr'r' =
r
kr'εr

, εφ'φ' =kr'
rεr

, εz'z' =kr
r'εr

整理、化简得

εr'r' =
r'-R1

r' εr, εφ'φ' =
r'

r'-R1
εr, εz'z' =

 R2

R2-R1  
2r'-R1

r' εr;
 

μr'r' =
r'-R1

r' μr, μφ'φ' =
r'

r'-R1
μr, μz'z' =

 R2

R2-R1  
2r'-R1

r' μr

上式就是在物理空间,球坐标系下,材料的电磁参数。可见,虚拟空间中的空气在物理空间

已经转变为各向异性的、非均匀材料。可以重新写作

=E×ࡹ
1
r'

er' r'eφ' eφ'

∂
∂r'

∂
∂φ'

∂
∂z'

Er' r'Eφ' Ez'

=-jωμ0μ
=·H (5-73)

其中,

μ
= =

μr'r' 0 0
0 μφ'φ' 0
0 0 μz'z'

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁 μr

同理,

H×ࡹ =
1
r'

er' r'eφ' ez'

∂
∂r'

∂
∂φ'

∂
∂z'

Hr' r'Hφ' Hz'

=jωε0ε=·E (5-74)

其中,

ε= =

εr'r' 0 0
0 εφ'φ' 0
0 0 εz'z'

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁 εr
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5.9 著名大学考研真题分析

【考研题1】 (重庆邮电大学2017年)在无源(ρ=0、J=0)的自由空间中,已知电磁场

的电场强度复矢量为E
·
(z)=eyE0e-jkzV/m,式中k和E0 为常数。求:

 

(1)
 

磁场强度的复矢量形式H
·
(z);

 

(2)
 

平均坡印亭矢量Sav(z);
 

(3)
 

瞬时坡印亭矢量S(z,t)。

解 (1)
  

由ࡹ×E
·
=-jωμ0H

·
得

H
·
(z)=-

1
jωμ0

E×ࡹ
·

=-
1
jωμ0

ex ey ez

∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

0 E0e-jkz 0

=-ex
kE0

ωμ0
e-jkz

  (2)
 

平均坡印亭矢量为

Sav(z)=
1
2Re

[E
·
(z)×H

·
*(z)]

=
1
2Re

(eyE0e-jkz)× ex -
kE0

ωμ0
e-jkz  

*􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

=
1
2Reez

kE2
0

ωμ0

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

=ez
kE2

0

2ωμ0

  (3)
 

电场和磁场的瞬时值分别为

E(z,t)=Re[E(z)ejωt]=eyE0cos(ωt-kz)

H(z,t)=Re[H(z)ejωt]=-ex
kE0

ωμ0
cos(ωt-kz)

瞬时坡印亭矢量为

S(z,t)=E(z,t)×H(z,t)

=eyE0cos(ωt-kz)× -ex
kE0

ωμ0
cos(ωt-kz)􀭠

􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

=ez
kE2

0

ωμ0
cos2(ωt-kz)

  【考研题2】 (电子科技大学2016年)在无源的空气中,已知频率f=3×109Hz的电磁

波磁场强度为
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H(x,z)=ey0.1sin(10πx)e
-jkzzA/m

试求:
 

(1)
 

常数kz 的值;
 

(2)
 

电场强度复矢量E(x,z);
 

(3)
 

平均坡印亭矢量Sav(x,z)。

解 (1)
 

λ=
c
f
=
3×108

3×109
=0.1m

k=
2π
λ=

2π
0.1=20π

由于磁场必须满足波动方程2ࡹH+k2H=0,所以可以推导出k2x+k2z=k2,即
(10π)2+k2z =

 

(20π)2

故

kz = k2-k2x =103π
  (2)

 

因为
 

H=jωε0E×ࡹ x,z  
H×ࡹ = 3πjsin(10πx)e-j10 3z  ex + πcos(10πx)e-j10 3z  ez

所以

E x,z  =
1
jωε0

H×ࡹ

=-j6 3πjsin(10πx)ex +πcos(10πx)ez  e-j10 3z

=6 3πsin(10πx)ex -jπcos(10πx)ez  e-j10 3z

  (3)
 

利用公式计算平均坡印亭矢量为

Sav x,z  =
1
2Re

[E×H*]

=
1
2Re6 3πsin(10πx)ex -jπcos(10πx)ez  e-j(10 3πz)×ey0.1sin10πx  ej(10 3πz)  

=0.3 3πsin2(10πx)ez

  【考研题3】 (西安电子科技大学2012年)已知无源自由空间的电场强度矢量

E=eyEmsinωt-kz  。
(1)

 

试由麦克斯韦方程求磁场强度;
 

(2)
 

证明ω/k等于光速;
 

(3)
 

试求坡印亭矢量的时间平均值。

解 方法1:
 

(1)
 

E=eyEmsinωt-kz  =eyEme
-jkz+π2  ,由麦克斯韦方程ࡹ×E=

-jωμH 可得

H = j
ωμ0

=E×ࡹ j
ωμ0

·exjkEme
-jkz+

π
2  =-ex

k
ωμ0

Eme
-jkz+

π
2  

所以 H=-ex
k

ωμ0
Emsinωt-kz  

  (2)
 

因为自由空间中有ࡹ×H=jωε0E

E=
1
jωε0

H×ࡹ =ey
k2

ω2μ0ε0
Eme

-jkz+
π
2  
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所以比较后可得 k2

ω2μ0ε0
=1,即

ω
k=

1

μ0ε0
=c。

(3)
 

平均坡印亭矢量为

Sav=Re
E×H*

2  =ez
kE2

m

2ωμ0

  此题目也可以通过瞬时值形式直接求解,如方法2所示。

方法2:
 

(1)
 

由于E=eyEmsinωt-kz  ,则由麦克斯韦方程ࡹ×E=-μ0
∂H
∂t

可得

∂H
∂t =-

E×ࡹ
μ0

=ex -
kEm

μ0
cos(ωt-kz)

对其进行积分,并忽略积分常数,则有

H =-ex
k

ωμ0
Emsinωt-kz  

  (2)
 

因为自由空间中有ࡹ×H=ε0
∂E
∂t
,将上面磁场的表达式代入,则有

ε0ey ωEmcos(ωt-kz)  =ࡹ×H =ey
k2Em

ωμ0
cos(ωt-kz)

比较后可得 k2

ω2μ0ε0
=1,即

ω
k=

1

μ0ε0
=c。

(3)
 

S=E×H=ez
kE2

m

ωμ0
sin2 ωt-kz  

Sav=
1
T∫

T

0
Sdt=ez

1
T∫

T

0

kE2
m

ωμ0
sin2(ωt-kz)dt=ez

kE2
m

2ωμ0

  【考研题4】 (电子科技大学2011年)在无源的空气中,已知电磁波的频率f=3×
109Hz,磁场强度为

H x,z  =ey0.1sin10πx  e
-jkzzA/m

试求:
 

(1)
 

常数kz 的值;
 

(2)
 

电场强度复矢量E x,z  和瞬时矢量E x,z;t  ;
 

(3)
 

平均坡印亭矢量Sav x,z  。

解 (1)
 

λ=
c
f
=
3×108

3×109
=0.1m

k=
2π
λ =

2π
0.1=20π

由于磁场必须满足波动方程2ࡹH+k2H=0,所以可以推导出k2x+k2z=k2,即
(10π)2+k2z =

 

(20π)2

故

kz = k2-k2x =10 3π
  (2)

 

考虑采用瞬时值形式,磁场的瞬时值为

H x,z  =ey0.1sin10πx  cos(6π×109t-103πz)A/m
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因为ࡹ×H=
∂D x,z  
∂t

,且有

H×ࡹ = - 3πsin10πx  sin6π×109t-103πz    ex +

πcos10πx  cos6π×109t-103πz    ez

所以,有

D=∫ࡹ×H  dt

=∫ - 3πsin10πx  sin6π×109t-103πz    ex +

πcos10πx  cos6π×109t-103πz    ez  dt
=

1
6π×109

3πsin10πx  cos6π×109t-103πz    ex +

 1
6π×109

πcos10πx  sin6π×109t-103πz    ez

所以

E x,z;t  =
1

6π×109ε0
3πsin10πx  cos6π×109t-103πz    ex +

 1
6π×109ε0

πcos10πx  sin6π×109t-103πz    ez

=6 3πsin10πx  cos6π×109t-103πz    ex +

 6πcos10πx  sin6π×109t-103πz    ez

所以,电场强度的复矢量形式为

E x,z  =6 3πsin(10πx)ex -jπcos(10πx)ez  e-j(10 3z)

  (3)
  

瞬时值形式的坡印亭矢量为

Sx,z  =E×H

=
6 3πsin10πx  cos6π×109t-103πz    ex +

6πcos10πx  sin6π×109t-103πz    ez  ×
 ey0.1sin10πx  cos(6π×109t-103πz)  
= 0.63πsin2 10πx  cos2(6π×109t-103πz)  ez -

 [0.6πsin10πx  cos10πx  sin6π×109t-103πz  ×
 cos(6π×109t-103πz)]ex

注意到

1
T∫

T

0
cos2(ωt-103πz)dt=

1
2

1
T∫

T

0
sinωt-103πz  cos(ωt-103πz)dt=0

则

Sav x,z  =
1
T∫

T

0
Sx,z  dt=0.33πsin2(10πx)ez
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  读者可以结合【考研题2】来体会瞬时值形式运算和复矢量形式运算的差别。
【考研题5】 (电子科技大学2015年)同轴线内导体半径为a,外导体半径为b,内外导

体间为空气。已知内、外导体间的电场强度为

E(ρ,z,t)=eρ
Em

ρ
cos(ωt-kz)V/m

  (1)求磁场强度H(ρ,z,t);
 

(2)求导体表面的电流密度;
 

(3)求同轴线中的平均坡印亭

矢量Sav 和平均功率Pav;
 

(4)若已知空气的击穿电场强度为Ebr,求此同轴线能传输的最大

平均功率Pav。
解 (1)

 

同轴线中的TEM波满足

H =
1
Z0

ek ×E=
1
377ez ×

Em

ρ
cos(ωt-kz)eρ

H =
1
377

Em

ρ
cos(ωt-kz)eφ

  当然,也可以从麦克斯韦方程组出发,利用ࡹ×E=-μ0
∂H
∂t

求解,可以得到

E=-μ0×ࡹ
∂H
∂t =eφ

Em

ρ
ksin(ωt-kz)

所以

∂H
∂t=-eφ

1
μ0

Em

ρ
ksin(ωt-kz)

于是

H=eφ
k

ωμ0

Em

ρ
cos(ωt-kz)

这个表达式实际上与前面的结果完全一致。事实上,

H=ε0×ࡹ
∂E
∂t

所以

eρ -
k

ωμ0

Em

ρ
ksin(ωt-kz)

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 =-eρε0

ωEm

ρ
sin(ωt-kz)

因此

k=ω ε0μ0

于是有

H =eφ
ω ε0μ0

ωμ0

Em

ρ
cos(ωt-kz)=eφ

ε0

μ0

Em

ρ
cos(ωt-kz)=eφ

1
377

Em

ρ
cos(ωt-kz)

  (2)
 

由于是介质-导体表面,因此满足边界条件n×H=JS,因此得

当ρ=a 时,

JS =n×H =eρ × 1
377

Em

acos
(ωt-kz)eφ

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 =

1
377

Em

acos
(ωt-kz)ez

  当ρ=b时,
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JS =n×H =-eρ × 1
377

Em

bcos
(ωt-kz)eφ

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 =-

1
377

Em

bcos
(ωt-kz)ez

  (3)
 

将电场强度、磁场强度写为复数形式

E=eρ
Em

ρ
e-jkzV/m, H =eφ

Em

Z0ρ
e-jkzV/m

所以,

Sav=
1
2Re

[E×H*]=
E2
m

2Z0ρ2
ez

因此,

Pav=∬S
Sav·dA=∫

b

a

E2
m

2Z0ρ22πρdρ=
πE2

m

Z0
lnb

a
也可以直接从瞬时值形式出发,则有

S=E×H =
E2
m

Z0ρ2
cos2(ωt-kz)ez

Sav=
1
T∫

T

0

E2
m

Z0ρ2
cos2(ωt-kz)ez =

E2
m

2Z0ρ2
ez

同样也可以得到传输功率的表达式。
(4)

 

在r=a 处,电场强度最大,要想使得空气不被击穿,必须有

Em

a ≤Ebr, 即Em ≤aEbr

将Em 表达式代入(3)式,得最大平均传输功率Pbr=
πa2E2

br

Z0
ln

b
a
。

【考研题6】 (西安电子科技大学2011年)一段由理想导体构成的同轴线,内导体半径

为a,外导体半径为b,长度为L,同轴线两端用理想导体板短路,已知在a≤r≤b,0≤z≤L
区域内的电磁场为

E=er
A
rsinkz

H =eθ
B
rcoskz

  (1)
 

确定A、B 间的关系;
 

(2)
 

确定k;
 

(3)
 

求r=a 及r=b面上的ρS、JS。
解 (1)

 

由法拉第电磁感应公式ࡹ×E=-jωμH 得

H =j
E×ࡹ
ωμ

=eθ
jkA
rωμ
coskz

比较可知

A=
ωμ
jkB

同理,由于ࡹ×H=jωεE,所以有

E=
H×ࡹ
jωε =er

kB
jrωε

sinkz
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比较可得

A=
kB
jωε

根据k2=ω2με,解得k=ω με。
所以

A=-j μ
εB=-jZB

其中,Z 是导体内介质的特性阻抗。
(2)

 

因为同轴线两端用理想导体板短路,所以以两端处(即z=0和z=L 处)的电场强

度为0,则有

E|z=L =er
A
rsinkL=0

所以

k=
mπ
L
, m=1,2,3,…

  此处需要注意,虽然有关系k=ω με,但在本题里,ω 不是任意数值的已知量,所以不

可用来确定k。事实上,将同轴线两端短路后,构成了一个谐振腔,利用边界条件确定k,再
根据上式确定谐振频率ω。容易看到,谐振频率是一些离散的数值,不能随意选择。

(3)
 

在r=a 的平面上

ρS =n·D=er·er
Aε
asinkz=

Aε
asinkz

JS =n×H =er ×eθ
B
acoskz=ez

B
acoskz

  在r=b的平面上

ρS =n·D=-er·er
Aε
bsinkz=-

Aε
bsinkz

JS =n×H =-er ×eθ
B
bcoskz=-ez

B
bcoskz


