
第3章 数  学

  一种科学只有在成功地运用数学时,才算达到了真正完善的地步。
———马克思①

杨振宁曾在《20世纪数学与物理的分与合》演讲时说:“现今只有两类数学著作。一类

是你看完了第一页就不想看下去了,另一类是你看完了第一句话就不想看下去了”。
这句话杨振宁曾多次讲过,每次讲到这句话都引起哄堂大笑(看来大家感同身受)。此

话事出有因,1969年,杨振宁察觉物理上的规范场理论和数学上的纤维丛理论可能有关系,
就把著名拓扑学家NormanE.Steenrod的TheTopologyofFibreBundles一书拿来读,
结果是一无所获。原因是该书从头至尾都是定义、定理、推论式的纯粹抽象演绎,生动活泼

的实际背景淹没在形式逻辑的海洋之中,使人摸不着头脑。杨振宁说:“看了以后完全

不懂”。
当然不是杨振宁数学不好,没有任何人(包括专业的数学家)会嘲笑杨振宁的数学能力,

英国数学家阿蒂亚爵士认为,杨-米尔斯理论实际上是数学科学大统一的核心,事实上,数学

领域的最高奖(菲尔兹奖)有几个获奖者都和研究杨振宁提出的规范场方程有关。
杨振宁的这句话还在 MathematicalIntelligencer 一文中公开发表了。有一些数学家

当然表示反对,认为数学书本来就应该如此,但是更多数学家对此是表示支持的。杨振宁也

说:“我相信会有许多数学家支持我,因为数学毕竟要让更多的人来欣赏,才会产生更大的

效果”。
杨振宁尚且如此,就更不要说普通人了。大家学习的数学当然不会有杨振宁的那么深

奥。不过,对于大多数人接触到的数学书籍,也有两种,一种是没看懂的,另一种是看懂了,
但是不知道这些数学能做什么。

虽然按照惯例,本书会解释人工智能中一些名词的意思,对于“数学”一词,本书可不敢

解释。好在“数学”是如此基础的一个词语,大家都知道它指代的是什么。
数学号称科学之母,不过,每个人对待数学的态度,其实是很矛盾的。一方面,一提到数

学,大家都会觉得很难;另一方面,大部分人在考试的时候,都能得到不错的分数。而对数学

的作用,大家有时高估,有时低估,高估时觉得数学无所不能,低估时觉得学完数学不知道有

什么用,毕竟去菜市场买菜不需要微积分(连乘方、开方都不需要)。
本书会给大家复习一下高等数学、概率、线性代数里面的一些知识。同时,给一些有用

有趣的例子,看看数学到底能做什么。毕竟,数学不只是用来考试的。

① 这句话摘自PaulLafargue的《忆马克思》,这句话作为本章的题注很合适。事实上,没有数学,也就没有计算机

科学,更别提人工智能了。
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3.1 高等数学

高等数学其实是沿袭了苏联的叫法。在高等数学这门课中,大家学习到的内容主要是

微积分知识,微积分是很多学科必用的基础工具,从这个角度来说,其实它是“初等”的
(elementary)。

大家在学习微积分的时候,都是从微分开始的,然后再学习积分,事实上,从微积分的发

展历史上来看,积分比微分要更早出现。积分法的起源是“测量图形的大小”,求面积、体积,
都是积分的一种。微积分公式中积分符号∫也是取自拉丁语中“和”的单词Summa的首字

母S(莱布尼茨提出并使用)。积分原本就是“和”的意思,大家在学习积分的时候,也是从无

数个无穷小量的和开始。计算机在求和的时候,天然就有优势,求和对计算机是很容易的一

件事情。微分出现就晚了很多,虽然大家都是从微分开始学起。这里,先复习微分中最基本

概念———导数。

3.1.1 导数

要讲导数,可以从函数(function,function还有功能、方法的意思)说起。在计算机中,
函数可以视为一种映射计算,有一种输入,就对应一种输出。例如,在机器翻译中,输入

artificialintelligence,经过某一个函数(方法)的计算,就可能会输出“人工智能”。图3.1也

表示一个函数,输入一张图片,函数最可能的计算结果是鸟,当然,这个函数也可能有另外一

个计算结果———树枝。计算机中的函数拓展了数学中函数的概念,这个函数可能没有解析

表达式,只是一段程序。
图3.2列出了一些常见函数的导数。如果大家看到这些公式毫无压力,那么放心,本章

中剩余的公式比这些公式还简单①。

图3.1 函数

(图片来源:“八大山人”朱耷作品(局部))
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图3.2 常见函数的导数公式

复合函数求导是高等数学比较基础的知识,需要用到链式法则。这个法则,也是一个非

常重要的法则。图3.3是复合函数的导数公式,图中,y=f(u),u=g(x),y 是u 的函数,u
是x 的函数。则y 对于x 的求导法则如下。

① “一本书上每多一个公式,就会减少一半读者。”很多人说这句话是霍金说的,笔者比较怀疑这是他的原话,不过

霍金是个有趣的人,他又是著名的科普书作家,因此,这句话很符合他的风格。减少一半是指数衰减,指数衰减很可怕,
本书有上百个公式,全世界才70亿人。真的要是这样的话,恐怕本书一个读者也没有了。作为一本讲解人工智能的书,
公式必不可少,大家不要害怕公式,仔细研读之后,会发现公式比文字更简洁,更有力量。不过本章虽然是介绍数学,公
式并不多,大量公式要到机器学习部分才出现。
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  对于多元复合函数的链式法则,需要用到偏导数的概念。图3.4是一个多元复合函数

求偏导数的例子,其中,z=f(u,v),u=g(x,y),v=h(x,y),图3.4中只画出z 对x 的偏

导数。大家可以先记住这个图像,以后学习神经网络,会发现它们长得很像。
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图3.3 复合函数求导
 

图3.4 多元复合函数求导

3.1.2 Sigmoid()函数

Sigmoid()函数是本书中出现次数最多的一个函数,因此,这里单独介绍一下这个函数,

Sigmoid()函数的解析式如式(3.1)所示。

Sigmoid(x)=
1

1+e-x
(3.1)

  图3.5是函数Sigmoid()的图像。四个图中x 的取值范围分别是(-1,1)、(-5,5)、
(-10,10)和(-100,100)。

画出一个函数的图像是一项非常重要的技能,在人工智能学习中,有很多问题是很抽象

的,如果能够画出图来,对大家理解问题非常有帮助,希望大家掌握这种技能。3.5.1节介绍

了如何使用程序绘图。

Sigmoid()函数在很多地方写作σ函数,有些地方写作S 函数。记Sigmoid()函数为S
函数,那么它的导数如下:

S'=S·(1-S)

  Sigmoid()函数看起来平平无奇,事实上,它有非常多的优点。首先,这个函数能够把整

个实数域的值平滑地映射到(0,1),正好和概率的区间一致(虽然概率的值域是[0,1],但是

在实际解决问题的时候,概率值很难取到0或者1);其次,这个函数的导数和自身有相同的

形式,也就是,如果需要用到该函数的导数,并不用真正去计算。不用计算在实际应用中是

一个非常好的优点,无论在理论推导还是实际应用方面。
这个函数以后会多次出现。
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图3.5 Sigmoid()函数图像

(用程序3.1绘制)

3.1.3 梯度下降算法

1.基本概念

  如果说Sigmoid()函数是本书出现最多的函数,那么梯度下降(gradientdescent)算法

就是本书中出现最多的一个算法,这是一个非常基础且重要的算法。
所谓梯度,是一个向量,表示某一函数在该点处的方向导数沿着该方向最大,即函数在

该点处沿着梯度的方向变化最快,变化率最大。简单地说,梯度即为某点所有方向导数中最

大的那个,对于一元函数来说,梯度即为导数。之所以叫下降,因为在求函数最优化的算法

里面,一般都习惯求函数的最小值,另外,虽然有梯度提升(gradientboosting)算法,思想上

和梯度下降是一致的。图3.6是梯度下降算法示意图。

图3.6 梯度下降算法示意图
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梯度下降法的基本思想可以类比为找到山谷的过程(其实上山道理也是一样的,但是习

惯上,所有的讲解都是讲如何下山,如果是爬山,目标就是如何找到最高峰)。假设这样一个

场景:一个人在滑雪,需要最快地到达山谷(找到山的最低点)。但是在山上视野比较狭小,
只能看到当前一小块区域,因此,下山的滑雪路径就无法确定,他必须利用自己周围的信息

(局部信息)去找到下山的路径。这个时候,他就可以利用梯度下降算法来帮助自己下山。
具体来说,以他当前所处的位置为基准,寻找这个位置最陡峭的地方(回忆梯度的概念,梯度

就是所有方向导数中最大的那个),然后朝着这个方向滑下去。每走一段距离,都反复采用

同一个方法,直到抵达山谷。
梯度下降的算法如下。

􀤦􀤦􀤦􀤦􀤦􀤦􀤦􀤦􀤦􀤦􀤦􀤦􀤦􀤦􀤦􀤦􀤦􀤦􀤦􀤦􀤦􀤦􀤦􀤦􀤦􀤦􀤦􀤦􀤦􀤦􀤦􀤦􀤦􀤦􀤦􀤦􀤦􀤦􀤦􀤦􀤦􀤦
算法1 梯度下降算法

输入:函数J(θ),学习率η
输出:argminθ①

对于θ赋一个初值(可以随机给定);
循环:
按照如下公式改变θ的值,使得目标函数按照梯度下降的方向进行减少:

θ←θ-η
∂J(θ)
∂θ

当结果满足收敛条件的时候,停止循环。
􀤦􀤦􀤦􀤦􀤦􀤦􀤦􀤦􀤦􀤦􀤦􀤦􀤦􀤦􀤦􀤦􀤦􀤦􀤦􀤦􀤦􀤦􀤦􀤦􀤦􀤦􀤦􀤦􀤦􀤦􀤦􀤦􀤦􀤦􀤦􀤦􀤦􀤦􀤦􀤦􀤦􀤦

该算法非常简单,也很容易理解。设学习率是0.5,随机化初始值是10,也就是初始滑

雪者处于10这个位置,假设求得此处的梯度为2,那么滑雪者就应该向梯度方向移动0.5×
2个距离单位,此时滑雪者新的位置是10-0.5×2(=9),完成一次循环迭代;此时滑雪者的

位置是9,如果此处的梯度是3,假设学习率还是0.5,那么滑雪者就应该向梯度方向移动

0.5×3个距离单位,此时滑雪者新的位置是9-0.5×3(=7.5),完成一次新的循环迭代;以
此类推……

在算法中,η为学习率或步长,人为指定,过大会导致震荡即不收敛,若过小收敛速度会

很慢。下面给出几个梯度下降的例子。

2.求y=xx 的最小值(x>0)

读到此处,可以暂停一下,自己思考这个最小值是多少。
这个函数看起来很普通,当x 趋近于正无穷的时候,y 趋近于正无穷;当x 趋近于0的

时候,y 趋近于1;当x 趋近于1的时候,y 趋近于1。看起来它的最小值是1。

但是它的最小值却不是1,因为如果x=1/2,容易计算y=
 
2/2,这个数约等于0.7,因

此判断1不是它的最小值,画出它的图像,如图3.7所示。
它的梯度(一元函数,梯度即导数)如下。

y'=(1+lnx)·xx

① 在数学公式中,minθ表示求出θ的最小值,argminθ表示求出当θ为何值时,目标函数取得最小值。
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图3.7 y=xx 的图像

(由程序3.3绘制)

  当然,这个题目很简单,令y'=0,最后可以得出结论,当x=1/e的时候,y 取得最小值。
可以对照式(3.1),自己编程,利用梯度下降算法求出x 的值,验证一下,是不是x=1/e。在本

章的3.5节有对应的程序(程序3.3)。
这道题目可以通过求方程y'=0的根得到,下面看一个不容易求根的例子。

3.局部最优与全局最优

求下列函数的最小值。

y=x4+0.86×x3-12.83×x2-9.41x+32
  这个函数的梯度为

y'=4×x3+3×0.8×x2-2×12.83×x-9.41
  该导数是一个三次函数,这里y'=0的根可不容易求。

图3.8 多个局部最优值

(由程序3.4绘制)

该函数的图像如图3.8所示。图3.8中的图像有两个极小值,一个在(-3,-2),一个在

(2,3),这两个极小值叫局部最优值,所有局部最优值中最优的那个,叫作全局最优值。如果

初始值选在2附近,利用梯度下降算法可以得到一个全局最优的结果,如果初始值选在-2
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附近,那么可能只得到一个局部最优值。所以,在梯度下降算法中,如果初始值设置不好,很
有可能只能得到局部最优值。

图3.8的函数是作者设计的,因为函数图形能够画出,所以很容易通过观察看出答案。
事实上,对于生活中的大多数例子,都无法画出图形,无法知道解空间的概况,换句话说,面
对一个问题,眼前是一片迷雾,根本不知道全局最优在哪里。很多问题都只能得到一个局部

最优解(在人工智能领域,很多时候,能够得到一个局部最优解就已经很不错了)。
对于图3.8的函数,第3.5节中程序3.4显示如何得到不同局部最优值。
除了这种明显的山谷会陷入局部最优之外,还有很多情况,梯度下降也不会收敛,例如

在图3.9中,函数有一个“平原”①。程序3.5给出了这个函数的梯度下降算法,事实上,如果

初始值选在0附近,算法很可能在0附近就收敛。同样,如果试图通过调整学习率来跳出平

原,结果也会出现震荡。

图3.9 有一个“平原”的函数

(由程序3.5绘制)

大家可以把梯度下降理解为滑雪过程,那么,局部最优即是陷入一个山谷,那么,有没有

可能跳出山谷?
一个合理的想法就是增大学习率,增大学习率就相当于步子变大了,那么就有可能跳出

山谷。这个想法是很有道理,但是实际应用的时候要注意,学习率的控制其实也不是一个简

单的事。仔细想一下,学习率的作用是为了控制步长,如果步长太大,就容易引起震荡,最终

结果不收敛,事实上,程序3.4和程序3.5都表明通过控制步长来跳出局部最优并不容易。
学习率在迭代过程中并不是非要保持不变,可以想象一下,很可能开始的时候,离最优

值比较远,学习率可以大一些,随着迭代的进行,越来越接近目标,学习率可以小一些。事实

上,梯度下降有很多改进算法,包括 AdaGrad、RMSprop,都是让学习率动态变化,在本书

第12章深度学习部分,会对梯度下降优化算法进一步深入介绍。
在梯度下降算法中,初始值与学习率都会影响最后结果。那么有没有办法能够得到一

个好的初始值和学习率呢? 原则上没有。当然,如果你对问题很熟的话,可以选择比较合适

的初始值和学习率。绝大多数时候,都需要多试几次,例如,可以多试几个初始值,防止掉入

① 不同于图3.8中的“多谷”函数(图3.8以π、 2、e等特殊值为根,在纸上设计出来的),“平原”函数更难设计。实

际上,图3.9是试出来的,图3.9看起来在0附近比较平,但不是真正的“平原”。



54   人工智能:是什么? 为什么? 怎么做?

局部最优的坑里。
人工智能不是只为了解决简单问题的。很多问题没有可供使用的函数解析式,甚至很

多时候,把问题形式化描述出来都算成功了。人工智能需要面对一个不确定的世界。
高等数学只是一个基本的工具,因为它只描述了一个确定性的世界。而真实生活,则面

临一系列不确定。概率是解决不确定性最重要的一个工具。

3.2 概率论

在今天的人工智能技术中,有很多技术都是基于概率与统计知识。2018年,萨金特在

世界科技创新论坛上说:“人工智能首先是一些很华丽的辞藻。人工智能其实就是统计学,
只不过用了一个很华丽的辞藻”。这里不评价这句话,但是这句话从侧面说明了概率是学习

人工智能的一块基石。
虽然本节标题叫概率论,但是这里不会讲解各种概率分布,并且把它们画出来,然后说

一下各种分布的应用场景。这种训练,相信大家在学习概率过程中遇到过。本书介绍几个

概率的有趣应用。

3.2.1 合取谬误

概率思维并不符合人类的直觉。
举一个例子(这个例子由卡尼曼提出[1])。先不要看答案,自己快速给出一个选择。

  琳达,31岁,单身,一位直率又聪明的女士,主修哲学。在学生时代,她就对歧视问题和

社会公正问题较为关心,还参加了反核示威游行。
快速回答,请问琳达更有可能是下面哪种情况?

1.琳达是银行出纳。

2.琳达是银行出纳,同时她还积极参与女权运动。

如果你选择2,那么你和大多数人的选择一样,虽然这个选择是错误的。事实上,答案2
是答案1的子集(还有很多银行出纳不参与女权运动),所以,1是比2是更好的答案。很多

人的选择是2,这是人类智能的一个特点(但不一定是优点),喜欢过度诠释,因为2看起来

更合理,有理有据。
下面再看一个经典概率问题,“星期二男孩”。

3.2.2 星期二男孩

招聘的时候,考官都喜欢问应聘者几个智力问题。假设你在应聘的时候,面试官问你这

样一个问题:“邻居家有两个孩子,已知一个是男孩,求另外一个孩子也是男孩的概率”。你

的答案应该是多少?
当然,这里面有个双方都认可的假设,就是生男孩和生女孩的概率是相同的,都是二分

之一(虽然统计结果表明这不是事实,但是不影响这里认可这个假设)。
“既然生男生女的概率一样,那么一个孩子是男孩,不会影响另一个孩子吧,所以,这道

题的答案应该是1/2”。
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这是个错误答案,为什么? 这涉及概率中最重要的一个概念,样本空间。邻居家有两个

孩子,那么样本空间一共四个,应该是这样的:

老大:男孩

老二:男孩

老大:男孩

老二:女孩

老大:女孩

老二:男孩

老大:女孩

老二:女孩

  问题中邻居家有两个孩子,当其中一个是男孩的时候,样本空间已经缩小了,变成了前

三项(灰色底纹)。因此,如果问到另一个也是男孩的概率,那么其实是在这三个样本空间中

选,答案是1/3。
如果面试官接着问这样一个问题:“邻居家有两个孩子,已知老大是男孩,求另外一个

孩子也是男孩的概率”。这个时候的答案就是1/2了。
如果面试官接着问:“邻居家有两个孩子,已知一个是男孩且出生在星期二,求另外一

个孩子也是男孩的概率”。
男孩的概率和出生在星期几有什么关系? 无论星期几生小孩,概率也是一样的。如果

你这样想,先不要着急求得答案,希望你能停下来,自己想一想。
答案在表3.1。

表3.1 星期二男孩

 老大

老二 
周一 周二 周三 周四 周五 周六 周日 Mon.Tues. Wed.Thur. Fri. Sat. Sun.

周一

周二

周三

周四

周五

周六

周日

Mon.

Tues.

Wed.

Thur.

Fri.

Sat.

Sun.

  这是一个流行的题目(笔者没有找到最初题目出自哪里),事实上,如果去网络搜索“星
期二男孩”,会得到很多搜索结果,也有很多解释方法,这里依然使用样本空间的方法去解

释。表3.1中,汉字周一、周二等表示男孩,英文缩写 Mon.、Tues.等表示女孩。星期二出生
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的小孩的样本空间为表3.1中的浅灰色阴影部分,一共27个。这里面一共有13个样本是

两个都是男孩(图中深灰色阴影部分),因此,最后的答案是13/27。
合取谬误和星期二男孩都反映了人类智能的局限,对于很多反直觉的概率不能很好地

分辨。计算机在这方面就好得多,计算机擅长计算。因为计算机超强的计算能力,可以使用

其进行概率模拟仿真,即蒙特卡罗模拟。

3.2.3 蒙特卡罗算法

计算机强大的计算能力表现在很多方面,其中的一方面就是能够进行随机模拟,随机模

拟的意思是利用计算机随机地生成一些数据,模拟实际情况,这种模拟方法被称为蒙特卡罗

算法。蒙特卡罗算法首先应用在“曼哈顿计划”中,由成员乌拉姆和冯·诺依曼首先提出。
如今这个方法已经遍地开花,在很多地方得到了应用(货真价实的“很多”,包括金融、天体物

理、气象学、地质统计学、保险业、生物学等几乎所有的日常生活以及科技一系列领域内都应

用到了蒙特卡罗模拟算法,当然,这些应用也是计算机发展的必然结果)。
蒙特卡罗算法比较简单。主要包括三个步骤:
(1)构造整个模拟问题的实际过程。
(2)分析模拟过程的概率分布情况,生成符合条件的随机变量。
(3)多次模拟,得到结果的估计量。

图3.10 蒙特卡罗求π
(由程序3.6绘制)

这里有一个简单的例子,利用蒙特卡罗算法求π的值。
蒙特卡罗求π的想法简单直接,如图3.10所示。在一个正方

形框内按照均匀分布随机生成若干个点(一般要生成很多个,依
照结果的精度而定,假设有total个),假设正方形框内有一个内

接圆,这样,就有一些点落在圆的内部(个数为count),其他点落

在圆的外部。落在圆内部的点的个数count和总的点的个数

total之比就应该等于它们的面积之比。简单分析可以得到,π=
4×count/total。

本章程序3.6给出了图3.10的绘制方法以及蒙特卡罗求π
的过程。

虽然简单,但是蒙特卡罗算法却有着巨大的实用价值,例如,AlphaGo即利用了蒙特卡

罗树模拟可能的落子方法,在后面的博弈中会简单介绍。

3.2.4 三门问题

求π的问题比较简单,不用蒙特卡罗方法,大家也知道π的值。下面给出另外一个问

题,这个问题困扰了很多人。
三门问题:假设你参加一个综艺节目,面前有三扇关闭的门,你只有一次打开门的机

会。其中一扇门后面有一辆汽车,打开该扇门可赢得该汽车,另外两扇门后面则各藏有一只

山羊,选中它们只能得到山羊。你的目标是获得一辆汽车。你选了一个门之后,先不要打

开,主持人此时会在另外两扇门中打开一扇,露出门后面的羊。
这时候主持人问你,现在是否还要坚持自己原来的选择。图3.11是三门问题的示

意图。



第3章 数学 57   

图3.11 三门问题

这个问题困扰了很多人,据说著名数学家埃尔德什也出过错。乍一看,主持人打开了一

扇门,还剩两扇门未开,这个时候哪个门的后面藏有小汽车的概率应该都一样,都是1/2,所
以换不换都一样。而且考虑到塞勒提出的禀赋效应①,如果你换了,结果还错了,那么这种

后悔程度会更大。大多数人的选择是“不换”。
不过,这道题目的正确答案是:换。
可以这么想,你选择了一扇门,那么选中小汽车的概率就是1/3,而剩下这两扇门加在

一起,里面有小汽车的概率就是2/3,现在主持人把一扇门打开了,相当于主持人替你把这

2/3里面不是汽车的那一个选项去掉了。也就是你换了的话,概率是2/3,不换的话,概率

是1/3。
如果这个解释还不太清楚的话,举另外一个例子。假设双色球中头奖的概率是1700万

分之一,现在有1700万张彩票,里面有一个一等奖,你选对了就是一等奖,选不中就没奖,你
只能开奖一次。你买了一张彩票,如果头脑正常的话,你不会认为你买的这张彩票是一等奖

(事实上,大多数人都知道,这张是头奖的概率是1/17000000)。好,这个时候,有个菩萨来

帮助你———菩萨也要走个流程,她不会直接告诉你答案———她翻开一张彩票,告诉你这张不

对,又翻开另外一张,告诉你这张也不是……一共翻开了16999998张,告诉你翻开的这些都

不是一等奖。现在就剩2张了,一张是你手中的,一张还没有翻开,这两张肯定有一张是一

等奖,你说,有奖的是哪张? 谁都不会傻到相信先前手中这张正好中奖,合理的想法是马上

就换菩萨剩下的那张。这个时候再分析就很清楚了,你手中的彩票中一等奖的概率是

1/17000000,而剩下的所有的彩票中一等奖的概率是16999999/17000000,但是这堆彩票中

已经有16999998张被翻开了,剩下的那张几乎就是一等奖了。
理解这道题目的关键就是主持人的做法,你选择了一扇门之后,还剩下两扇门,主持人

从这两扇门中选择打开一扇门,注意,主持人的选择不是任意的,他只会打开后面是山羊的

那扇门。
如果你还是不相信这个推理过程,那么,请参见3.5节部分程序3.7。

  现在能找到的三门问题的最早出处,来自美国的电视游戏节目Let􀆳sMakeaDeal。
问题来自该节目的主持人蒙提·霍尔,所以三门问题也叫蒙提·霍尔问题。

① 禀赋效应是指个人一旦拥有某项物品,那么对该物品价值的评价要比未拥有之前大大提高。
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  文献[2]记载很多人在这个问题上出错。这是一个非常易错的题目,不管对于普通读

者还是专业人士。美国有个节目叫AskMailyn(去问玛丽莲),这个节目的主持人 Mailyn
在美国Parade杂志上给出了这个题目的正确结果。但是一万多名读者给杂志写信,断
言 Mailyn搞错了,其中一千多名读者具有博士学位。在这个题目上出错的甚至包括埃尔

德什。
不管埃尔德什正确或者错误,丝毫不影响他在数学上的地位。另外,如果他真的在这

个问题上错误了,会使普通人对于数学有更多信心。
埃尔德什是数学大师(匈牙利天才之一),被誉为20世纪的欧拉,1984年沃尔夫奖获

得者(与中国著名数学家陈省身同年得奖)。埃尔德什十分高产,发表论文数量在数学界

排名第一(欧拉排第二,也许这就是为什么埃尔德什被称为20世纪的欧拉),他十分乐于

合作,乐于提携后代(著名华裔数学家陶哲轩即曾被埃尔德什提携),因此很多人和埃尔德

什合作过。这个特点也使得埃尔德什在学术网络领域有个专门的词,“埃尔德什数”,在

11.7节会介绍这个数字。

3.2.5 信息论

为信息论做出贡献的人很多,其中,香农奠定了信息论的理论基础。

图3.12 香农

神级人物之香农

克劳德·艾尔伍德·香农(ClaudeElwoodShannon,1916—2001年),美国信息学

家、数学家、信息论之父。见图3.12。
香农对人类的贡献有很多,1948年,香农发表论文 A

MathematicalTheoryofCommunication(《通信的数学原

理》),最早提出了信息熵的概念,用于衡量信息的不确定性,
提出了信息是可以度量的。可以说,没有信息论,就没有现

代通信技术,互联网、手机等现代产品也不会这么快地出现。
香农硕士论文的题目是ASymbolicAnalysisofRelay

andSwitchingCircuits(《继电器与开关电路的符号分析》),
这篇论文发表于1938年。尽管这个时候,晶体管还未出现,
现代电子计算机还在萌芽阶段。他把布尔代数的“真”与

“假”和电路系统的“开”与“关”对应起来,并用1和0表示。于是他用布尔代数分析并优

化开关电路,这就奠定了数字电路的理论基础。哈佛大学的 HowardGardner教授说,
“这可能是20世纪最重要、最著名的一篇硕士论文”。

和其他的天才人物一样,香农的研究方向也是多种多样,1940年香农在 MIT获得数

学 博 士 学 位,而 他 的 博 士 论 文 却 是 关 于 人 类 遗 传 学 的,题 目 是 An Algebrafor
TheoreticalGenetics(《理论遗传学的代数学》)。

如果说用“天才”一词来形容冯·诺依曼,那么形容香农可以用一个词“低调”。
香农被低估了,他并不为大众所熟知,就他的贡献而言,他应该比现在的名气更大。

早期他的中文名字一度被翻译为“仙农”(虽然这个名字也很好听)。
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  《财富公式》一书中这样描写香农[5]:“贝尔实验室和 MIT有很多人将香农和爱因斯

坦相提并论,而其他人也则认为这种对比是不公平的———对香农不公平。”
文献[5]说:“香农的影响巨大怎么强调也不为过,就好比字母表的发明对于文学产

生的巨大影响一样”。
香农不为大众所知,很可能与他自己低调的性格有关。在1948年发表了信息论之

后,香农声名鹊起,但是他发表了一篇四段的文章,善意地敦促世界其他地方放弃他的“潮
流”。正如他所说,“(信息理论)可能膨胀出的重要性已超出其实际成就。”(实际情况是重

要性远远超过大家的想象,人类迎来了轰轰烈烈的信息时代)。
上面的最后一段话来自网络,未找到出处,但是依照香农的性格,这个很可能是真的。

第1章介绍了达特茅斯会议,这个会议的由来其实是这样的。20世纪50年代的时候,香
农已经对机器与智能很感兴趣了,于是他把明斯基和麦卡锡招到自己的手下实习打工。
研究过程中,研究组的人员(一种说法是麦卡锡,另一种说法是一个研究生JerryRayna)
建议香农汇编一个论文集,把机器模拟智能的论文汇编在一起。香农觉得机器模拟智能

这个名称太高调了,低调地把它改成AutomataStudies(《自动机研究》),但是因为这个名

字实在不吸引人,大量的文章都和图灵机以及智能没什么关系(可见书名的重要性),这次

论文汇编没有起到预想的作用。所以在1956年夏,以香农为名义召集人,麦卡锡和明斯

基为实际召集人,召开了达特茅斯会议。这次会议起名字时就吸取了教训,叫作Summer
ResearchProjectonArtificialIntelligence。

另外一件 事 也 可 以 证 明 香 农 的 低 调,香 农 信 息 论 的 奠 基 性 论 文 最 开 始 叫 A
MathematicalTheoryofCommunication,后 来 论 文 集 结 集 出 版 之 后,才 改 成 了 The
MathematicalTheoryofCommunication。稍微懂英语都知道A和The的区别,就这个

论文的意义来说,就应该用The,用A确实很低调。
在三个神级人物里,香农是最长寿的,不过香农在20世纪50年代以后,就渐渐离开

了学术界,隐居起来。以至于很多人以为他已经去世了,江湖上只留下他的传说。1985年,
离开学术界30年的香农参加了在英国举办的一次国际信息理论探讨会。香农的出现引

爆了会场,大家排队要签名,研讨会主席RobertMcEliece回忆说:“那个画面,就好像牛

顿他老人家忽然出现在现代物理学会议上。”
香农晚年对杂耍很感兴趣,真正字面意义的杂耍(图3.12中香农在骑独轮车)。香农

家里最显著的地方,摆着杂耍学博士证书(DoctorofJuggling,但是美国并没有这样一个

学位,所以很可能是香农的恶作剧)。在前文提到的1985年国际信息理论探讨会上,香农

在演讲时,为了怕大家无聊,居然拿出三个手抛球开始玩杂耍。
香农晚年患上了阿尔茨海默病,2001年辞世。
主要资料:文献[3-7]
本书的神级人物只写这三个人。当然,人工智能领域,涉及的传奇人物众多,但是这

三个人,称之为神级人物是当之无愧的。
这三个人关系也很好,图灵是英国人,在美国和冯·诺依曼一起工作过,冯·诺依曼

还试图说服图灵到美国工作。图灵在美国访问贝尔实验室期间和香农交流得很好,香农去

英国期间和图灵也交流得很好,那时候图灵正好在研究会下棋的机器,香农也很感兴趣。香

农和冯·诺依曼也交流密切,就是冯·诺依曼说服香农使用“熵”这个词来衡量信息。
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1.信息熵

严格说来,信息论不算是基础数学的一部分,介绍信息论,也不能说是对于数学的复习。
但是,信息的度量是以概率的形式描述的,因此,把信息论的介绍,放到了概率一节。

事实上,信息(information)这个词很难定义,都知道今天是信息时代,但是对于信息,仍
然没有一个严格的定义。香农在提出信息论的时候就说过,信息的定义本身不重要,更重要

的是,信息能做什么。所谓信息,不过是对一些不确定性的度量。

  伟大的思想都是相似的,图灵测试也是这样———重点不是它是什么,而是它能做

什么。

信息是有价值的。假设今天是星期一,甲、乙两个人分别说了如下话语。
甲:明天是星期二。
乙:明天会下大雨。
大部分人的直觉都是第二句话的价值比较大,也就是信息量比较大。因为,是否下雨是

个不确定的事件。而第一句话,对于绝大多数人来说,毫无信息量,因为今天周一,明天必然

周二。换句话说,也就是甲这句话没有消除任何不确定性,因此,信息量为零。
这里说了信息量,大家不觉得违和,好像信息能够度量。这个就是香农的天才之处,对

于信息这样一个抽象的概念,提出了度量的方法。
香农指出,信息和长度、质量这些物理属性一样,是种可以测量的东西,信息的单位是比

特(bit)。香农用“熵”来度量信息,所以有的时候信息也称为信息熵。

物理学中的熵

如果大家有一些热力学的知识,会知道熵这个概念来自物理中的热力学,在热力学

中,熵是分子热运动“杂乱程度”的度量,在平衡状态下熵值最大,这时分子处于最无序

状态。
热力学定律提出,宇宙中的熵有逐渐增大的趋势。如果从概率角度来看,是因为无序

的状态总是远大于有序的状态。例如,一个玻璃杯子,从高空坠落硬质地面,绝大多数时

候都要摔碎,因为杯子保持完整只有一个状态,而摔碎成什么样子则几乎有无限种状态

(虽然从原子个数角度来看,状态是有限的,但是可以认为是无限种状态)。换句话说,虽
然会摔碎,但是即使初始值完全一样,它们摔碎的结果(包括碎片个数、大小等)也不可能

一样。

1824年,法国工程师卡诺提出了卡诺定理,说明热机的最大热效率只和其高温热源

和低温热源的温度有关。克劳修斯和开尔文在热力学第一定律建立以后重新审视了卡诺

定理,意识到卡诺定理必须依据一个新的定理,即热力学第二定律。他们分别于1850年

和1851年提出了克劳修斯表述和开尔文表述。克劳修斯的表述是这样的:不可能把热

量从低温物体传向高温物体而不引起其他变化。开尔文的表述是这样的:不可能制成一

种循环动作的热机,从单一热源取热,使之完全变为功而不引起其他变化。这两种表述在

理念上是等价的。
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  1854年,克劳修斯首先引进了熵的概念,这是表示封闭体系杂乱程度的一个量。热

力学第二定律也可以表述为:孤立系统的熵永不自动减少,熵在可逆过程中不变,在不可

逆过程中增加。1877年,玻尔兹曼用下面的关系式来表示系统无序性的大小:S∝lnΩ。

1900年,普朗克引进了比例系数k,将上式写为S=klnΩ,k 为玻尔兹曼常量,S 是宏观系

统熵值,是分子运动或排列混乱程度的衡量尺度,Ω 是可能的微观态数,Ω 越大,系统就

越混乱无序。
热力学第二定律是一个非常奇特的定律,在物理上,只有它可以定义时间。因为它是

唯一区分过去和未来的基本物理定律,熵增的方向即是时间前进的方向,其他的物理定律

在时间上都是可逆的,文献[9]写道:为什么第二定律能区分过去和未来,而其他定律不

能,也许这是物理学中最大的谜团。

一条信息到底有多大? 其实就是对其不确定性的度量。假设某一事情X 包含N 种情

况,每种情况以xi 表示,p(xi)代表每种情况发生的概率,那么这件事情的信息(不确定性)
可以用式(3.2)度量。

H(X)=-∑
N

1
p(xi)log2p(xi) (3.2)

  信息熵的表示符号一般都用H,一般认为H 是Heat(热量)这个单词的首字母,熵的英

文是entropy,也有些资料使用I(Information)表示信息的度量。
为什么式(3.2)前面有一个莫名其妙的负号? 因为概率都是小于或等于1的,以2为底

进行对数运算的时候,结果是负数,因此前面有个负号,保证结果是个正数。
如何理解香农熵的定义? 这里给出一个例子,假设你要猜硬币,那么正常情况下,正面

向上的概率p1=1/2,反面向上的概率p2=1/2,此时的信息熵是-(p1×log2p1+p2×
log2p2)=1。

这时那个好心的菩萨又来了,她告诉你其实这枚硬币做过手脚,如果此时你猜硬币,你
最好猜正面向上,因为这枚硬币正面向上的概率是p1=0.9,反面向上的概率p2=0.1。那

么此时信息熵是-(p1×log2p1+p2×log2p2)=0.469。
正常的猜硬币游戏,信息熵是1比特,这是因为不确定性最高,而菩萨过来,帮你消除了

不确定性,信息熵也就从1比特降到了0.469比特(菩萨帮你消除了0.531比特不确定性)。
当然,如果更进一步,令硬币投掷结果肯定是正面向上,即p1=1,p2=0,此时由式(3.2)计

算可知,最后的信息熵是0,也就是没有任何不确定性。当然,在解决实际问题的时候,肯定

发生和肯定不发生都极为罕见。

2.香农三大定律

1)香农第一定律

  香农第一定律,又称无失真信源编码定律。无失真,即不损失信息。信源编码,即把数

据用某种形式编码。这个定律给信息编码指明了一个方向。
有这样一个 例 子 能 够 说 明 信 息 和 编 码 的 关 系。小 仲 马 的 法 文 版 LaDameaux

Camélias、林纾先生翻译的古文版《巴黎茶花女遗事》和王振孙先生翻译的白话文版《茶花

女》这三本书,哪本的信息量更大一点?
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答案应该是一样大,因为它们讲述了同样一个故事,换句话说,它们消除的不确定性是

一样的。在香农提出信息论之前,人们总把信息和信息编码弄混淆。实际上,一个信息可能

有多种编码,例如,可以把法文、古文和白话文视为是描写同一个故事的不同的编码。不管

用什么方式编码,这段内容的信息量是固定的,假设这段内容的信息熵是 H,用比特来表

示。编码的总长度是L 比特,香农第一定律告诉我们L≥H,也就是无论怎么编码,最好的

结果也是编码的比特数等于信息的比特数,在大部分情况下,L 都会大于H,也就是编码大

多数情况下都有冗余。

  林纾版的《巴黎茶花女遗事》,从出版信息查到的字数有5.3万余字,上海译文出版社

(1993年版)的《茶花女》(王振孙翻译)标记的字数是29.6万字。很明显,白话文的编码冗

余要远远超过文言文。
但是冗余不一定是坏事,编码有冗余证明其容错性比较好。白话文删除一些文字,很

多时候依然能看懂,但是文言文删除一些字,可能对意思影响就很大了。另外,冗余的信

息在传送的时候,可靠性要更好。“重要的事情说三遍”,就是一种冗余,虽然有冗余,但是

可靠性提高了。冗余还有一个好处,对于人类来说,冗余的信息也更容易让人明白,所以,
如果本书有些地方啰唆(有冗余),那么实际上是为了让读者更容易理解。杨振宁所诟病

的那些看不懂的书,可以认为那些书使用了更精简的编码。

既然编码的比特数总要大于或等于信息的比特数,有没有办法让编码的比特数接近信

息的比特数呢? 其实,这样的事情能够做到,请见下面的例子。
编码一章介绍过八卦,也就是八个卦象,它们的编码如下。

乾(☰)、坎(☵)、艮(☶)、震(☳)、巽(☴)、离(☲)、坤(☷)、兑(☱)
假设阳爻是1,阴爻是0,换成对应的二进制如下。

111、010、100、001、110、101、000、011
这个是正常的编码,每个卦象的编码长度是3比特。
这样编码的假设是各个卦象出现的概率相等,用香农熵公式计算一下,信息熵也是3比

特(L=H)。现在假设这八个卦象出现的概率不等,分别是1/2,1/4,1/8,1/16,1/32,1/64,

1/128,1/128,那么,计算可得熵为1.984比特,刚才的编码还能使用,但是每个卦象需要3
比特(L>H),如果换成如下的编码(一种霍夫曼编码):

0、10、110、1110、11110、111110、1111110、1111111
平均编码长度是1.984比特。虽然最后一个卦象“兑”的编码变为1111111,很长,但是

因为它出现的概率也很小,所以,平均的编码长度很小。在概率角度上,和香农熵是一致的

(L=H)。
但是,这样编码的代价就是编码会很复杂,在这个例子中,这种编码就比正常八卦的编

码要复杂得多。这种编码的实质就是使新的编码的概率分布与数据的概率分布一致,从而

使新的编码单个符号所含的信息量达到最大。香农第一定律是一个存在性定律,并没有给

出具体的编码方法。
这个定律有很多意义,它为信息压缩指明了方向。现在上网看到的图片其实都是经过

压缩的,香农第一定律指出了无损压缩的极限。当然,如果有的时候达到了香农极限,仍然

不能让编码变小,可以丢失一些信息。例如,有些图片的细节不太重要,那么可以把部分信
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息丢失,这种压缩叫有损压缩,本章后面会介绍一种简单的图片有损压缩方法。

2)香农第二定律

香农第二定律,也叫有噪声信道编码定律。噪声,就是表示在信息传输过程中和信息无

关的信号;信道,即传输信息的通道。
在无线信息传输中,使用的信道就是一定频段的电磁波。空间充满了电磁波,包括宇宙

射线、各种电器设备、雷电、太阳黑子等都可能产生电磁波,这些都是噪声。通信系统中,一
般把信号(S)和噪声(N)之间的比值称为信噪比。香农第二定律指出了一个信道所能传递

的信息的上限。式(3.3)给出了这个信道容量上限。

C=B×log2 1+
S
N

æ

è
ç

ö

ø
÷ (3.3)

式(3.3)中,B 代表信道宽度,也就是常说的带宽。假如带宽是1000Hz,信噪比是63∶1,那
么信道的容量就是1000×log2(1+63/1)=8000(b/s)。

可以看到,要想在单位时间内传递更多的信息,有两个方法,第一个方法是提高带宽,也
就是式(3.3)中的B。第二个方法是提高信噪比,也就是S/N 一项。

  理论上,5G要比4G快得多,一个重要的原因就是5G比4G的带宽大很多(还有其

他技术保证5G比4G快)。5G提高带宽的一个重要手段就是提高频率,当然,频率提高,
问题也来了,频率越高,波长越短,能够传输的距离也越短。例如大家收听的广播电台,使
用的电磁波是长波,它的频率很低,所以能够传得很远,所以大家打开收音机就能听到很

远地方发送的广播,而高频的电磁波无论是传输距离还是绕过障碍物的能力都非常有限,
所以5G要建更多的基站。

信噪比的提升是比较困难的,因为噪声无处不在。通常情况下,有线上网都要比无线上

网更快,原因当然有很多,其中一个重要原因就是有线上网的噪声更少,信噪比更高。一般

来说,距离无线信号发射器(例如无线路由器)越近,通信效果越好,因为距离发射器越远,信
噪比越低(空间中充满电磁波噪声);而一般来说,有线传输随着距离变远,信噪比也会降低,
不过相比无线信号要好很多,这也是为什么一般距离变远之后,有线传输要比无线传输效果

好很多。
香农第二定律对于通信系统的指导意义非常强。在香农提出信息论之前,人们就已经

实现了无线通信(马可尼在20世纪初就实现了跨大西洋无线通信),人们也知道无线通信的

用处非常大,但是一直不能够大规模应用,当时的人们总觉得是工艺或功率等问题,总期待

把工艺做得更精巧,或者通过提高功率等方式来实现无线通信。这种没有理论指导去试的

方法,当然很难成功。有了香农第二定律之后,人们才知道了努力的方向。

3)香农第三定律

香农第三定律,也叫保真度准则下的信源编码定律,这个名字比第一定律和第二定律复

杂。香农第一定律给出了信息进行编码的极限值(即无损压缩的极限值),香农第二定律定

义了信道传输的极限,香农第三定律讲的是总能够找到一种行之有效的编码方法,让信息的

传输率无限接近信道的容量而不出错。设R(D)为一离散无记忆信源的信息率失真函数,
并且有有限的失真测度D,那么只要码长足够长,一定存在一种编码,使得编码的平均失真

度小于D。
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这个定律同样非常重要,在实际中,任何信道都不是完美的。人们将信号从一个地方传

递到另一个地方时,信号会不可避免地受到噪声干扰,信号1也许会变为0,0也许会变为

1。香农证明了,只要加入足够的冗余,任何信息都可以通过不完美信道传输。香农对这个

冗余进行了量化,信息在通过非完美信道传输时,所需冗余量大约等于信息受到干扰的熵。
在香农提出信息论之前,人们一直受困于如何克服通信中的噪声。一个正常的想法就

是提高信号发送能量,让信号的强度远远超过噪声,如果通信系统只有一个信号传输,这没

问题,但是通信系统会有多条信号同时传输,这就好比一个屋子里好多人在说话,为了让别

人听清,就提高自己的声音,结果大家都得提高声音———信号内卷了起来。
香农给出了一个洞见,克服噪声的正确办法,是增加信息的冗余度。
举一个简单的例子,假设传输的所有信号都是由以下四个碱基符号组成:A、C、G、T。

数字传输系统只能传送0、1两个数据,因此,对这四个符号编码如下。

A:00  C:01  G:10  T:11
如果想传输的信号是ACG,那么实际传送的数据是000110。但是因为噪声的存在,传

输的数据变成了000111,那么接收到的消息就变成了ACT,信息没有正确传输。
香农给出的洞见是给编码增加一些冗余度。例如,在对符号进行二进制编码的时候,可

以编码如下。

A:00000  C:00111  G:11100  T:11011
这样,如果接收到的数据是10000,也容易知道其实发送的数据是信号A。
虽然香农在实践中并没有发现这样做的编码方式,也没有发现将压缩代码和防错代码

结合起来的方法,但他证明了这样的编码一定存在。
信息论告诉我们,信息是不确定性的度量,更进一步,通过学习香农三大定律,可以知道

熵衡量的其实是数据的最优压缩,也是衡量将数据存储到硬盘上需要的最少比特数,或者说

通过有限带宽传输数据的最短时间。香农定律说明无论怎样努力,都无法超越香农熵这一

根本限制。
早期的通信系统通过模拟信号传播数据(早期的电话),如今的通信系统几乎都数字化,

这些系统从香农理论中受益良多。今天看到这个香农的结论,觉得是很自然的,但是在那个

时代,并非如此,在当时,人们仍然在模拟技术上纷纷押注。
香农的理论对于通信系统非常重要,极大地避免了人们走弯路,这些定律告诉人们什么

事情是不可能做到的。对于香农的信息论,可以这样类比:人们在了解了热力学定律之后,
就不会试图去制作永动机。

3.3 线性代数

如果说微积分、概率还符合大家对数学的认知,还能找到一个应用场景或者和生活中的

现象对应起来,那么线性代数经常让人一头雾水,莫名其妙。
这是因为,第一,线性代数“很简单”,这里的简单是指不需要太多其他的数学基础就可

以学习线性代数。如果一个初中生来学习线性代数,不会有任何障碍,因为学习线性代数所

需要的知识并未超过初中学习范围;第二,学完了不知道能做什么,线性代数的核心是向量

和矩阵的各种运算,向量和矩阵就是一堆数的集合,对于这些数的集合的操作有什么用处?
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而且,线性代数的名字也很古怪,线性代数的英文是linearalgebra。Algebra一词即

“代数”,最初来自阿拉伯语al-jabr,al为冠词,jabr意为恢复或还原(解方程的时候,移项就

是一种还原)。
大家很早就接触过代数,对这个词比较熟悉,那么什么是线性(linear)? 线性这个词,生

活中很常见,例如线性增长、线性组合。那么,到底什么是线性,什么又是非线性?
对于线性代数里面的线性,主要是要满足指线性映射,线性映射需要满足一些条件。假

设在某维空间中有两个向量u 和v,如果有映射f 满足如下两个条件。
可加性:f(u+v)=f(u)+f(v)
齐次性:f(λu)=λf(u)

  就表示f 是线性映射。

  “线性”的概念在数学中其实也是混淆的,主要是因为线性代数还是一门较新的科学。
按照以前大家学习的数学,线性大概就是类似y=kx+b形式函数,在平面上的图形是一

条直线。
事实上,在y=kx+b中,如果b≠0的时候,它不满足齐次性,换句话说,按照线性映

射的定义,这个方程不是线性的。
所以在描述“线性”一词的时候,需要知道它所在的场合。

在实际应用中,更关心可加性。说两种事物是线性关系,其实是说它们是不会互相影响

的独立关系,而非线性则是会相互影响的关系,而正是这种相互影响,使得整体不再是简单

地等于部分之和,而可能出现不同于“线性叠加”的增益或亏损。
举两个例子,第一个例子,如果人一只眼睛的视觉能力是1的话,那么两只眼睛加起来

的视觉能力是多少? 不是2,而是6~10倍,也就是说它们之间不是1+1的线性关系。
第二个例子,工厂里有两个工人,甲每天能生产100个产品,乙每天能生产120个产品,

那么甲、乙共同生产,一天能生产多少个产品? 如果是线性组合的话,他们一天能生产220个,
这里的线性组合就是你干你的,我干我的,互不影响;但是实际上,有人的地方就有江湖,两
个人共同生产,就有很多问题,可能互相帮助,生产的数量就大于220个,也可能互相拆台,
生产的数量就小于220个,这样,他们之间就是非线性的关系。

生活中线性的情景多还是非线性的情景多? 肯定是非线性的情景多。事物在一起,不
可避免地要互相产生作用。第2章最后的 MoreIsDifferent,就是因为事物组合在一起,它
们之间是非线性的。

但是线性代数还是非常有用的,首先,如果事物之间产生的作用不多,可以在一定程度

上,用线性关系替代非线性关系;其次,可以设计模型,利用线性关系之间的运算实现非线性

关系。
人工智能科学中,线性代数是基本的工具。大家不用害怕,线性代数并不难(毕竟,初中

基础即可学会)。

3.3.1 向量

先从向量的名字说起。
向量的英文是vector,不同学科看待向量的方式不同。例如,物理学中把向量翻译成矢
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量(也是译自vector)。
数学中的向量更强调空间的概念,也就是向量是描述空间的工具。
在人工智能科学中,向量是这样一个含义:向量是一个有序的数组,是某组基(base)生

成的空间中的点的坐标。这句话很重要,如果大家目前不能理解这句话,没关系,学完本书

之后就会知道它的意义。基是线性空间一个基本的概念,例如,三维空间中的一组基,x=
(1,0,0)、y=(0,1,0)和z=(0,0,1),三维空间中的点(3,4,5)可以表示该点在这组基中的

坐标,其值是这组基的线性组合,3x+4y+5z。注意,三维空间中的基不止这一组,事实上,
只要有三个三维向量是一组线性无关的向量,它们就组成了一组三维空间中的基,因此,有
无穷组基(回忆一下,坐标变换就是从一组基变换到另外一组基)。

另外,在计算机领域中的一些资料默认以列向量描述数据。知道了这点能够解决阅读

其他资料中的一些困惑,例如遇到这种写法,(x1,x2,…,xn)T 或者(x1,x2,…,xn).T,这里

的上标T或者.T表示转置,表示有一个列向量,但是列向量写起来占空间,就像下面的a、

b、c三个列向量:

a=
1
2
3

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

, b=
4
5
6

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

, c=
7
8
9

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

  如果想用一行来写,那么可以写成a=(1,2,3)T,b=(4,5,6)T,c=(7,8,9)T。
向量可以进行运算。计算这三个向量的线性组合d=1a+4b-7c,得到结果d=

(-32,-34,-36)T。

3.3.2 矩阵

矩阵是向量的组合,它几乎是线性代数的核心。在很多人眼中,矩阵比向量还莫名其

妙。事实上,矩阵已经成为很多行业的重要工具,例如,海森堡即以矩阵描述量子力学,也称

矩阵力学。工程中使用矩阵的例子更是数不胜数,机械、建筑、电器、管理等领域都用到了

矩阵。
当然计算机用得更多。矩阵在计算机中的应用,至少有两个意义。
第一,矩阵用来描述数据。作为向量的组合,向量描述一个数据在某一个空间中的一个

点(向量的值是该点的坐标),那么矩阵就是这些点的集合。
第二,矩阵作为一种变换。矩阵的运算,可以视为是不同空间的转换。
这两个意义并不是独立的,可以互相包含。这两个意义都非常抽象。这里,试着简单说

明一下,只有在大家学习了更多的内容之后,才能更深刻地理解这两个意义。
作为数据的描述:在第2章中,介绍过结构化数据和非结构化数据,结构化数据最典型

的就是表格。表格数据天然就是矩阵,很方便使用矩阵进行描述,还有图像数据,也天然就

是矩阵,这个在数据编码中已经见过了。
作为一种变换:矩阵有多种运算,矩阵的乘法即一种变换,在一个矩阵的帮助下,将一

个空间中的数据转换为另一个空间中的数据,注意,这种转换是不可交换的,矩阵的乘法也

是不可交换的。
关于矩阵的运算有很多,这里简单介绍其中两个比较重要的,第一是矩阵的特征值和特

征向量,第二是矩阵的各种分解。


