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3.0 引言

前两章的内容是信号与系统的时域分析,时域分析的核心是LTI系统通过“卷积”运
算求得任意输入引起的输出。卷积的原理是将信号分解成基本信号的叠加,每个基本分

量都对系统产生响应,而总的响应就是各分量激励引起的响应的叠加。“卷积”中应用的

基本信号是冲激信号,卷积的过程就是一个将移位和加权后的冲激响应组合起来从而得

到总响应的过程。这种方法之所以有效,是因为LTI系统具有线性和时不变性。

下面思考这样一个问题,当输入信号为复指数信号e(t)=ejω1t 时,通过单位冲激响

应为h(t)的LTI系统,响应是多少?
我们知道,对于LTI系统,输出等于输入和单位冲激响应的卷积,即

r(t)=e(t)*h(t)=∫
+∞

-∞
h(τ)ejω1

(t-τ)dτ=e
jω1t∫

+∞

-∞
h(τ)e-jω1τdτ (3-1)

如果将∫
+∞

-∞
h(τ)e-jω1τdτ 表示成函数H(jω1),那么一个有趣的现象就出现了,式(3-1)将

变成

r(t)=e
jω1tH(jω1) (3-2)

ej
ω1t 虽然是时间的函数,但它却含有频率的意义,ej

ω1t 的角频率为ω1。

因此,当以ej
ω1t 作为输入信号时,得到的输出信号与输入信号同频率,而且也是

ej
ω1t 的形式,只是幅度和相位不同。

由此产生了一种新的思路:
 

能不能将信号进行另一种分解,分解成ejωt 这种基本分

量的形式,由此得到的输出是各复指数函数对应的输出之叠加? 答案当然是肯定的,因

为对于LTI系统,当e(t)=K1e
jω1t+K2e

jω2t 时,

r(t)=K1e
jω1tH(jω1)+K2e

jω2tH(jω2)

  对信号进行复指数函数的分解,这就是著名的傅里叶分析。由于复指数函数含有频

率的概念,因此这种分析方法相当于是在频域进行,这就是信号的频域分析,也称为信号

的傅里叶分析。
根据欧拉公式

ejωt=cos(ωt)+jsin(ωt)

  因此上述分解方法也相当于将信号分解成正弦函数或余弦函数,即三角级数。
其实,三角级数的概念最早见于古巴比伦时代的预测天体运动中。18世纪中叶,欧

拉(Leonhard
 

Euler,1707—1783)和伯努利(D.
 

Bernoulli)等在振动弦的研究过程中印证

了三角级 数 的 概 念,但 他 们 最 终 却 抛 弃 了 自 己 最 初 的 想 法。同 时 拉 格 朗 日(J.L.
Lagrange,1736—1813)也强烈批评,坚持“一个具有间断点的函数是不可能用三角级数

来表示的”。傅里叶(J.B.J.Fourier,1768—1830)在研究热的传播和扩散理论时,洞察出

三角级数的重大意义。1807年,他向法兰西科学院提交了一篇论文,运用正弦曲线来描
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述温度分布。论文里有一个在当时具有争议性的论点:
 

任何周期信号都可以用呈谐波关

系的正弦函数级数来表示。当时有4位科学家评审他的论文,其中拉普拉斯和另两位科

学家同意傅里叶的观点,而拉格朗日坚决反对,在近50年的时间里,拉格朗日坚持认为

三角级数无法表示有间断点的函数。几经周折直到15年后的1822年,傅里叶才在

Theorie
 

analytique
 

de
 

la
 

chaleur(《热的分析理论》)一书中以另一种方式展示了他的成

果。谁是对的呢? 拉格朗日是对的:
 

正弦曲线确实无法组合成一个带有间断点的信号。
但是,我们可以用正弦曲线来非常逼近地表示它,逼近到两种表示方法不存在能量差别,
二者对任何实际的物理系统的作用是相同的,基于此,傅里叶也是对的。到1829年,德
国数学家狄里赫利(Dirichlet)第一个给出了三角级数的收敛条件,严格解释了什么函数

可以或不可以由傅里叶级数表示。至此,傅里叶的论点有了数学基础。
不仅如此,傅里叶最重要的另一个成果是,他认为非周期信号可以用“不全成谐波关

系的正弦信号加权积分”表示(即后来所谓的傅里叶变换)。为表彰傅里叶的工作,科学

界将这种分析方法称为傅里叶分析。傅里叶分析在信号处理、物理学、光学、声学、机械、
数论、组合数学、概率、统计、密码学等几乎所有领域都有着广泛的应用,这是傅里叶对人

类的最大贡献。
 

简而言之,傅里叶的论点主要有两个,一是周期函数可以表示为谐波关系的正弦函

数的加权和;
  

二是非周期函数可以用正弦函数的加权积分表示。由于正弦函数的表达式

中既含有时间也含有频率,因此,傅里叶分析实际上揭示了信号的时间特性和频率特性

之间的内在联系,是对信号的频率特性的分析,这是傅里叶分析的物理意义。
什么是频域? 顾名思义,频域就是频率域,以“频率”为自变量对信号进行分析,分析

信号的频率结构(由哪些单一频率的信号合成),并在频率域中对信号进行描述,这就是

信号的频域分析,即傅里叶分析。

3.1 信号的正交分解

两个正交函数相乘并在某范围内积分,所得积分值为零。由于正交函数具有这样的

特性,因此,不同的正交函数分量可以相互分离开,这是将信号分解成正交函数的好处。
而且关键的是,时域中的任何波形都可以分解成正交函数,或者说,用完备的正交函数集

可以表示任意信号。
正交信号很多,埃尔米特多项式(Hermite

 

Polynomials)、勒让德多项式(Legendre
 

Polynomials)、拉盖尔多项式(Laguerre
 

Polynomials)、贝塞尔函数(Bessel
 

Polynomials)
以及正弦函数都是正交函数。尤为值得注意的是,三角函数和复指数函数是正交函数,

而且,三角函数集 sin(nω1t),cos(nω1t)  和复指数函数集 ej
nω1t  是完备的正交函数集。

3.1.1 信号的谐波分量分解

尽管正交信号很多,但傅里叶分析选择了正弦函数作为正交函数进行分解,选择正
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弦函数的理由有以下几点:
 

(1)
 

正弦波有精确的数学定义。
(2)

 

正弦波及其微分处处存在,而且其值是有界的。可以用正弦波来描述现实中的

波形。
(3)

 

时域中的任何波形都可由各个频率的正弦波组合进行完整且唯一的描述。
(4)

 

任何两个不同频率的正弦波都是正交的,因此可以将不同的频率分量相互分离。
其实,最为关键的是,正弦信号含有频率的概念,正弦信号是唯一既含有时间又含有

频率变量的函数,从正弦波中既可以看到时间的参量,也可以看到频率的影响。因此,也
可以说,正弦波是对频域的描述,这是频域中最重要的规则。

在电气、电子信息、通信、控制等领域中的很多现象,都可以利用正弦波得到满意的

解决,如,RLC电路、互连线的电气效应、通信的带宽、信息码率等。
因此,傅里叶选择了正弦函数进行分解,就具有了非同寻常的工程意义。

以三角函数集 sin(nω1t),cos(nω1t)  或复指数函数集 ej
nω1t  展开的级数,就是傅

里叶级数。sin(ω1t)和cos(ω1t)是基本的周期信号,与其成谐波关系的函数是sin(nω1t)和

cos(nω1t)。
 

ej
ω1t 是基本的周期复指数信号,周期为 T1=2π/ω1,与其成谐波关系的

函数是复谐波函数ej
nω1t。傅里叶级数就是将信号展开成基本分量和各次谐波分量

之和。

3.1.2 Dirichlet条件

Dirichlet条件是将周期信号展成傅里叶级数的条件,任何周期信号只要满足

Dirichlet条件,都可以展开成傅里叶级数。Dirichlet条件包括以下三方面:
 

(1)
 

在一个周期内信号f(t)是绝对可积的,即

∫T
f(t)dt< ∞ (3-3)

这里,∫T
表示在 一个周期T 内的积分,例如,积分限为-T/2~T/2或0~T。

(2)
 

在一个周期内,信号f(t)是有界变量,即f(t)在一个周期内有有限个极大值或

极小值。
(3)

 

一个周期内,信号f(t)是连续的,只有有限个第一类间断点。
这就是Dirichlet条件,是信号f(t)能进行傅里叶级数展开的充分条件。工程应用

中的许多物理信号都能满足Dirichlet条件,因此都可以进行傅里叶级数展开。
提示:

 

①
 

有些假设的信号不满足Dirichlet条件,但这些信号一般并没有已知的工程应用。

②
 

有些不满足Dirichlet条件的信号也可以展开成傅里叶级数。因为Dirichlet条件

仅是傅里叶级数展开的充分条件而非必要条件。
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3.2 周期信号的傅里叶级数展开

3.2.1 三角形式的傅里叶级数

  三角函数集 cos(nω1t),sin(nω1t)  是完备的正交函数集,任意周期信号只要满足

Dirichlet条件,都可以展开成三角形式的傅里叶级数。

假设一个周期信号f(t),周期为T1,角频率为ω1=
2π
T1
,那么,f(t)可以表示成三角

函数的线性组合:
 

f(t)=a0+a1cos(ω1t)+b1sin(ω1t)+a2cos(2ω1t)+b2sin(2ω1t)+…

=a0+∑
+∞

n=1
[ancos(nω1t)+bnsin(nω1t)] (3-4)

系数

a0=
1
T1∫T1

f(t)dt (3-5)

an =
2
T1∫T1

f(t)cos(nω1t)dt (3-6)

bn =
2
T1∫T1

f(t)sin(nω1t)dt (3-7)

式中,∫T1
表 示在一个周期T1 内的积分。

其中,a0 是常数项,表示直流分量。an 和bn 都是(nω1)的函数(n 为整数),或是频

率ω 的函数(但这里ω=nω1,只能取一系列的离散值),表示谐波成分。一般将周期信号

本身所具有的频率称为基频,f1=1/T1、ω1=2π/T1 是周期为T1 的周期信号的基本频

率,展开式中与原信号频率相同的正余弦分量a1、b1 称为基波分量。而具有基频整数倍

(如2ω1 、3ω1 、…)的正余弦分量a2、b2、a3、b3、…称为谐波分量,依次为二次谐波、三次谐

波、…。an 是余弦项的系数,表示n 次谐波的余弦分量,bn 表示n 次谐波的正弦分量。
因此,任何周期信号在满足Dirichlet的条件下都可以分解为直流分量和一系列正

弦、余弦分量,这些正余弦分量的频率是原周期信号频率的整数倍。

3.2.2 幅度相位形式的傅里叶级数

将式(3-4)整理:
 

f(t)=a0+∑
+∞

n=1
a2n +b2n

an

a2n +b2n
cos(nω1t)+

bn

a2n +b2n
sin(nω1t)






 






令c0=a0,cn= a2n+b
2
n,tanφn=

bn

an
,则
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f(t)=c0+∑
+∞

n=1
cncos(nω1t-φn) (3-8)

这就是幅度相位形式的傅里叶级数,c0 是直流分量,cn 表示n 次谐波的幅度,-φn 表示

n 次谐波的相位。系数间的关系如图3-1所示。

图3-1 三角级数系数间的关系图

其实,幅度相位形式的傅里叶级数是三角形式傅里叶级数的变形,在工程应用中更

常使用。

3.2.3 指数形式的傅里叶级数

除了可以展开成三角级数外,周期信号还可以展开成复指数函数ej
nω1t 的线性组合

 

f(t)= ∑
+∞

n= -∞
Fne

jnω1t (3-9)

这就是指数形式的傅里叶级数展开,其中,系数公式

Fn =
1
T1∫T1

f(t)e
-jnω1tdt (3-10)

  式(3-9)中,n∈ -∞,+∞  ,负频率的引入是由完备性决定的,是为了平衡正频率

从而使求和的结果为实数值。

3.2.4 傅里叶级数展开式各系数间的关系

周期信号可以展开成指数形式的傅里叶级数,也可以展开成三角形式或幅度相位形

式的傅里叶级数,三种形式的傅里叶级数表达式为

f(t)= ∑
+∞

n= -∞
Fne

jnω1t

=a0+∑
+∞

n=1
[ancos(nω1t)+bnsin(nω1t)]

=c0+∑
+∞

n=1
cncos(nω1t-φn)

只要求得每种形式展开式中的系数,代入展开式就可得到傅里叶级数。
下面推导三种展开式的系数之间的关系。

Fn =
1
T1∫T1

f(t)e
-jnω1tdt
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=
1
T1∫T1

f(t)cos(nω1t)dt-j
1
T1∫T1

f(t)sin(nω1t)dt

=
1
2an -j

1
2bn

Fn 一般是复数,可以表示成实部、虚部的形式,也可以表示成模和相位的形式,即

Fn =ReFn +jImFn

Fn = Fn e
jφn

  由此可得各系数之间的关系:
 

直流分量

a0=c0=F0 (3-11)

  n 次谐波

an =2ReFn

bn =-2ImFn

cn = a2n +b2n =2Fn












(3-12)

  【例题3.1】 求周期性冲激信号δT1
(t)= ∑

+∞

n= -∞
δ(t-nT1)(见图3-2)的傅里叶级数

展开式。

图3-2 周期性冲激信号

解:
 

(1)
 

先求指数形式的傅里叶级数的系数

Fn =
1
T1∫

T1/2

-T1/2
δ(t)e-jnω1tdt=

1
T1

(3-13)

则指数形式的傅里叶级数展开式为

δT1
(t)= ∑

+∞

n= -∞

1
T1
ej

nω1t (3-14)

  (2)
 

也可以求三角形式的傅里叶级数展开式。

a0=F0=
1
T1
, an =2ReFn =

2
T1
, bn =-2ImFn =0

则三角形式的傅里叶级数为

δT1
(t)=

1
T1

+∑
+∞

n=1

2
T1
cos(nω1t) (3-15)

  式(3-15)表明,周期性冲激信号含有直流分量以及无穷多的余弦分量,所有余弦分量
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的幅度都是cn=2/T1,表明周期性冲激信号含有[0,+∞)所有的频率成分,而且除直流分

量为1/T1外,其余的每个频率分量的幅度都是2/T1,甚至无穷大的频率成分依然存在。
根据式(3-15)进行图形合成,可以更好地理解傅里叶级数展开的物理意义。图3-3

只是示意性地画出了几个频率成分,但不难想象无穷多频率成分叠加的效果。

图3-3 周期性冲激信号的傅里叶级数展开

对于任意整数n,cos(nω1t)在t=0,t=T1,…,t=nT1 时都为1(顶点),即在t=0,

T1,…,nT1 点上,各谐波分量的幅度都为 1/T1+∞·2/T1  ,无穷多项相加的结果为

无穷大。而在其他时刻,无穷多项余弦信号叠加(函数内插)的结果为零。这与周期性冲

激信号是吻合的。
【例题3.2】 求图3-4所示的周期矩形脉冲信号的傅里叶级数展开式。

图3-4 周期矩形信号

解:
 

指数形式的傅里叶级数的系数

Fn =
1
T1∫

τ/2

-τ/2
Ee-jnω1tdt=

E
T1

2
nω1
sin(nω1τ/2)

=
Eτ
T1
·
sin(nω1τ/2)

nω1τ/2
=
Eτ
T1
Sa(nω1τ/2)

指数形式的傅里叶级数展开式为

f(t)= ∑
+∞

n= -∞

Eτ
T1
Sa(nω1τ/2)e

jnω1t

三角形式的傅里叶级数的系数

a0=F0=
Eτ
T1
, an =2ReFn =

2Eτ
T1
Sanω1τ/2  , bn =-2ImFn =0

则三角形式的傅里叶级数展开式为

f(t)=
Eτ
T1

+∑
+∞

n=1

2Eτ
T1
Sanω1τ/2  cos(nω1t)

  可以看出,图3-4所示的周期矩形信号含有直流成分和余弦分量,不含有正弦分量。
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与例题3.1的周期性冲激信号相比,周期性矩形脉冲信号的傅里叶级数的系数不再是常

数,而是nω1 的函数,谐波幅度cn 随着频率nω1 的增大按1
n

规律衰减变化。

实际上,周期性冲激信号的傅里叶级数的系数是常数,这是一种极为特殊的情况。
一般情况下,傅里叶级数的系数都是nω1 的函数。

【例题3.3】 求周期性半波正弦信号(见图3-5)的三角形式的傅里叶级数展开。

图3-5 周期性半波正弦信号

解:
 

傅里叶级数的系数

Fn =
1
T1∫

T1/2

0
Esin(ω1t)e

-jnω1tdt

=
E

2π(1-n2)
(1+e-jnπ)=

E
2π(1-n2)

1+cos(nπ)-jsin(nπ)  

则

a0=F0=
E
π

an =2ReFn =
E
π
1+cos(nπ)
1-n2

=
2E

π(1-n2)
, n 为偶数

0, n 为奇数









bn =-2ImFn =
Esin(nπ)
π(1-n2)

=
E
2
, n=1

0, n≠1









傅里叶级数展开式为

f(t)=
E
π+

E
2sin

(ω1t)-
2E
3πcos

(2ω1t)-
2E
15πcos

(4ω1t)+…

=
E
π+

E
2sin

(ω1t)+ ∑
n为偶数

2E
π(1-n2)

cos(nω1t)

  周期性半波正弦信号含有直流、基波正弦分量以及一系列偶次余弦分量。谐波幅度

按1
n2

规律变化。

试想一下,如果是整波正弦信号f(t)=Esin(ω1t),那么信号的频率成分是怎样的

呢? 答案是,只含一个频率成分,那就是ω1,即基波分量。周期半波正弦信号除含有基波

分量
E
2sin

(ω1t)外,还含有直流以及一系列的谐波成分,原因就在于正弦信号在时域去掉

了半波,不再是单一频率的正弦波信号,因此在频域增加了很多频率成分。
提示:

 

信号的傅里叶级数展开式依然是时间函数的表达形式,重要的是傅里叶级数
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的系数,系数是频率的函数,也就是说,系数的表示中含有了频率的概念,表达的是信号

所含的频率成分。当某些系数为零时,说明原信号f(t)不含有这些频率分量。同样,系
数的大小表示了相应的频率成分在整个信号频率成分含量中权重的大小。

3.3 傅里叶级数的性质

本节分析当周期信号进行某种运算或具有某种对称性时傅里叶级数的表现,运算包括线

性叠加、位移、微分等;
 

而当信号具有某种对称性时,其傅里叶级数的系数往往呈现某些特征。

3.3.1 线性

由式(3-10)可知,傅里叶级数的系数Fn 与时间信号f(t)之间的积分运算是一种线

性运算,因此傅里叶级数的系数满足叠加性和均匀性。如果f1(t)的傅里叶级数系数为

F1n,f2(t)的傅里叶级数系数为F2n,则 K1f1(t)+K2f2(t)的傅里叶级数的系数为

K1F1n+K2F2n。

3.3.2 位移性质

如果f(t)的傅里叶级数系数为Fn,则f(t-τ)的傅里叶级数系数为Fne
-jnω1τ。

证明:
 

根据傅里叶级数的系数公式,f(t-τ)的傅里叶级数的系数

Gn =
1
T1∫

t0+T1

t0
f(t-τ)e-jnω1tdt

令x=t-τ,则上式变为

Gn =
1
T1∫

t0+T1-τ

t0-τ
f(x)e

-jnω1(x+τ)dx

=
1
T1∫

t0+T1-τ

t0-τ
f(x)e

-jnω1xdx


 


 e-jnω1τ =Fne
-jnω1τ

  【例题3.4】 求图3-6所示的周期信号的傅里叶级数。

图3-6 例题3.4图

解:
 

本题的f(t)实际上是例题3.2中图3-4所示对称矩形信号(门限信号)向右平移

τ/2,因此,它的傅里叶级数系数为

Fn =
Eτ
T1
Sa(nω1τ/2)e

-jnω1τ/2



77   

则f(t)的傅里叶级数展开式为

f(t)= ∑
+∞

n= -∞

Eτ
T1
Sa(nω1τ/2)e

-jnω1τ/2  ejnω1t

= ∑
+∞

n= -∞

Eτ
T1
Sa(nω1τ/2)e

jnω1 t-τ/2  

3.3.3 时域微分性质

若f(t)的傅里叶级数的系数为Fn,则其导数d
dtf
(t)的傅里叶级数的系数为jnω1Fn。

证明:
 

若f(t)的周期为T1,则其导数d
dtf
(t)也必然是周期为T1 的周期信号,d

dtf
(t)

的傅里叶级数系数

Gn =
1
T1∫

t0+T1

t0
f'(t)e

-jnω1tdt

=
1
T1
[f(t)e

-jnω1t]
t0+T1

t0
+
1
T1∫

t0+T1

t0
jnω1f(t)e

-jnω1tdt

=jnω1
1
T1∫

t0+T1

t0
f(t)e

-jnω1tdt


 


 =jnω1Fn

  对于高阶导数d
k

dtkf(t),其傅里叶级数的系数为jnω1  kFn。

有些信号求导后可能出现比较简单甚至冲激函数的形式,对这类信号应用微分性质

求傅里叶级数可能会简化运算。但需要注意的是,直流分量要特别考虑。
【例题3.5】 利用性质求解图3-7(a)所示的三角周期脉冲信号的傅里叶级数。
解:

 

对f(t)求导两次,得到图3-7(c),f″(t)的主周期信号为

f″1(t)=δ(t+1)-2δ(t)+δ(t-1)
在例题3.1中已经求得周期性冲激信号的傅里叶级数的系数,结合位移性质和线性性

质,可得f″(t)的傅里叶级数的系数为

1
T1
ej

nω1-
2
T1

+
1
T1
e-jnω1

由微分性质,得

jnω1  2Fn =
1
T1
ej

nω1-
2
T1

+
1
T1
e-jnω1

则三角周期脉冲的傅里叶级数的系数为

Fn =
2
T1
1-cos(nω1)

nω1  2
=
1
T1
Sa2

nω1
2  

代入T1=3,ω1=
2π
3
,得

Fn =
1
3Sa

2nπ
3  
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故三角周期脉冲的傅里叶级数展开式为

f(t)= ∑
+∞

n= -∞

1
3Sa

2nπ
3  ejn 2π/3  t

图3-7 例题3.5图

3.3.4 时域奇偶对称性

周期信号的对称性分为两类,一类是整周期对称;
 

另一类是半周期对称。整周期对

称包括偶对称、奇对称,半周期对称主要是奇谐对称。

1.
 

偶对称信号

偶对称信号满足

f(t)=f(-t)
即f(t)是偶函数。可求得其傅里叶级数的系数

bn =
2
T1∫

T1/2

-T1/2
f(t)sin(nω1t)dt=0

a0=
1
T1∫

T1/2

-T1/2
f(t)dt≠0

an =
2
T1∫

T1/2

-T1/2
f(t)cos(nω1t)dt=

4
T1∫

T1/2

0
f(t)cos(nω1t)dt≠0

所以,偶对称信号的傅里叶级数展开式为

f(t)=a0+∑
+∞

n=1
ancos(nω1t) (3-16)
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即偶对称信号只含有直流分量和余弦分量,不含有正弦分量。如3.2节中的例题3.1和

例题3.2,都是偶对称的例子。

2.
 

奇对称信号

奇对称信号满足

f(t)=-f(-t)
即f(t)是奇函数,其傅里叶级数的系数

an =
2
T1∫

T1/2

-T1/2
f(t)cos(nω1t)dt=0

a0=
1
T1∫

T1/2

-T1/2
f(t)dt=0

bn =
2
T1∫

T1/2

-T1/2
f(t)sin(nω1t)dt=

4
T1∫

T1/2

0
f(t)sin(nω1t)dt≠0

  奇对称信号的傅里叶级数展开式为

f(t)=∑
+∞

n=1
bnsin(nω1t) (3-17)

可见,奇对称信号中不含直流分量,也没有余弦分量,仅仅含有正弦分量。正弦分量奇对称。
【例题3.6】 求图3-8所示的周期锯齿信号的傅里叶级数展开式。

图3-8 周期锯齿信号

解:
 

信号满足奇对称,故f(t)只含有正弦分量,不含直流和余弦分量。
a0=0, an =0

bn =
2
T1∫

T1/2

-T1/2
f(t)sin(nω1t)dt=

4
T1∫

T1/2

0

E
T1

tsin(nω1t)dt

=
(-1)n+1E

nπ
三角形式的傅里叶级数展开式为

f(t)=∑
+∞

n=1

(-1)n+1E
nπ sin(nω1t)

指数形式的傅里叶级数的系数

F0=a0=0

Fn =
1
2an -j

1
2bn =-j

(-1)n+1E
2nπ =j

(-1)nE
2nπ
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奇对称周期信号的Fn 是一个纯虚数。
因此,指数形式的傅里叶级数展开式为

f(t)= ∑
+∞

n= -∞
n≠0

j
(-1)nE
2nπ  ejnω1t

谐波幅度按1
n

规律变化。

3.
 

奇谐对称信号

如果信号f(t)满足

f(t)=-f(t±T1/2) (3-18)

  这种信号称为奇谐对称信号。图3-9的信号就是一个奇谐对称信号。

图3-9 奇谐对称信号

实际上,这是一个半周期对称信号,信号平移半个周期后上下翻转与原信号重合。

为什么将这种信号称为奇谐对称信号呢?

下面先求傅里叶级数的系数,将f(t)表示成两部分

ft  =
f1(t), -T1/2≤t<0
 
-f1(t-T1/2), 0≤t<T1/2 

则

a0=
1
T1∫

0

-T1/2
f1(t)dt+

1
T1∫

T1/2

0
[-f1(t-T1/2)]dt=0

an =
2
T1∫

0

-T1/2
f1(t)cos(nω1t)dt-

2
T1∫

T1/2

0
f1(t-T1/2)cos(nω1t)dt

令τ=t-T1/2,则

an =
2
T1∫

0

-T1/2
f1(t)cos(nω1t)dt-

2
T1∫

0

-T1/2
f1(τ)cosnω1τ+T1/2    dτ

 

=
2
T1∫

0

-T1/2
f1(t)cos(nω1t)dt-

2
T1∫

0

-T1/2
f1(τ)cosnω1τ+nπ  dτ

=
4
T1∫

0

-T1/2
f1(t)cos(nω1t)dt, n=2r+1

0, n=2r
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同理

bn =
4
T1∫

0

-T1/2
f1(t)sin(nω1t)dt, n=2r+1

0, n=2r









由此,当n 为偶数时,an=bn=0;
 

当n 为奇数时,an=a2r+1≠0,bn=b2r+1≠0。

所以,奇谐对称信号的傅里叶级数展开式为

f(t)=∑
+∞

r=0
 a2r+1cos[(2r+1)ω1t]+b2r+1sin[(2r+1)ω1t] (3-19)

  现在明白了吧? 为什么将具有这种对称性的信号称为奇谐对称,原因就是奇谐对称

信号的傅里叶级数只含奇次谐波分量,不含直流分量,也不含偶次谐波。

4.
 

偶谐对称信号

如果信号f(t)满足

f(t)=f(t±T1/2) (3-20)

  将具有这种对称性的信号称为偶谐对称信号。这也是一个半周期对称信号,信号

平移半个周期后与原信号重叠。实际上,偶谐对称信号的周期为T1/2。

正是由于周期为T1/2,所以基本角频率为2ω1,谐波成分是基本角频率的偶数倍,即

2nω1,故这种对称信号将只含有偶次谐波分量。具体证明可以参照奇谐函数的傅里叶级

数系数求解过程,这里从略。

【例题3.7】 分析图3-10所示信号含有什么频率成分?

图3-10 例题3.7图
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解:
 

图3-10(a)所示信号f(t)既是奇函数,又是奇谐函数,因此只含奇次谐波的正弦分

量;
 

图3-10(b)所示信号f(t)既是偶函数,又是奇谐函数,因此只含奇次谐波的余弦分量。

3.4 信号的频谱

傅里叶级数展开式依然是时间函数的表示,但展开式的每一项或是直流分量,或是

谐波分量。一个信号到底含有什么频率成分以及各频率成分的相对关系,取决于信号的

傅里叶级数的系数。当傅里叶级数的系数ck=0时,说明不存在k 次谐波的频率成分。

而当cn>cm 时,说明信号中所含的n 次谐波分量要比m 次谐波分量大,即n 次谐波分

量所占的权重更大一些。

为了直观地表示信号所含各频率成分的大小,可以将傅里叶级数的系数与频率的关

系画成图形,这就是信号的频谱。

3.4.1 信号的“谱”表示

傅里叶级数的系数与时间信号一一对应,不同的时间信号,其傅里叶级数的系数不

同。如果将信号的傅里叶级数的系数与频率ω 的关系表示出来,可以从另外一个角度

(即频率的角度)来表示时间信号。
 

先分析一个简单的信号

f(t)=3cos(ω1t)

  如果将这个正弦信号在时域用图形表示出来,需要无穷多个点才能连成余弦曲线,
其时域波形见图3-11(a)。由于正弦信号的三要素是频率、幅度和相角,只要这三个要素

确定,正弦信号就完全确定。这个周期信号只有一个频率,那就是ω1,幅度为3,相位为

零。如果画一个坐标系,横坐标代表频率、纵坐标代表幅度或相位,那么在这样的坐标系

中,只需表示正弦信号的三要素就可以了。图3-11(b)表示幅度-频率的关系,图3-11(c)
表示相位-频率的关系,二者合起来就完整地描述了这个正弦信号,当然,这种描述是从频

域的角度。在频域,单频正弦信号只需一个点就可以表示。从图3-11(b)看出,信号的频

率只有ω1,相应的幅度为3;
 

而图3-11(c)表示相位为0。

图3-11 正弦信号的时域表示和频域表示
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需要特别说明的是,图3-11(a)的时域描述和图3-11(b)、图3-11(c)的频域描述,都
是正弦信号3cos(ω1t)的表示,只是一个在时域(自变量是t),一个在频域(自变量是ω),
是同一事物的两种表现形式。所谓的“横看成岭侧成峰”,不同的角度,表现的形式不同,
但不管观察的角度如何,都是那座山。

再举一个例子,

f(t)=3cost-π/4  +2cos3t+π/3  
  f(t)的时域波形如图3-12所示,从时域波形中很难直接看出信号所含的频率成分。

图3-12 f(t)的时域表示

实际上该信号包含两个正弦信号,分别是基波分量和3次谐波,基波频率为ω1=1,
基波分量和3次谐波分量的幅度分别为3和2,对应的相位分别为-π/4和π/3,其他频

率成分为0。画出f(t)的频域描述如图3-13所示。

图3-13 信号f(t)的频域描述

在图3-13的信号频域描述图形中,信号所含的频率成分一目了然,这是信号频域分
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析的优势所在。
在信号的频域描述中,幅度谱线的长度代表了频率分量的振幅,相位谱线的长度代

表了频率分量的相角大小,它们共同构成信号f(t)的“谱”。
什么是“谱”? 一束白光通过三棱镜后呈现出“红、橙、黄、绿、蓝、靛、紫”的彩色光带,

物理学中用折射和色散来解释。实际上,此现象也表现出了“谱”的概念。七种色光的频

率各不相同,红光频率最小,紫光频率最大,所呈现的七彩光带就是白光的“谱”,表明白

光含有七种频率成分,而这七种频率成分恰恰是人眼能够识别的可见光频率。不过,工
程中大多数信号的频率成分超出了可见光频率范围。

3.4.2 周期信号的频谱

傅里叶级数表明周期信号可以分解成若干不同幅度、不同相位、不同频率的余弦波

的叠加。类似于图3-12,将不同频率成分的幅度或相位画成图形,信号所含的频率成分

一目了然,这样的图形称为信号的频谱图,是信号各次谐波分量的图形表示。因此,周期

信号的频谱描述了周期信号的谐波组成情况,表示周期信号所含的频率成分。其中,幅度

与频率的关系称为幅度频谱,简称幅度谱;
 

相位与频率的关系称为相位频谱,简称相位谱。
周期信号既可以展开成指数形式的傅里叶级数,也可以展开成幅度相位形式的傅里

叶级数,由各自系数即可得到指数形式的频谱图和三角形式的频谱图。
指数形式的傅里叶级数展开式

f(t)= ∑
+∞

n= -∞
Fne

jnω1t

将系数Fn 表示成模和相位的形式

Fn = Fn e
jφn (3-21)

画出 Fn -ω 和φn-ω 的关系图,即得到指数形式的幅度频谱和相位频谱。
对于幅度相位形式的傅里叶级数展开式

f(t)=c0+∑
+∞

n=1
cncos(nω1t+φn)

其幅度cn
 -ω 和相角φn-ω 的关系图即为三角形式的幅度频谱和相位频谱。

【例题3.8】 信号f(t)=1+3cos(ω1t-π/4)-2cos(3ω1t),画出其幅度频谱和相位

频谱。
解:

 

将信号整理成标准形式

f(t)=1+3cos(ω1t-π/4)+2cos(3ω1t-π)
可以看出,f(t)自身就是傅里叶级数的表现形式,有直流分量、基波分量和三次谐波分

量。画出各谐波成分的幅度及相位与频率的关系,就表示了该信号的幅度频谱和相位频

谱,如图3-14所示。
本题的频率成分为有限个,一般将这种信号称为有限频宽信号,或称为带限信号。

平常我们说的频带,指的是一段频率范围。当信号的傅里叶级数展开式只有有限项,例
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如当n>kmax时,cn=0,即

f(t)=c0+∑
kmax

n=1
cncos(nω1t+φn)

这种信号就属于带限信号,其最大频率成分是kmaxω1。例题3.8中的信号的最大角频率

是3ω1。

图3-14 例题3.8的信号频谱图

【例题3.9】 画出周期性冲激信号的频谱图。 
解:

 

在例题3.1中,已经得到指数形式的傅里叶级数的系数为

Fn =1/T1, n∈ (-∞,+∞)
幅度相位形式的傅里叶级数的系数

c0=a0=1/T1

cn = a2n +b2n =an =2/T1, n∈ [1,+∞)

  分别画出指数形式的频谱图和三角形式的频谱图,见图3-15(a)和图3-15(b)。周期

性冲激信号含有从直流到无穷大的所有频率成分,而且随着频率的增大,信号的频谱是

恒定的,并没有出现衰落的情况。
图3-15(c)是周期性冲激信号的时域波形,每隔周期T1 出现一个单位冲激,无始无

终。这样的时间信号含有最丰富的频率成分。
指数形式的频谱在±nω1(正负频率)都要表示,负频率部分的频谱是数学演算的结

果;
 

三角形式的频谱只有正频率部分,是信号真实的频率分量。将指数形式负频率部分

的幅度频谱以纵轴折叠到正频率部分,相应的谐波合起来就是三角形式的幅度频谱。这

是欧拉公式的物理意义所在。注意,不论是指数形式还是三角形式的频谱,二者的直流

成分是一致的。
图3-15分别从频域和时域对信号进行描述,显示的是周期性冲激信号在不同域的表现。
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图3-15 周期性冲激信号的频域和时域的图形表示

  【例题3.10】 画出周期性矩形脉冲信号(见图3-4)的频谱图。假设E=1,T1=8,τ=2。
解:

 

由T1=8,得周期信号的基本角频率

ω1=
2π
T1

=
π
4

  在例题3.2中已经求得周期矩形信号的指数形式的傅里叶级数的系数和三角形式

的傅里叶级数的系数

Fn =
Eτ
T1
Sa(nω1τ/2)

an =
2Eτ
T1
Sanω1τ/2  ,bn =0,a0=F0=

Eτ
T1

代入E=1,T1=8,τ=2,得
直流分量

c0= F0 =
1
4

  谐波分量

Fn =
1
4Sa

(nω1)

cn =|an|=
1
2 Sa(nω1)

  由于Fn 是实数,可以直接画出指数形式的频谱图Fn-ω,见图3-16(a);
 

也可以分别

画出幅度频谱(见图3-16(b))和相位频谱(见图3-16(c))。
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三角形式的幅度频谱和相位频谱分别见图3-16(d)和图3-16(e)。

图3-16 周期矩形脉冲信号的频谱 ω1=π/4,T1=4τ  

从图3-16中可以看出,周期矩形信号含有无穷多的频率成分,其频谱的趋势按照抽样

函数的包 络 变 化,高 频 成 分 越 来 越 小。在 本 题 的 参 数 下,指 数 形 式 频 谱 的 包 络 是

Sa(ω)/4,三角形式频谱(除去直流外的谐波成分)的包络是Sa(ω)/2,这是由于指数形式的
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频谱在正负频率处都要表现的缘故。另外,本题周期矩形信号的基波分量ω1=π/4,抽样包

络趋势线的第一个零值点为2π/τ=π=4ω1,恰恰是4次谐波的频率成分。因此,对于周期

是脉宽4倍的周期矩形脉冲信号(T1=4τ),其4次谐波、8次谐波、12次谐波……的傅里叶

级数的系数等于零,即信号不含有4次谐波、8次谐波、…、4k次谐波成分(这里k为整数)。
【例题3.11】 画出例题3.6中周期锯齿脉冲的频谱图。
解:

 

三角形式的傅里叶级数的系数

a0=0, an =0, bn =
(-1)n+1E

nπ
故

c0=a0=0, cn = a2n +b2n =|bn|
周期锯齿脉冲的三角形式的幅度频谱和相位频谱如图3-17(a)和图3-17(b)所示。

图3-17 周期锯齿脉冲的频谱图



89   

也可以画出指数形式的频谱图。

F0=0, Fn =-j
(-1)n+1E
2nπ

由于Fn 是纯虚数,故谐波分量的相位为±π/2。指数形式的频谱见图3-17(c)和图3-17(d)。
通过上述几道例题看出,三角形式的频谱是正频率分量处的频谱,是实际的物理频

谱。指数形式的频谱具有正、负频率分量,且关于纵轴对称,幅度频谱满足偶对称,相位

频谱满足奇对称(读者可自行证明)。如果将负频率分量的幅度频谱以纵轴为对称轴纵

向折叠到正频率,即与三角形式的幅度频谱相吻合。无论是三角形式的频谱,还是指数

形式的频谱,都是信号的频率成分的表示,而且二者在物理上是一致的,仅仅是数学演算

上的差别。

3.4.3 周期信号频谱的特点

不同的信号具有不同的频谱,表明它们所含的频率成分不同。不过,周期信号的频

谱具有一些共同的特点。

1.
 

离散性

周期信号的频谱是一条条离散的谱线。对于幅度频谱,每条谱线代表某一频率分量

的幅度,连接各谱线顶点的曲线(包络线)反映各频率分量幅度的变化情况。对于相位频

谱,每条谱线代表某一频率分量的相位值。

2.
 

谐波性

周期信号的频谱是在基本频率ω1,n 次谐波2ω1、3ω1、…、nω1、…上的频谱值,谱线

间隔为ω1。ω1/2或(3/2)ω1 是没有意义的,也就是说周期信号不存在“1/2次谐波”或
“3/2次谐波”。

例如,某周期信号的周期是1s,分析该信号是否存在0.5Hz、1Hz、1.5Hz、2Hz的频

率成分。
实际上,由T1=1s可知,f1=1Hz,因此频率成分只可能是1Hz、2Hz、3Hz…,不可

能存在0.5Hz、1.5Hz等非谐波频率成分。

3.
 

收敛性

一般周期信号的频谱理论上有无限多次谐波,从前面例题中不难看出,一般信号高

次谐波的幅度总的趋势是逐渐变小的,也就是说信号的高频分量是逐渐衰减的,但不同

信号高次谐波的收敛速度不同。如果对信号f(t)进行k阶求导直至出现δ函数,那么其

傅里叶级数将按1/nk 的速度收敛(从整体趋势看)。
这个结论可用前面的例题验证。周期性矩形方波和锯齿波信号,求导一次就会出现

δ函数,它们的傅里叶级数的系数都是按1/n 的速度收敛(例题3.2和例题3.6);
 

半波正

弦信号和周期三角脉冲需要求导2次才出现δ 函数,其傅里叶级数的系数按1/n2 的速
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度收敛(例题3.3和例题3.5)。如果一个周期信号求导3次才出现δ 函数,那么它的幅

度频谱的收敛速度是1/n3。
事实上,信号波形越平滑,需要越高阶求导才可能出现δ 函数,因此,信号的高次谐

波收敛速度很快,即其高次谐波的幅度越小,说明高频成分越少;
 

而越是变化激烈的信

号,其高频成分越丰富。在波形跳变点处,往往求导一次即出现δ函数,因此具有较为丰

富的高频分量。两个极端的例子是直流信号和冲激信号,一个是最平滑的信号,只含有

零频率;
 

另一个是变化最激烈的信号,所含的高频成分异常丰富,在无穷大频点处频谱依

然是常数。
表3-1对一些典型信号的时域和频域进行了对比,从中可以看出时域的平滑对应频

域的低频分量,而时域如果剧烈变化,其频域高频成分将变得丰富,即信号中含有很多的

高频分量。

表3-1 典型信号的时域和频域

信 号 时
 

域
 

波
 

形 幅
 

度
 

频
 

谱

直流信号

正弦信号

半波正

弦信号
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续表

信 号 时
 

域
 

波
 

形 幅
 

度
 

频
 

谱

周期矩

形脉冲

周期冲

激信号

小结:
 

傅里叶级数将信号展开成正余弦函数的形式,而正弦信号含有了频率的概念,因此,
傅里叶级数展开的目的是分析信号的直流分量和一系列谐波分量,是对信号的频率成分

进行分析。
当把一个时间信号用“其傅里叶级数的系数与频率的关系”表示时,就得到了信号的

频域表示或者信号的谱表示。
傅里叶级数展开式是时域的表示,而傅里叶级数的系数则是频域的表示。
因此,对于连续时间信号,其波形描述有两种,一种是第2章的时域波形,横坐标是

时间t,可用示波器观看;
 

另一种是本章的频域描述,横坐标是频率ω(或f),可用频谱仪

观看。信号的频域波形也称为频谱。

3.5 信号的功率谱

周期为T1 的周期信号f(t),在时域求功率

P=
1
T1∫T1

f(t)2dt (3-22)

下面推导信号功率的频域表示。

P=
1
T1∫T1

f(t)2dt=
1
T1∫T1

f(t)f*(t)dt

为了在频域求功率,需要将f(t)展开成傅里叶级数,为
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P=
1
T1∫T1 ∑

+∞

n= -∞
Fne

jnω1t  ∑
+∞

m= -∞
Fme

jmω1t *dt

= ∑
+∞

n= -∞
Fn ∑

+∞

m= -∞
F*

m
1
T1∫T1

ej
(n-m)ω1tdt  

其中

1
T1∫T1

ej
(n-m)ω1tdt=

1, m=n
 
0, m ≠n 

所以

P= ∑
+∞

n= -∞
FnF

*
n = ∑

+∞

n= -∞
Fn

2 (3-23)

  这就是周期信号功率的频域求解公式,表明周期信号的平均功率等于频域中直流分

量、基波分量以及各次谐波分量的平均功率之和。
将式(3-23)进一步整理

P=F20+∑
+∞

n=1
2Fn

2=c20+∑
+∞

n=1
2(cn/2)

2

即

P=c20+∑
+∞

n=1
cn/ 2  2 (3-24)

cn/2表示谐波成分的有效值,因此,周期信号的平均功率等于有效值的平方之和。
信号的平均功率既可以在时域求得,也可以在频域通过幅度谱求得。即

P=
1
T1∫T1

f(t)2dt= ∑
+∞

n= -∞
Fn

2=c20+∑
+∞

n=1
cn/ 2  2 (3-25)

式(3-25)体现了能量守恒的概念,称为帕塞瓦尔(Parseval)定理。
想一想:

 

为什么可以用信号的频谱求功率?
这是因为,一个信号的时域描述和频域描述(频谱)表示同一个信号,是同一信号的

不同表现形式,二者所包含的信息是完全相同的,仅仅是从不同的角度表现而已。因此,
自然而然既可以在时域求功率,也可以在频域求功率了。

将各次谐波的平均功率与频率的关系绘成图形,就是周期信号的功率谱。

【例题3.12】 周期电流信号i(t)=1-sin(πt)+cos(πt)+
1
2
cos2πt+

π
6  ,单位为

A,画出该信号的频谱和功率谱,并计算平均功率。
解:

 

将信号整理成幅度相位形式

i(t)=1+ 2cosπt+
π
4  +12cos2πt+

π
6  

可知直流成分c0=1;
 

基波角频率ω1=π,c1= 2,φ1=π/4;
 

信号含有二次谐波2ω1=

2π,二次谐波的幅度c2=1/2,相位φ2=π/6。因此信号的频谱如图3-18所示。信号的
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功率谱如图3-19所示。

图3-18 例题3.12信号的频谱图 图3-19 例题3.12信号的功率谱

信号的平均功率既可以在时域求,也可以在频域求。本题只有有限的频率成分,应
用Parseval定理利用信号的频谱成分求功率非常简单。

P=c20+∑
+∞

n=1
cn/ 2  2

=c20+ c1/ 2  2+ c2/ 2  2

=12+ 2/ 2  2+ (1/ 2)/ 2  2

=2.25(W)

  深层理解:
 

一个连续时间周期信号,既可以分析其频谱,也可以求其功率谱。那么,频谱和功率

谱的根本区别在哪里呢?
信号的频谱只是将这个信号从“时域表示”转换成“频域表示”,是同一个信号的不同

表现形式。而功率谱是从能量的观点对信号进行研究,对于功率有限信号,功率谱指的

是信号在每个频率分量上的功率,反映了信号功率在频域的分布状况。从式(3-25)看出,
功率谱只保留了频谱的幅度信息,而丢失了相位信息。所以,频谱不同的信号其功率谱

有可能是相同的。
频谱是信号的各次谐波与频率的分布关系(Fn -ω 和φn-ω),量纲就是信号f(t)的

单位,假如f(t)是电压信号,通过傅里叶级数展开成正余弦分量,这些分量自然还是电压

信号,振幅或幅度cn 的量纲是V;
 

而功率谱则是周期信号各次谐波的平均功率随频率的

分布情况(Fn
2-ω),量纲是 W。频谱和功率谱的关系归根结底还是信号和功率(能量)

之间的关系。
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3.6 有限项和均方误差

一般周期信号的傅里叶级数有无穷多项,即信号的频率成分有无穷多,但在实际工

程中,往往截取其主要的频率成分,即用有限项代替无限项,这样做的结果必然产生

误差。

f(t)的傅里叶级数展开式

f(t)=c0+∑
+∞

n=1
cncos(nω1t-φn)

  如果用有限项(例如,前N+1项)来逼近原信号,前N+1项的傅里叶级数表示式为

sN(t)=c0+∑
N

n=1
cncos(nω1t-φn)

用sN(t)逼近f(t),引起的误差函数为

εN(t)=f(t)-sN(t) (3-26)
则均方误差

ε2N(t)=
1
T1∫

t0+T1

t0
f(t)-sN(t)  2dt

=
 

f2(t)-
 

s2N(t)

= c20+∑
+∞

n=1
cn/ 2  2 - c20+∑

N

n=1
cn/ 2  2 (3-27)

  图3-20示出了对周期矩形脉冲信号只取有限项频率成分时的频谱图和时域波形图,
随着所取频率成分的增多,波形越来越接近于原信号。

其中矩形方波信号(见图3-20(a))的周期为T1=1,主周期为

f1(t)=2u(t+1/4)-u(t-1/4)  
其傅里叶级数有无穷多项,展开式为

f(t)=1+
4
πcos

(2πt)-
4
3πcos

(6πt)+
4
5πcos

(10πt)-
4
7πcos

(14πt)+…

该信号的基本频率为ω1=2π。
直流分量加上基本分量(见图3-20(b))

f(t)=1+
4
πcos

(2πt)

  直流分量、基本分量、3次谐波之和(见图3-20(c))

f(t)=1+
4
πcos

(2πt)-
4
3πcos

(6πt)

  当进行前四项相加时,即由直流成分、基本分量、3次谐波和5次谐波组成的信号为

f(t)=1+
4
πcos

(2πt)-
4
3πcos

(6πt)+
4
5πcos

(10πt)

见图3-20(d)。
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图3-20 傅里叶级数的有限项
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  从傅里叶级数展开的角度来看,有限项傅里叶级数所取的项数越多,相加后的波形

越接近于原来的信号。当f(t)为脉冲信号时,低频分量影响脉冲的顶部,而高频分量影

响跳变沿。所取的项数越多,所含的高频谐波分量越多,合成后的波形越陡峭。这也印

证了“时域波形变化越激烈,所含的高频分量越丰富”的观点。而且所取项数越多,顶部

的波纹越小,波纹数越多,整体效果是顶部越近似“平坦”。
但是,对于有间断点的时间信号,当用有限项傅里叶级数逼近原信号时,虽然项数N

越多,顶部波纹越小越平滑,但在间断点处的第一个峰起值(“过冲”)的幅度却不会随着

N 的增大而减小或消失,如图3-21所示。这个峰起值是一个恒定值,约等于间断点处跳

变值的8.95%(证明见第4章)。即使N→∞,无穷多项级数收敛于原信号,但是在间断

点处却不收敛。事实上,当 N→∞时,这8.95%的过冲也存在,这种现象称为吉布斯

(Gibbs)现象,是为了纪念吉布斯(Josiah
 

Gibbs)第一次用数学描述了这种现象。
对于有间断点的时间信号,虽然在数学上证明原信号和它的傅里叶级数表达式处处

相等,但在间断点附近明显存在着过冲或波纹,所取的项数越多,波纹越紧密地集中在间

断点附近。当N→∞时,峰起的波纹宽度趋于零,幅度恒定为8.95%,由于零宽度的过冲

不包含任何能量,所以,当N→∞时,傅里叶级数表示的信号功率收敛于原信号的功率。
而且,当N→∞时,在任何时刻t,傅里叶级数表示的函数值都趋近于原信号的值。它们

在任意有限的时间间隔上有相同的能量,对任意物理系统的作用是一样的。

图3-21 Gibbs现象

另外,需要说明的是,在傅里叶级数的展开式中,如果任一频谱分量的幅度或相位发

生相对变化,合成的波形一般会产生失真。

3.7 非周期信号的傅里叶变换

傅里叶级数是一种很好的分析工具,但作用有限。它可以把工程中任何实用的有限

时间信号和无限时间周期信号用一组成谐波关系的三角级数的线性组合来表示,却不能

描述非周期的无限时间信号。

本节将把傅里叶级数的思想应用于非周期信号,引出傅里叶变换。最终将发现,傅

里叶级数其实只是傅里叶变换的一种特殊情况(只含有离散的频率分量)。
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3.7.1 从傅里叶级数到傅里叶变换

一个周期信号fT1
(t)当其周期T1→∞时将变成非周期信号f(t),即

f(t)=
 

lim
T1→∞

fT1
(t) (3-28)

  在前面的傅里叶级数分析中已经知道,周期信号的频谱Fn 是一条条离散的谱线,谱
线间隔为ω1。周期信号fT1

(t)的傅里叶级数的系数

Fn =
1
T1∫

T1/2

-T1/2
fT1

(t)e-jnω1tdt (3-29)

  当周期T1 增大时,谱线间隔ω1=2π/T1 将变小,谱线将变密,但频谱包络依然保持

原来的包络形状(因为函数关系并没有改变)。当T1→∞时,显然ω1→0,谱线间隔无限

变小,谱线连成一片,nω1→ω,即离散变量nω1 趋于连续变量ω。但同时出现了另一个现

象,Fn→0,即谱线幅度将无限变小趋于零,是信号在频域消失了吗? 当然不是,根据

Parseval能量守恒定理,频域中依然具有能量。这该怎么理解呢?
对式(3-29)取极限

lim
T1→∞

Fn =
 

lim
T1→∞

1
T1∫

T1/2

-T1/2
fT1

(t)e-jnω1tdt

考虑式(3-28),有

lim
T1→∞

(Fn·T1)=
 

lim
T1→∞∫

T1/2

-T1/2
fT1

(t)e-jnω1tdt=∫
+∞

-∞
f(t)e-jωtdt

定义

F(ω)=∫
+∞

-∞
f(t)e-jωtdt (3-30)

这就是著名的傅里叶正变换公式,一般用符号F [
 

]表示,即

F f(t)  =∫
+∞

-∞
f(t)e-jωtdt

  由傅里叶正变换公式可以求出非周期信号f(t)的每个连续频率成分。
提示:

 

在整个推导过程中,周期T1 的作用相当玄妙。
我们已经知道,傅里叶级数的系数Fn 表示信号的频谱,那么傅里叶变换F(ω)具有

什么含义呢?
根据公式

F(ω)=
 

lim
T1→∞

(Fn·T1)=
 

lim
ω1→0

2πFn

ω1
=

 

lim
f1→0

Fn

f1
(3-31)

  可知F(ω)表示的是单位频带内的频谱,即频谱密度的概念。因此,F(ω)是f(t)的
频谱密度函数或谱密度。

考虑到Fn 的量纲是物理信号的单位,如电压信号的频谱的单位是V,由于频率间隔

f1属于频率的范畴,单位是Hz,因此,电压信号的傅里叶变换F(ω)的单位是V/Hz。
根据傅里叶积分公式,并不是所有的非周期信号都存在傅里叶变换。只有当f(t)满
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足绝对可积条件时,傅里叶积分才收敛。即

∫
+∞

-∞
f(t)dt< ∞ (3-32)

这是傅里叶变换存在的充分条件。虽然这是一个比较苛刻的条件,数学中有些信号无法

满足,但工程中的大部分实际信号都满足这个条件,因此,傅里叶分析有非常实际的物理意

义。而且,引入冲激函数后,可以对一些傅里叶积分不收敛的信号进行广义傅里叶变换。
将F(ω)写成模和相位的形式

F(ω)= F(ω)ejφ(ω) (3-33)

F(ω)称为f(t)的幅度频谱密度函数,简称幅度谱;
 

φ(ω)称为相位频谱密度函数,简
称相位谱。

下面由傅里叶级数展开式推导傅里叶反变换的公式。
周期信号fT1

(t)的傅里叶级数展开式

fT1
(t)= ∑

+∞

n= -∞
Fne

jnω1t

代入Fn 的表达式,得

fT1
(t)= ∑

+∞

n= -∞

1
T1∫

T1/2

-T1/2
fT1

(τ)e-jnω1τdτ


 


 ej
nω1t

= ∑
+∞

n= -∞

ω1
2π∫

T1/2

-T1/2
fT1

(τ)e-jnω1τdτ




 




 ej

nω1t

当T1→ ∞ 时,fT1
(t)→f(t),而nω1→ω,∑

+∞

n= -∞
→∫

+∞

-∞
,ω1→dω。上式变为

f(t)=
 

lim
T1→∞ ∑

+∞

n= -∞ 
ω1
2π∫

T1/2

-T1/2
f(τ)e

-jnω1τdτ ejnω1t 
=
1
2πlimT1→∞

∑
+∞

n= -∞ ∫
+∞

-∞
f(τ)e-jωτdτ ejωtω1

=
1
2πlimω1→0

∑
+∞

n= -∞
F(ω)ejωtω1

=
1
2π∫

+∞

-∞
F(ω)ejωtdω

即

f(t)=
1
2π∫

+∞

-∞
F(ω)ejωtdω (3-34)

  这就是傅里叶反变换的公式,用符号表示为F -1[
 

]。傅里叶反变换的公式表明非

周期信号也可以进行频率分量的分解,只不过不再是分解成“成谐波关系的正弦信号的

加权和”,而是分解成“频率连续变化的正弦函数的加权积分”。将f(t)的所有频率分量

(无限精度)F(ω)重新结合就可以还原出原信号f(t)。
提示:

 

周期信号的傅里叶级数展开,得到了一系列离散的频率成分,它们是直流、基
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波以及频率是基波频率整数倍的谐波,其频谱是离散的;
 

而傅里叶变换也是寻找信号的

频率成分,对于非周期信号,其频率成分是连续变化的,频谱密度将是连续曲线。
傅里叶变换是“从时域到频域”,而傅里叶反变换是“从频域到时域”。

3.7.2 典型信号的傅里叶变换

本节对一些典型信号求解傅里叶变换,画出频谱密度图,分析它们的频域特性,理解

信号傅里叶变换的深层含义。

1.
 

单边指数信号

单边指数信号的时域表达式

f(t)=e-atu(t), a>0
根据傅里叶变换公式

F(ω)=∫
+∞

-∞
f(t)e-jωtdt=∫

+∞

0
e-ate-jωtdt=∫

+∞

0
e-(a+jω)tdt

=
 e-(a+jω)t

-(a+jω)
+∞

0
=

1
a+jω

(3-35)

这是一个复数表达式,求其模和相位,得到幅度频谱密度函数和相位频谱密度函数

F(ω)=
1

a2+ω2

φ(ω)=-arctan(ω/a)









  画出其幅度频谱密度和相位频谱密度,如图3-22所示。非周期信号的频谱密度是连

续曲线。

图3-22 单边指数信号的频谱密度曲线

2.
 

双边指数信号

双边指数信号的时域表达式

f(t)=e-a t , a>0
其傅里叶变换(频域表达式)为
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F(ω)=∫
0

-∞
eate-jωtdt+∫

+∞

0
e-ate-jωtdt

=
2a

a2+ω2
(3-36)

双边指数信号的傅里叶变换是一个正实数,因此

F(ω)=
2a

a2+ω2

φ(ω)=0









  其频谱密度如图3-23所示,由于是正实数,因此该图也是双边指数信号的幅度谱,相
位谱为零。

图3-23 双边指数信号的频谱密度图

深入分析:
 

分别画出单边指数信号和双边指数信号的时域波形及其各自的幅度谱,如图3-24
所示。

图3-24 单边指数信号和双边指数信号的时域波形及频域图

通过对比不难发现信号的时域和频域之间内在的联系。首先分析单边指数信号和

双边指数信号的直流成分,从它们的时间函数波形很容易看出,双边指数信号的均值是

单边指数信号均值的2倍,即双边指数信号的直流分量等于单边指数信号的直流分量的

2倍。这点可以通过二者的幅度谱来验证,单边指数信号的零频(直流)F(0)=1/a,而双
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边指数信号的零频(直流)F(0)=2/a。其次,观看它们的时间函数波形,单边指数信号

变化更激烈(在t=0有断点),而双边指数信号相对更平滑一些。相应地,单边指数信号

的幅度谱按1/ω 衰减;
 

而双边指数信号的幅度谱按1/ω2 衰减,衰减得更快,表明双边指

数信号的高频含量相对较少。也印证了“变化激烈的信号所含的高频成分更丰富”,而
“变化缓慢(平滑)的信号含有更多的低频分量”的观点。

3.
 

矩形脉冲信号

这里所说的矩形脉冲实际上是门限信号,工程中有时将具有矩形波形的信号统称为

方波。
矩形脉冲信号的傅里叶变换为

F(ω)=∫
τ/2

-τ/2
Ee-jωtdt=EτSaωτ

2  (3-37)

矩形脉冲信号的傅里叶变换是抽样函数,如图3-25所示。

图3-25 矩形脉冲信号的波形及其傅里叶变换

由于F(ω)是实函数,因此,幅度谱是F(ω)的绝对值,相位根据F(ω)的正或负取0
或±π。

 

F(ω)= EτSaωτ
2  

φ(ω)=
0, F(ω)>0
 
±π, F(ω)<0 

图3-26示出其幅度谱和相位谱。

4.
 

钟形脉冲信号

钟形脉冲信号也称为高斯函数,时间函数表达式

f(t)=Ee-(t/τ)2

其傅里叶变换为

F(ω)= πEτe-(ωτ/2)2 (3-38)
  高斯函数的傅里叶变换依然是高斯的,如图3-27所示。高斯函数是速降函数。

F(ω)= πEτe-(ωτ/2)2

φ(ω)=0 
  一个有意思的情况是,如果令E=1,τ=1/π,则
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图3-26 矩形脉冲信号的频谱密度

图3-27 高斯信号及其频谱

F[e-πt2]=e-πf2 (3-39)

  上面四个信号既典型又实用,下面分析几个典型但特殊的信号,这些信号中有的不

符合傅里叶积分的收敛条件,但引入冲激函数的概念后依然可以进行傅里叶分析。

5.
 

单位冲激信号

F δ(t)  =∫
+∞

-∞
δ(t)e-jωtdt

由于δ(t)e-jωt=δ(t),故
F δ(t)  =1 (3-40)

  δ(t)的傅里叶变换是常数,说明它等量地含有所有的频率成分,频谱密度是均匀的,
通常称为均匀谱,或白色谱,如图3-28所示。

单位冲激信号是变化最激烈的信号,其频宽无限大,即使无穷大频点依然具有恒定

的频率成分。

6.
 

直流信号

直流信号不满足绝对可积条件,不能直接由傅里叶变换公式求得。为了对直流信号

进行傅里叶分析,可借助于矩形信号,当矩形信号的脉宽取极限时就得到直流。因此,将
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图3-28 冲激信号及其频谱

矩形脉冲的傅里叶变换取极限,即可得到直流信号的傅里叶变换。
直流信号

f(t)=E
其傅里叶变换

F E  =∫
+∞

-∞
Ee-jωtdt=

 

lim
τ→∞∫

τ

-τ
Ee-jωtdt

=
 

lim
τ→∞

2E
ωsin

(ωτ)=2πElim
τ→∞

τ
πSa

(ωτ)


 




根据式(2-26),可得

F E  =2πEδ(ω) (3-41)

  直流信号的傅里叶变换是“零频”,这与实际是吻合的,如图3-29所示。

图3-29 直流信号的傅里叶变换

令E=1,有
F [1]=2πδ(ω) (3-42)

由式(3-42),显然下列式子成立

∫
+∞

-∞
e±jωtdt=2πδ(ω) (3-43)

∫
+∞

-∞
e±jωtdω=2πδ(t) (3-44)

7.
 

符号函数

符号函数也不满足绝对可积条件,不能应用傅里叶积分公式进行求解。
将符号函数表示成如下的极限形式

f(t)=sgn(t)=e-a t sgn(t)
a→0

=
 

lim
a→0
[e-atu(t)-eatu(-t)]
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因此

F(ω)=
 

lim
a→0 ∫

+∞

0
e-ate-jωtdt-∫

0

-∞
eate-jωtdt 

=
 

lim
a→0

1
a+jω-

1
a-jω




 


 =
2
jω

(3-45)

  符号函数的傅里叶变换是一个纯虚数,其幅度谱和相位谱见图3-30。

图3-30 符号函数及其频谱图

8.
 

单位阶跃信号

单位阶跃信号可以表示成直流信号和符号函数相加,即

u(t)=
1
2+

1
2sgn

(t)

由直流信号和符号函数的傅里叶变换可得

F [u(t)]=πδ(ω)+
1
jω

(3-46)

单位阶跃信号的波形及幅度频谱如图3-31所示。

图3-31 单位阶跃信号及其幅度频谱

想一想:
 

符号函数和阶跃信号的傅里叶变换的差异在哪里? 为什么会有这种差异?

3.7.3 傅里叶变换的性质

通过傅里叶变换,一个时间信号f(t)可以表示成频谱密度函数F(ω),同样利用傅

里叶反变换可以由F(ω)唯一求得f(t),因此傅里叶分析建立了时域和频域之间的联系。
为了更进一步了解时域和频域之间的内在联系,简化运算,便于应用傅里叶变换分析问题,
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本节介绍傅里叶变换的性质,分析信号在一个域中的变化在另一个域中会有怎样的表现。

1.
 

线性

傅里叶变换是线性变换,满足线性关系。
若F f1(t)  =F1(ω),F f2(t)  =F2(ω),则

 

F a1f1(t)+a2f2(t)  =a1F1(ω)+a2F2(ω) (3-47)

  【例题3.13】 求图3-32所示信号的傅里叶变换。

图3-32 例题3.13图

解:
 

f(t)可以看成两个矩形脉冲的叠加

f(t)=f1(t)+f2(t)
其中,

f1(t)=u(t+1)-u(t-1), F [f1(t)]=2Sa(ω)

f2(t)=u(t+2)-u(t-2), F [f2(t)]=4Sa(2ω)
则

F [f(t)]=F [f1(t)+f2(t)]

=F [f1(t)]+F [f2(t)]=2Sa(ω)+4Sa(2ω)

2.
 

对偶性

若F [f(t)]=F(ω),则
F [F(t)]=2πf(-ω) (3-48)

  这个性质之所以存在,源于连续时间信号的傅里叶变换和反变换的定义式非常相

近,仅仅是e的指数符号和积分变量名不同。
证明:

 

f(t)=
1
2π∫

+∞

-∞
F(ω)ejωtdω

则

f(-t)=
1
2π∫

+∞

-∞
F(ω)e-jωtdω

将变量t和ω 互换符号,得到

f(-ω)=
1
2π∫

+∞

-∞
F(t)e-jωtdt
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等号右端的积分就是F(t)的傅里叶变换,故

f(-ω)=
1
2πF 

[F(t)]

即

F [F(t)]=2πf(-ω)

  这就是傅里叶变换的对偶性质,表明了信号的时域和频域之间的对称关系。从数学

上看,对偶性相当于对一个函数进行傅里叶积分后再傅里叶积分一次,结果等于原函数

的转置乘以2π。
当f(t)是偶函数时,有

F [F(t)]=2πf(ω)

  利用对偶性可以简化傅里叶变换的分析计算。
例如,F [δ(t)]=1,则F [1]=2πδ(-ω)=2πδ(ω)。
这比直接用傅里叶积分求解简单得多。
下面列举第二个利用对偶性简化分析的信号———矩形脉冲和抽样函数的傅里叶

变换。
前面已经知道,矩形脉冲信号的傅里叶变换是抽样函数,那么根据对偶性,抽样函数

的傅里叶变换一定是矩形函数形式,如图3-33所示。

图3-33 矩形脉冲和抽样函数的傅里叶变换对

写出数学表达式,矩形信号

f(t)=E[u(t+τ/2)-u(t-τ/2)]
其傅里叶变换

F(ω)=EτSaωτ/2  
根据对偶性,如果时间信号

f(t)=EτSatτ/2  
则其傅里叶变换必为
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F(ω)=2πE[u(ω+τ/2)-u(ω-τ/2)]

  诀窍:
 

关于矩形信号和抽样信号之间的傅里叶变换对的计算问题,有一些规律性的技巧,
无须进行烦琐的积分计算或者记忆公式。下面以一道例题来说明。

【例题3.14】 求Sa(t)的傅里叶变换。
解:

 

根据对偶性,Sa(t)的傅里叶变换是矩形函数,下面应用两个公式来确定关键点

的坐标。
傅里叶变换和傅里叶反变换公式

F(ω)=∫
+∞

-∞
f(t)e-jωtdt

f(t)=
1
2π∫

+∞

-∞
F(ω)ejωtdω

分别令ω=0和t=0,有

F(0)=∫
+∞

-∞
f(t)dt (3-49)

f(0)=
1
2π∫

+∞

-∞
F(ω)dω (3-50)

  式(3-49)是傅里叶正变换在ω=0的公式,由此求得的F(0)是信号f(t)的直流成

分———零频;
 

式(3-50)是傅里叶反变换在t=0的公式,由此求得的f(0)是时间信号在零

时刻的值。
据此关系可以确定抽样信号傅里叶变换中矩形的坐标值,如图3-34所示。

图3-34 例题3.14抽样函数的傅里叶变换求解

由图3-34直接写出Sa(t)的傅里叶变换的表达式

F [Sa(t)]=π[u(ω+1)-u(ω-1)]

  对于矩形脉冲信号的傅里叶变换,也可先直接画出其傅里叶变换的图形,再写出数

学表达式。
【例题3.15】 求f(t)=1/t的傅里叶变换,并画出其幅度谱和相位谱。
解:

 

F [sgn(t)]=
2
jω

根据对偶性,有

F 2
jt



 


 =2πsgn(-ω)=-2πsgn(ω)
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故

F 1t



 


 =-jπsgn(ω)=πe-j
π
2sgn(ω)

 

画出其幅度谱和相位谱,如图3-35所示。

图3-35 例题3.15图

一般来讲,时限信号的频谱是无限宽度的(-∞<ω<+∞),由傅里叶变换的对偶

性,频带有限的信号其时域一定是无限持续时间的(-∞<t<+∞)。

3.
 

共轭对称性

对于实信号f(t),其傅里叶变换满足共轭对称性。

F(ω)=∫
+∞

-∞
f(t)e-jωtdt=∫

+∞

-∞
f(t)ejωtdt  

*

即

F(ω)=F*(-ω) (3-51)

  同样,若时间函数是共轭对称的,即f(t)=f*(-t),则其傅里叶变换必为实函数。
也就是说,如果函数在一个域(时间或频率)中是共轭对称的,则在另一个域中为实函数。

对于实信号,将式(3-51)表示成实部和虚部

ReF(ω)+jImF(ω)=ReF(-ω)-jImF(-ω)
则有

ReF(ω)=ReF(-ω)

ImF(ω)=-ImF(-ω) (3-52)

以及

F(jω)= [ReF(jω)]2+[ImF(jω)]2

φ(ω)=arctan
ImF(ω)
ReF(ω)







 (3-53)

由此看出,实信号傅里叶变换满足某种对称性,具体来说,实部满足偶对称,虚部满足奇

对称;
 

模满足偶对称,相位满足奇对称。
由实信号的傅里叶变换的共轭对称性,可以简化一些具有某种对称性的信号的傅里
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叶变换表达式。
(1)

 

如果f(t)是t的实函数、偶函数,则

F(ω)=∫
+∞

-∞
f(t)e-jωtdt

=∫
+∞

-∞
f(t)cos(ωt)dt-j∫

+∞

-∞
f(t)sin(ωt)dt

=∫
+∞

-∞
f(t)cos(ωt)dt=ReF(ω) (3-54)

  实偶信号的傅里叶变换F(ω)是ω 的实函数、偶函数,相位为0或±π。例如,单位冲

激信号、矩形脉冲、抽样函数都是实偶函数,它们的傅里叶变换都是实偶的。
(2)

 

如果f(t)是t的实函数、奇函数,则

F(ω)=∫
+∞

-∞
f(t)e-jωtdt=-j∫

+∞

-∞
f(t)sin(ωt)dt=jImF(ω) (3-55)

  实奇信号的傅里叶变换F(ω)是ω 的虚函数、奇函数,相位为±π/2。例如,符号函数

和例题3.15中的信号都是实奇函数,它们的傅里叶变换都是纯虚数且奇对称。
(3)

 

对信号进行奇偶分量分解

f(t)=fe(t)+fo(t)
  根据前面的对称性分析,可得

F fe(t)  =ReF(ω)

F fo(t)  =jImF(ω) (3-56)

即一个信号的偶分量的傅里叶变换对应其傅里叶变换的实部,奇分量的傅里叶变换对应

其傅里叶变换的虚部。
这可以用一个例子来验证,例如,u(t)的傅里叶变换

F [u(t)]=πδ(ω)+
1
jω

将u(t)分解成奇偶分量

u(t)=
1
2+

1
2sgn

(t)

奇偶分量与傅里叶变换的实虚部之间的对应关系一目了然。

4.
 

展缩性质

这个性质指的是时间信号被压缩或扩展后,其傅里叶变换的频谱将扩展或压缩。
若F f(t)  =F(ω),则

F f(at)  =
1
a F ω

a  (3-57)

  当a>1时,时域压缩,频域将扩展;
 

当0<a<1时,时域扩展,频域将压缩;
 

当a=
-1时,时域翻折,频域也翻折。展缩性质再一次体现了时域和频域之间相反的关系。

证明:
 

当a>0时,

∫
+∞

-∞
f(at)e-jωtdt=

1
a∫

+∞

-∞
f(τ)e-j(ω/a)τdτ=

1
aF ω

a  
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当a<0时的证明(略)。
下面以矩形脉冲为例说明展缩性质,如图3-36所示。

图3-36 展缩性质

展缩性质在实际生活中的应用非常多,如声音的录制和播放。如果正常录制后快

放,相当于时域压缩,其频域将扩展,额外增加了高频成分,声音听起来尖锐而急促。又

如高速通信,每个码所占的时宽很窄,其频带必定很宽,占据带宽很大。

5.
 

时移特性

若F f(t)  =F(ω),则

F f(t-t0)  =e
-jωt0F(ω) (3-58)

  证明:
 

F f(t-t0)  =∫
+∞

-∞
f(t-t0)e-jωtdt

=∫
+∞

-∞
f(τ)e

-jω(τ+t0)dτ

=e
-jωt0∫

+∞

-∞
f(τ)e-jωτdτ

=e
-jωt0F(ω)

  信号时域位移后其幅度谱并没有改变,改变的是相位谱。因此,“时域位移”导致“频
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域相移”。当t0>0,时域延时,频域中的相位有一个(-ωt0)的增量。在实际系统中,延
时是物理存在的,因此在频域中往往体现在信号负相位的增量。

【例题3.16】 求δ(t-τ)的傅里叶变换。
解:

 

由F δ(t)  =1,得

F δ(t-τ)  =e-jωτ (3-59)

  δ(t-τ)的频谱密度的幅度为1;
 

相位为-ωτ,是ω 的线性函数。当τ>0时,实际上

这是理想延时器的频谱特性。理想延时器的单位冲激响应及其频谱密度如图3-37所示。

图3-37 理想延时器的单位冲激响应及其频谱密度

【例题3.17】 已知F(ω)=cos(ω),求对应的时间函数f(t)。
解:

 

如果直接利用傅里叶反变换公式求解,需要做一个并不简单的积分运算。下面

利用性质求解,由欧拉公式

F(ω)=cos(ω)=
1
2 e

jω +e-jω  

根据时移性质,或者参考例题3.16,得

f(t)=
1
2 δ(t+1)+δ(t-1)  

综合展缩性质和位移性质,有

F f(at-t0)  =
1
a F ω

a  e-j
ω
at0 (3-60)

6.
 

频移特性

若F f(t)  =F(ω),则

F f(t)e
jω0t  =F(ω-ω0) (3-61)

  证明:
 

F f(t)e
jω0t  =∫

+∞

-∞
f(t)e

jω0te-jωtdt

=∫
+∞

-∞
f(t)e

-j(ω-ω0)tdt=F(ω-ω0)
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f(t)e
jω0t 的傅里叶变换与f(t)的傅里叶变换函数形式相同,仅仅位移了ω0。
同样,有

F f(t)e
-jω0t  =F(ω+ω0)

  实际上,f(t)e
jω0t 这种运算是通信早期的一种调制方式,其频谱密度作位移运算,称为

频谱搬移。通常将f(t)e
jω0t 称为复调制,一般实际中是f(t)cos(ω0t)或f(t)sin(ω0t),

在通信中将cos(ω0t)或sin(ω0t)称为载波。利用欧拉公式以及频移特性,可以求出

f(t)cos(ω0t)或f(t)sin(ω0t)的傅里叶变换

F f(t)cos(ω0t)  =
1
2 F(ω-ω0)+F(ω+ω0)  (3-62)

F f(t)sin(ω0t)  =
1
2j

F(ω-ω0)-F(ω+ω0)  (3-63)

  【例题3.18】 信号f(t)是一个矩形脉冲,通过乘法器与cos(ω0t)相乘,如图3-38所

示。画出输出信号的频谱图。

图3-38 频谱搬移

解:
 

f(t)的傅里叶变换是抽样函数

F [f(t)]=τSaωτ/2  
则

F f(t)cos(ω0t)  =
1
2 F(ω-ω0)+F(ω+ω0)  

=
τ
2Sa

(ω-ω0)τ/2  +
τ
2Sa

(ω+ω0)τ/2  
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  图解过程见图3-38,调制后的频谱图形与原信号的频谱图形一样,仅仅向左和向右

搬移了ω0,幅度变为原来的一半。

【例题3.19】 求ej
ω1t 的傅里叶变换。

解:
 

利用典型信号的傅里叶变换和傅里叶变换的性质求解,考虑

F [1]=2πδ(ω)

F f(t)e
jω1t  =F(ω-ω1)

将ej
ω1t 看成1·ej

ω1t,故

F ej
ω1t  =2πδ(ω-ω1) (3-64)

F e-jω1t  =2πδ(ω+ω1) (3-65)

7.
 

时域卷积定理

若F f1(t)  =F1(ω),F f2(t)  =F2(ω),则
F f1(t)*f2(t)  =F1(ω)·F2(ω) (3-66)

  证明:
 

F f1(t)*f2(t)  =∫
+∞

-∞
[f1(t)*f2(t)]e-jωtdt

=∫
+∞

-∞∫
+∞

-∞
f1(τ)f2(t-τ)dτ  e-jωtdt

=∫
+∞

-∞
f1(τ)e-jωτ∫

+∞

-∞
f2(t-τ)e-jω(t-τ)dt  dτ

=∫
+∞

-∞
f1(τ)e-jωτF2(ω)dτ

=F2(ω)∫
+∞

-∞
f1(τ)e-jωτdτ=F1(ω)·F2(ω)

  提示:
 

时域卷积定理简言之就是“时域卷积,频域相乘”,这是信号与系统分析中最重

要的一个定理,它建立了时域分析和频域分析之间的联系,是非常有效的分析工具,可以

简化傅里叶变换的数学运算,有时甚至是唯一有效的运算途径。除此之外,卷积定理也

是系统频域分析的核心内容,是系统、输入信号以及输出信号三者在时域和频域之间的

内在联系,也是第4章的核心内容之一。
【例题3.20】 用时域卷积定理求三角脉冲(见图3-39)的傅里叶变换。
解:

 

三角脉冲可以表示为两个等宽矩形脉冲的卷积,矩形脉冲f1(t)见图3-40。
f(t)=f1(t)*f1(t)

F f1(t)  = Eτ/2Saωτ/4  
故三角脉冲的傅里叶变换

F f(t)  = Eτ/2Saωτ/4  · Eτ/2Saωτ/4  = Eτ/2  Sa2ωτ/4  

8.
  

频域卷积定理

若F f1(t)  =F1(ω),F f2(t)  =F2(ω),则
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图3-39 三角脉冲信号 图3-40 三角脉冲的傅里叶变换

F f1(t)·f2(t)  =
1
2πF1

(ω)*F2(ω) (3-67)

  证明:
 

F f1(t)·f2(t)  =∫
+∞

-∞
f1(t)·f2(t)  e-jωtdt

=∫
+∞

-∞
f2(t)e-jωt 1

2π∫
+∞

-∞
F1(Ω)ej

ΩtdΩ


 


 dt

=
1
2π∫

+∞

-∞
F1(Ω)∫

+∞

-∞
f2(t)e-j(ω-Ω)tdt  dΩ

=
1
2π∫

+∞

-∞
F1(Ω)F2(ω-Ω)dΩ

=
1
2πF1

(ω)*F2(ω)

  频域卷积定理说明“时域相乘,频域卷积”,与时域卷积定理非常相似,这是傅里叶变

换对偶性的又一表现。式(3-67)中的1/2π是因为频域采用了角频率ω 的缘故。
两个卷积定理告诉我们,信号在一个域的卷积运算,对应着另一个域的乘法运算,反

之亦然。

9.
  

时域积分特性

若F f(t)  =F(ω),则

F ∫
t

-∞
f(τ)dτ  =F(ω)

jω +πF(0)δ(ω) (3-68)
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  证明:
 

∫
t

-∞
f(τ)dτ=f(t)*u(t)

根据时域卷积定理,有

F ∫
t

-∞
f(τ)dτ  =F f(t)  ·F u(t)  

=F(ω)πδ(ω)+
1
jω




 


 =
F(ω)
jω +πF(0)δ(ω)

10.
 

时域微分特性

若F f(t)  =F(ω),则

F ddtf
(t)



 

 =jωF(ω) (3-69)

  证明:
 

傅里叶反变换公式

f(t)=
1
2π∫

+∞

-∞
F(ω)ejωtdω

两端对t求导

d
dtf
(t)=

1
2π∫

+∞

-∞
(jω)F(ω)ejωtdω

上式等号右端是傅里叶反变换的形式,即d
dtf
(t)是(jω)F(ω)的傅里叶反变换,因此

jωF(ω)=F ddtf
(t)



 




同样,可得高阶微分的傅里叶变换

F 
dn

dtnf(t)




 




 =(jω)nF(ω) (3-70)

  【例题3.21】 用微分性质求矩形脉冲的傅里叶变换。
解:

 

设矩形脉冲

f(t)=E u(t+τ/2)-u(t-τ/2)  
其导数

f'(t)=E δ(t+τ/2)-δ(t-τ/2)  
则

F f'(t)  =E ejωτ/2-e-jωτ/2  =2jEsinωτ/2  
根据微分性质

F f'(t)  =jωF(ω)
故

F(ω)=
F f'(t)  
jω =

2jEsinωτ/2  
jω =EτSaωτ/2  
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11.
 

频域微分特性

若F f(t)  =F(ω),则

F -jtf(t)  =
d
dωF

(ω) (3-71)

  证明:
 

由傅里叶变换公式

F(ω)=∫
+∞

-∞
f(t)e-jωtdt

两端对ω 求导,得

d
dωF

(ω)=∫
+∞

-∞
(-jt)f(t)e-jωtdt=F -jtf(t)  

同样,频域高阶微分性质为

F (-jt)nf(t)  =
dn

dωnF(ω) (3-72)

  【例题3.22】 求f(t)=tu(t)的傅里叶变换,并求f(t)=|t|和f(t)=t的傅里叶

变换。
解:

 

根据微分性质

F -jtu(t)  =
d
dω πδ(ω)+

1
jω




 


 =πδ'(ω)+ j
ω2

故

F tu(t)  =jπδ'(ω)-
1
ω2

将f(t)=tu(t)进行奇偶分量分解,有

fe(t)=|t/2, fo(t)=t/2
根据实信号的奇偶性和傅里叶变换的虚实性的关系,得

F fe(t)  =-1/ω2, F fo(t)  =jπδ'(ω)
故

F t  =-2/ω2

F t  =j2πδ'(ω)

  实际上,f(t)=tu(t)不满足绝对可积条件,无法应用傅里叶积分公式求其傅里叶

变换。

12.
 

因果信号的傅里叶变换

因果信号指的是当t<0时f(t)=0的信号,即单边信号,因此有

f(t)=f(t)u(t)
上式两端求傅里叶变换,并应用傅里叶变换的频域卷积定理,有

F(ω)=
1
2πF

(ω)* πδ(ω)+
1
jω
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将F(ω)写成实部和虚部的形式

F(ω)=R(ω)+jX(ω)
则

R(ω)+jX(ω)=
1
2π
[R(ω)+jX(ω)]* πδ(ω)+

1
jω




 




=
1
2
[R(ω)+jX(ω)]*δ(ω)+

1
2π
[R(ω)+jX(ω)]*

1
jω

=
1
2
[R(ω)+jX(ω)]+

1
2π R(ω)* 1

jω



 


 + jX(ω)*
1
jω




 


  
整理得

R(ω)+jX(ω)=
1
π X(ω)* 1ω



 


 -j
1
π R(ω)* 1ω



 




因此

R(ω)=X(ω)* 1πω

X(ω)=R(ω)* -
1
πω  












(3-73)

  式(3-73)表明,因果信号傅里叶变换的实部由其虚部确定,虚部由其实部确定。即,
因果信号的傅里叶变换的实部和虚部之间满足唯一互相被确定的关系,彼此之间互不独

立,可以互算。也说明因果信号频谱的实部包含了其虚部的全部信息,反之亦然。

13.
  

Parseval定理

实信号f(t)的能量定义为

E=∫
+∞

-∞
f2(t)dt

这是时域的能量计算公式。下面推导信号f(t)在频域中的能量表示。

E=∫
+∞

-∞
f2(t)dt=∫

+∞

-∞
f(t)

1
2π∫

+∞

-∞
F(ω)ejωtdω



 


 dt

交换积分次序

E=
1
2π∫

+∞

-∞
F(ω)∫

+∞

-∞
f(t)ejωtdt  dω

=
1
2π∫

+∞

-∞
F(ω)F(-ω)dω

=
1
2π∫

+∞

-∞
F(ω)F*(ω)dω

=
1
2π∫

+∞

-∞
F(ω)2dω

因此,信号f(t)的能量

E=∫
+∞

-∞
f2(t)dt=

1
2π∫

+∞

-∞
F(ω)2dω (3-74)
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  这就是Parseval定理,也称为能量守恒定理。时域中的能量等于频域中的能量,说
明信号在进行傅里叶变换前后,其能量是守恒的。这也从另一个角度说明,信号的时域

表示和它的频域表示所含的信息是相同的,只是同一个信号在两个不同域的表现形式而

已。另外,式(3-74)也说明,信号的能量只与信号的幅度频谱密度 F(ω)有关,与相位

频谱密度无关。
一般将 F(ω)2 称为信号f(t)的能量谱密度。

【例题3.23】 用Parseval定理证明∫
+∞

-∞
Sa(ω)2dω=π。

证明:
 

设F(ω)=Sa(ω),则

f(t)=
1
2 u(t+1)-u(t-1)  

由Parseval定理,有

∫
+∞

-∞
Sa(ω)2dω=2π∫

+∞

-∞
f2(t)dt=2π (1/2)2·2  =π

3.8 周期信号的傅里叶变换

前面分析了非周期信号的傅里叶变换,对于周期信号,不满足整个时间域内绝对

可积的条件,但借助冲激函数,同样可以求其傅里叶变换,表示的是周期信号的频谱

密度。

3.8.1 典型周期信号的傅里叶变换

先从最简单的周期信号———正余弦信号开始,看看它们的傅里叶变换具有怎样的

特点。

1.
 

正弦信号的傅里叶变换

正弦信号是最简单的周期信号,根据欧拉公式

cos(ω1t)=
1
2
(ej

ω1t+e
-jω1t)

sin(ω1t)=
1
2j
(ej

ω1t-e
-jω1t)

由式(3-64)和式(3-65)得

F cos(ω1t)  =
1
2 2πδ

(ω-ω1)+2πδ(ω+ω1)  

即

F cos(ω1t)  =πδ(ω-ω1)+πδ(ω+ω1) (3-75)

  cos(ω1t)的频谱密度如图3-41所示。
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图3-41 cos(ω1t)的频谱密度

深入思考:
 

这个结果是不是很有意思呢? cos(ω1t)的频率成分当然是ω1,从频谱图看出,频谱

成分仅仅位于ω1 处(注意,-ω1 是数学演算的结果,代表的频率成分也是ω1)。另外,正

弦信号的傅里叶变换为什么是δ函数呢? 这里先分析cos(ω1t)的频谱,即cos(ω1t)的傅

里叶级数的系数。直观地看,f(t)=cos(ω1t)的频谱为

cn =
1, n=1
 
0, 其他 

或者考虑指数形式的频谱

f(t)=cos(ω1t)=
1
2 e

jω1t+e
-jω1t  

即

Fn =
1/2, n=±1
 
0, 其他 

cos(ω1t)的频谱如图3-42所示。

图3-42 cos(ω1t)的频谱

傅里叶变换是频谱密度的概念,是单位频带的频谱,即

F cos(ω1t)  =
 

lim
ω→0

2πFn
ω

这下能理解cos(ω1t)的傅里叶变换是δ函数了吧。

同样可以得到正弦函数的傅里叶变换

F sin(ω1t)  =F 12j
(ej

ω1t-e
-jω1t)



 




=
1
2j
[2πδ(ω-ω1)-2πδ(ω+ω1)]
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即

F sin(ω1t)  =-jπδ(ω-ω1)+jπδ(ω+ω1) (3-76)

  正弦函数的傅里叶变换也是±ω1 处的δ函数,如图3-43所示。与余弦函数相比,二

者幅频特性一样,相频特性是相位相差-π/2。其实,数学上正弦函数与余弦函数的相角

相差就是-π/2,这也说明正弦函数和余弦函数是正交的。

图3-43 sin(ω1t)的频谱密度

2.
 

周期性冲激信号的傅里叶变换

周期性冲激信号不满足绝对可积的条件,也不能由傅里叶变换的积分公式直接求

解。首先将其展开成傅里叶级数

δT1
(t)= ∑

+∞

n= -∞
δ(t-nT1)= ∑

+∞

n= -∞

1
T1
ej

nω1t

两端进行傅里叶变换

F δT1
(t)  =F  ∑

+∞

n= -∞

1
T1
ej

nω1t =
1
T1 ∑

+∞

n= -∞
F ej

nω1t  =
1
T1 ∑

+∞

n= -∞
2πδ(ω-nω1)

故

F δT1
(t)  =ω1 ∑

+∞

n= -∞
δ(ω-nω1) (3-77)

  可见周期性冲激信号的傅里叶变换是位于谐波点nω1 处的一系列冲激,其频率成分

是谐波成分nω1,其频谱密度如图3-44所示。

图3-44 周期性冲激信号及其频谱密度

3.8.2 一般周期信号的傅里叶变换

不论是单频率的正弦信号,还是频率成分最丰富的周期性冲激信号,它们的傅里叶
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变换都是冲激函数。下面分析一般周期信号的傅里叶变换,分别从主周期信号的傅里叶

变换和周期信号的傅里叶级数的系数出发,推导出一般周期信号的傅里叶变换公式。

1.
 

用主周期信号的傅里叶变换表示

周期信号可以表示成主周期信号与冲激串的卷积,即

fT1
(t)=f1(t)* ∑

+∞

n= -∞
δ(t-nT1)

则

F fT1
(t)  =F  f1(t)* ∑

+∞

n= -∞
δ(t-nT1) 

=F f1(t)  ·F  ∑
+∞

n= -∞
δ(t-nT1) 

=F1(ω) ω1 ∑
+∞

n= -∞
δ(ω-nω1) 

故

F fT1
(t)  = ∑

+∞

n= -∞
ω1F1(nω1)δ(ω-nω1) (3-78)

  一般周期信号的傅里叶变换是一系列在谐波频率点上的冲激,冲激的强度为

ω1F1(nω1)=ω1F1(ω)ω=nω1
,按照单周期信号傅里叶变换的ω1 倍的包络变化,其频谱

密度如图3-45所示。

图3-45 一般周期信号的频谱密度

2.
 

由周期信号的傅里叶级数的系数表示傅里叶变换

将周期信号展开成傅里叶级数

fT1
(t)= ∑

+∞

n= -∞
Fne

jnω1t

两端求傅里叶变换

F fT1
(t)  =F  ∑

+∞

n= -∞
Fne

jnω1t 
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= ∑
+∞

n= -∞
FnF e

jnω1t  

= ∑
+∞

n= -∞
Fn 2πδ(ω-nω1)  

故

F fT1
(t)  = ∑

+∞

n= -∞
2πFnδ(ω-nω1) (3-79)

  式(3-79)说明周期信号的傅里叶变换是由一串在谐波频率(nω1)点上的冲激函数组

成,其强度等于傅里叶级数系数的2π倍,即2πFn。

因此,周期信号的傅里叶变换是一系列冲激函数,这些冲激函数位于谐波频率(nω1)

处,其强度等于ω1F1(ω)ω=nω1
或2πFn,而二者应该相等,故有

ω1F1(ω)ω=nω1 =2πFn

由此得出周期信号傅里叶级数系数的另一个计算公式

Fn =
1
T1

F1(ω)ω=nω1
(3-80)

即,周期信号傅里叶级数的系数可以由单周期的傅里叶变换在谐波频率点上取值除以周

期得到。当然,式(3-80)也印证了傅里叶级数的系数公式和傅里叶变换公式之间的关系。

【例题3.24】 矩形脉冲信号f1(t)如图3-46所示。

(1)
 

求f1(t)的傅里叶变换并画出其频谱。

(2)
 

如果将f1(t)以T1=4为周期进行周期延拓得到周期信号f(t),求f(t)的傅

里叶级数展开式,并画出周期信号f(t)的频谱图。

(3)
 

求周期信号f(t)的傅里叶变换,画出频谱密度图。

图3-46 矩形脉冲信号

解:
 

(1)
  

f1(t)的傅里叶变换

F1(ω)=2Sa(ω)

  (2)
 

周期信号f(t)的傅里叶级数的系数

Fn =
1
T1

F1(ω)ω=nω1 =
1
2Sa

(nω1)
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其中,ω1=
2π
T1
=
π
2
。

则f(t)的傅里叶级数展开式为

f(t)= ∑
+∞

n= -∞

1
2Sa

(nω1)e
jnω1t

  (3)
 

周期信号的傅里叶变换

F(ω)= ∑
+∞

n= -∞
πSa(nω1)δ(ω-nω1)

  图3-47分别画出了矩形脉冲信号f1(t)的频谱密度、周期信号f(t)的频谱图和频谱

密度图。

图3-47 例题3.24图

周期信号的频谱指的是傅里叶级数的系数,而周期信号的频谱密度指的是傅里叶变

换。两者相同点是“时域周期,频域离散”。不同的是,周期信号的傅里叶级数系数是有

限值,反映的是频谱的概念;
 

而周期信号的傅里叶变换是冲激函数,不是有限值,反映的

是频谱密度(单位频带内的频谱)的概念。
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  本章知识 MAP见图3-48。
 

图3-48 信号的频域分析

本章结语

时域是真实世界,是唯一客观存在的域。频域是一个数学架构,虽然它不是真实的,
但是频域中的频率却是一个物理量,因此,频域是有物理意义的。正弦信号是唯一在其
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表达式中既有时间又有频率的函数,由它可以建立时域和频域之间的联系,这就是傅里

叶分析。
本章在频域对信号进行分析。
如果知道时间信号,要分析它所含有的频谱成分,可以通过傅里叶积分求出其频谱

或频谱密度,即对信号进行频谱分析。这个过程就是傅里叶级数的谱系数或傅里叶正

变换。
傅里叶级数系数显示的是离散谐波,而傅里叶变换显示的是连续频率。两者都属于

傅里叶分析,都将原来的时域信号变成另外一种形式(频域中的形式),但所包含的信息

不变。
信号在频域中的表现形式就是信号的频谱(或频谱密度),频谱是信号的频域描述,

频域中不可能产生新的信息,同一波形的时域或频域描述所含的信息完全相同。例如,
信号幅度增加一倍,那么各个频率成分的幅度也增加一倍。

如果知道频谱,要想观察它的时域波形,只需将每个频率分量变换成它的时域正弦

波,再将其全部叠加即可,这个过程就是傅里叶级数展开或傅里叶反变换,也称为信号的

正交分解。
傅里叶级数和傅里叶变换的性质,进一步揭示了时域和频域之间的内在联系,可以

简化运算,便于分析实际中的应用。
信号的频率特性除去频谱和频谱密度外,还有能量谱密度和功率谱密度,表示的是

信号在频域中的能量或功率的概念。而Parseval定理是能量守恒定理,揭示了信号在时

域中的能量或功率与其频域中的能量或功率是相等的。
总之,傅里叶分析建立了时域和频域之间的桥梁,可以分析在时域中难以解读的信

号的频域特征,揭示了信号的时间特性和频率特性之间的内在联系。

本章知识解析

知识解析

习题

3-1 一个电压信号f(t)只含有三个频率成分的余弦分量:
 

1Hz、3Hz、5Hz,幅度分

别为3V、2V、1V,写出f(t)的表达式。

3-2 信号f(t)=1+cos(18πt)+0.5cos(30πt),求信号f(t)的周期以及所含的谐

波成分。
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3-3 求题图3-3所示周期信号的傅里叶级数,并画出其幅度频谱和相位频谱。

题图3-3

3-4 某信号的频谱如题图3-4所示,写出该信号的表达式。

题图3-4

3-5 画出信号f(t)=1+cos(πt/6)-cos(πt/3)的频谱图,并应用Parseval定理求

平均功率。

3-6 求信号f(t)=u(t+1)-u(t-1)的傅里叶变换,并画出频谱密度图。

3-7 求信号f(t)=u(t)-u(t-2)的傅里叶变换,并画出频谱密度图。

3-8 求信号f(t)=
sin(2t)

t
的傅里叶变换,并画出频谱密度图。

3-9 求信号f(t)=e-|t|的傅里叶变换。

3-10 已知F f(t)  =F(ω),利用傅里叶变换的性质求f(2t-3)的傅里叶变换。

3-11 已知F f(t)  =F(ω),利用傅里叶变换的性质求f(t)e-j2t 的傅里叶变换。

3-12 求F(ω)=u(ω+π)-u(ω-π)的傅里叶反变换。

3-13 求F(ω)=Sa(2ω)的傅里叶反变换。

3-14 求F(ω)=cos(2ω)的傅里叶反变换。

3-15 应用Parseval定理求f(t)=Sa(2t)的能量。

3-16 求f(t)=1+cos(18πt)+0.5cos(30πt)的傅里叶变换,画出频谱图和频谱密

度图。

3-17 信号f1(t)=u(t+1/2)-u(t-1/2),求f1(t)的傅里叶变换,画出其频谱密

度图。如果将f1(t)以T1=2为周期进行周期延拓,形成周期信号f(t),求周期信号

f(t)的傅里叶级数和傅里叶变换,画出f(t)的频谱图和频谱密度图。


