
第3章

CHAPTER
 

3

傅里叶级数与傅里叶变换

    

本章将重点介绍傅里叶级数展开方法和傅里叶变换方法。这种方法可以理解为将时域

空间的信号映射到频域空间,进而观察在时域空间无法观察到的信号的频率特性,例如,信
号含有哪些频率分量,不同的频率分量对时域表现的影响等。通过这两种方法的介绍,将引

入信号的频谱、带宽等重要概念以及通过变换方法分析和解决实际问题的思想。

3.1 引言

本章将从傅里叶级数展开开始变换域分析方法及应用相关问题的讨论。尽管讨论是从

傅里叶级数开始的,但随着讨论的深入,可以将傅里叶级数看成是傅里叶变换的一种特殊表

达形式,或者将傅里叶变换看成是傅里叶级数的一种扩展,这样便从概念和方法上实现了傅

里叶级数到傅里叶变换的“无缝”连接。这一思想还应用于从傅里叶变换到拉普拉斯变换、
从傅里叶变换到小波变换的过渡。

傅里叶分析方法(也可以理解为频域分析方法)的研究与应用至今已经历了一百余年,
百余年来这一方法在电力工程,在通信和控制领域,在力学、光学、量子物理和各种线性系统

分析等许多有关数学、物理和工程技术领域中得到了广泛的应用,从而成为信号分析与系统

设计不可缺少的重要工具。
然而,傅里叶方法仍有其一定的局限性,并非对解决实际应用中的一切问题都那么有效。

例如对非线性系统和非平稳信号等问题的分析就很显不足。也正因为如此,20世纪70年代

以来,人们对其他正交变换方法产生了浓厚的兴趣,如沃尔什变换(基于一种正交函数的变

换),小波变换(一种在时空域都具有局部分析能力的变换)等。但是,傅里叶方法在上述众多

领域不仅始终有着极其广泛的应用,而且也是研究其他变换方法的基础,应该牢靠掌握。

3.2 傅里叶级数

在1.1.6节中已经详尽讨论了正交函数、正交函数集及完备正交函数集的相关概念,并
得到结论:

 

在均方误差为零的情况下,任何与完备正交函数集有相同定义域的函数都可以

分解为该函数集中正交函数的代数和。三角函数集是一个完备的正交函数集,傅里叶级数

就是利用三角函数集对任意周期函数的分解。
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在时间域观察周期信号,只能看到周期信号的周期T,进而可以计算其频率f=1/T,除
此之外再也无法看出其含有的其他频率分量。在实际应用中,常需要了解周期信号含有的所

有频率分量,进而得到其频谱和带宽。为了实现这一目的,对周期信号做傅里叶级数展开。

3.2.1 傅里叶级数的三种形式

傅里叶级数展开包括基本形式、余弦形式(正弦形式)和指数形式三种,下面对其分别进

行介绍。

1.
 

傅里叶级数的基本形式

设f(t)为任意周期函数,其周期为T,角频率为ω1=2π/T。若f(t)满足下列狄里赫

利条件:
 

(1)
 

f(t)在一个周期内连续或在一个周期内只有有限个第一类间断点;
 

(2)
 

f(t)在一个周期内只有有限个极值点(极大值点或极小值点);
 

则f(t)可以展开成如下基本形式的傅里叶级数:
 

f(t)=
a0
2+a1cosω1t+a2cos2ω1t+…+b1sinω1t+b2sin2ω1t+…

=
a0
2+∑

∞

k=1
(akcoskω1t+bksinkω1t) (3-1)

式中,ω1 为原函数f(t)的角频率,不同周期的周期函数具有不同的角频率;
 

a0、ak 和bk 为

傅里叶系数,各参数都有相应的物理意义。
在工程技术上所遇到的周期函数一般都满足狄里赫利条件,所以在本书以后的描述中

若无特别需要不再注明此条件。
式(3-1)中的傅里叶系数,可根据式(1-62)求得,也可根据三角函数集的正交性很方便

得求知。
首先求傅里叶系数a0。直接对式(3-1)等号两端从-T/2到T/2逐项积分,得:

 

∫
T/2

-T/2
f(t)dt=∫

T/2

-T/2

a0
2dt+∫

T/2

-T/2∑
∞

k=1
(akcoskω1t+bksinkω1t)dt=

Ta0
2

即有:
 

a0
2=

1
T∫

T/2

-T/2
f(t)dt (3-2)

式(3-2)表明,
a0
2

是f(t)在积分周期内的平均值,所以称
a0
2

为周期信号f(t)的直流分量。

其次求傅里叶系数ak,bk。用cosnω1t乘以式(3-1)等式两端,并从-T/2到T/2积

分,根据三角函数的正交性,可得:
 

∫
T/2

-T/2
f(t)cosnω1tdt=∫

T/2

-T/2

a0
2cosnω1tdt+∫

T/2

-T/2∑
∞

k=1
(akcoskω1t+bksinkω1t)cosnω1tdt

=
Tak/2,n=k

0, n≠k 
即:

 

ak =
2
T∫

T/2

-T/2
f(t)coskω1tdt k=1,2,… (3-3)
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  同理,用sinnω1t乘以式(3-1)等式两端,并取一个周期的定积分得:
 

bk =
2
T∫

T/2

-T/2
f(t)sinkω1tdt k=1,2,… (3-4)

2.
 

傅里叶级数的余弦形式

若将式(3-1)中的同频率项加以合并,则式(3-1)可以写成:
 

f(t)=
A0
2 +∑

∞

k=1
Akcos(kω1t+φk) (3-5)

 图3-1 傅里叶系数的

关系三角形

或者

f(t)=
d0
2 +∑

∞

k=1
dksin(kω1t+θk) (3-6)

式(3-5)称为傅里叶级数的余弦形式,式(3-6)称为傅里叶级数的正

弦形式。比较式(3-1)和式(3-5)、式(3-6),可构造如图3-1所示的

关系三角形,并从中可以得出傅里叶级数中各系数间的关系。
a0=A0=d0

Ak =dk = a2k +b2k
ak =Akcosφk =dksinθk

bk =-Aksinφk =dkcosθk

θk =arctan
ak

bk

φk =-arctan
bk

ak

􀮠

􀮢

􀮡
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(3-7)

式(3-1)和式(3-5)表明,任何周期信号只要满足狄里赫利条件就可以分解成直流分量、正弦

或余弦分量的代数和。这些正弦、余弦分量的角频率必定是原函数f(t)角频率的整数倍。
通常把角频率为ω1 的分量称为基波;

 

角频率为kω1 的分量称为谐波,即角频率为2ω1,
3ω1,…的分量分别称为二次谐波,三次谐波等;

 

φk(θk)称为第k 次谐波的初始相位;
 

Ak,
dk 称为第k 次谐波的幅度,而ak,bk 称为第k 次谐波的余弦分量幅度和正弦分量幅度。

可以看出,通过对周期信号做傅里叶级数展开,可以得到该周期信号所含有的谐波分量,
而这些频率分量在没有展开之前的时域信号中是直接看不出来的,这就是傅里叶级数展开所

带来的好处。同时,傅里叶级数展开也可以提供信号逼近、近似处理以及波形合成等新方法。
3.

 

傅里叶级数的指数形式

周期信号展开为傅里叶级数的几种形式如表3-1所示。由前面正交分解部分的讲解,

知道指数函数集{ej
kω1t|k=0,±1,±2,…}是一个完备正交函数集,满足狄里赫利条件的周

期函数都可以分解为每个正交函数的代数和,这样就可以很容易地得到指数形式傅里叶级

数展开式如下:
 

f(t)= ∑
∞

k=-∞
Fke

jkω1t (3-8)

其中,Fk 称为傅里叶系数。由正交分解过程可知:
 

Fk =
1
T∫

T/2

-T/2
f(t)e

-jkω1tdt, k=0,±1,±2,… (3-9)
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Fk =
1
T∫

T/2

-T/2
f(t)e

-jkω1tdt=
1
T∫

T/2

-T/2
f(t)(coskω1t-jsinkω1t)dt

=
1
2
2
T∫

T/2

-T/2
f(t)coskω1tdt-j

2
T∫

T/2

-T/2
f(t)sinkω1tdt  

=
1
2
(ak -jbk)

(3-10)

  从式(3-7)和式(3-10)可以推知几种傅里叶系数之间的关系如下:
 

F0=
a0
2=

A0
2 =

d0
2
;

 

Fk =
1
2
(ak -jbk)=

1
2Ake

jφk

F-k =
1
2
(ak +jbk);

 

|Fk|=
1
2 a2k +b2k =

1
2Ak;

 

φk =-φ-k (3-11)

表3-1 周期信号展开为傅里叶级数的几种形式

形式 展 开 式 傅里叶系数 系数的性质 系数间的关系

指
数
形
式

f(t)= ∑
+∞

k=-∞
Fke

jkω1t Fk =
1
T∫

T/2

-T/2
f(t)e

-jkω1tdt

k=0,±1,±2,…

Fk =|Fk|e
jφk

|Fk|=|F-k|

φk = -φ-k

Fk =
1
2
(ak-jbk)

=
1
2Ake

jφk

三
角
函
数
形
式

基
本
形
式

f(t)=
a0
2 +

∑
∞

k=1

(akcos(kω1t)+

bksin(kω1t))

ak =
2
T∫

T/2

-T/2
f(t)cos(kω1t)dt

bk =
2
T∫

T/2

-T/2
f(t)sin(kω1t)dt

φk = -arctan
bk

ak  
k=0,1,2,…

ak =a-k

bk = -b-k

φk = -φ-k

ak =Akcosφk

=Fk +F-k

bk = -Aksinφk

=j(Fk-F-k)

余
弦
形
式

f(t)=
A0
2 +

∑
∞

k=1
Akcos(kω1t+φk)

Ak = a2k +b2k

φk = -arctan
bk

ak  
Ak =A-k

φk = -φ-k

Ak =2|Fk|

Ak = a2k +b2k

图3-2 方波信号

例3.1 求图3-2所示信号的傅里叶级数展

开式。

解 根据a0的计算公式,有a0=
2
T∫

T

0
f(t)dt=

2
T∫

T/2

0
Edt=E。这表明信号f(t)的直流分量为

a0/2=E/2。

ak =
2
T∫

T

0
f(t)coskω1tdt=

2
T∫

T/2

0
Ecoskω1tdt=

2E
T
·
sinkω1t
kω1

T
2

0

考虑到上式中ω1=2π/T,则ak=0。同样可得:
 

bk =
2
T∫

T

0
f(t)sin(kω1t)dt=

2
T∫

T/2

0
Esin(kω1t)dt

=
2E
T

-cos(kω1t)
kω1

T
2

0
=

E
kπ
[1-cos(kπ)]



59   

=
2E
kπ
,k=1,3,5,…

0, k=2,4,6,…

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

代入式(3-1),即得f(t)的傅里叶级数展开式为:
 

f(t)=
E
2+∑

∞

k=1

2E
kπsin

(kω1t)

=
E
2+

2E
π sin(ω1t)+

1
3sin

(3ω1t)+
1
5sin

(5ω1t)+…
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 (3-12)

据式(3-7),有:
 

A0=a0=E

Ak = a2k +b2k =
2E
kπ
, k=1,3,5,…

φk =-arctan
bk

ak
=-

π
2

则f(t)可按式(3-3)展开为:
 

f(t)=
E
2+∑

∞

k=1

2E
kπcoskω1t-

π
2  

=
E
2+

2E
π cosω1t-

π
2  +13cos3ω1t-

π
2  +15cos5ω1t-

π
2  +…􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

据式(3-10),有:
 

Fk =
1
2
(ak -jbk)=

-j
E
kπ
,k=1,3,5,…

0, k=2,4,6,…

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

则其指数形式的傅里叶级数展开式为f(t)= ∑
+∞

k= -∞
k=odd

-jE
kπe

jkω1t。

由此例不难看出:
 

这样的方波信号包含直流和奇次谐波分量,不含偶次谐波分量。这

是一般规律。如表3-2给出了常用周期信号的傅里叶级数。

表3-2 常用周期信号的傅里叶级数

名称 函数形式与信号波形 傅里叶级数系数ω0=
2π
T

三
角
波

f(t)=

-
4
T
(t-nT)-2,nT-

T
2<t≤nT-

T
4

4
T
(t-nT),nT-

T
4<t≤nT+

T
4

-
4
T
(t-nT)+2,nT+

T
4<t≤nT+

T
2

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

an=0

bn =
8
(nπ)2

sinnπ
2  

=
4
nπSa

nπ
2  
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续表

名称 函数形式与信号波形 傅里叶级数系数ω0=
2π
T

三
角
波

f(t)=

2
T
(t-nT)+1,nT-

T
2<t≤nT

-
2
T
(t-nT)+1,nT<t≤nT+

T
2

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

a0=1

an=
4
(nπ)2

sin2 nπ
2  

bn=0

三
角
脉
冲

f(t)=

2
τ
(t-nT)+1,nT-

τ
2<t≤nT

-
2
τ
(t-nT)+1,nT<t≤nT+

τ
2

0,其他

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁􀪁

a0
2=

τ
2T

an =
4T
τ
· 1
(nπ)2

sin2
nω1τ
4  

=
T
4τSa

2 nω1τ
4  

bn=0

ω1=
2π
T

半
波
余
弦
信
号

f(t)=
cos(ω1t),nT-

1
4T<t<nT+

1
4T

0,其他 
a0
2=

1
π

an=
2

(1-n2)π
cosnπ

2  
bn=0

ω1=
2π
T

全
波
余
弦
信
号

f(t)=|cos(ω1t)|
a0
2=

2
π

an=(-1)
n+1 4

(n2-1)π
bn=0

ω1=
2π
T

3.2.2 波形合成和误差分析的MATLAB实现

依据式(3-12),图3-3给出基于MATLAB画出的一个周期的方波信号f(t)的组成情况。
其程序如下:

 

  T=20 
   

w=2*pi T 
t=0 0 01 20 
f=1 2+2 pi* sin w*t   
f1=1 2+2 pi* sin w*t +1 3*sin 3*w*t   
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f2=1 2+2 pi* sin w*t +1 3*sin 3*w*t +1 5*sin 5*w*t   
f3=1 2+2 pi* sin w*t +1 3*sin 3*w*t +1 5*sin 5*w*t +1 7*sin 7*w*t   
figure 1  
plot f  
xlabel 't'  
ylabel 'f t '  
figure 2  
plot f1  
xlabel 't'  
ylabel 'f t '  
figure 3  
plot f2  
xlabel 't'  
ylabel 'f t '  
figure 4  
plot f3  
xlabel 't'  
ylabel 'f t '  

图3-3 不同谐波组成的方波信号

由图可见,当它包含的谐波分量越多时,波形越接近于原来的方波信号,其均方误差越

小。还可看出,频率较低的谐波,其振幅较大,它们组成方波的主体,而频率较高的高次谐波

振幅较小,它们主要影响波形的细节,波形中所包含的高次谐波越多,波形的边缘越陡峭。
波形合成就是用有限项正交函数的代数和逼近这个波形。这时必然会带来误差,其均

方误差公式如下,其中kr =∫
t2

t1
g2r(t)dt。
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f(t)≈∑
n

i=1
cigi(t)

ε2=
1

t2-t1∫
t2

t1
f2(t)dt-∑

n

i=1
c2iki  (3-13)

  这里以例3.1的结果为依据,计算用有限项级数逼近f(t)引起的均方误差。这里取

E=1,t2=T,t1=0,K0=T,Kj=T/2(j≠0)。
根据均方误差的计算公式,可得其均方误差为:

 

ε2=
1
T∫

T

0
f2(t)dt-(a0)

2T-∑
n

j=1
b2j

T
2

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

=
1
T∫

T/2

0
dt-

1
2  2T-

T
2∑

n

j=1
b2j

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

=
1
4-

1
2∑

n

j=1
b2j

当只有直流和基波时,ε2=
1
4-

1
2
2
π  2=0.047

当取直流、基波和三次谐波时,ε2=
1
4-

1
2
2
π  2-12 2

3π  2=0.0246
当取直流、一、三、五次谐波时,ε2=

1
4-

1
2
2
π  2-12 2

3π  2-12 2
5π  2=0.0165

当取直流、一、三、五、七次谐波时,

ε2=
1
4-

1
2
2
π  2-

1
2
2
3π  2-

1
2
2
5π  2-

1
2
2
7π  2=0.01236

  以上结果表明,选取的项数越多,合成波形和理想波形之间的均方误差就越小。可以依

据给定的误差要求,选取适当的谐波数,实现不同周期信号的合成。
例3.2 利用正弦波合成一个幅度为5V,频率10kHz,均方误差不超过0.42的方波信号。

通过MATLAB分析均方误差ε2和项数n之间的关系,给出ε2=0.1时的项数及合成波形。
解 由式(3-12)可知方波信号的傅里叶展开式如下:

 

f(t)=
E
2+∑

+∞

k=1

2E
kπsin

(kω1t)=
E
2+

2E
π sin(ω1t)+

1
3sin

(3ω1t)+
1
5sin

(5ω1t)+…
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

  依据上式及幅度为5V、频率为10kHz的参数要求,容易选择具体的信号参数为2.5V
的直流,频率分别为10kHz、30kHz、50kHz,幅度分别为3.18V、1.06V、0.64V的三个谐波。

依据式(3-13)可以算出直流、一、三及五次谐波4个信号合成方波时的均方误差为:
 

ε2=52×
1
4-

1
2
2
π  2-

1
2
2
3π  2-

1
2
2
5π  2  =0.4125

误差小于0.42,满足要求,所以选择并产生这4个信号且保持同相位,将这4个信号采用运

算放大器叠加,就可以得到一个幅度为5V,频率为10kHz的方波信号。具体波形相似于

图3-3(c)。
依据式(3-12)和式(3-13),取E=5,T=20,可通过如下 MATLAB程序得到均方误差

ε2 和n 的关系曲线(见图3-4)。
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  clear 
for

 

i=1 60
a i 

 

=
 

cumpt i  
                                          

%计算不同次谐波下的误差

end
set gca 

 

'Fontname' 
 

'Times
 

New
 

Roman' 'FontSize' 12  
  

%设置字体及大小

plot a i  'k' 
                                                  

%绘制图像

xlabel 'n'  
ylabel '均方误差 '  
function

 

 s 
 

=
 

cumpt n 
s

 

=
 

0 25*25 
for

 

i=1 n
a

 

=
 

 2   2*i-1 *3 14  * 2   2*i-1 *3 14  *0 5*25 
       

%计算谐波成分

s
 

=
 

s-a 
                                                        

%叠加每个谐波成分

end
end

图3-4 谐波项数与均方误差关系

通过cumpt()函数可知,谐波项数等于23时误差小于0.1,此时编程计算合成的波形

如图3-5所示。

  T=20 
w=2*pi T 

 

t
 

=
 

0 0 01 90 
f

 

=
 

sin w*t 
 

+
 

sin 3*w*t  3
 

+
 

sin 5*w*t  5
 

+
 

sin 7*w*t  7
 

+sin 9*w*t  9
 

+
 

sin 11*w*t  11
 

+
 

sin 13*w*t  13
 

+sin 15*w*t  15
 

+
 

sin 17*w*t  17
 

+
 

sin 19*w*
t  19+sin 21*w*t  21

 

+
 

sin 23*w*t  23 
f

 

=
 

2 5+f*2 pi 
plot t f  
xlabel 't'  
ylabel '合成波形f t '  

由此可见,根据傅里叶级数展开式,参考上面的方法,还可以用正弦波方便地合成锯齿

波、三角波等。原则上看,采用正弦波可合成任意周期信号的波形。通过 MATLAB编程可

以自己验证。
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图3-5 谐波项数等于23且均方误差小于0.1时合成波形

3.2.3 周期信号的频谱

傅里叶级数揭示了周期信号是由一系列不同振幅和不同相位的谐波分量叠加而成。通

过傅里叶级数,可以把一个周期信号分解为一组具有谐波关系的复指数信号的线性组合。
这表明,只要知道了一个谐波分量的角频率和复振幅,这个分量也就完全确定了。换句话

说,如果知道了一个周期信号f(t)所包含的全部谐波分量的频率和复振幅,这个周期信号

f(t)也就完全确定了。因此,只要将一个周期信号f(t)的所有谐波分量的复振幅随频率的

分布表示出来,就等于表示了信号本身。称周期信号的所有谐波分量的复振幅随频率的分

布为周期信号的频谱。将复振幅随角频率的分布绘制成的图形,称为频谱图。由于复振幅

包含了谐波分量的幅度和相位,除少数情况外,将其绘制在一幅图中一般比较困难,因此,在
绘制频谱图时,常常分别绘制出幅度与频率的关系和相位与频率的关系,前者称为幅度频

谱,后者称为相位频谱。
具体来说,就是将式(3-5)所示的余弦形式和式(3-8)所示的指数形式的傅里叶级数的

频率kω1 及其对应振幅Ak(|Fk|)以及对应的相位φk 画在两张图上,分别称为幅度谱和相

位谱。基于余弦形式傅里叶级数画出的称为单边谱,基于指数形式傅里叶级数画出的称为

双边谱。单边谱和双边谱可以通过式(3-14)进行转换。

Fk =|Fk|e
jφk =

1
2Ake

jφk, |Fk|=|F-k|, φ-k =-φk (3-14)

  例3.3 已知周期信号f(t)=1+3cos(πt+10°)+2cos(2πt+20°)+0.4cos(3πt+45°)+
0.8cos(6πt+30°),试绘出该信号的单边及双边频谱图。

解 依据式(3-5)中余弦形式傅里叶级数展开式,容易看出该信号的谐波分量、振幅及

相位的对应关系,据此画出的单边谱如图3-6所示。依据式(3-8)或者式(3-14)中系数转换
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关系及奇偶性,可以得到双边谱如图3-7所示。

图3-6 单边振幅和相位谱 图3-7 双边振幅和相位谱

例3.4 如图3-8(a)所示,f(t)是一个周期矩形脉冲信号,其幅度为1,脉冲宽度为τ,
重复周期为T,角频率为ω1=2π/T,分析其频谱。

图3-8 周期矩形脉冲信号

解 可以看出这是一个偶函数,所以容易计算得到bk=0,也容易求出a0=
2τ
T
。

ak =
4
T∫

τ/2

0
f(t)cos(kω1t)dt=

4
T∫

τ/2

0
cos(kω1t)dt=

4
T
·
sin(kω1t)

kω1

τ
2

0



66   

=
4sinkω1

τ
2  

kω1T
=
2τ
T

sinkω1
τ
2  

kω1
τ
2

则周期矩形脉冲信号三角形式的傅里叶级数为:
 

f(t)=
τ
T +

2τ
T∑

∞

k=1

sinkω1
τ
2  

kω1
τ
2

cos(kω1t)

根据式(3-11),可直接写出f(t)的傅里叶级数的指数形式:
 

f(t)=
τ
T ∑

∞

k= -∞

sinkω1
τ
2  

kω1
τ
2

ej
kω1t

也可以直接计算:
 

Fk =
ak

2 =
1
T∫

τ/2

-τ/2
f(t)e

-jkω1tdt

=
1
T∫

τ/2

-τ/2
e-jkω1tdt

=
τ
T

sinkω1
τ
2  

kω1
τ
2

(3-15)

  观察上式,可以看出周期矩形脉冲信号f(t)的傅里叶展开系数为sinx
x

形式的函数,称

为抽样函数,记为:
 

Sa(x)=
sinx
x

这个函数应用很广,并具有如下重要特性:
 

(1)
 

Sa(x)是偶函数;
 

(2)
 

Sa(x)是以1
x

为振幅的正弦函数,因而对于x 的正负两半轴都为衰减正弦振荡;
 

(3)
 

在x=nπ处(n=±1,±2,…),sin(x)=0,即Sa(x)=0;
 

而在x=0处有lim
x→0

sinx
x =1;

 

(4)
 

∫
∞

0
Sa(x)dx=

π
2
,∫

+∞

-∞
Sa(x)dx=π。

图3-9 Sa(x)函数的波形

由此得出的Sa(x)函数的波形如图3-9所示。
应用抽样函数的表示,可以将式(3-15)重写为:

 

Fk =
τ
TSa

kω1τ
2  

  依据该式可画出周期矩形脉冲的频谱图如图3-8(b)。
分析图3-8(b),可以得到:
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(1)
 

周期矩形脉冲信号的频谱是离散的。即ω 只能取离散值0,±ω1,±2ω1,…。
相邻谱线之间的间隔为ω1=2π/T,且脉冲重复周期T 愈大,谱线之间的间隔愈小,谱

线愈稠密,当T 趋于无穷时,谱线将会粘连变为连续谱,这时,周期信号将退化为非周期

信号。
周期矩形脉冲信号的频谱具有谐波性,即ω 只能取ω1 的整数倍kω1。周期矩形脉冲信

号的频谱具有收敛性,即当k→∞时,Fk→0。离散性、谐波性及收敛性是周期信号频谱的

三个重要特点。

(2)
 

频谱图过零点的坐标可令sin
kω1τ
2 =0,即

kω1τ
2 =±nπ求得为:

 

kω1=±
2nπ
τ
, n=1,2,…

并可由此确定出第一个零点之内谱线的根数M:
 

M =

2π
τ
ω1

=

2π
τ
2π
T

=
T
τ

可见,第一个零点之间谱线的根数与信号脉宽τ成反比,与信号周期T 成正比。

(3)
 

尽管周期矩形脉冲信号包含无穷条谱线,但其主要能量却集中在第一个零点2π
τ

之

内。实际上,在允许一定失真的条件下,那些次数较高的频率分量可忽略不计,因此一般情

况下,将ω 在 0~
2π
τ  这段频率范围称为周期矩形脉冲信号的频带宽度,记为:

 

Bω =
2π
τ 

或  Bf =
1
τ

(3-16)

  这是一个非常重要的结果:
 

脉冲信号的频带宽度与脉冲信号的时间宽度τ 成反比关

系,脉冲持续时间愈长,其频带愈窄;
 

反之,信号脉冲愈窄,其频带愈宽。
(4)

 

直流分量、基波及各次谐波分量的大小正比于脉冲幅度和脉冲宽度τ,反比于周期

T,且各谱线的幅度按Sa(kω1τ/2)包络线的规律而变化。亦可将Fk 看成是包络线的离散

抽样。

3.2.4 周期信号的功率

周期信号的能量是无限的,而其平均功率是有界的,因而是功率信号。为了方便,往往

将周期信号在1Ω电阻上消耗的平均功率定义为周期信号的功率。显然,对于周期信号

f(t),无论它是电压信号还是电流信号,其平均功率均为:
 

P=
1
T∫

T/2

-T/2
f2(t)dt

将f(t)的级数展开f(t)= ∑
∞

k=-∞
Fke

jkω1t 代入上式可得:
 

P=
1
T∫

T/2

-T/2
|f(t)|2dt=

1
T∫

T/2

-T/2 ∑
∞

k=-∞
Fke

jkω1t
2
dt
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=
1
T ∑

∞

k=-∞
Fk

2∫
T/2

-T/2
ej
(kω1t+φk) 2dt

= ∑
∞

k=-∞
Fk

2

=
 

F0
2+2∑

∞

k=1
Fk

2=
A0
2  2+∑

∞

k=1

1
2A2k (3-17)

  由式(3-17)看出,周期信号的功率就是其各个谐波分量功率之和。这说明傅里叶级数

展开没有损失原信号的功率,也可以间接说明三角函数集是一个完备集。一般情况下,频谱

分析仪看到的周期信号的功率谱就是式(3-17)的∑
∞

k=1

1
2A2k。

3.2.5 函数的对称性与傅里叶系数的关系

在傅里叶系数的计算中,利用原函数波形的对称性不仅有利于简化计算,而且可以直接

判断周期信号含有哪些频率分量。

1.
 

偶函数

若f(t)是时间t的偶函数,f(t)=f(-t),则其波形对称于纵坐标轴,如图3-10所示。
当f(t)是偶函数时,式(3-3)中被积分函数f(t)coskω1t是t的偶函数,在对称区间

(-T/2,T/2)的积分等于其半区间 0,
T
2  的二倍;

 

式(3-4)中的被积分函数f(t)sinkω1t

是t的奇函数,在对称区间的积分为零,即

ak =
4
T∫

T/2

0
f(t)coskω1tdt,

bk =0,
k=0,1,2,…

􀮦

􀮨
􀮧

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (3-18)

这表明偶函数的傅里叶级数不含正弦分量,只含有直流和余弦分量。

2.
 

奇函数

若f(t)是时间t的奇函数,f(t)=-f(-t),则其波形对称于坐标原点,如图3-11
所示。

图3-10 偶函数的例子 图3-11 奇函数示例

当f(t)是奇函数时,式(3-3)中被积函数f(t)coskω1t是t的奇函数,式(3-4)中被积函

数f(t)sinkω1t是t的偶函数。在这种情况下,有:
 

ak =0

bk =
4
T∫

T/2

0
f(t)sinkω1tdt, k=0,1,2,…

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (3-19)

这表明奇函数的傅里叶级数不含直流和余弦分量,而只含有正弦分量。
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3.
 

半波镜像对称函数

若f(t)是一个半波镜像对称函数,则将f(t)的前半周期波形移动T
2

后与后半周期波

形关于横轴镜像对称,满足:
 

f(t)=-ft±
T
2  (3-20)

  半波镜像对称函数的傅里叶级数展开式中不含偶次谐波分量,有:
 

a0=a2=a4=…=b2=b4=…=0
换句话说,半波镜像对称函数的傅里叶展开式中只含有奇次谐波分量,故将其称为奇谐函

数,如图3-12所示。

4.
 

半波对称函数

若f(t)是一个半波对称函数,则将f(t)的前半周期波形移动T
2

后与后半周期波形完

全重合,满足:
 

f(t)=ft±
T
2  (3-21)

  半波对称函数的傅里叶级数展开式中不含奇次谐波分量,有:
 

a1=a3=…=b1=b3=…=0
换句话说,半波对称函数的傅里叶展开式中只含有偶次谐波分量,故也将其称为偶谐函数,
如图3-13所示。

图3-12 奇谐函数示例 图3-13 偶谐函数示例

5.
 

关于对称性有关问题的讨论

(1)
 

实际上,一个函数是否为偶函数(或奇函数)不仅与周期函数f(t)的波形有关,而
且与坐标原点选择有关。

图3-14中的三个波形图实际上是同一个信号在不同坐标原点下的结果。图3-14(a)是
一个偶函数,bk=0,若将其纵轴左移T/4所得到的图3-14(b)是一个非奇非偶的函数,则其

ak,bk 都不等于零;
 

若再将横轴上移1/2形成的图3-14(c)为一个奇函数,也是一个奇谐函

数,则ak=0,b2=b4=…=0。

图3-14 坐标原点对函数对称性的影响
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图3-15 方波信号的波形

可以看出,信号在时间轴上位置的移动会引起信号各谐波

初始相位的变化,横轴的平移,会改变信号的直流分量,但是其

所包含的频率成分并没有改变。
例3.5 将图3-15所示的方波信号展开为傅里叶级数。
解 从图3-15可知f(t)是一个奇函数,即f(t)=-f(-t),

故ak=0,k=0,1,2,…。f(t)又是一个奇谐函数,即f(t)=
-f(t±T/2),故又有bk=0,k=2,4,…。所以,可以省略对ak

的计算,并用b2=b4=…=0检验计算结果。

bk =
2
T∫

0

-
T
2

-
E
2  sinkω1tdt+

2
T∫

T
2

0

E
2  sinkω1tdt=

 Ecoskω1t
kω1T

0

-
T
2

+
-Ecoskω1t

kω1T

T
2

0

=
E
kπ1-coskπ  =

2E
kπ
,k为奇数

0, k为偶数

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

最后得到信号的傅里叶级数展开为:
 

f(t)=
2E
π sinω1t+

1
3sin3ω1t+…+

1
2k-1

sin(2k-1)ω1t+…  
  比较例3.5中的图3-15和例3.1中的图3-2,容易看出两者之间只是差了直流分量,其
展开式也正好差了一个直流项,其他完全相同。这说明在允许和必要的情况下,可以移动函

数的坐标使波形具有某种对称性,以简化计算。
当E=2,T=0.02s时,该方波信号产生及频谱分析的 MATLAB程序及结果(见

图3-16)如下:
 

  clear 
N=5000 T=0 02 n=1 8*N 
D=2*pi  N*T  
f=square 2*pi*n*T  

      

%产生方波

F=T*fftshift fft f   
k=floor - 8*N-1  2 8*N 2  
subplot 2 1 1  
plot n*T f  
axis  0 10 -1 5 1 5   
ylabel 'f t '  
line  -1 50   0 0   
line  0 0   -6 1 4 1   
subplot 2 1 2  
plot k*D abs F   
ylabel '幅度 '  
axis  -1000 1000 -10 300   

(2)
 

由于任何实函数f(t)都可以分解为偶函数和奇函数两个部分之和,即

f(t)=fe(t)+fo(t)
其中,fe(t)是偶函数部分(简称偶部),fo(t)是奇函数部分(简称奇部)。将其代入式(3-9),
利用奇偶函数傅里叶系数的特点可以得到:
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图3-16 MATLAB绘制方波信号及其频谱

Fk =
1
T∫

T/2

-T/2
[fe(t)+fo(t)]e

-jkω1tdt

=
1
T∫

T/2

-T/2
fe(t)coskω1tdt-j

1
T∫

T/2

-T/2
fo(t)sinkω1tdt

=
1
2ak -j

1
2bk

式中,1
2ak 是偶部fe(t)的傅里叶级数的系数,1

2bk 是奇部fo(t)的傅里叶级数的系数。换

句话说,实信号的偶部对应着信号频谱的实部;
 

实信号的奇部对应着信号频谱的虚部。

3.3 傅里叶变换

前面讨论了周期信号的傅里叶级数,研究了傅里叶级数的若干特性,并得到了它的离散

频谱。本节将从傅里叶级数出发,导出傅里叶变换,把上述傅里叶分析方法推广到分析非周

期信号中去。

3.3.1 从傅里叶级数到傅里叶变换

傅里叶级数只能对周期信号进行频谱分析,一个周期为T 的周期信号可以看成是一个

时间有限的非周期信号以周期T 扩展而成。一个时间有限的非周期信号可以看成周期T
为无穷大的周期信号。

换一个角度看,周期信号的频谱是离散的,相邻谱线之间的间隔为ω1=2π/T,随着T
的增加ω1 减小,谱线间的间隔减小,谱线变密,当周期T 趋于无限大时,周期信号就变成只

含有一个波形的非周期信号,这时谱线间隔ω1 将趋于无穷小,离散谱就变成了连续谱,但
是其振幅也将变成无穷小。

下面就沿着这个思路,从周期信号的傅里叶级数推导出非周期信号的傅里叶变换,并说

明频谱密度函数的含义。
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为了方便,重写式(3-8)和式(3-9)如下:
 

f(t)= ∑
∞

k=-∞
Fke

jkω1t

Fk =
1
T∫

T/2

-T/2
f(t)e

-jkω1tdt

由上式可知,当周期T→∞时,Fk→0,但Fk 和无穷小量1/T 之比在T→∞时的极限可以

是一个有限值,据此可定义一个频谱密度函数F(jω)如式(3-22)所示。由于1/T 的量纲为

频率,所以由此式定义的频谱密度函数F(jω)的物理意义就是信号f(t)单位频率的振幅,
也就是其频谱密度。

F(jω)=
 

lim
T→∞

Fk

1
T

=
 

lim
T→∞∫

T/2

-T/2
f(t)e

-jkω1tdt (3-22)

  相应的原函数可写成:
 

f(t)=
 

lim
T→∞ ∑

∞

k=-∞

Fk

1
T

ej
kω1t 1

T
(3-23)

当周期T→∞时,有:

ω1=2π/T →dω
 
kω1→ω (3-24)

则式(3-22)可以写成:
 

F(jω)=∫
+∞

-∞
f(t)e-jωtdt (3-25)

又由于ω1=2π/T,即1/T=ω1/2π,故当T→∞时,1/T→dω/2π,同时式(3-23)中的求和变

为积分,从而有:
 

f(t)=
1
2π∫

+∞

-∞
F(jω)ejωtdω (3-26)

式(3-25)称为傅里叶变换或傅里叶积分;
 

式(3-26)称为傅里叶逆变换。为了书写方便,用符

号FT[f(t)]表示f(t)的傅里叶变换,而f(t)的傅里叶逆变换用符号FT-1[f(t)]表
示,即:

 

F(jω)=FT[f(t)] (3-27)

f(t)=FT-1[F(jω)] (3-28)

  习惯上,称式(3-25)和式(3-26)构成一个傅里叶变换对,并用如下符号表示:
 

f(t)↔F(jω) (3-29)

  需要说明的是,前面在推导傅里叶变换对关系时,侧重于理顺思路和突出物理概念,并
未遵循数学上的严格步骤。数学证明指出,函数f(t)的傅里叶变换存在的充分条件是在无

限区间内f(t)绝对可积,即

∫
+∞

-∞
|f(t)|dt<+∞ (3-30)

但式(3-30)并非是f(t)的傅里叶变换存在的必要条件。当引入广义函数的概念之后,许多

不满足绝对可积条件的函数也能进行傅里叶变换,这给信号与系统分析带来了很大方便,也
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使得采用傅里叶变换方法统一处理周期信号和非周期信号成为可能。

3.3.2 非周期信号的频谱

前面通过从傅里叶级数到傅里叶变换的讨论,引入了频谱密度函数,并特别说明了频谱

密度—单位频率的振幅这一概念。下面着重研究频谱密度函数F(jω)。
从式(3-25)可得:

 

F(jω)=∫
+∞

-∞
f(t)e-jωtdt=∫

+∞

-∞
f(t)cosωtdt-j∫

+∞

-∞
f(t)sinωtdt

=R(ω)+jI(ω)
(3-31)

R(ω)=∫
+∞

-∞
f(t)cos(ωt)dt

I(ω)=-∫
+∞

-∞
f(t)sin(ωt)dt (3-32)

分别是F(jω)的实部和虚部,并分别称为f(t)的实部频谱和虚部频谱。
若对f(t)做奇偶分解,即f(t)=fe(t)+fo(t),其中fe(t)为f(t)的偶部,fo(t)为

f(t)的奇部,将其代入式(3-31)可得:
 

F(jω)=∫
+∞

-∞
(fe(t)+fo(t))e-jωtdt

=∫
+∞

-∞
fe(t)e-jωtdt+∫

+∞

-∞
fo(t)e-jωtdt

=∫
+∞

-∞
fe(t)cosωtdt-j∫

+∞

-∞
fe(t)sinωtdt+∫

+∞

-∞
fo(t)cosωtdt-j∫

+∞

-∞
fo(t)sinωtdt

=∫
+∞

-∞
fe(t)cosωtdt-j∫

+∞

-∞
fo(t)sinωtdt

=R(ω)+jI(ω) (3-33)
式(3-33)中,被积函数fe(t)sinωt和fo(t)cosωt是关于t的奇函数,奇函数在对称区间的

积分为零。被积函数fe(t)cosωt和fo(t)sinωt是关于t的偶函数,偶函数在对称区间的积

分不为零。所以得到:
 

R(ω)=2∫
∞

0
fe(t)cos(ωt)dt (3-34)

I(ω)=-2∫
∞

0
fo(t)sinωtdt (3-35)

式(3-34)表明了两个问题:
 

一是R(ω)是关于ω 的实偶函数;
 

二是R(ω)可以由原函数

f(t)的偶部fe(t)的傅里叶变换得到。式(3-35)可以看出,I(ω)是ω 的实奇函数,I(ω)可
以由原函数f(t)的奇部fo(t)的傅里叶变换得到。

由于在一般情况下F(jω)是一个复函数,可以将其描述成极坐标形式(或者向量形式):
 

F(jω)=|F(jω)|ejφ(ω) (3-36)
式中|F(jω)|是频谱函数F(jω)的模,它表示非周期信号f(t)各频率分量的振幅的相对大

小,称为非周期信号的幅度频谱,简称幅度谱,而|F(jω)|~ω 就是幅度谱曲线,习惯上说的

频谱指的就是幅度谱。又由于有:
 

|F(jω)|=|F(-jω)| (3-37)
故信号的幅度频谱是ω 的偶函数,其频谱曲线具有关于纵轴的对称性。
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式(3-36)中的φ(ω)是F(jω)的幅角,它表示非周期信号f(t)的各频率分量之间的相

位关系,称为非周期信号的相位频谱,简称相位谱,而φ(ω)~ω 就是相位频谱曲线。又由

于有:
 

φ(ω)=arctan
I(ω)
R(ω)=-φ(-ω) (3-38)

即信号的相位频谱是ω 的奇函数,其相位谱曲线具有关于原点的对称性。
归纳一下关于频谱密度函数的讨论得到:

 

(1)
 

F(jω)通常是一个复函数;
 

(2)
 

幅度频谱|F(jω)|是ω 的偶函数,关于纵轴对称;
 

(3)
 

相位频谱φ(ω)是ω 的奇函数,关于原点对称;
 

(4)
 

实部频谱R(ω)是ω 的偶函数,对应着原信号偶部的傅里叶变换;
 

(5)
 

虚部频谱I(ω)是ω 的奇函数,对应着原信号奇部的傅里叶变换;
 

(6)
 

偶函数的傅里叶变换为实偶函数;
 

(7)
 

奇函数的傅里叶变换为虚奇函数。

3.4 常用信号的傅里叶变换

下面介绍几种常用信号的傅里叶变换。其目的在于熟悉和掌握这些常用信号的时域和

频域的特点;
 

通过这些常用信号傅里叶变换的计算和分析,熟悉傅里叶变换基本积分方法

的应用与运算技巧;
 

了解各种信号相互表示的方法和技巧。

1.
 

矩形脉冲信号

宽度为τ,幅度为1的矩形脉冲,通常也形象地被称为门函数,并习惯用符号gτ(t)表示。

gτ(t)=
1, |t|<

τ
2

0, |t|>
τ
2

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(3-39)

可以根据傅里叶变换的定义,直接对原函数求其傅里叶积分完成其傅里叶变换:
 

Gτ(jω)=∫
+∞

-∞
gτ(t)e-jωtdt=∫

τ/2

-τ/2
e-jωtdt=

e-jωτ/2-ejωτ/2

-jω

=
2sinωτ2

ω =τSaωτ
2  

即

FT[gτ(t)]=τSaωτ
2  (3-40)

式(3-40)表明,矩形脉冲信号的傅里叶变换是一个实函数。一般而言,当一个信号的频谱函

数为实函数时,该信号的幅度谱和相位谱就可用一条曲线表示。就本例而言,当Gτ(jω)为
正值时,其相位为0;

 

当Gτ(jω)为负值时,其相位在正半轴为π,在负半轴为-π(φ(ω)是ω
的奇函数),如图3-17所示。
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2.
 

单位冲激信号δ(t)
应用单位冲激函数的抽样性质,可求得单位冲激信号的傅里叶变换为:

 

F(jω)=∫
+∞

-∞
δ(t)e-jωtdt=1 (3-41)

这个结果表明,单位冲激信号的频谱遍布于整个频率范围且是均匀分布的,它包含了所有频

率分量,且其幅度均为1,相位均为0。这很容易理解,根据信号持续时间与其频带宽度成反

比这一关系,由于冲激信号只在瞬时作用,其持续时间趋于零,故其信号带宽无限大。常称

具有这种特点的频谱为“白色谱”或“均匀谱”。δ(t)及其频谱如图3-18所示。

图3-17 矩形脉冲信号及其频谱 图3-18 δ(t)及其白色谱

由逆变换可得:
 

δ(t)=
1
2π∫

+∞

-∞
ejωtdω (3-42)

这是冲激函数的又一个新的定义。根据广义函数关于δ(t)的定义,有:
 

∫
+∞

-∞
δ(t)φ(t)dt=φ(0) (φ(t)为检验函数)

  将函数 1
2π∫

+∞

-∞
1·ejωtdω 进行这个试验,从而有:

 

∫
+∞

-∞

1
2π∫

+∞

-∞
1·ejωtdω􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

φ(t)dt=
1
2π∫

+∞

-∞∫
+∞

-∞φ
(t)ejωtdt  dω

=
1
2π∫

+∞

-∞
Φ(-jω)dω

=
1
2π∫

+∞

-∞
Φ(jω)ejω·0dω=φ(0)

由此证明:
 1

2π∫
+∞

-∞
ejωtdω=δ(t)

这说明常数1的傅里叶逆变换是δ(t),即δ(t)↔1。

3.
 

单位直流信号

单位直流信号f(t)=1,-∞<t<∞,不满足绝对可积条件,但其傅里叶变换却存在。
依据傅里叶变换的定义,可得:

 

F(jω)=∫
+∞

-∞
1·e-jωtdt

对式(3-42)所示的冲激函数定义做变量代换,可得:
 

δ(-ω)=
1
2π∫

+∞

-∞
e-jωtdt (3-43)

由上述两式可以看出:
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F(jω)=FT[1]=∫
+∞

-∞
1·e-jωtdt=2πδ(ω) (3-44)

这说明单位直流信号的傅里叶变换为强度为2π的冲激函数,冲激函数δ(ω)的傅里叶逆变

换是1
2π
,即1
2π↔δ

(ω)。

图3-19 单位直流信号及其冲激谱

单位直流信号及其频谱如图3-19所示。除了上述

的方法外,单位直流信号也可以看成门函数取τ→∞的

极限。若记该门函数的傅里叶变换为τSaωτ
2  ,则由

式(3-40)和式(3-44)可得如下的重要结论:
 

lim
τ→∞

τSaωτ
2  =2πδ(ω) (3-45)

δ(ω)=
 

lim
τ→∞

τ
2πSa

ωτ
2  (3-46)

4.
 

符号函数sgn(t)
符号函数(也称正负号函数)也不满足绝对可积条件,但却存在傅里叶变换。符号函数

的数学表达式如下:
 

sgn(t)=
-1,t<0
0, t=0
1, t>0

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (3-47)

  符号函数可看作是两个单边指数函数在a→0时的极限情况的和,即

sgn(t)=
 

lim
a→0
[e-atu(t)-eatu(-t)] (3-48)

因此, F(jω)=FT[sgn(t)]=
 

lim
a→0∫

∞

0
e-ate-jωtdt-∫

0

-∞
eate-jωtdt  

=
 

lim
a→0

1
a+jω-

1
a-jω

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 =
2
jω=

2
ω e-j

π
2sgn(ω)

即 |F(jω)|=2/|ω|, φ(ω)=
-π/2, ω>0
π/2, ω<0 

FT[sgn(t)]=2/jω (3-49)

  符号函数和阶跃函数具有重要关系,容易得到如下转换表示:
 

u(t)=
1
2+

1
2sgn

(t) (3-50)

sgn(t)=u(t)-u(-t), sgn(t)=2u(t)-1 (3-51)
符号函数及其频谱如图3-20所示。

图3-20 符号函数及其频谱
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5.
 

单位阶跃信号u(t)
单位阶跃信号u(t)的定义为:

 

u(t)=
1,t>0
0,t<0 (3-52)

由式(3-50)容易得到:
 

U(jω)=∫
+∞

-∞
u(t)e-jωtdt

=FT
1
2
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 +
1
2FT

[sgn(t)]=πδ(ω)+
1
jω

最后得到:
 

FT[u(t)]=∫
∞

0
e-jωtdt=πδ(ω)+

1
jω

(3-53)

单位阶跃信号及其频谱如图3-21所示。

图3-21 单位阶跃信号及其频谱

6.
 

高斯信号

高斯信号也依其波形的形状,形象地被称为钟形脉冲信号。

f(t)=Ee
- t

τ  2

, |t|< ∞ (3-54)
根据傅里叶变换的定义:

 

F(jω)=∫
+∞

-∞
Ee

- t
τ  2

e-jωtdt (3-55)

注意到高斯函数是偶函数,对高斯函数的积分有:
 

∫
+∞

-∞
e-t2dt= π

则可改写式(3-55)为:
 

F(jω)=∫
+∞

-∞
Ee

- t
τ  2

+jωt  dt

=E∫
+∞

-∞
e

- t
τ  2

+2j
ωτ
2·

t
τ+ jωτ

2  2
- jωτ

2  2  dt

=E∫
+∞

-∞
e

- t
τ+

jωτ
2  2

+ τω
2  2  dt

=Ee
- τω

2  2

∫
+∞

-∞
e

- t
τ+

jωτ
2  2

dt

令x=
t
τ+j

ωτ
2
,dt=τdx,则有:

 

F(jω)=Ee
- τω

2  2

∫
+∞

-∞
e-x2τdx=Eτ πe

- τω
2  2

即:
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FT Ee
- t

τ  2

  =∫
+∞

-∞
Ee

- t
τ  2

e-jωtdt=Eτ πe
- ωτ

2  2

(3-56)

  式(3-56)表明,高斯信号的频谱仍然是一个高斯函数;
 

式(3-56)还是一个正实函数,所
以它的相位谱为零。图3-22画出了该信号的波形和频谱。

图3-22 高斯函数信号的波形和频谱

7.
 

指数函数

这里讨论4种形式的指数函数,即单边指数衰减函数、偶双边指数衰减函数、虚指数函

数、复指数函数。

1)
 

单边指数衰减函数

单边指数衰减函数由式(3-57)定义:
 

f(t)=
0, t<0

e-at,t>0,a>0 (3-57)

它的傅里叶变换为:
 

F(jω)=∫
+∞

-∞
f(t)e-jωtdt=∫

∞

0
e-ate-jωtdt=

1
a+jω

(3-58)

相应的幅度谱和相位谱分别为:
 

|F(jω)|=
1

a2+ω2

φ(ω)=-arctan
ω
a  

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(3-59)

  其频谱图的 MATLAB画图程序如下:
 

  clear 
t

 

=
 

0 dt tf 
              

%定义持续时间

alpha
 

=
 

a 
              

%定义指数参数

f
 

=
 

exp -1*alpha*t  
      

%生成指数信号

plot t f  
              

%绘图

fs=fs N=N 
            

%定义采样频率和数据点数

n=0 N-1 t=n fs 
         

%时间序列

y=fft f N  
            

%对信号进行傅里叶变换

A=abs y  
            

%求得傅里叶变换后的振幅

Q=angle y  
           

%求得傅里叶变换后的相位

w=n*fs N 
            

%频率序列

plot w A  
             

%绘出随频率变化的振幅

plot w Q  
              

%绘出随频率变化的相位

单边指数衰减信号的波形及其频谱如图3-23所示。
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图3-23 单边指数衰减信号的波形及其频谱

  2)
 

偶双边指数衰减函数

偶双边指数衰减函数有以下定义:
 

f(t)=e-a|t| a>0 (3-60)
它的傅里叶变换为:

 

F(jω)=∫
0

-∞
eate-jωtdt+∫

∞

0
e-ate-jωtdt

=∫
0

-∞
e-(jω-a)tdt+∫

∞

0
e-(jω+a)tdt

=
1

a-jω+
1

a+jω

=
2a

a2+ω2
(3-61)

是一个实偶函数,其相应的幅度谱和相位谱分别为:
 

|F(jω)|=
2a

a2+ω2

φ(ω)=0

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (3-62)

  图3-24画出了它的波形和频谱。

图3-24 偶双边指数信号的波形及其频谱

3)
 

虚指数信号

根据傅里叶变换的定义,虚指数信号ej
ω0t 的傅里叶变换为:

 

F(jω)=∫
+∞

-∞
ej

ω0te-jωtdt=∫
+∞

-∞
e-j(ω-ω0)tdt

将此式与式(3-44)单位直流信号的傅里叶变换

2πδ(ω)=∫
+∞

-∞
1·e-jωtdt

比较,可知虚指数信号的傅里叶变换为:
 

F(jω)=∫
+∞

-∞
e-j(ω-ω0)tdt

=2πδ(ω-ω0) (3-63)
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即虚指数信号ej
ω0t 的频谱是在ω=ω0 处出现一个单位冲激,该冲激的强度为2π,同理

FT[e-jω0t]=∫
+∞

-∞
e-jω0te-jωtdt=∫

+∞

-∞
e-j(ω+ω0)tdt

=2πδ(ω+ω0) (3-64)
其频谱图示于图3-25。

利用式(3-63)和式(3-64)的结果,以及欧拉公式,容易得到:
 

FT[cosω0t]=π[δ(ω-ω0)+δ(ω+ω0)] (3-65)

FT[sinω0t]=
π
j
[δ(ω-ω0)-δ(ω+ω0)] (3-66)

  4)
 

复指数信号

对如下形式的复指数信号

f(t)=e
(-a+jω0)t=e-atej

ω0t, t>0,a>0 (3-67)
做傅里叶变换:

 

F(jω)=∫
∞

0
e
(-a+jω0)te-jωtdt

=∫
∞

0
e-ate-j(ω-ω0)tdt

将式(3-58)与此式比较,便可以直接得到式(3-68)所示的复指数信号的傅里叶变换为:
 

F(jω)=∫
∞

0
e-[j(ω-ω0)+a]tdt=

1
a+j(ω-ω0)

(3-68)

其幅度谱和相位谱分别为:
 

|F(jω)|=
1

a2+(ω-ω0)
2

φ(ω)=-arctan
ω-ω0

a  

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁􀪁

(3-69)

图3-26画出了它的频谱。

图3-25 虚指数信号的频谱 图3-26 复指数信号的频谱

式(3-68)信号的频谱,实际是将单边指数衰减函数的频谱中心搬移到ω0 的位置。
常用傅里叶变换对如表3-3所示。

表3-3 常用傅里叶变换对

编  号 f(t) F(jω)

1 gτ(t) τSa(ωτ/2)

2 τSa(τt/2) 2πgτ(ω)

3 e-atu(t),a>0 1/(a+jω)
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续表

编  号 f(t) F(jω)

4 te-atu(t),a>0 1/(a+jω)2

5 e-a|t|,a>0 2a/(a2+ω2)
6 δ(t) 1
7 1 2πδ(ω)

8 cosω0t πδ(ω-ω0)+πδ(ω+ω0)

9 sinω0t π[δ(ω-ω0)-δ(ω+ω0)]/j
10 u(t) πδ(ω)+1/jω
11 sgn(t) 2/jω,F(0)=0
12 1/πt -jsgn(ω)

13 δT(t) ω1δω1
(ω),ω1=

2π
T

14 ∑
∞

n=-∞
Fne

jnω1t,ω1 =
2π
T 2π∑

∞

n=-∞
Fnδ(ω-nω1)

15 tn-1

(n-1)!
e-αtu(t),α>0

1
(α+jω)n

16 Ee
- t

τ  2

,|t|< ∞ Eτ πe
- τω

2  2

17 e
±jω0t 2πδ(ω∓ω0)

3.5 傅里叶变换的性质

傅里叶变换有很多重要的性质,这些性质反映了信号在时域描述和频域描述的对应关

系,熟悉这些性质对深刻理解傅里叶变换的实质有重要意义。应用这些性质求取f(t)的傅

里叶变换或逆变换,为在频域分析问题和解决问题带来极大的便利。

1.
 

线性性质

若

f1(t)↔F1(jω)
 
f2(t)↔F2(jω)

则对于任意常数a1 和a2,有:
 

a1f1(t)+a2f2(t)↔a1F1(jω)+a2F2(jω) (3-70)

  以上关系很容易用从傅里叶变换的定义式出发去证明,这里从略。

2.
 

共轭对称性

如果f(t)是时间t的实函数,则有:
 

F*(jω)=F(-jω)=FT[f(-t)] (3-71)

证明:
 

FT[f(-t)]=∫
+∞

-∞
f(-t)e-jωtdt

令τ=-t,得:
 

FT[f(-t)]=∫
-∞

+∞
f(τ)ejωτd(-τ)=∫

+∞

-∞
f(τ)e-j(-ω)τdτ=F(-jω)
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F*(jω)=
 

∫
+∞

-∞
f(t)e

-jωt
dt  * =

 

∫
+∞

-∞
f(t)e

jωt
dt=F(-jω)

  证毕。
这个性质说明,实信号的傅里叶变换具有式(3-71)所示共轭对称性,即其共轭等于其反

转,也等于原信号反转后的傅里叶变换。这一性质决定了实信号的频谱常常具有双边性(例
如cosω0t),而复信号的傅里叶变换没有这种共轭对称性,其频谱常常呈现单边性(例如

e
±jω0t)。

3.
 

对称性质

  若 f(t)↔F(jω)
则: F(jt)↔2πf(-ω) (3-72)
式(3-72)表明,如果函数f(t)的频谱函数为F(jω),那么时间函数F(jt)的频谱函数是

2πf(-ω),这称为傅里叶变换的对称性。它可证明如下:
 

将傅里叶逆变换式f(t)=
1
2π∫

+∞

-∞
F(jω)ejωtdω 中的t换为-ω,ω 换为t,得:

 

f(-ω)=
1
2π∫

+∞

-∞
F(jt)e-jωtdt

  两边同乘以2π,得到:
 

2πf(-ω)=∫
+∞

-∞
F(jt)e-jωtdt

上式表明,时间函数F(jt)的傅里叶变换为2πf(-ω),即式(3-72)。证毕。
例如,δ(t)↔1,1↔2πδ(ω)(δ(ω)是ω 的偶函数)。

gτ(t)↔τSa
ωτ
2  ,由对称性可得:

 

Saτt
2  ↔2πτgτ(ω) (3-73)

  取τ=2π,显然有:
 

Sa(πt)↔g2π(ω) (3-74)

  一般情况下,当τ=2a(a>0)时,可得一般的关系式:
 

Sa(at)↔ πag2a(ω) (3-75)

由式(3-75)的结果,容易计算如下积分:
 

∫
+∞

-∞

sinat
at e

-jωtdt=
π
ag2a(ω) (3-76)

取式(3-76)中的ω=0,可得:
 

∫
+∞

-∞

sinat
at dt=

π
a

(3-77)

  例如,sgn(t)↔
2
jω
,由对称性可得:

 

1
πt↔-jsgn(ω) (3-78)
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4.
 

尺度变换性质

尺度变换是一种对信号波形的展缩变换,其概念已在第1章中作了详细讨论,这里仅给

出变换前、后傅里叶变换的关系。
若 f(t)↔F(jω)

则:
 

f(at)↔
1

|a|
Fj

ω
a  (3-79)

  式(3-79)表明,若信号f(t)在时间坐标上压缩到原来的1/a,那么其频谱函数在频率

坐标上将展宽a倍,同时幅度减小到原来的1/|a|,即在时域中信号占据时间的压缩对应

于其频谱在频域中占有频带的扩展,反之亦然。这一规律称为尺度变换或时频展缩

特性。

证明 设f(t)↔F(jω),则有:
 

FT[f(at)]=∫
+∞

-∞
f(at)e-jωtdt

令x=at,则t=
x
a
,dt=

1
adx

当a>0时,FT[f(at)]=∫
+∞

-∞
f(x)e-jω

x
a·1

adx=
1
a∫

+∞

-∞
f(x)e-j

ω
axdx=

1
aFj

ω
a  

当a<0时,FT[f(at)]=∫
-∞

+∞
f(x)e-j

ω
x
a·1

adx= -
1
a∫

+∞

-∞
f(x)e-j

ω
axdx= -

1
aFj

ω
a  

综合以上两种情况,即得式(3-79),证毕。
由尺度变换特性可知,信号的持续时间与信号的占有频带宽度成反比。例如,对于门函

数gτ(t),其频带宽度Δf=1/τ。在通信技术中,为了加快信息传输速度,就需要将信号持

续时间缩短,其付出的代价就是信号的带宽被扩展。
例3.6 作为尺度变换的应用,本例给出了矩形脉冲信号f(at)=gτ(at)中,a=1,a=

1/2,a=2时信号波形及其频谱(见图3-27),其分析过程可自己完成。

图3-27 不同尺度下的带宽

5.
 

时移性质

时移特性也称为延时特性。若f(t)↔F(jω),t0 为常数,则有:
 

f(t±t0)↔e
±jωt0F(jω)=|F(jω)|e

j(φ(ω)±ωt0) (3-80)
式(3-80)表示,在时域中信号沿时间轴右移(即延时)t0,则在频域中所有频率“分量”相应落
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后一相位ωt0,而其幅度保持不变,即时域的时间平移引起的是频域的相位平移。
证明 若f(t)↔F(jω),则迟延信号的傅里叶变换为:

 

FT[f(t-t0)]=∫
+∞

-∞
f(t-t0)e-jωtdt

令x=t-t0,则上式可以写为:
 

FT[f(t-t0)]=∫
+∞

-∞
f(x)e

-jω(x+t0)dx=e
-jωt0∫

+∞

-∞
f(x)e-jωxdx=e

-jωt0F(jω)

同理可得:
 

FT[f(t+t0)]=e
jωt0F(jω)

可以证明,如果信号既有时移又有尺度变换,则有:
 

f(at-b)↔ 1
|a|

e-j
b
aωFj

ω
a  (3-81)

显然,尺度变换和时移特性是式(3-81)的两种特殊情况。
例3.7 求图3-28所示信号的频谱函数。
解 由图看出f(t)=gτ(t-τ/2),已知标准门函数的傅里叶变换为:

 

gτ(t)↔τSa(ωτ/2)

根据时移特性可求得:
 

f(t)↔τSa(ωτ/2)e-jωτ/2

  其相位谱如图3-29所示。

图3-28 门函数右平移τ/2 图3-29 f(t)的相位谱

6.
 

频移性质

频移特性也称为调制特性。若f(t)↔F(jω),且ω0 为常数,则:
 

f(t)e
±jω0t↔F[j(ω∓ω0)] (3-82)

式(3-82)表明,将信号f(t)乘以因子ej
ω0t,对应于将频谱函数沿ω 轴右移ω0;

 

将信号f(t)

乘以因子e
-jω0t,对应于将频谱函数左移ω0。式(3-82)直接从傅里叶变换定义出发即可证

明,请读者自己完成,这里从略。
频谱搬移的原理是将信号f(t)(调制信号)乘以载频信号cosω0t或sinω0t,从而得到

高频已调信号f(t)cosω0t或f(t)sinω0t。因为

cosω0t=
1
2
(ej

ω0t+e
-jω0t), sinω0t=

1
2j
(ej

ω0t-e
-jω0t)

可以导出
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F[f(t)cosω0t]=
1
2
[F(j(ω-ω0))+F(j(ω+ω0))]

F[f(t)sinω0t]=
1
2j
[F(j(ω-ω0))-F(j(ω+ω0))]

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(3-83)

  例3.8 求图3-30所示的高频脉冲信号f(t)的频谱。
解 该高频脉冲信号f(t)可以表述为门函数gτ(t)与cosω0t相乘,即

f(t)=gτ(t)cosω0t
因为gτ(t)↔τSa(ωτ/2),根据式(3-83)所示的调制定理有:

 

F[f(t)]=
τ
2 Sa

(ω-ω0)τ
2  +Sa (ω+ω0)τ

2  􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

上式即为高频脉冲信号的频谱函数,频谱如图3-30所示。

图3-30 高频脉冲信号及其频谱

7.
 

卷积性质

1)
 

时域卷积

若f1(t)↔F1(jω),f2(t)↔F2(jω),则:
 

f1(t)*f2(t)↔F1(jω)F2(jω) (3-84)
式(3-84)表明,在时域中两函数的卷积对应于在频域中两函数频谱的乘积,证明如下:

 

根据卷积积分的定义:
 

f1(t)*f2(t)=∫
+∞

-∞
f1(τ)f2(t-τ)dτ

其傅里叶变换为:
 

FT[f1(t)*f2(t)]=∫
+∞

-∞∫
+∞

-∞
f1(τ)f2(t-τ)dτ  e-jωtdt

=∫
+∞

-∞
f1(τ)∫

+∞

-∞
f2(t-τ)e-jωtdt  dτ

由时移特性知:
 

∫
+∞

-∞
f2(t-τ)e-jωtdt=F2(jω)e-jωτ

代入上式,得:
 

FT[f1(t)*f2(t)]=∫
+∞

-∞
f1(τ)F2(jω)e-jωτdτ

=F2(jω)∫
+∞

-∞
f1(τ)e-jωτdτ

=F2(jω)F1(jω)
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  例3.9 两个实信号在间隔τ时刻的相关程度,可以用如下积分式描述,该积分式是间

隔τ的函数,称为信号f1(t)和f2(t)的互相关函数。求互相关函数的傅里叶变换。

Rf1f2
(τ)=∫

+∞

-∞
f1(t+τ)f2(t)dt

  解 将题中的相关积分式与卷积积分式比较,可得:
 

Rf1f2
(τ)=∫

+∞

-∞
f1(t+τ)f2(t)dt

=∫
+∞

-∞
f1(τ+t)f2(t)dt

=f1(-τ)*f2(τ)
这表明相关积分运算可以通过卷积积分来完成。应用卷积定理与共轭对称性质,可得相关

积分的傅里叶变换为:
 

FT[Rf1f2
(τ)]=FT[f1(-τ)*f2(τ)]

=FT[f1(-τ)]·FT[f2(τ)]

=F1(-jω)F2(jω)

=F*
1 (jω)F2(jω)

  特别地,如果f(t)=f1(t)=f2(t),则:
 

Rf(τ)=f(τ)*f(-τ)称为f(t)自相关函

数。其傅里叶变换为FT[Rf(τ)]=|F(jω)|
2。

2)
 

频域卷积

若f1(t)↔F1(jω),f2(t)↔F2(jω),则:
 

f1(t)f2(t)↔
1
2πF1

(jω)*F2(jω) (3-85)

式中,

F1(jω)*F2(jω)=∫
+∞

-∞
F1(jη)F2(jω-jη)dη (3-86)

式(3-86)表明,两时间函数乘积的傅里叶变换,等于各函数的傅里叶变换在频域的卷积积分

的1/2π倍。频域卷积的证明类似于时域卷积,这里从略。

8.
 

微分性质

信号f(t)和其频谱函数F(jω)的导数可用下述符号表示:
 

f(n)(t)=
dnf(t)
dtn

, F(n)(jω)=
dnf(jω)
dωn

  1)
 

时域微分

若 f(t)↔F(jω)

则:
 

f(n)(t)↔(jω)nF(jω) (3-87)

  证明 由卷积的微分运算知,f(t)的一阶导数可写为:
 

f'(t)=f'(t)*δ(t)=f(t)*δ'(t)

由于:
 

FT[δ'(t)]=∫
+∞

-∞
δ'(t)e-jωtdt=-(e-jωt)'

t=0
=jω

根据时域卷积定理,有:
 

FT[f'(t)]=FT[f(t)]FT[δ'(t)]=jωF(jω)
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重复运用以上结果,得:
 

FT[f(n)(t)]=(jω)nF(jω)
即式(3-87),证毕。

2)
 

频域微分

若 f(t)↔F(jω)

则:
 

(-jt)nf(t)↔F(n)(jω) (3-88)

  证明 由于F(jω)=∫
+∞

-∞
f(t)e-jωtdt,所以其导数可以表示为:

 

F(1)(jω)=∫
+∞

-∞
(-jt)f(t)e-jωtdt

该式表明:
 

(-jt)f(t)↔F(1)(jω),重复运用以上结果,可得式(3-88),证毕。
9.

 

积分性质

信号f(t)和其频谱函数F(jω)的积分可用下述符号表示:
 

f(-1)(t)=∫
t

-∞
f(x)dx, F(-1)(jω)=∫

ω

-∞
F(jη)dη

  1)
 

时域积分

若f(t)↔F(jω),则:
 

f(-1)(t)↔πF(0)δ(ω)+
F(jω)
jω

(3-89)

其中F(0)=F(jω)ω=0=∫
+∞

-∞
f(t)dt,是f(t)的直流分量。如果F(0)=0,则式(3-89)变

为:
 

f(-1)(t)↔F(jω)
jω

(3-90)

  证明 函数f(t)的积分可写为:
 

f(-1)(t)=f(-1)(t)*δ(t)=f(t)*δ(-1)(t)=f(t)*u(t)
根据时域卷积性质并考虑到冲激函数的取样性质,得:

 

FT[f(-1)(t)]=FT[f(t)]FT[u(t)]

=F(jω)πδ(ω)+
1
jω

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

=πF(0)δ(ω)+
F(jω)
jω

证毕。

2)
 

频域积分

若f(t)↔F(jω),则:
 

πf(0)δ(t)+-1
jtf(t)↔F(-1)(jω) (3-91)

式中f(0)=
1
2π∫

∞

-∞
F(jω)dω,如果f(0)=0,则有:

 

-1
jtf(t)↔F(-1)(jω) (3-92)

  证明 由于πf(0)δ(t)+
-1
jtf(t)=f(t)πδ(t)+

-1
jt  ,又由于:
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u(t)↔πδ(ω)+
1
jω

u(-t)↔πδ(-ω)+
1

-jω=πδ(ω)+-1
jω

由对称性可知:
 

πδ(t)+-1
jt
↔2πU(jω)

由频域卷积性质可得:
 

FT πf(0)δ(t)+
-1
jtf(t)􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 =
1
2πF

(jω)*2πU(jω)=F(-1)(jω),证毕。

例3.10 利用时域微积分性质计算图3-31所示梯形信号的傅里叶变换。

图3-31 梯形信号及其求导的波形

解 先对f(t)求一阶和二阶导数,得到f1(t)和f2(t),如图3-31(b)和图3-31(c)所

示。由图看出,∫
+∞

-∞
f2(t)dt=0,即F2(0)=0,∫

+∞

-∞
f1(t)dt=0,即F1(0)=0。 由时域积分

性质可得:
 

f2(t)↔F2(jω)=
A

b-a
[ejωb -ejωa -e-jωa +e-jωb]

=
2A

b-a
[cosωb-cosωa]

f1(t)↔F1(jω)=
F2(jω)
jω =

2A
jω(b-a)cosωb-cosωa  

f(t)↔F(jω)=
F1(jω)
jω =

2A
b-a

cosωa-cosωb
ω2

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

  在应用性质∫
t

-∞
f(x)dx↔F(jω)/jω时,应特别注意F(0)=0这个前提条件。例如,知

道δ(t)↔1,而ε(t)=∫
t

-∞
δ(x)dx,但ε(t)的频谱函数绝不是1/jω。这是因为F(0)=

∫
+∞

-∞
δ(t)dt=1,不为零,所以有ε(t)↔πF(0)δ(ω)+

F(jω)
jω =πδ(ω)+

1
jω
。

当A=1,a=1,b=2时,基于 MATLAB的频谱图如图3-32所示,其中ω=0时的幅度

为无穷大。

  clear 
N=101 

 

T=0 1 
 

t=-5 0 1 5 D=2*pi* N*T  
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ft
 

=
 

 t+2  * heaviside t+2 -heaviside t+1  
 

+
 

 heaviside t+1 -heaviside t-1  
 

+
 

 -t+2  * heaviside t-1 -heaviside t-2   
                          

%产生信号

subplot 3 1 1  
plot t ft 'k'  

                               

%绘图

ylabel 'f t '  
F

 

=
 

fftshift fft ft   
                         

%对信号进行傅里叶变换

k
 

=
 

floor - N-1  2 N 2  
subplot 3 1 2  
plot k*D abs F  'k'  

                       

%画出幅频图

ylabel '幅度 '  
subplot 3 1 3  
plot k*D angle F  'k'  

                      

%画出相频图

ylabel '相位 '  

图3-32 MATLAB绘制的梯形信号及其频谱图

10.
 

能量谱

若f(t)↔F(jω),则:
 

∫
+∞

-∞
f(t)2dt=

1
2π∫

+∞

-∞
F(jω)2dω=

1
π∫

∞

0
|F(jω)|2dω (3-93)

式(3-93)也称为帕塞瓦尔定理,它表明傅里叶变换前信号能量等于变换后的能量,也就是说

傅里叶变换没有能量损失。证明如下:
 

∫
+∞

-∞
f(t)2dt=∫

+∞

-∞
f(t)f(t)*dt=∫

+∞

-∞

1
2π∫

+∞

-∞
F(jω)ejωtdω

1
2π∫

+∞

-∞
F(jω)*e-jωtdωdt

=
1
2π∫

+∞

-∞∫
+∞

-∞
F(jω)2

1
2π∫

+∞

-∞
ejωtdωe-jωtdωdt

=
1
2π∫

+∞

-∞∫
+∞

-∞
F(jω)2δ(t)e-jωtdωdt

=
1
2π∫

+∞

-∞
F(jω)2∫

+∞

-∞
δ(t)e-jωtdtdω

=
1
2π∫

+∞

-∞
F(jω)2dω
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  定义:
 

G(ω)=
1
π|F(jω)|2 (3-94)

为信号f(t)的能量频谱密度,简称能量谱,其量纲为功率。由例3.9容易知道,实信号自相

关函数的傅里叶变换就是该信号的能量谱,即FT[Rf(τ)]=|F(jω)|
2=πG(ω)。

由式(3-17)可以得到周期信号的功率谱为:
 

P(nω1)=
A0
2  2+∑

∞

n=1

1
2A2n (3-95)

3.6 周期信号的傅里叶变换

前面讨论了周期信号的傅里叶级数,也研究了傅里叶级数与傅里叶变换的关系,并指出

引入冲激函数之后,可以用傅里叶变换分析周期信号。本节先从一般周期信号的傅里叶变

换入手,研究周期信号进行傅里叶变换的共性问题,再通过实例讨论具体的周期信号的傅里

叶变换等相关的特殊问题。

3.6.1 一般周期信号的傅里叶变换

如前所述,若fT(t)是周期为T 的周期函数,则其可展开成指数形式的傅里叶级数:
 

fT(t)= ∑
∞

k=-∞
Fke

jkω1t (3-96)

式中,ω1=2π/T 是基波角频率,Fk 是傅里叶系数:
 

Fk =
1
T∫

T/2

-T/2
fT(t)e

-jkω1tdt (3-97)

对式(3-96)等号两端取傅里叶变换,并应用傅里叶变换的线性性质,得:
 

FT[fT(t)]=FT
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 ∑

∞

k=-∞
Fke

jkω1t􀭤
􀭥

􀪁
􀪁

= ∑
∞

k=-∞
Fk·FT[e

jkω1t]

= ∑
∞

k=-∞
Fk·2πδ(ω-kω1) (3-98)

这表明,周期信号的傅里叶变换,即周期信号的频谱密度函数,由无穷多个冲激函数组成(这
一点反映了周期信号频谱离散性的特点);

 

这些冲激函数信号的各谐波角频率kω1(k=0,

±1,±2,…)均是ω1 的整数倍(这一点反映了周期信号频谱的谐波性特点),其强度

为2πFk。
例3.11 计算例3.4所给出的周期矩形脉冲信号的频谱函数。
解 由例3.4可知其傅里叶系数为:

 

Fk =
τ
TSa

kω1τ
2  

将其代入式(3-98),可得其傅里叶变换为:
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图3-33 周期矩形脉冲信号的频谱

F(jω)= ∑
∞

k=-∞
2πFkδ(ω-kω1)

= ∑
∞

k=-∞
2π·τ

TSa
kω1τ
2  δ(ω-kω1)

=ω1τ∑
∞

k=-∞
Sa

kω1τ
2  δ(ω-kω1)

画出其频谱如图3-33所示。

3.6.2 冲激函数序列的傅里叶变换

周期为T 的冲激函数序列δT(t)可表示为:
 

δT(t)= ∑
∞

n=-∞
δ(t-nT) (3-99)

容易计算其傅里叶系数为:
 

Fk =
1
T∫

+∞

-∞
δT(t)e

-jkω1tdt

=
1
T∫

T/2

-T/2
δT(t)e

-jkω1tdt=
1
T

故有其傅里叶级数展开式为:
 

δT(t)=
1
T ∑

∞

k=-∞
ej

kω1t (3-100)

式(3-100)表明,单位冲激信号序列δT(t)的傅里叶级数中,包含ω=0,±ω1,±2ω1,…,

±nω1,…的频率分量,每个频率分量的幅度大小相等,均为1/T。
其傅里叶变换为:

FT[δT(t)]=
2π
T ∑

∞

k=-∞
δ(ω-kω1)

=ω1∑
∞

k=-∞
δ(ω-kω1)=ω1δω1

(ω) (3-101)

此式表明,单位冲激信号序列的傅里叶变换仍是一个冲激信号序列,其冲激强度为ω1,周期

为ω1,如图3-34所示。

图3-34 单位冲激信号序列的波形及其频谱

3.7 傅里叶逆变换的计算方法

在傅里叶分析的过程中,常常需要将频域的分析结果转换到时间域,这就需要做傅里叶

逆变换。傅里叶逆变换一般有三种计算方法,下面分别介绍。
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1.
 

利用傅里叶逆变换定义

傅里叶逆变换的定义为:
 

f(t)=
1
2π∫

+∞

-∞
F(jω)ejωtdω,依据该定义,利用复变函数的相关

知识,计算该积分,得到逆变换。在大多数情况下,由于F(jω)不规则,都需要采用这种方法

计算逆变换。

2.
 

利用已有的傅里叶变换对

由于信号的傅里叶变换和其逆变换是一一对应的,所以当知道f(t)↔F(jω)傅里叶变

换对时,F(jω)的逆变换一定是f(t)。所以可以通过表3-3所示常用傅里叶变换对计算逆

变换。

3.
 

利用傅里叶变换的性质

傅里叶变换的性质给出了时间域信号变化与其傅里叶变换变化之间的对应关系,所以

可以利用这些性质计算一些特殊信号的逆变换。
当频谱密度函数为有理分式时,可以采用部分分式展开法计算其逆变换,具体算法将在

第5章详细介绍。
例3.12 计算下列频域信号的逆变换。

3
5+jω

;
 

 -jsgn(2ω);
 

 sinωω
;

 

 sin
(ω-1)
ω-1

;
 

 sinωω e-j2ω

  解 查表3-3得 3
5+jω↔3e

-5tε(t);
 

查表及利用尺度性质可得-jsgn(2ω)↔
1
πt
;

 

查表可

得sinω
ω ↔

1
2g2

(t);
 

由频移性质可得sin
(ω-1)
ω-1 ↔

1
2g2

(t)ejt;
 

由时移性质可得sinω
ω e-j2ω↔

1
2g2

(t-2)。

例3.13 计算下列频域信号的逆变换。

7
-ω2+3jω-10

  解 由于 7
-ω2+3jω-10

=
7

(5+jω)(-2+jω)=
-1
5+jω+

1
-2+jω

查表3-3可得FT-1
7

-ω2+3jω-10
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 =-(e-5t-e2t)ε(t)。

本章小结

本章重点介绍了周期信号的傅里叶级数展开方法和非周期信号的傅里叶变换及其性

质,给出了信号频域特性的描述方法;
 

重点介绍了信号所含频率分量、频谱以及带宽的概

念,为第4章的傅里叶分析打下了良好的基础。希望大家深刻理解频谱和带宽的概念,重点

掌握傅里叶级数展开方法、傅里叶变换方法以及逆变换的计算方法,牢记常用傅里叶变

换对。
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习题

 图3-35 方波信号波形

3.1 将图3-35所示信号展开成三角形式的傅里叶级数,画出

频谱图并计算其带宽。

3.2 求图3-36所示周期信号的指数型傅里叶级数系数Fk,
画出频谱图并计算其带宽。

3.3 已知周期函数f(t)前四分之一周期的波形如图3-37所示。
根据下列各情况的要求,画出f(t)在一个周期(0<t<T)的波形。

(1)
 

f(t)是偶函数,只含有偶次谐波;
 

(2)
 

f(t)是偶函数,只含有奇次谐波;
 

图3-36 不同周期信号波形

 

图3-37 信号f(t)前四分之一

周期的波形

(3)
 

f(t)是偶函数,含有偶次和奇次谐波;
 

(4)
 

f(t)是奇函数,只含有偶次谐波;
 

(5)
 

f(t)是奇函数,只含有奇次谐波;
 

(6)
 

f(t)是奇函数,含有偶次和奇次谐波。

3.4 求图3-38所示单周期信号的傅里叶变换。

图3-38 不同信号波形

3.5 已知f(t)的傅里叶变换为F(jω),试求以下函数的傅里叶变换。

tf(2t);
 

 (t-2)f(t);
 

 (t-2)f(-2t);
 

 t
df(t)
dt

;
 

 (1-t)f(1-t)
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3.6 利用傅里叶变换及其性质证明如下等式。

(1)
 1
π∫

+∞

-∞

sinωt
ω dω=

1, t>0
-1,t<0 ;

 

(2)
 

∫
+∞

-∞

sinaω
aω dω=

π
|a|

3.7 试求下列信号的频谱密度函数。

(1)
 sintsin2t

t2
;

 

(2)
 

g2π(t)cos5t;
 

(3)
 

e-(2+2t)u(t);
 

(4)
 

sgn(t)g2(t)

3.8 求下列频谱函数的傅里叶逆变换。

(1)
 1
(2+jω)2

;
 

-
2
ω2
;

 

δ(ω-ω0);
 

g2ω0(ω)

(2)
 

ω2;
 1
ω2

 

;
 

δ(ω-2);
 

2cosω
 

(3)
 

eaωU(-ω);
 

6πδ(ω)+
5

(jω-2)(jω+3)

3.9 设f(t)的傅里叶变换为F(jω),且F(jω)=0(|ω|≥ωm),试在K≥ωm 条件下化

简下式:
 K
π
[f(t)*Sa(Kt)]。

3.10 设信号f(t)的傅里叶变换为F(jω),试证明:
 

(1)
 

F(0)=∫
+∞

-∞
f(t)dt;

 

(2)
 

f(0)=
1
2π∫

+∞

-∞
F(jω)dω

3.11 已知f(t)=
1
t
,求F(jω),并求f1(t)=

1
t*

1
t
。

3.12 根据给定条件,完成以下要求。

(1)
 

证明,若xp(t)是奇谐函数,则xp(t)=-xp t+
T
2  。

(2)
 

证明,若xp(t)满足xp(t)=-xp t+
T
2  ,则是奇谐函数。

(3)
 

假设xp(t)是一个周期为2的奇谐周期信号,且xp(t)=t(0<t<1),画出xp(t),
并求其傅里叶级数的系数。

3.13 已知y(t)=h(t)*x(t),g(t)=h(3t)*x(3t),当g(t)=Ay(Bt)时,求A 和

B 的值。

3.14 若f(t)为复函数,可表示为f(t)=fr(t)+jfi(t),且其傅里叶变换为F(jω),
式中fr(t),fi(t)均为实函数,试证明:

 

(1)
 

f*(t)的傅里叶变换为F*(-jω)。

(2)
 

fr(t)的傅里叶变换为1
2
[F(jω)+F*(-jω)],fi(t)的傅里叶变换为1

2j
[F(jω)-

F*(-jω)]。

3.15 通过 MATLAB编程计算e-tu(t)的傅里叶变换。

3.16 通过 MATLAB编程实现,通过正弦波合成周期为10s,幅度为1V的三角波,要
求其均方误差小于0.1。


