
第5章 Petri网

本章学习目标

(1)
 

掌握库所/变迁Petri网的基本概念、基本性质。
(2)

 

掌握库所/变迁Petri
 

网的可达标识图、关联矩阵和状态方程等相关分析方法。
(3)

 

掌握库所/变迁Petri网的基本应用。
(4)

 

掌握谓词/变迁Petri网和着色Petri网的基本概念。

Petri网是德国著名学者C.A
 

Petri
 

(1926—2010)于1962年在其博士论文Kommunikation
 

mit
 

Automaton(《用自动机通信》)中首次提出的,它是一种以物理学为基础,用计算机科学

语言提出的系统模型。Petri网作为一种集图形化与数学化于一体的建模工具,既可以通过

直观的图形刻画系统的结构,又可以引入数学方法对其性质进行分析。作为最早的通用并

发模型,Petri网在计算机、自动化等领域得到了广泛的研究和应用,是并发系统建模和分析

的一种重要工具。

Petri网可分为库所/变迁Petri网和高级Petri网两类。高级Petri网包括谓词/变迁

Petri网、着色Petri网、随机Petri网、时间Petri网及混成Petri网等。限于篇幅,本章主要

讨论库所/变迁Petri网的基本定义、性质及分析方法,并对谓词/变迁Petri网及着色Petri
网进行简要介绍。

5.1 库所/变迁Petri网

库所/变迁Petri网又称P/T_网,它是一类以描述资源在系统中的流动为特征的网系

统。物质流、数据流和信息流均为网系统中的“资源流”。资源在库所中的分布称为网的标

识,网结构加上初始标识就是网系统。标识决定变迁能否发生,变迁的规则则决定标识的变

化。规定标识和变迁之间依存关系的法则称为变迁规则。网结构和标识给出了网系统的静

态结构,变迁规则给出了网系统的动态行为。

5.1.1 基本概念

定义5.1 Petri网结构是一个由库所集P,变迁集T 和流关系F 构成的有向网N=
P,T;F  ,其中:

 

(1)
 

P={p1,p2,…,pm}为有限库所集合。
(2)

 

T={t1,t2,…,tn}为有限变迁集合(P∪T≠⌀,P∩T=⌀)。
(3)

 

F⊆(P×T)∪(T×P)为流关系。
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(4)
 

dom(F)∪cod(F)=P∪T(无孤立元素)。其中,

dom(F)={x∈P ∪T|∃y∈P ∪T:(x,y)∈F}

cod(F)={y∈P ∪T|∃x∈P ∪T:(x,y)∈F}
dom(F)代表F 的定义域;

 

cod(F)代表F 的值域。
库所集和变迁集是网的基本成分,流关系是在它们的基础上构造出来的,所以在P、T

和F 之间使用分号(;)隔开。库所和变迁是两类不同的元素,所以P∩T=⌀,而P∪T≠⌀
表示网中至少有一个元素。库所中存放资源,资源的流动由流关系规定,所以变迁只能与库

所有直接的流关系F⊆(P×T)∪(T×P),不参与任何变迁的库所表现为孤立的P 元素,
不引起资源流动的变迁表现为孤立的T 元素,dom(F)∪cod(F)=P∪T 规定网中不能有

孤立元素。
定义5.2 设N= P,T;F  为一个网,x∈P∪T:

 

(1)
 •x={y|y∈P∪T∧(y,x)∈F}称为x 的前集(pre-set)。

(2)
 

x•={y|y∈P∪T∧(x,y)∈F}称为x 的后集(post-set)。
(3)

 •x∪x•称为元素x 的外延。
若是有库所p∈P 和变迁t∈T 满足p∈•t∩t•,那么在变迁t发生时库所p 既会失去

令牌又会得到令牌。把没有这种结构的网称为单纯网(pure
 

net),简称纯网。若是∃x,y∈
P∪T,x≠y 但•x=•y∧x•=y•,那么无论从网结构上还是从行为上,x 和y 都无法被区

分,把不包含这种元素的网称为简单网。
定义5.3 对于一个Petri网结构,其中X=P∪T:

 

(1)
 

若∀x∈X:•x∩x•=⌀,则N 为单纯网。
(2)

 

若∀x,y∈X:•x=•y∧x•=y•⇒x=y,则N 为简单网。
(3)

 

通常用|D|表示集合D 的元素个数,若D 为无限集合,则|D|=∞。
网结构是系统的结构框架,活动在框架上的是系统中流动的资源。从网到网系统的过

程必须指明资源的初始分布,规定框架的活动规则,即库所的容量与资源的数量关系。
定义5.4(Petri网系统的定义) 库所/变迁Petri网系统,简称Petri网系统,可定义为

一个六元组PN=(P,T;F,K,W,M0),其中:
 

(1)
 

N=(P,T;F)为Petri网结构。
(2)

 

K:P→Z+∪{∞}为库所的容量函数,规定了库所的容量。对于任意库所p∈P,

K(p)表示标识向量K 中库所p 对应的分量,若K(p)=∞表示库所p 的容量没有限制。
(3)

 

W:F→Z+(正整数集合)称为PN上的权函数,对于f= x,y  ∈F,W f  为弧的

权,规定了令牌传递中的加权系数。
(4)

 

M0:P→Z(非负整数集合)是库所集合上的初始标识(marking)向量。对于任一库

所p∈P,M0(p)表示标识向量M0 中库所p 对应的分量,称为库所p 上的标识或者令牌数

目,并且必须满足M0(p)≤K(p),M0 为初始标识向量。
在Petri网的图形表示中,对于f∈F,如果W f  >1时,则需要将W(f)标注在弧上,

否则可以省略W f  的标注;
 

当一个库所的容量K(p)为无穷时,可以省略库所容量的标

注,否则需要将库所的容量K(p)标注在库所旁。令牌使用黑点表示,同一个库所中的多个

标记代表同一类完全等价的个体。标识向量表示了令牌在库所中的分布。
例5.1 在如图5-1所示的Petri网系统中,W(t2,P3)=W(t3,P5)=W(P5,t4)=
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W(t4,P6)=3,W(t1,P4)=W(P3,t4)=2,未被标注的弧的权值都默认为1;
 

K(P2)=5,

K(P5)=4,其余未被标注的库所的容量都默认为无穷。
例5.2 如图5-2所示的四季变迁系统Petri网系统模型,其中库所P1、P2、P3、P4 分

别表示当前处于春季、夏季、秋季、冬季,当库所中存在令牌则表示处于该库所对应的季节,
例如初始标识为M0=(1,0,0,0),表示当前处于春季。变迁t1、t2、t3、t4 则表示季节的变

迁,如变迁t1 的发生表示由春天到夏天的季节变迁。

图5-1 Petri网系统实例

 

图5-2 四季变迁系统Petri网系统模型

定义5.5(变迁使能条件) 变迁t∈T 在标识M 下的使能条件是:
 

∀p∈•t:M(p)≥
W(p,t)∧∀p∈t•:M(p)+W(t,p)≤K(p),t在标识M 下的使能记作M[t>,也称 M 授

权(enables)t可发生或者t在M 授权下(enabled)可发生。
定义5.6(变迁发生规则) 若是M[t>,即t在M 下可以发生,变迁t的发生将使库所

中的令牌重新分布,从而将标识M 变成后继标识(successor)M',M'的定义是:
 

对∀p∈P,有

M'(p)=

M(p)-W(p,t), p∈•t-t•

M(p)+W(t,p), p∈t• -•t

M(p)-W(p,t)+W(t,p), p∈•t∩t•

M(p), 其他













  •t和t•分别代表变迁t的输入库所集和输出库所集,即一个使能变迁的发生导致从它

的所有输入库所中移除令牌,在它的输出库所中产生令牌。另外,变迁的发生是一个原子操

作,从输入库所中移除令牌和在输出库所中产生令牌是一个不可分割的原子操作。
应当注意到,Petri网模型的状态转换是局部的,它仅涉及一个变迁通过输入和输出弧

所连接的库所的状态变化,换言之,Petri网系统的全局状态不是变迁的控制因素,这是

Petri网的一个关键特性,利用这个特性可以容易地描述并发系统。

图5-3 Petri网系统实例

例5.3 如图5-3所示的Petri网系统实例,在初始阶段只有库所P2 拥有唯一的令牌,
变迁t2 和t4 在初始标识 M0 下使能,即 M0[t2>或 M0[t4>。在这种情况下,令牌的变

化就存在两种可能的情况:
 

t2 发生或t4 发生。也就是说,在给定Petri网的初始标识向

量后,其演化过程具有不确定性。在图5-3的标识M0 下,变迁t2 发生得到的下一个状态

如图5-4(a)所示,变迁t4 发生得到的下一个状态

如图5-4(b)所示。在图5-4(a)的状态下,变迁t1
具有发生权,t1 的发生将使系统返回初始状态;

 

在图5-4(b)的状态下,变迁t3 具有发生权,t3 的

发生也将使系统返回初始状态。
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图5-4 Petri网系统行为演化实例

需要注意的是,一个没有任何输入库所的变迁被称为源变迁,一个源变迁是无条件具有

发生权的,并且一个源变迁的发生只会产生令牌而不会消耗令牌;
 

一个没有任何输出库所

的变迁被称为阱变迁,一个阱变迁的发生只会消耗令牌而不会产生任何令牌。

Petri网是一种直观的图形化建模工具,具有丰富的结构描述能力,下面介绍4种Petri
网系统的基本结构。

(1)
 

顺序结构。
设M 为Petri网PN的一个标识,若存在t1和t2使M[t1>M',且M[t2>,M'[t2>,则

称t1 和t2 在M 下有顺序关系,如图5-5所示。
(2)

 

并发结构。
设M 为Petri网PN的一个标识,若存在t1 和t2 使M[t1>和M[t2>,并满足 M[t1>

M1⇒M1[t2>,且M[t2>M2⇒M2[t1>,则称t1 和t2 在M 下并发,如图5-6所示。

图5-5 Petri网系统的顺序结构 图5-6 Petri网系统的并发结构

(3)
 

冲突结构。
设M 为Petri网PN的一个标识,若存在t1 和t2,使M[t1>和M[t2>,并满足 M[t1>

M1⇒M1[t2>,且M[t2>M2⇒M2[t1>,则称t1 和t2 在M 下冲突,如图5-7所示。

图5-7 Petri网系统的冲突结构

(4)
 

混惑结构。
当同时存在着并发和冲突,而且并发变迁的发生会

引起冲突的消失或出现,在如图5-8所示的Petri网中,
变迁t1 和t3 是两个并发变迁,若是t3 先于t1 发生,则

t2 获得发生权,而且t1 和t2 处于竞争资源的冲突状

态。若t2 先发生,则t1 就失去了曾经拥有的发生权。
如果在t1 和t2 的冲突中让t1 发生,则P5 获得令牌,系
统达到最终状态M'= 0,0,1,0,1,0  ,从初始状态M0=
1,1,0,1,0,0  到达最终状态 M'= 0,0,1,0,1,0  的另一种可能是t1 先发生,然后t3 发

生,或者t1 和t3 并发也到达最终状态,后两种情况都不会出现冲突。也就是说,从初始状

态M0= 1,1,0,1,0,0  到达最终状态 M'= 0,0,1,0,1,0  ,无法判断期间是否出现过冲

突,像这样并发和冲突混合在一起产生的困惑,使人无法从最终态判断是否有冲突发生,这
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种现象称为“混惑”,如图5-8所示。

图5-8 Petri网系统的混惑结构

5.1.2 基本性质

Petri网的基本性质可以分为两类:
 

与初始标识相关的和与初始标识无关的。前者被

称为标识有关性或者行为性质,后者被称为标识无关性或者结构性质。
行为性质主要包括:

 

(1)
 

可达性。
设PN=(P,T;F,M0)为一个Petri网系统。如果存在t∈T,使M[t>M',则称M'为

从M 直接可达的。如果存在变迁序列t1,t2,…,tk 和标识序列M1,M2,…,Mk,使
M[t1>M1[t2>M2…Mk-1[tk>Mk

则称Mk 为从M 可达的,一切从M 可达的标识的集合记为R(M)。可达性是Petri网最基

本的动态性质,许多性质都要通过可达性来定义。
(2)

 

可逆性。
设PN=(P,T;F,M0)为一个Petri网系统,M∈R(M0)。如果∀M'∈R(M),都有

M∈R(M'),则称 M 为PN的一个可返回标识或一个家态。可逆性反映了系统的可回

复性。
(3)

 

可覆盖性。
设PN=(P,T;F,M0)为一个Petri网系统,M 为网的一个标识。若∃M'∈R(M0),

对∀p∈P,
 

有M(p)≤M'(p),则称M 为PN的一个可覆盖标识。
(4)

 

有界性与安全性。
设PN=(P,T;F,M0)为一个 Petri网系统,p∈P。若存在正整数 B,使∀M ∈

R(M0):M(p)≤B,则称库所p 为有界的,并称满足此条件的最小正整数B 为库所p 的

界,记为B(p),即B(p)=min{B|∀M∈R(M0):M(p)≤B}。
当B(p)=1时,称库所p 为安全的。若∀p∈P 都是有界的,则称PN为有界Petri网

系统。称B(PN)=max{B(p)|p∈P}为PN的界。当B(PN)=1时,称PN为安全的。
有界性反映被模拟系统运行过程中对有关资源的容量要求。
(5)

 

活性。
设PN=(P,T;F,M0)为一个Petri网系统,M0 为初始标识,t∈T。如果任意 M∈

R(M0),都存在M'∈R(M),使 M'[t>,则称变迁t为活的。如果∀t∈T 都是活的,则称

PN为活的Petri网系统。活性概念的提出是为了检测系统运行中是否会出现死锁状态。
(6)

 

公平性。
设PN=(P,T;F,M0)为一个Petri网系统,t1,t2∈T。如果存在正整数k,使得
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∀M∈R(M0)和∀σ∈T
*:M[σ>都有

#(ti/σ)=0→#(tj/σ)≤k, i,j∈{1,2} 且 i≠j
则称t1 和t2 处于公平关系。其中,#(ti/σ)表示在序列σ中ti 出现的次数。如果PN中任

意两个变迁都处于公平关系,则称PN为公平Petri网系统。公平性主要针对某些存在无限

运行序列的网系统。
(7)

 

持续性。
设PN=(P,T;F,M0)为一个Petri网系统。如果对任意 M∈R(M0)和任意t1,t2∈

T(t1≠t2)有
(M[t1>∧M[t2>M')→M'[t1>

则称PN为一个持续网系统。

Petri网的结构性质由网的结构(基网)确定,而与网的初始标识无关。结构性质主要包括:
 

(1)
 

结构有界性。
设N=(P,T;F)为一个网,如果对N 赋予任意初始标识M0。网系统(N,M0)都是有

界的,则称N 为结构有界网。
(2)

 

结构守恒性。
设N=(P,T;F)为一个网。如果存在一个m(m=|P|)维正整数权向量Y=[y(1),

y(2),…,y(m)]T,使对N 的任一初始标识M0 和任意M∈R(M0)都有

∑
m

j=1
M(pj)Y(j)=∑

m

j=1
M0(pj)Y(j)

则称N 为守恒的。特别地,当Y=[1,1,…,1]T 时,有

∑
m

j=1
M(pj)=∑

m

j=1
M0(pj)

这时称N 为严格守恒的。若N 为守恒网,则必为有界网。
(3)

 

结构活性。
设N=(P,T;F)为一个网,若存在活的初始标识M0,则称N 为结构活的。
(4)

 

结构可重复性。
设N=(P,T;F)为一个网。若存在N 的一个初始标识M0 和一个无限的变迁序列σ,

使得M0[σ>,且∀t∈T 在σ中无限多次出现,则称N 为可重复的。
(5)

 

结构公平性。
设N=(P,T;F)为一个网。如果对任意初始标识 M0,网系统(N,M0)都是一个公平

Petri网系统,则称N 为一个公平网。

5.1.3 分析方法

对于一般的系统来说,可以通过观察其运行过程得到它的一些性质。然而观察运行的

方法对于像Petri网一样的复杂系统并不适用,为了能够正确分析Petri网模型的性质及性

能,需要一些更加完备的分析方法。Petri网问世至今,研究人员提出了许多基于Petri网的

分析方法,主要有可达标识图、覆盖树、关联矩阵、状态方程等。
(1)

 

可达标识图。
设PN=(P,T;F,M0)为一个有界Petri网系统。PN的可达标识图定义为一个三元
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组RG(PN)=(R(M0),E,RP),其中:
 

E={(Mi,Mj)|Mi,Mj ∈R(M0),∃tk ∈T:Mi[tk >Mj)}

RP:E →T,RP(Mi,Mj)=tkiffMi[tk >Mj

称R(M0)为RG(PN)的结点集,E 为RG(PN)的弧集;
 

若RP(Mi,Mj)=tk,则称tk 为弧

(Mi,Mj)的旁标。
通过可达标识图可以分析有界Petri网的各种性质。
例5.4 如图5-9(a)所示的Petri网系统实例,在初始阶段只有库所P2 拥有唯一的令

牌,变迁t2 或t4 在初始标识M0=(0,1,0)下具有发生权,如果变迁t2 发生,则到了下一状

态M1=(1,0,0),在标识 M1 下变迁t1 具有发生权,变迁t1 的发生使系统返回初始状态

M0;
 

若在初始标识M0 下变迁t4 先于变迁t2 发生,则系统到达另一状态M2=(0,0,1),在
标识M2 下变迁t3 具有发生权,t3 的发生使系统返回初始状态 M0,图5-9(a)的Petri网系

统对应的可达标识图如图5-9(b)所示。

图5-9 Petri网实例及可达标识图

(2)
 

覆盖树。

Petri网系统是否有界、是否有死变迁的问题等均可以归纳为标识覆盖问题,即给定一

个标识M 或者一组标识 Mi  ,问是否有某个或者某些标识能够覆盖 M 或 Mi  。这里先

定义覆盖(coverability)的概念。
定义5.7 设M 和M'为Petri网系统的两个标识:

 

①
 

若∀p∈P:M(p)≤M'(p),就说M 被M'覆盖,记作M≤M'。

②
 

若M≤M'且M ≠M',就说M 小于M',记作M<M'。
③

 

若M≤M',且M(p)<M'(p),就说M<M'在库所p∈P 成立。
图5-10(a)给出了一个Petri网系统,图5-10(a)中没有标明各个库所的容量,也就是默

认库所容量均为无穷;
 

有向弧上也没有标明弧的权值,所以弧权都默认为1。图5-10(b)为
该Petri网系统的可达标识及它们的后继关系所组成的一棵树,称为该Petri网系统的可达

标识树。
在图5-10(b)中,从M0=(1,0,0)到“…”的路径有两种:

 

一种只包含有限多个不同的标

识,如(1,0,0)
t1
→(1,1,0)

t2
→(0,1,1)

t3
→(0,1,1)

t3
→(0,1,1)

t3
→…。另一种是含有无

穷多个不同的标识,而且前面的标识被后面的标识覆盖,如(1,0,0)
t1
→(1,1,0)

t1
→

(1,2,0)
t1
→(1,3,0)

t1
→…所示。

只含有限多个不同标识的无限路径很容易处理:
 

保留所有不同标识,以适当重复来体现

无限延长的规律。例子中的这条路径可以用(1,0,0)
t1
→(1,1,0)

t2
→(0,1,1)

t3
→(0,1,1)
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图5-10 Petri网实例及其可达标识树

表示,其中(0,1,1)
t3
→(0,1,1)指出了t3 可以发生任意多次而不产生新标识的规律。

含无限多个不同标识的路径必须做处理才能转化为有限路径,简单地切掉一段路径会

丢失可达标识。例子中的这条无限路径是(1,0,0)
t1
→(1,1,0)

t1
→(1,2,0)

t1
→(1,3,0)

t1
→…,其无限延伸的特征体现在P2 中令牌数的无限增长,P1 和P3 中的令牌数不变。换

言之,路径上每个标识都被它的后继标识覆盖。这种规律可以用(1,ω,0)概括,其中ω 为无

穷,即ω=ω+1=ω-1=ω+ω。

Petri网覆盖树的构造算法如下。
输入:

 

PN=(P,T;F,M0)
输出:

 

CT(PN)
算法步骤如下。

Step
 

0:
 

以M0 作为CT(PN)的根结点,标记为“新”。

Step
 

1:
 

While存在标记为“新”的结点Do
任选一个标记为“新”的结点,设为M。

Step
 

2:
 

If从M0 到M 的有向路上有一个结点的标记=M
 

Then
把M 的标记改为“旧”,返回Step

 

1。

Step
 

3:
 

If
 

∀t∈T:M[t>
 

Then
把M 的标记改为“端点”,返回Step

 

1。

Step
 

4:
 

For每个满足M[t>的t∈T
 

Do
 4.1:

 

计算M[t>M'中的M'。

 4.2:
 

If从M0 到M'的有向路上存在M″使M″<M'
 

Then
找出使M″(pj)<M'(pj)的分量j,把M'的第j个分量改为ω。

 4.3:
 

在CT(PN)中引入一个“新”的结点M',从M 到M'画一条有向弧,并把此弧标

记为t,擦去结点M 的“新”标记,返回Step
 

1。
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Petri网的覆盖树主要用于判定网的活性与可达性。
例5.5 图5-11是经过处理的如图5-10(a)所示的Petri网系统实例的可达标识树,也

称为覆盖树,当ω 不出现时,覆盖树也就是可达标识树。

图5-11 覆盖树CT(PN)

(3)
 

关联矩阵。
设PN=(P,T;F,M0)为一个Petri网系统,P={p1,p2,…,pm},T={t1,t2,…,tn},

则Petri网系统PN的结构(P,T;F)可以用一个m 行n 列矩阵表示,有

C=[cij]m×n
其中cij=c

+
ij-c

-
ij,i∈{1,2,…,m},j∈{1,2,…,n}。

c+
ij =

W(tj,pi), (tj,pi)∈F,
 
0, 其他  i∈ {1,2,…,m},j∈ {1,2,…,n}

c-
ij =

W(pi,tj), (pi,tj)∈F,
 
0, 其他  i∈ {1,2,…,m},j∈ {1,2,…,n}

称C 为PN的关联矩阵,被用于Petri网的可达性判断。
例5.6 如图5-12所示的Petri网实例的关联矩阵如下:

 

c+=

0 0 0 0 1
2 0 0 0 0
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 3 0 0
0 0 0 1 0



























, c-=

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 5



























,

c=c+-c-=

-1 0 0 0 1
2 -1 0 0 0
1 0 -1 0 0
0 1 0 -1 0
0 0 3 -1 0
0 0 0 1 -5
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图5-12 Petri网系统实例

  (4)
 

状态方程。
设PN=(P,T;F,M0)为一个Petri网系统,其中 M0 为初始标识向量;

 

C 为PN的关

联矩阵。若M∈R(M0),则存在非负整数的n 维向量X,使
M=M0+CX

称M 为PN的状态方程,Petri网的状态方程同关联矩阵都被应用于Petri网的可达性判断。
例如图5-12的Petri网实例,当变迁t1的发生导致系统从初始状态M0=(1,0,0,0,0,0)

到达状态M1=(0,2,1,0,0,0),其所对应的状态方程如下所示。

0
2
1
0
0
0



























=

1
0
0
0
0
0



























+

-1 0 0 0 1
2 -1 0 0 0
1 0 -1 0 0
0 1 0 -1 0
0 0 3 -1 0
0 0 0 1 -5



























×

1
0
0
0
0

























5.1.4 应用举例

下面以库所/变迁Petri网为工具为救火系统建立模型。该救火系统由三部分组成:
 

火

场、水源和救火队。救火队队员除人手一个桶外,无其他设备可用。

图5-13 单个救火队

员状态改变

的网表示

救火系统中实际上流动的是三类资源:
 

救火队员、桶和水。救火队员使用桶从水源往

火场运水,再从火场往水源运桶,于是救火队员只有两种状态:
 

运水或者运桶。桶和水依附

于人,因而在系统模型中不必单独描述。三类资源的流动体现为人的状态的改变:
 

从运水

到运桶,或从运桶到运水。如果把人处于何种状态看成信息,那么

系统模型中流动的就是信息:
 

代表着物质资源的信息资源。
图5-13给出了一个救火队员状态改变的Petri网表示。图中有

两个库所P1 及P2,分别表示救火队员处于运水状态和运桶状态,
库所P1 存在令牌表示救火队员正处于运水状态。变迁t1 及t2 表

示救火队员从一种状态到另一种状态的转变。
如图5-13所示的系统模拟了单个救火队员在救火过程中的状

态改变,那么如何把救火队员组织成救火系统呢?
如果火场近,不妨各自为战。那么几个互不相连的由如图5-13

所示的网系统即为救火队的模型。此时变迁t1 及t2 分别表示为泼
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水和接水。
如果火场远、人员少,那么就需要将救火队员排成一队,接力运水,以提高救火效率。

图5-14为5名救火队员接力向火场运水并向水源运桶的模型,图中的变迁yi(i=1,2,3,4)
为相邻两人接力变迁,例如变迁y1 表示第1名救火队员的接水和第2名救火队员的泼水合

并而成,然后双方交换水桶并同时改变状态。同变迁y1 一样,变迁y3 也可以发生:
 

运水的

第4名救火队员和运桶的第3名救火队员相遇,他们交换水桶,调转方向,实现状态改变。
同样,系统中的所有变迁都是在其发生条件具备时自然发生的,没有任何形式的控制,即无

须现场指挥,也没有时间限制,这是一个完全由自然规律支配的系统:
 

体力强的救火队员可

以多走点,体弱的救火队员可以少走点,何时相遇就可以交换水桶,改变状态。

图5-14 5人接力救火系统

如图5-14所示的系统中还可以产生并发。一方面第1、第2名救火队员救火或第3、第

4名救火队员交换水桶;
 

另一方面第5名救火队员继续运水,这些动作是不相关的,是异步

行为。由此可知,Petri网模型既适合描述个体,也适合描述由个体组成的整体。

5.2 谓词/变迁Petri网

谓词/变迁Petri网(predicate/transition
 

Petri
 

net)由 H.
 

J.
 

Genrich和K.
 

Lautenbach于

1979年提出,简写为Pr/T_。谓词/变迁Petri网系统实质上是对P/T_系统的折叠,可以严

格描述顺序、并发和冲突等基本结构。类似地,分析P/T_系统行为的方法都可以用来分析

谓词/变迁Petri网系统。

5.2.1 基本概念

每个Pr/T_系统都有一个个体集,通常把这样的个体集称为系统的论域,用D 表示。
定义5.8(谓词/变迁Petri网系统) PrN=(P,T;F,D,V,AF,M)构成谓词/变迁

Petri网系统的条件是:
 

(1)
 

(P,T;F)为有向网,称为PrN的基网。
(2)

 

D={d1,d2,…,dk}为非空有限集,称为PrN的个体集。
(3)

 

V={v1,v2,…,vr}为非空有限符号集,称为定义在D 上的变量集。
(4)

 

AF:F→fV,其中fV 为定义在变量集V 上的线性函数,称AF 为谓词函数。
(5)

 

M:P→fD,其中fD 为定义在个体集D 上的线性函数,称M 为网系统的标识。
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5.2.2 应用举例

高级网系统的构造往往可从应用问题的库所/变迁Petri网系统着手,经折叠完成。下

面首先从一个生产流水线系统实例直观地了解库所/变迁Petri网系统的折叠,并给出该生

产流水线系统的谓词/变迁Petri网系统模型。
例5.7 图5-15是一个生产流水线系统对应的库所/变迁Petri网模型,对其中的库所

及变迁可以有以下的理解:
 

图5-15 生产流水线系统的库所/

变迁Petri网模型

P0———工人w 的就绪待命状态;
 

P1———机床a 的就绪待命状态;
 

P2———机床b的就绪待命状态;
 

P3———w 在机床a 工作;
 

P4———w 在机床b工作;
 

P5———等待组装的a 和a 上的部件;
 

P6———等待组装的b和b上的部件;
 

P7———检修状态的a,a 在“休息”;
 

P8———检修状态的b,b在“休息”;
 

P9———休息中的w;
 

t1———w 开动机床a;
 

t2———w 开动机床b;
 

t3———w 结束加工a;
 

t4———w 结束加工b;
 

t5———检修机床a,使其进入就绪状态;
 

t6———检修机床b,使其进入就绪状态;
 

t7———装配机床a 和机床b加工完成的工件;
 

t8———w 恢复为就绪待命状态。
由库所的解释可知,如图5-15所示的系统有3种不同类型的个体,分别为机床a、机床

b及工人w。个体的状态可以分为4类:
 

就绪、工作、等待和休息。工作必是a 和w 或b和

w 的结合。如果用库所表示这4种状态,用 w、a、b 等个体代替无个性的令牌,那么把

图5-15的系统中代表同一状态的库所叠合在一起后,可得到如图5-16(a)所示的网系统。
图5-16(a)保留了图5-15的系统中所有有向弧和变迁。有向弧上标明了弧上流动的个

体或者是由个体结合而成的序偶,如(a,w)或(b,w)。库所P1、P2、P3 和P4 已不再是原

来意义上的库所,而是其中个体的当前状态,称为谓词。谓词中的标识也不再是一个非负整

数,而是由个体组成的集合。如图5-16(a)所示,初始标识下P1 中有3个个体,表明a、b、w
均处于就绪态,P2、P3 和P4 在初始标识下均无个体,为空集。

观察如图5-15和图5-16(a)所示的系统,系统中有4种不同类型的变迁:
 

A={t1,t2},

B={t3,t4},C={t7},D={t5,t6,t8}。变迁集合A、B、C、D 中所含变迁的不同都是因为

参与变迁的个体不同,如集合A 中t1 与t2,变迁t1 表示w 开动机床a 工作,变迁t2 表示

w 开动机床b进行工作。因此如果用变量取代个体名,则可以把同类的变迁合并为一个。
图5-16(b)就是合并变迁后得到的网系统,在这里已经把两个元素的多条有向弧合并为一



形式化方法导论(第2版)

72   

图5-16 生产流水线系统的谓词/变迁网系统

条,弧上的标记也用+连接在了一起。例如,P1 和t1、t2 之间的弧合并为一条之后,弧上的

标记是<x>+<w>,x 代表P1 中的任何一个个体。为统一符号,(a,w)和(b,w)也改写

为<x,w>。用<>和+号连接在一起的表达式称为符号和,其中<x>+<w>是两个

独立的个体,而<x,w>是两个结合在一起的个体。新变迁A、B、C、D 分别代表图5-15及

图5-16(a)系统中的一类变迁。以变迁A 为例,当从P1 到A 的弧上的标记中的变量x 取

个体a 为值时,变迁A 的发生就是图5-15的系统中t1 的发生;
 

当x 以b为值时A 就是t2
的发生。形式上,<x>+<w>中的x 可以取P1 中的任何个体值,但当x 以w 为值时

<x>+<w>代表两个w 个体,但P1 中只有一个w,所以x 以w 为值时变迁A 不能发

生,或者说x 不能以w 为值。为体现x 不能以w 为值的事实,可以在变迁A 的方框中写下

公式x≠w,这样可以避免x 取值的随意性。就本例来说,A 的方框中写不写都可以,一般

的谓词/变迁Petri网系统中允许对变迁加标记。B、C、D 上没有标记表明相关的变量可以

取谓词中的任何个体为值。
图5-16(b)中只是用了一个变量名x,但这些x 并非代表同一个变量。事实上,只有同

一个变迁的所有输入输出弧上的变量名相同才是同一个变量,必须取同一个个体为值。在

图5-16(b)中,若把变迁B 的输入输出弧上的x 改为y,把变迁D 输入输出弧上的x 改为

z,得到的仍是同一个高级网系统。围绕变迁的弧就是这些弧上的变量的作用范围。

5.3 着色Petri网

着色Petri网(colored
 

Petri
 

net,CPN)是K.
 

Jensen于1981年在经典Petri网基础上提

出的一种图形化的高级Petri网。CPN通过将相似状态或动作进行折叠,提供了一种以紧

凑、简明的方式表示一个具有若干相似状态或动作的大系统,从而解决系统模型规模不可控

制的问题。
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5.3.1 基本概念

定义着色网系统需要多重集的概念,因为同类个体可能不止一个,由它们组成的已不是

集合,而是多重集。
定义5.9 一个多重集合S'为一个定义于非空集合S 上的函数,S':S→N,N 为非负

整数。
实际上,多重集合是相同元素可重复出现的集合,本文只考虑有限的多重集合。给定一

多重集合S',设s∈S',s元素的重复度记为|s|。
例如,设S={a,b,c},那么S'={a,a,a,c}是S 上的一多重集合,则|a|=3,|b|=0,

|c|=1。上述S'也可以简写为S'={3a,c}。
定义5.10 着色Petri网系统是一个七元组CPN=(P,T;F,C,I-,I+,M0),其中:

 

(1)
 

P 为库所集合。
(2)

 

T 为变迁集合
 

(P∪T≠⌀,P∩T=⌀)。
(3)

 

F⊆(P×Τ)∪(Τ×Ρ)为流关系。
(4)

 

C 为颜色集。对于∀p∈P,C(p)为库所p 上所有可能的令牌颜色之集合。对于

∀t∈T,C(t)为变迁t上所有可能出现的颜色集合。
(5)

 

I-:P×T→N 为负函数,表示变迁t发生时将从p(p∈•t)中移走的着色令牌数。

(6)
 

I+:P×T→N 为正函数,表示变迁t发生时将向p(p∈t•)中移入的着色令

牌数。
(7)

 

M0:P→N 为初始标识,M0(P)是库所p 的令牌颜色集合上的多重集。

(8)
 

在标识M 下,如果∀p∈•t中着色令牌的颜色均属于C(t),则变迁t使能;
 

使能变

迁t发生后产生新的后继标识M'(p)=M(p)-I-(p,t)+I+(p,t)。

5.3.2 应用举例

由5.2节可知,与库所/变迁Petri网不同,谓词/变迁Petri网系统中的每个个体都有区

别于其他个体的名字,以备变量替换时使用,例如图5-16(b)的系统中,机床a 和机床b使用

不同的名字区分。但是机床a 和机床b起着同样的作用,并没有区别于彼此的个性,因此没

有必要以名字对它们加以区分,只要能表明它们属于同一类即可。同类的个体染上同一种

颜色,不同类的个体则使用不同的颜色区分,这就是着色网系统。这里的“染色”只是一种形

象的说法,不必和生活中的染色混同。
图5-16(b)的谓词/变迁Petri网中有3个个体:

 

机床a、机床b及工人w,其中a 和b属

于同类,可以给a 和b染上同一种颜色m,工人w 的颜色仍然使用w 表示。因此,库所P1
的令牌颜色为C(P1)={m,w},库所P2 的令牌为<a,w>或<b,w>,表示工人正在操作

机床进行加工,因此C(P2)={<m,w>}
 

(<m,w>可以认为是一种复合色)。库所P3
只有一种颜色,C(P3)=m。库所P4 表示休息状态,C(P4)={m,w}。变迁A 的发生需

要两类资源,其发生色为 C(A)={<m,w>},它与 B 上的出现色相同:
 

C(B)=
{<(m,w)>}。类似地,C(C)={m},C(D)={m,w}。
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变迁上的出现色与谓词/变迁Petri网系统的可行替换类似,表明该变迁不同的发生方

式。A 只有一种发生方式,即(m,w),D 有两种方式:
 

m 或w。I-和I+则是在确定了变

迁的发生方式后计算资源个数的。例如,对于复合色<m,w>,需要计算消耗及产生m 色

的资源和w 色的资源个数。通常使用pr1、pr2 表示投影映射,即pr1(<m,w>)=m 为复

合色中的第一色,pr2(<m,w>)=w 为复合色的第二色。若是有更多单色的复合色,则可

以使用pr3、pr4 等获取单色名。变迁A 的发生需要从库所P1 中取一个m 色和一个w 色

资源,所以I-(P1,A)=1×pr1+1×pr2=pr1+pr2,A 向P2 输出的令牌色和A 的出现

图5-17 生产流水线系统所对应的

着色Petri网系统

色一致,所以I+(P2,A)=1×pr1+1×pr2=pr1+

pr2。类似地,可以计算出变迁B、C、D 对应的I- 和

I+。图5-17为生产流水线系统所对应的着色Petri网

系统。
从图5-17可以看出,与其他网系统一样,着色网系

统也可以使用图形表示。图形的基网和有向网一样。
有向弧(pi,tj)和(tj,pi)上的权函数(或称权)I-(pi,

tj)、I+(pi,tj)可以直接写在弧上。令牌色和出现色可

以写在库所和变迁的旁边(如同容量函数)。初始标识

及可达标识则有不同的表示方式。可以把每个库所的

多重集合写在代表库所的圆圈中,如图5-17中库所P1
中的2m+w。也可以使用不同颜色的令牌代表不同类

的资源,例如可以使用黑色令牌代表m(机床),使用红色令牌代表w(工人),那么可以在库

所P1 中画上两个黑点和一个红点表示库所P1 的初始标识 M0(P1)。使用彩色点表示标

识直观醒目,也有助于理解,但是与形式化定义相去较远,不利于动态行为的自动分析。
着色Petri网中还可以引入层次概念,对系统的建模过程可以采用自顶向下或者自底

向上的方式进行,适合大型复杂系统的建模与分析。

5.4 本
 

章
 

小
 

结

作为一种并发系统建模与分析的重要工具,与迁移系统、自动机不同的是Petri网描述

的并发是“真并发”。如果两个变迁的前集和后集两两不相交,则这两个变迁对应的事件间

无因果关系,当它们都处于使能状态时,它们发生的先后在时间上无法区分,在Petri网中

系统不存在统一的时钟,除因果关系外没有其他信息可以用来判断两个事件的依赖关系,

Petri网强调的是系统所发生的事件之间的因果关系,用因果关系建立事件之间的相互依赖

关系。

Petri网对真并发的有效刻画方式及图形化的表现形式,使其能以直观方式表达系统中

的并发、顺序、冲突、同步、共享等关系,可以有效构造系统模型,描述系统的物理结构;
 

同

时,Petri网还拥有严格的理论分析工具,既可以应用线性代数分析的方法,分析网的结构性

质,反映实际系统的固有特性;
 

也可以利用基于可达性的分析手段研究网运行的动态行为,
分析被模拟系统的可达性、活性、公平性、有界性等一系列性质。
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第
5
章

Petri网

习 题 5

1.
 

简述库所/变迁Petri网的变迁中使能条件及变迁引发规则。

2.
 

为什么Petri网能描述系统的并发特性?

3.
 

Petri网主要有哪些分析方法? 它们的原理各是什么?

4.
 

利用覆盖树可以分析Petri网系统的哪些性质?

5.
 

有了库所/变迁Petri网,为什么还要有着色Petri网? 着色Petri网在系统建模过程

中有什么优势?

6.
 

选择一些你自己熟悉的实际应用系统,构造出相应的Petri网模型。


