
     

第5章

CHAPTER
 

5

时变电磁场

    

本章导读:
 

前面章节已经介绍了静电场和静磁场的性质及相应解法,本章将步入时变

电磁场领域。时变电磁场是电磁场理论的核心部分,也是学习后续章节的理论基础。其核

心内容是电磁场的基本方程,即麦克斯韦方程组。要求学生掌握这些基本方程,电磁场的基

本边值条件、坡印亭矢量;
 

理解位移电流、电磁场的矢量势与标量势、洛伦兹条件和达朗贝

尔方程、推迟势等概念。后续章节将基于本章内容推导电场与磁场的波动方程,讨论平面电

磁波的传输、电磁波的发射等。作为“静”与“动”的过渡章节,大家务必掌握相关内容。

5.1 法拉第电磁感应定律

在静态场的情形下,电场磁场是独立存在的,因此将电场和磁场分开来研究。当电荷、
电流随时间变化时,其产生的电场E 和磁场H 不仅是空间的函数,也是时间的函数,称为时

变电磁场。而且电场和磁场不再相互独立,它们相互依存、相互转化,构成不可分割的统

一体。

5.1.1 法拉第电磁感应定律

1831年,英国科学家法拉第首次从实验上发现并总结出电磁感应定律,证明变化的磁

场可以产生变化的电场。如果磁场中存在导体构成的闭合回路,当穿过该回路的磁通发生

变化时,此回路中将出现感应电动势并引起感应电流。感应电动势大小与磁通时变率成正

比关系,且感应电动势在导体回路中引起的感应电流产生的磁场总是阻止回路中磁通的变

化(楞次定律)。法拉第电磁感应定律的数学表达式为

E=-
dψm

dt
(5-1)

式中,负号表示感应电动势所引起的感应电流的磁场总是企图阻止回路中磁通的改变。它

从一个方面揭示出电现象和磁现象之间的内在联系。如果规定感应电动势的正方向(参考

方向)也即感应电流的正方向和磁通的正方向之间符合右手螺旋定则(见图5-1(a))。当磁

通增加,即dψm

dt >0
时,相应感应电流的磁场方向总是与原磁场方向相反(见图5-1(b));

 

当

磁通减少,即dψm

dt <0
时,相应感应电流的磁场方向总是与原磁场方向相同(见图5-1(c))。
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图5-1 感应电动势与感应电流的正方向和真实方向

法拉第电磁感应定律迈出了电与磁联系的第一步,是电磁理论中最重大的发现之一。
一方面,人们依据电磁感应的原理制造出了发电机,从而使电能的大规模生产和远距离输送

成为可能;
 

另一方面,电磁感应现象在电工、电子以及电磁测量技术方面都得到了广泛

应用。
对于N 匝线圈的导体回路,当与它交链的磁链发生变化时,由于磁链为 Ψ=Nψm,该

导体回路中的感应电动势应为

EN =-
dΨ
dt =-N

dψm

dt
(5-2)

难点点拨:
 

由已知磁场求感应电动势时,首先需要做的是规定感应电动势的正方向。方

法:
 

感应电动势产生感应电流的正方向和磁通的正方向之间总是符合右手螺旋定则。

导体回路中出现感应电动势,则必然出现感应电场,该电场并非由电荷所产生,是由其

他形式的能量转换而来,且感应电动势等于感应场强沿闭合回路的线积分,即

E=∮l
E·dl (5-3)

  法拉第电磁感应定律指出,感应电动势的大小只与磁通对时间的变化率有关,而与引起

磁通变化的原因无关。因此,法拉第电磁感应定律既适用于导体回路静止不动而磁场变化

的情形(感生电动势),也适用于回路相对于磁场运动(即回路的导体切割磁力线)的情形(动
生电动势),或二者兼而有之。另外,法拉第在总结该实验规律时仅局限于导体回路,未能深

刻地揭示电磁本质,麦克斯韦提出“涡旋电场”的概念并补充了这一理论,提出变化的磁场激

发感应电场的现象不仅发生在导体回路中,而且可以发生在一切媒质内。在任意假设的闭

合回路中,只要磁场随时间而变化,就会出现感应电场。后来电磁波的出现完全证实了麦克

斯韦对电磁感应定律所作的这一推广的正确性。

5.1.2 感应电动势的计算

1.
 

感生电动势

  如果静止的导体回路处于随时间变化的磁场中,只是磁场随时间变化,回路所包围的面

积不变,导体回路中产生的感应电动势,即感生电动势为

E=E
 

i=-
d
dt∫S

B·dS=-∫S

∂B
∂t
·dS (5-4)
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再结合式(5-3),可得

∮l
E·dl=-∫S

∂B
∂t
·dS (5-5)

上式称为法拉第电磁感应定律的积分形式。它表明变化的磁场可以产生变化的电场。这是

电场与磁场紧密联系的一个重要方面。对式(5-5)应用斯托克斯定理,可以得到法拉第电磁

感应定律的微分形式,即

�×E=-
∂B
∂t

(5-6)

  上式表明,感应电场的性质和静电场或稳恒电场完全不同,它是有旋场,变动的磁场是

其漩涡源。在静态场的情形下,由于∂B
∂t=0

,故有�×E=0。

2.
 

动生电动势

如果磁场不随时间变化,导体回路在磁场中运动,回路所包围的磁通相应发生变化,回
路中也会产生感应电动势,即动生电动势。设导体回路以速度相对于磁场运动,如图5-2

图5-2 在磁场内运动的

导体回路中产生

动生电动势

所示,当导体回路在dt时间内由l1 运动到l2 时,穿过回路的磁

通将发生变化:
 

dψm=ψm2-ψm1

其中,ψm1 与ψm2 分别为回路移动前后穿过此回路的磁通。在

dt时间内,回路上的任一个线元矢量dl移动了dt的距离,则
它所扫过的面积元矢量为dS=dl×dt,面元矢量dS 的方向为

其外法线方向。当dt很小时,可以近似认为穿过面元的磁场是

均匀的,穿出此面元的磁通为

B·dS=B·(dl×)dt=(×B)·dldt

  因此,穿出整个回路所扫过面积的磁通为∮l
(×B)·dldt。在时变电磁场中,磁通连

续性原理仍然成立,其微分形式和积分形式分别为

�·B=0 (5-7)
和

∮S
B·dS=0 (5-8)

  则对图5-2中所示的封闭面,根据磁通连续性原理,流入该密闭曲面的净磁通为0,即

ψm1-ψm2-∮l
(×B)·dldt=0

故有

dψm=ψm2-ψm1=-∮l
(×B)·dldt

  再结合式(5-1),可得产生的感应电动势即动生电动势为

Em=-
dψm

dt =∮l
(×B)·dl (5-9)

3.
 

变化的磁场内运动的导体回路

一导体回路在变化的磁场内运动,其产生的感应电动势是上述两种情形的叠加,即



190  

E=Ei+Em=-∫S

∂B
∂t
·dS+∮l

(×B)·dl (5-10)

  但在实际情况中,一般不会对感生电动势和动生电动势分别求解,通常先求出穿过导体

回路的磁通,然后根据式(5-1)或式(5-2)直接求出感应电动势。感应电动势的正方向(即参

考方向)和感应电场的方向相同,与磁场的正方向符合右手螺旋定则。

5.1.3 动生电动势的另一种推证方法

前面通过法拉第电磁感应定律得到了动生电动势的表达式式(5-9)。其实还可以通过

局外场强积分的方法对此进行简单推证。当一段长为l的导体在磁场中以速度运动时,

 图5-3 一段导体在磁场中运动

产生动生电动势

因为导体中的自由电荷也以速度相对于磁场运动,因而

受到一个洛伦兹力的作用,即

F=Q×B (5-11)

  此力与磁场方向和运动方向皆垂直,如图5-3所示。
对这些受力电荷来讲,与处在一个外电场中的情况相类似,
此电场对应的强度为

E=
F
Q =×B (5-12)

  这个电场强度显然不是由电荷产生的,不是库仑场,所
以称之为局外场。

依据第3章的概念,由式(3-13),将局外场沿导体积分,即得到感应电动势的大小:

Em=∫l
E·dl=∫l

(×B)·dl (5-13)

  如果导体形成了闭合回路,则积分的结果就是式(5-9)。
例5.1 在通有电流

 

i=Imcosωt的长直细导线一侧平行地放置一矩形导线框,如图5-4

图5-4 矩形线框在变动的磁场内 
运动产生的感应电动势

所示。若线框以速度沿垂直于导线的方向运动,试求

线框中的感应电动势。
解 可以运用两种方法求得。
方法1 采用直角坐标系,使载流导线与导线框位

于z=0的平面内,且线框沿x 轴正方向运动。设电流
 

i
 

沿y 轴为正方向,于是感应电动势E的正方向在线框中

为顺时针方向,如图5-4所示。电流
 

i
 

在距载流直导线

为x 处所产生的磁感应强度为

B=μ0i
2πx

(-ez)=μ0Im

2πxcosωt
(-ez)

设t=0时,线框的MN 边距载流直导线为d。当t=t的瞬时,MN 边位于x'=d+vt,线
框的瞬时磁通为

ψm=∫S
B·dS=μ0i

2π∫
x'+a

x'

bdx
x =μ0ib

2πln
x'+a
x' =μ0Imb

2π ln
a+d+vt
d+vt cosωt

故感应电动势为
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E=-
dψm

dt =μ0Imb
2π ωln1+

a
d+vt  sinωt+v 1

d+vt-
1

a+d+vt  cosωt


 



当t→∞时,线框远离载流导线,B→0,则E→0。

如果矩形导线框不运动,则v=0,导线框中只有感生电动势,即

E=μ0Imbω
2π ln1+

a
d  sinωt

如果电流不变化,ω=0,则i=Im(常数),线框中仅有动生电动势,即

E=μ0Imbv
2π

1
d+vt-

1
a+d+vt  

  方法2 分别求出感生电动势与动生电动势,然后求和。
令线框在t=t的瞬时静止,MN 边位于x'=d+vt,仅由线框的磁通变化而产生的感

生电动势为

Ei=-∫S

∂B
∂t
·dS=-∫

x'+a

x'

∂
∂t

μ0Im

2πxcosωt  bdx
=μ0Imωb

2π sinωt∫
x'+a

x'

dx
x =μ0Imωb

2π sinωt·lnx'+a
x'

=μ0Imωb
2π sinωt·ln1+

a
d+vt  

由线框的NP 边与QM 边满足(×B)·dl=0,故运动的导体回路产生的动生电动势为

Em=∫lMN
(×B)·dl+∫lPQ

(×B)·dl=∫lMN

μ0i
2πx'dl-∫lPQ

μ0i
2π(x'+a)dl

=μ0ivb
2π

1
x'-

1
x'+a  =μ0Imbv

2π cosωt 1
d+vt-

1
a+d+vt  

因此,总的感应电动势为

E=Ei+Em=μ0Imb
2π ωln1+

a
d+vt  sinωt+v 1

d+vt-
1

a+d+vt  cosωt


 




  可见,两种方法所得结果相同。

图5-5 矩形线框在变动的磁场内

运动产生的感应电动势

例5.2 直角坐标系中的yOz 平面上有一宽和高

分别为a、b 的矩形导线框,轴线在z 轴上,假设垂直于

导线框加时变磁场B=BmcosΩtex,且导线框绕其轴线

以角速度ω 旋转,如图5-5所示。试求矩形导线框中的

感应电动势。
解 设t=0时导线框平面的法线与外磁场的方向

即x 轴的夹角为φ0,当t=t时导线框平面的法线的角

度为φ=φ0+ωt。则穿过运动的导线框的磁通为

ψm=B·S=BmcosΩt·Scosφ=BmScosΩtcos(φ0+ωt)
其中,S=ab 是导线框的面积。因此,导线框中所产生

的感应电动势为

E=-
dψm

dt =BmS ΩsinΩtcos(φ0+ωt)+ωcosΩtsin(φ0+ωt)  
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  如果ω=Ω,有
E=BmSωsin(2ωt+φ0)

  如果导线框不转动,则ω=0,有
E=Ei=BmSΩcosφ0sinΩt

  如果磁场不变化,则Ω=0,这时令B=Bm=B0 为常数,有

E=Em=B0Sωsin(φ0+ωt)

*  5.1.4 再议无线输电

无线输电,是科学家们正在研发的最新供电技术,原理是采用无线方式传输电力能量并

驱动电器的技术。无线输电技术与无线通信的主要区别是着眼于传输能量,而非附载于能

量之上的信息。这种技术有望用于很多领域,如海上风力发电站向陆地、向自然环境艰险的

地区输电及生活中很多便携设备的无线充电等。
近年来取得较大进展的无线输电技术都基于电磁感应原理,虽然输电距离较近,但在小

功率短距离输电的情况下具有很大的优势。其原理如图5-6所示,设备由发送端的初级线

圈和接收端的次级线圈组成,初级线圈加载一定频率的交流电,通过电磁感应在次级线圈中

产生一定的电流,从而实现能量从传输端至接收端的传输。比较新颖的方式是磁场共振式

无线输电,由能量发送装置和能量接收装置组成,均由铜制线圈制成,当两个装置调整到相

同频率,或者说在一个特定的频率上共振,它们就可以交换彼此的能量。这项技术由麻省理

工学院(MIT)的研究团队提出,利用该技术点亮了2m外的一盏60W 的灯泡,该成果发表

在美国《科学》杂志。实验中使用的线圈直径达到50cm,无法实现商用化,因为缩小线圈尺

寸时接收功率自然也会下降。

图5-6 无线输电原理示意图

人们也在探究长距离的无线输电,如激光束输电和微波输电等。2016年10月,俄罗斯

的火箭宇航“能源”公司的科学家们利用激光束和一个特殊的光电转换装置,为远在1.5km
的手机进行了无线充电。但考虑到日常生活的实用性、安全性和空间局域性,长距离的无线

输电还有很长的路要走。

5.2 位移电流和全电流定律

5.1节的内容说明了变化的磁场可以激发电场,那么变化的电场是否可以激发磁场呢?
 

答案是肯定的。
麦克斯韦方程组是电磁理论的基石,是麦克斯韦在总结前人成果的基础上提出来的。

它不仅是对前述理论的简单概括和总结,而且有创造性的发展,其最突出的成果就是位移电

流的提出。
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由法拉第电磁感应定理可知,时变场和静电场不同,电场的旋度不再为0。在麦克斯韦

之前的其他理论成果有

�·D=ρ (5-14)
�·B=0 (5-15)
�×H =J (5-16)

  在时变场的情形下,变化的电荷产生变化的电场,高斯定理式(5-14)仍然成立,磁通连

续性原理式(5-15)仍然成立,但研究安培环路定律在时变场的适用性时则出现了矛盾。
对稳恒磁场中的安培环路定律式(5-16)两边取散度,因为任一矢量的旋度的散度必等

于零,有
�·(�×H)=�·J=0 (5-17)

也就是说,在稳恒磁场中稳恒电流总是连续的。
但是在时变场中电荷随时间变化,根据电荷守恒定律,有

�·J=-
∂ρ
∂t

(5-18)

即时变电流不再连续,式(5-17)和式(5-18)相矛盾。因为电荷守恒定律是准确成立的普遍

规律,只能认为稳恒磁场的安培环路定律不再适用于时变场,需要对它加以修正,使之满足

普遍的电荷守恒定律的要求。
式(5-14)两边对时间求偏导,有

∂ρ
∂t=�·∂D

∂t
代入式(5-18),可得

�· J+
∂D
∂t  =0 (5-19)

  这说明上式括号中的矢量是连续的,J 为自由电流密度(包含传导电流密度Jc=σE 和

运流电流密度Jv=ρ),本书中基本不涉及运流电流,所以后续章节中J 基本单指Jc,读者

可以根据上下文理解,而∂D
∂t

与J 具有相同量纲,称之为位移电流密度,即

JD=
∂D
∂t

(5-20)

  上式是麦克斯韦1862年首次提出的,并认为位移电流和自由电流以同一方式激发磁

场。这样,麦克斯韦将安培环路定律修正为

�×H =J+
∂D
∂t

(5-21)

这样便不会与电荷守恒定律发生矛盾,上式称为全电流定律的微分形式。应用斯托克斯定

理,可以得到全电流定律的积分形式

∮l
H·dl=∫S

J+
∂D
∂t  ·dS (5-22)

这表明在时变场的情形下,自由电流和时变电场都是磁场的漩涡源,都可以产生磁场。对静

态场有∂D
∂t=0

,磁场仅由自由电流产生,于是全电流定律又退化为安培环路定律。因此,不
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仅变化的磁场可以激发变化的电场,变化的电场也可以激发变化的磁场。后者是电场与磁

场紧密联系的另一个重要方面。
因为介质中的电位移矢量D=ε0E+P=εE,由式(5-20)可得

JD=ε0
∂E
∂t+

∂P
∂t

(5-23)

  由此可见,位移电流并不是由自由电荷的运动所产生的。在一般介质中,位移电流由两

部分构成:
 

第一项ε0
∂E
∂t

由电场随时间的变化引起,另一项∂P
∂t

则是极化强度对时间的变化

率,它是由介质中束缚电荷在时变电场中的运动所引起的,称为极化电流密度,可用Jb=
∂P
∂t

表示。在真空中,P=0,位移电流密度仅由电场随时间的变化决定。
介质中的位移电流密度还可以表示为

JD=ε
∂E
∂t

(5-24)

  因此,位移电流存在于一切媒质中,只要电场随时间变化,便会有位移电流出现,且随频

率的升高而增大。由此看来,位移电流只不过是代表电场随时间的变化率的一个假想的电

流密度概念而已。

重点归纳:
 

传导电流是电荷在导电媒质中有规则运动形成的电流;
 

运流电流是电荷在

不导电的空间,如真空或极稀薄气体中有规则运动形成的电流;
 

位移电流则是由电位移

矢量随时间变化形成的,它存在于一切媒质中,只要有变化的电场,便会有位移电流。

和传导电流的计算一样,通过任一截面S 的位移电流为

iD=∫S
JD·dS (5-25)

  式(5-19)括号中的电流密度包括传导电流密度Jc、运流电流密度Jv 和位移电流密度

JD,合称为全电流密度。由式(5-19)可知,全电流密度是连续的,其对应的积分形式为

∮S
J+

∂D
∂t  ·dS=0 (5-26)

  图5-7展示了一个由电子管、电阻、电容器及导线构成的交流电路,电子管内通过运流

图5-7 电子管交流电路

电流,电阻及导线中流过传导电流,而电容器中则通过位移电

流。在电路的任何节点或支路上,全电流总是连续的。静态

场情况下,位移电流为零,电子管中的运流电流和导体中的传

导电流仍然连续。因此,全电流的连续性不论对于时变场或

静态场都成立。这是电荷守恒定律的必然结果。
位移电流的引入具有重大意义。它揭示了变化的电场可

以产生磁场,表明磁场可以由脱离电荷以外的电场变化来激

发;
 

它和法拉第电磁感应定律一起,揭示了电磁场可以互相激

发和转化,并预言了电磁波的存在;
 

这一假说使古老的电磁学说彻底改变,使人类对电磁现

象的认识有了质的飞跃。
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例5.3 已知海水的电导率σ=4S/m,相对介电常数εr=81,假设海水中的电场为E=
Emcosωtex,ω=2π×104rad/s,计算海水中的位移电流密度和传导电流密度。

解 海水中的传导电流密度为

Jc=σE=σEmcosωtex

位移电流密度为

JD=
∂D
∂t =ε0εr

∂E
∂t=-ωε0εrEmsinωtex

也可以计算得到传导电流和位移电流振幅之比

JD

Jc
=
ωε0εr
σ =

2π×104×
1
36π×10-9×81

4 =1.125×10-5

可见在工作频率f=10kHz时,海水中传导电流占主导。
例5.4 由半径为a、相距为d(d≪a)的圆形极板构成的平行板电容器,其中的介质是

非理想的,具有电导率σ、介电常数ε和磁导率μ0。假定电容器内的电场是均匀的,不计边

缘效应,且所加电压u=Umsinωt的角频率ω 很低。试求电容器中的位移电流、传导电流和

导线中的传导电流及两极板间的磁感应强度。
解 采用如图5-8所示的圆柱坐标系,使平行板电容器圆形极板的中心轴与z 轴重合,

图5-8 求电容器中的位移

电流和磁场

忽略电容器的边缘效应,且所加电压u 的频率很低,则两

极板间的电磁场可视为准静态场,故其中的电场强度为

E=
u
dez =

Um

dsinωtez

  电容器两极板间任一点的传导电流密度与位移电流

密度分别为

Jc=σE=
σUm

d sinωtez

JD=
∂D
∂t =ε

∂E
∂t=

εωUm

d cosωtez

可以看出,两个电流密度不随空间坐标变化,因此,通过

电容器的传导电流和位移电流分别为

ic=∫S
Jc·dS=JcS=

σS
dUmsinωt=Gu

iD=∫S
JD·dS=JDS=

εωUm

d cosωt·S

=ωεS
dUmcosωt=ωCUmcosωt

其中,S=πa2 为极板面积,C=
εS
d

和G=
σS
d

分别是圆形平行板电容器的电容和漏电导。

忽略导线的电阻,由全电流的连续性可得导线中的传导电流为

i'c=ic+iD=
πa2Um

d
(σsinωt+ωεcosωt)

  设位移电流沿z方向为正。在两极板间取一个半径为r且圆心在z 轴上的圆截面S,
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应用全电流定律的积分形式,则有

∮l
H·dl=∫S

(Jc+JD)·dS=∫
r

0
(Jc+JD)2πrdr

即

H·2πr=
πr2Um

d
(σsinωt+εωcosωt)

  因此,电容器两极板间的磁场强度和磁感应强度分别为

H =
rUm

2d
(σsinωt+εωcosωt)eφ

B=μ0rUm

2d
(σsinωt+εωcosωt)eφ

  如果极板间为理想介质,即σ=0,有

B=μ0εωrUm

2d cosωteφ

  如果σ≫εω,即极板间媒质为良导体,则导体中的位移电流远小于传导电流,故有

B ≈μ0σrUm

2d sinωteφ

5.3 麦克斯韦方程组和洛伦兹力公式

5.3.1 麦克斯韦方程组

  1864年,麦克斯韦对时变电磁场中电磁现象的实验规律进行了全面的分析总结,主要

创新有:
 

将静电场的高斯定理和稳恒磁场的磁通连续性原理推广到时变场;
 

将法拉第电磁

感应定律的适用范围推广到一切媒质中;
 

引入位移电流的概念,将稳恒磁场的安培环路定

律修改为适用于时变场的全电流定律;
 

提出了麦克斯韦方程组,依次为第一方程、第二方

程、第三方程、第四方程,如下:
 

 微分形式           积分形式

�×H =J+
∂D
∂t      ∮l

H·dl=∫S
J+

∂D
∂t  ·dS (5-27)

�×E=-
∂B
∂t       ∮l

E·dl=-∫S

∂B
∂t
·dS (5-28)

�·B=0         ∮S
B·dS=0 (5-29)

�·D=ρ         ∮S
D·dS=Q (5-30)

再加上三个电磁场的辅助方程,即
B=μH (5-31)
D=εE (5-32)
Jc=σE (5-33)

便构成了完整的麦克斯韦方程组,它对静止媒质中宏观电磁现象的普遍规律做出了高度概

括,是电磁场的基本方程,它全面地描述了电场和磁场间的相互联系、电磁场和场源之间的
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关系以及电磁场与其所处媒质间的关系。它在宏观电磁场理论中的地位,就如同牛顿定律

在经典力学中的地位一样。
由麦克斯韦方程组可见:

 

(1)
 

第二方程式(5-28)和第四方程式(5-30)给出了电场的旋度和散度,即电场包括由时

变磁场激发的感应电场和自由电荷激发的库仑电场两部分;
 

麦克斯韦第一方程式(5-27)和
第三方程式(5-29)给出了磁场的旋度和散度,即磁场也包括自由电流激发的磁场和时变电

场激发的磁场两部分;
 

式(5-31)~式(5-33)这3个辅助方程则给出了电磁场与其所处媒质

间的关系。
(2)

 

第一方程式(5-27)与第二方程式(5-28)是麦克斯韦方程组的核心,它们显示了电场

和磁场间的相互制约和彼此的紧密联系,从而表明了电磁场变化的主要特征;
 

它们说明时

变电场和时变磁场可以互相激发,表明时变电磁场可以脱离场源而独立存在,在空间形成电

磁波。麦克斯韦根据时变电磁场的普遍规律,首次从理论上预言了电磁波的存在,并指出光

也是一种电磁波,电磁波在真空中的传播速度等于光速。1887年,赫兹所做的电磁波实验

以及近代无线电技术的实践完全证实了这个预言的正确性。
(3)

 

从第一方程式(5-27)和第二方程式(5-28)可知,电场激发的磁场是 右 旋 的

对应∂D
∂t  ,而磁场激发的电场却是左旋的 对应-

∂B
∂t  ; 

电场变化最大处的磁场最大,而磁

场变化最大处的电场最大,如图5-9所示。

图5-9 电场与磁场互相激发形成电磁波

(4)
 

第三方程式(5-29)和第四方程式(5-30)表明磁场和电场本身所具有的规律,即磁通

连续性原理和变动的自由电荷可以激发电场的高斯定理。在时变场情形下,空间中磁力线

仍为闭合曲线,而电力线则起始于正电荷终止于负电荷。但需要说明的是,在远离场源的无

源区域中,电场和磁场的散度都为零,这时电力线和磁力线均为闭合曲线,且相互交链,在空

间形成电磁波。
(5)

 

麦克斯韦方程组中包含了电荷守恒定律。第四方程式(5-30)可由第一方程

式(5-27)和电荷守恒定律导出。由式(5-27)有�·(�×H)=�· J+
∂D
∂t  =0,将电荷守恒

定律�·J=-
∂ρ
∂t

代入,有∂
∂t
(�·D-ρ)=0,则�·D=ρ+C,其中C 是与时间无关的一个

常数。若假设在某一时刻�·D 与ρ 同时为零,则常数C 必为零,于是得到第四方程

式(5-30)。也可由第一方程式(5-27)和第四方程式(5-30)导出电荷守恒定律。同理,第三方
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程式(5-29)可由第二方程式(5-28)导出。
(6)

 

在线性媒质中,麦克斯韦方程组是一组线性微分方程,可以应用叠加原理。
(7)

 

麦克斯韦方程组是反映宏观电磁现象普遍规律的电磁场基本方程。静电场、稳恒

电场和稳恒磁场的基本方程都只不过是麦克斯韦方程组在静态条件下的特例而已。
(8)

 

麦克斯韦方程的积分形式适用于一切场合,但其微分形式只适用于场量的各个分

量连续、可微的情况。

5.3.2 正弦电磁场基本方程的复数形式

在时变电磁场中,场量是空间变量和时间变量的函数。前面所讨论的麦克斯韦方程组

适用于任何时间变化规律。本节讨论最重要的一类时变电磁场,正弦电磁场,即场源随时间

按正弦或余弦规律变化,它所激发的电磁场的每一个分量也随时间以相同的频率按正弦或

余弦规律变化。正弦电磁场也称时谐电磁场,数学形式简单,可用三角函数或指数函数来表

述,在实践上也易于产生,是实际问题中最常见的时变电磁场。非正弦电磁场则可以应用傅

里叶级数展开法化为正弦电磁场的线性叠加来研究。因此,正弦电磁场中麦克斯韦方程组

的表示形式非常重要。
正弦电磁场中的任一场量都随时间做正弦或余弦变化,这就与复数有了关系,可以用复

数的实部或虚部来表示,比如,电场强度在直角坐标系内可以表示为

E=Exex +Eyey +Ezez

=Exmcos(ωt+φx)ex +Eymcos(ωt+φy)ey +Ezmcos(ωt+φz)ez

=ReExme
j(ωt+φx)ex +Eyme

j(ωt+φy
)
ey +Ezme

j(ωt+φz)ez  

=Re E
·
xmex +E

·
ymey +E

·
zmez  ejωt  =ReE

·
mejωt  (5-34)

即

E=ReE
·
mejωt  

其中,

E
·
m=E

·
xmex +E

·
ymey +E

·
zmez (5-35)

称为电场强度复矢量;
 

E
·
xm=Exme

jφx, E
·
ym=Eyme

jφy, E
·
zm=Ezme

jφz (5-36)
称为电场强度各分量的复振幅。各分量振幅Exm、Eym、Ezm 和初相角φx、φy、φz 都是空间

坐标的函数。
有同学可能会有疑问,电场强度随时间做余弦变化,上式做了取实部的操作;

 

如果电场

强度随时间正弦变化,是不是该取虚部呢?
事实上,也有教材中使用的是取虚部的操作。但读者务必要记住:

 

无论是取虚部,或者

取实部,都是正确、可行的,都可以得到相同的结果。但是对于个人来讲,必须坚持一个选

择! 要么取实部,要么取虚部,万万不可随意选择。更不可在一道题目里面一会儿取实部,
一会儿取虚部。
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难点点拨:
 

对于电场强度随时间做正弦变化的情况,可以这样处理:
 

E=Exex +Eyey +Ezez

=Exmsin(ωt+φx)ex +Eymsin(ωt+φy)ey +Ezmsin(ωt+φz)ez

=Exmcosωt+φx -
π
2  ex +Eymcosωt+φy -

π
2  ey +Ezmcosωt+φz -

π
2  ez

=ReExme
j ωt+φx-

π
2  ex +Eyme

j ωt+φy-
π
2  ey +Ezme

j ωt+φz-
π
2  ez  

=Re[(-jExme
jφxex -jEyme

jφyey -jEzme
jφzez)ejωt]

=Re[E
·
mejωt]

  也就是说,如果场量按照正弦变化,电场强度也可以写作类似的复数形式。

对于时谐电磁场其他所有场量,也可以运用类似的表达式。这种“简单问题复杂化”的
做法有什么好处呢? 复数表达式的运用使得数学运算简化,比如将对时间变量的偏微分变

为代数运算。例如D=Re D
·
mejωt  ,则有

∂D
∂t =

∂
∂tReD

·
mejωt  =RejωD

·
mejωt  

  将各场量都用复数表示,用jω 的因子代替对时间的导数①,消去方程两边的时间因子

ejωt,并省略了符号Re。例如麦克斯韦第一方程式(5-27)可表示为

�×H
·
m=J

·
m+jωD

·
m

上式也可以写为

�×H
·
=J
·
+jωD

·

式中,H
·
=
H
·
m

2
、J
·
=
J
·
m

2
和D
·
=
D
·
m

2
,分别是各对应场量的复数有效值矢量(有时以下标“e”加

以区分)。同理可以得到麦克斯韦方程组的复数形式:
 

�×H
·
=J
·
+jωD

·

�×E
·
=-jωB

·

�·B
·
=0

�·D
·
=ρ
·














(5-37)

和辅助方程的复数形式:
 

B
·
=μH

·

D
·
=εE

·

J
·
c=σE

·












(5-38)

① 另一种习惯是把场量表示为D=Re D
·
me
-jωt  的形式,则对时间的导数为

∂D
∂t=-jωD

,本书一律采用ejωt 的

表示法。
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  可以看出,麦克斯韦方程组写成复数形式后时间因子t换成了频率因子ω,时域问题转

化为频域问题。应该指出,式(5-38)中媒质的介电常数ε和磁导率μ 只有在理想介质时才

都是实数。在高频时有耗介质中这些媒质参量将都是复数,且随频率而变化。
大多数情况下都从频域出发研究电磁问题,因此以后复数形式方程各场量通常省掉表

示复数的
 

“·”号,但仍表示场量的复数有效值矢量。这并不会引起混淆,因为电磁场的复

数形式和瞬时值形式有明显的区别,即具有jω 因子的显然是复数形式,而具有对时间的偏

导数∂
∂t

的则是瞬时值形式。

例5.5 将下列场矢量由复数形式写成瞬时值形式,或作相反的变化。
(1)

 

E=E0e-jβzex;
 

(2)
 

E=-jE0e-jβzey;
 

(3)
 

E=exE0cos(ωt-βz)+eyE0sin(ωt-βz)。
解 (1)

 

题为复数形式,其瞬时值形式为

E=Re(exE0ejωte-jβz)=E0cos(ωt-βz)ex

  (2)
 

题为复数形式,其瞬时值形式为

E=Re(eyE0ejωte-jβze
-j
π
2)=E0cosωt-βz-

π
2  ey =E0sin(ωt-βz)ey

  (3)
 

题为瞬时值形式,也可以写作

E=E0cos(ωt-βz)ex +E0cosωt-βz-
π
2  ey

其复数形式为

E=E0e-jβzex +E0e-jβze
-j
π
2ey =(ex -jey)E0e-jβz

5.3.3 洛伦兹力

电荷能够激发电磁场,反过来电磁场对电荷有作用力。洛伦兹把静态场中的结果推广

为普遍情况下电磁场对任意运动的电荷系统的作用力。在时变场情形下,空间中以速度
运动的电荷Q 在时变电场和时变磁场的共同作用下,它受到的洛伦兹力为

F=Q(E+×B) (5-39)

  当连续分布的电荷系统以速度在时变电磁场中运动时,单位体积的电荷系统所受到

的洛伦兹力密度可以表示为

f=ρE+J×B (5-40)

  近代物理学的实践已证实了式(5-39)和式(5-40)的正确性。麦克斯韦方程组和洛伦兹

力公式正确地反映了宏观电磁场运动的基本规律以及电磁场与带电系统的相互作用规律,
因而它们成为宏观电磁理论的基础。

5.4 电磁场的边值关系

麦克斯韦方程的微分形式只适用于场量的各个分量连续、可微的情况。而需要求解的

实际问题场域中往往存在几种不同的媒质,在媒质界面上场量不连续,则我们必须回到麦克
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斯韦方程的积分形式,通过一定的推算得到时变场的边值关系。

5.4.1 两种媒质间电磁场的边值关系

考虑介电常数与磁导率分别为ε1、μ1 和ε2、μ2 的两种媒质界面,假设n 为分界面上任

意位置的法向单位矢量,正方向由媒质2指向媒质1。横跨分界面取一无限窄的小矩形闭

合回路,如图5-10所示。在该矩形回路上应用全电流定律的积分形式,因为回路无限窄,其
包围的面积趋于零,故它所包围的体自由电流和位移电流均趋于零。如果分界面上存在密

图5-10 求边界面上 Ht的边界条件

度为JS 的面电流,其方向与Δl垂直,且闭合回路的

绕行方向与JS 的方向符合右手螺旋定则,故它所包

围的面电流为JSΔl,于是可得磁场强度 H 沿此闭

合回路的线积分为

∮l
H·dl=H1tΔl-H2tΔl=JSΔl

即

H1t-H2t=JS

 
n×(H1-H2)=JS (5-41)

  同理,在矩形回路上利用法拉第电磁感应定律的积分形式

∮l
E·dl=-∫S

∂B
∂t
·dS=-

dψm

dt
  由于该矩形回路面积趋于零,穿过它的磁通量ψm 趋于零,于是可得电场强度E 沿闭合

回路的线积分为0,如下:
 

∮l
E·dl=E1tΔl-E2tΔl=0

即

E1t-E2t=0
 
n×(E1-E2)=0 (5-42)

  横跨分界面取一无限薄的扁平小圆柱闭合面,如图5-11所示,由于小圆柱闭合面无限

薄,其包围体积趋于零,故它所包围的体电荷也趋于零。如果分界面上存在密度为ρS 的面

图5-11 求边界面上Dn 的边界条件

电荷,则该小圆柱闭合面所包围的电荷为ρSΔS,在
该闭合面上应用高斯定理的积分形式,有

∮S
D·dS=D1nΔS-D2nΔS=ρSΔS

即

D1n-D2n=ρS

 
n·(D1n-D2n)=ρS (5-43)

  同样,在该圆柱闭合面上磁通连续性原理的积分形式,可得

∮S
B·dS=B1nΔS-B2nΔS=0

即
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B1n-B2n=0
 
n·(B1-B2)=0 

 

(5-44)

  由此可见,时变场的边值关系在形式上和静态场相同,为

n×(H1-H2)=JS

n×(E1-E2)=0

n·(B1-B2)=0

n·(D1-D2)=ρS













(5-45)

  因此,在两种不同媒质的分界面上,电场强度E 的切向分量和磁感应强度B 的法向分

量总是连续的;
 

磁场强度H 的切向分量和电位移矢量D 的法向分量发生突变,突变量分别

为分界面上的面电流密度JS 和电荷面密度ρS。

5.4.2 两种理想介质间电磁场的边值关系

理想介质是σ=0的一种无欧姆损耗的简单媒质,两种理想介质的分界面上不存在面电

流或面电荷,即JS=0,ρS=0,故由式(5-45)得
H1t-H2t=0
E1t-E2t=0
B1n-B2n=0
D1n-D2n=0













(5-46)

5.4.3 介质与理想导体间电磁场的边值关系

理想导体σ=∞,若E≠0,由Jc=σE 将产生无穷大的电流,故在理想导体内必有E=0;
 

而由�×E=-jωμH 可知,H=0,故由式(5-45)可得介质与理想导体分界面上的边值关

系为

n×H =JS

n×E=0
n·B=0
n·D=ρS












(5-47)

  由此可见,在理想导体的表面上只有磁场强度的切向分量 Ht 和电位移矢量的法向分

量Dn。由于Dn=εEn=ρS,故理想导体表面上的电场强度和电位移矢量分别为

E=
ρS

ε
n (5-48)

和

D=ρSn (5-49)

  由n×H=JS 中H 与JS 矢量关系,容易得到

H =JS ×n (5-50)
和

B=μJS ×n (5-51)

  因此,电场强度E 或电位移矢量D 总是垂直于理想导体的表面,而磁场强度H 或磁感
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图5-12 介质与导体分界面上

的场量

应强度B 总是平行于理想导体的表面,如图5-12所示。
对于实际导体,σ为有限值,导体内部电场与磁场不

等于零。但由于高频时的趋肤效应,电流集中于导体表

面附近,而且当频率趋于无限大时,电流只分布于导体

表面。因此,在高频下用理想导体的边界代替实际导体

的边界,可使问题得以简化。即使在频率不很高的情况

下,由于实际金属导体的电导率很大,外部的电磁波在

导体表面上发生强烈反射,因而进入导体内部的电磁波

能量非常小,这时用理想导体的边界代替实际金属导体

的表面也不会带来显著的误差。这部分内容第6章将做详细分析。

5.5 电磁场的能量守恒定律与坡印亭矢量

5.5.1 电磁场的能量守恒定律———坡印亭定理

  麦克斯韦方程组所反映的最重要的内容是时变电场和时变磁场可以相互激发而形成电

磁波从而离开场源向空间传播。电磁场是物质,是能量的携带者,因而电磁波的传播过程也

是电磁能量的传播过程。
时变电磁场中电场和磁场都随时间变化,空间各点的电场能量密度、磁场能量密度也随

时间变化,电磁能量按一定的分布形式储存于空间,并随着电磁场的运动变化而在空间传

输,形成电磁能流。由电磁场的基本方程可以导出电磁场的能量守恒定律和电磁能量的传

播规律。运用矢量微分恒等式:
 

�·(E×H)=H·(�×E)-E·(�×H)

将麦克斯韦第一方程�×H=J+
∂D
∂t

和第二方程�×E=-
∂B
∂t

代入上式,得

�·(E×H)=-H·∂B∂t-E·J-E·∂D∂t
由于

H·∂B∂t=H·∂μH
∂t =

∂
∂t
1
2μH·H  =∂∂t 1

2H·B  =∂∂t 1
2μH2  

和

E·∂D∂t =
∂
∂t
1
2E
·D  =∂∂t 1

2εE
2  

得

�·(E×H)=-
∂
∂t
1
2E
·D+

1
2H·B  -E·J (5-52)

因

we=
1
2E
·D=

1
2εE

2 (5-53)

wm=
1
2H·B=

1
2μH2 (5-54)



204  

分别是各向同性的线性媒质中电场和磁场的能量密度。它们之和,即

w=we+wm=
1
2
(E·D+H·B)=

1
2εE

2+
1
2μH2 (5-55)

则是电磁场的能量密度。于是式(5-52)可写为

�·(E×H)+E·J=-
∂w
∂t

(5-56)

将上式对电磁场中的任一体积V 积分,并利用高斯散度定理,可得

∮S
(E×H)·dS+∫V

E·JdV=-
∂W
∂t

(5-57)

其中,S 是包围体积V 的闭合面。而式中的

W =∫V
wdV=

1
2∫V

(E·D+H·B)dV (5-58)

是体积V 内的电磁场能量。

为了探求式(5-57)的物理意义,注意到E=
J
σ
,将该式改写为

∮S
(E×H)·dS+∫V

J2

σdV=-
∂W
∂t

(5-59)

式中,∫V

J2

σdV
是体积V 内传导电流所引起的损耗功率,即单位时间内的焦耳热损耗。

式(5-59)右端是单位时间内体积V 中减少的电磁场能量,式(5-59)左端的第二项表示

单位时间内热损耗的能量。根据能量守恒定律,单位时间内体积V 中减少的电磁场能量一

部分被热损耗,另一部分能量只能从包围V 的闭合面S 流出。因此,式(5-59)左端第一项

∮S
(E×H)·dS 就表示单位时间内从闭合面S 流出体积V 的电磁能量,也即流出闭合面S

的功率。由此可知,当体积V 内没有外源时,单位时间内体积V 内减少的电磁能量-
∂W
∂t

一

部分转变为热的能量损耗,另一部分穿出包围体积V 的闭合面S,这就是电磁场的能量守恒

定律,也称为坡印亭定理。式(5-57)是它的积分形式,而式(5-56)则是它的微分形式。
如果式(5-57)中的体积V 包括整个空间,则流出无限远处闭合面的电磁场能量为零,于

是有

∫V
E·JdV=-

∂W
∂t

(5-60)

这表明场域V 内单位时间转变为热的能量损耗等于电磁场总能量的减少。
如果场域V 内还有外源,即存在局外电场强度Ee,则有

∮S
(E×H)·dS+∫V

J2

σdV=-
∂W
∂t +∫V

J·EedV (5-61)

式中,∫V
J·EedV 表示体积V 内的外源提供的功率。 这就是普遍情况下电磁场能量守恒定

律即坡印亭定理的积分形式,表示单位时间内穿出闭合面S 的能量和体积V 内的焦耳热损

耗能量等于V 内单位时间电磁场能量的减少和外源所做的功。
利用高斯散度定理,可由式(5-61)得到坡印亭定理的微分形式,即

�·(E×H)+
J2

σ =-
∂w
∂t +J·Ee (5-62)
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5.5.2 坡印亭矢量———能流密度矢量

既然∮S
(E×H)·dS是穿出闭合面S的功率,则矢量E×H 可解释为穿出闭合面S且

图5-13 坡印亭矢量与

场量的关系

与面垂直的单位面积的电磁功率。 因此,定义一个矢量

S=E×H (5-63)
称为坡印亭矢量,它是描述空间电磁能量传播规律的一个重要物

理量。
在空间某一点上,S 的方向是该点能量流动的方向;

 

其数值是

通过与能量流动方向垂直的单位面积的功率,故它又称为能流密

度或功率流。E、H 和S 三者之间两两垂直,且符合右手螺旋定

则,如图5-13所示。需要指出,坡印亭矢量即电磁场的能流密度

矢量S 既是空间坐标的函数,也是时间的函数,所以它的值表示穿

过单位面积的瞬时功率。
如果电磁场域V 内无传导电流,则式(5-56)变为

�·S=-
∂w
∂t

(5-64)

上式与电流连续性方程即电荷守恒定律类似,也称为电磁能流的连续性方程。它表明电磁

场能量也像流体一样具有流动的性质,这是由于电磁场内所储藏的电能和磁能本身的运动

而产生的。

5.5.3 正弦场的复数坡印亭矢量与复功率

前面已经定义了坡印亭矢量S。当电场强度E 和磁场强度H 都随时间变化的时候,比
如正弦电磁场的情况,坡印亭矢量S 也是随时间变化的,是瞬时值形式。一般情况下并不

关注瞬时值形式,而更关注它在一个周期内的平均值。假设正弦电磁场的瞬时值为

E=Exex +Eyey +Ezez

=Exmcos(ωt+φex)ex +Eymcos(ωt+φey)ey +Ezmcos(ωt+φez)ez (5-65)

H =Hxex +Hyey +Hzez

=Hxmcos(ωt+φhx)ex +Hymcos(ωt+φhy)ey +Hzmcos(ωt+φhz)ez (5-66)
它们的复矢量形式为

E
·
m=Exme

jφexex +Eyme
jφeyey +Ezme

jφezez (5-67)

H
·
m=Hxme

jφhxex +Hyme
jφhyey +Hzme

jφhzez (5-68)
则按照坡印亭矢量的定义,有

S=E×H
=ExmHymcos(ωt+φex)cos(ωt+φhy)ez -ExmHzmcos(ωt+φex)cos(ωt+φhz)ey -
EymHxmcos(ωt+φey)cos(ωt+φhx)ez +EymHzmcos(ωt+φey)cos(ωt+φhz)ex +
EzmHxmcos(ωt+φez)cos(ωt+φhx)ey -EzmHymcos(ωt+φez)cos(ωt+φhy)ex

(5-69)
可以看出,坡印亭矢量的六项形式相似,因此,仅考虑第一项的平均值,然后写出全部结果。
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显然可知:
 

1
T∫

T

0
ExmHymcos(ωt+φex)cos(ωt+φhy)dt=

1
2ExmHymcos(φex -φhy)

其中,T=
2π
ω
。于是坡印亭矢量在一个周期的平均值S 可以表示为

S=
1
2 ExmHymcos(φex -φhy)ez -ExmHzmcos(φex -φhz)ey -

EymHxmcos(φey -φhx)ez +EymHzmcos(φey -φhz)ex +
EzmHxmcos(φez -φhx)ey -EzmHymcos(φez -φhy)ex (5-70)

这就是坡印亭矢量的平均值形式。
对正弦电磁场而言,多数情况下场量都采用复矢量形式,因此直接用复矢量形式计算得

到平均坡印亭矢量更具有实际意义。
根据叉乘的定义、复矢量的表示方法,不难看出:

 

S=ReSc=
1
2ReEm×H*

m =ReEe×H*
e

其中,

Sc=
1
2Em×H*

m =Ee×H*
e (5-71)

称为复数形式的坡印亭矢量。使用中应该特别注意最大值和有效值的不同。
学过电路分析的同学对上述过程都不应该陌生,正弦稳态电路中的功率计算与上述过

程有异曲同工之妙。表5-1为其与电磁场的对比。
事实上,如果对于复数形式的坡印亭矢量在空间任意一个闭合曲面上做积分,并考虑麦

克斯韦方程组,则有

-∮S
Sc·dS=-∮S

(Ee×H*
e )·dS=∫V

σE2
edV+jω∫V

(μH2
e-εE2

e)dV=P+jQ

P=-Re
 

∮S
Sc·dS (5-72)

图5-14 功率三角形

和

Q=-Im
 

∮S
Sc·dS (5-73)

式(5-72)中的有功功率P 表示电磁场传播功率的时间平均值即平

均功率,无功功率Q 只是电能和磁能相互转换的一种量度。它们和

穿入闭合面S 内的复数功率组成一个功率三角形,如图5-14所示。
这时可以看到,电磁场理论与电路理论的对照,是何其相似啊!

表5-1 电路与电磁场中参量对照表

电  路 电 磁 场

物 理 量 正
 

弦
 

电
 

路 物 理 量 正弦电磁场

电压u(t) Umcos(ωt+φu) 电场强度E 式(5-65)
电流i(t) Imcos(ωt+φi) 磁场强度H 式(5-66)

电压相量U
·
m,U
·
e Ume

jφu,Uee
jφu 电场强度复矢量 E

·
m,E
·
e,式(5-67)
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续表

电  路 电 磁 场

物 理 量 正
 

弦
 

电
 

路 物 理 量 正弦电磁场

电流相量I
·
m,I
·
e Ime

jφi,Iee
jφi 磁场强度复矢量 H

·
m,H
·
e,式(5-68)

瞬时功率p(t) u(t)·i(t) 瞬时坡印亭矢量 S=E×H,式(5-69)

平均功率P
1
2UmImcos(φu-φi)

UeIecos(φu-φi)
平均坡印亭矢量S 式(5-70)

相 量 计 算 平 均 功

率P
1
2Re

 

U
·
m·I

·
*
m,Re

 

U
·
e·I

·
*
e

复 矢 量 计 算 平 均

坡印亭矢量S
1
2ReE

·
m×H

·
*
m=ReE

·
e×H

·
*
e

有功功率P 1
2Re

 

U
·
m·I

·
*
m,Re

 

U
·
e·I

·
*
e 平均坡印亭矢量S

1
2ReE

·
m×H

·
*
m=ReE

·
e×H

·
*
e

无功功率Q 1
2ImU

·
m·I

·
*
m,ImU

·
e·I

·
*
e

复 数 坡 印 亭 矢 量

的虚部Q
1
2ImE

·
m×H

·
*
m=ImE

·
e×H

·
*
e

复数功率S 1
2U
·
m·I

·
*
m,U
·
e·I

·
*
e

复 数 坡 印 亭 矢

量Sc
1
2E
·
m×H

·
*
m=E

·
e×H

·
*
e

例5.6 已知无源的自由空间中,时变电磁场的电场强度复矢量为

E(z)=E0e-jkzex
 (V/m)

式中,k、E0 为常数,求:
 

(1)
 

磁场强度复矢量;
 

(2)
 

坡印亭矢量的瞬时值;
 

(3)
 

平均坡印亭矢量。
解 (1)

 

由麦克斯韦第二方程有

�×E=

ex ey ez

∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

Ex 0 0

=
∂Ex

∂zey =-jkE0e-jkzey =-jωμ0H

从而得到

H =
k

ωμ0
E0e-jkzey

  (2)
 

电场和磁场的瞬时值分别为

E(z,t)=E0cos(ωt-kz)ex

H(z,t)=
kE0

ωμ0
cos(ωt-kz)ey

因此,坡印亭矢量的瞬时值为

S(z,t)=E(z,t)×H(z,t)=
kE2

0

ωμ0
cos2(ωt-kz)ez

  (3)
 

平均坡印亭矢量

S=
1
2ReE(z)×H*(z)  =

1
2ReE0e-jkzex ×

kE0

ωμ0
ejkzey





 




 =

kE2
0

2ωμ0
ez
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图5-15 同轴线中的

能量传输

  例5.7 同轴线内导体的半径为r1,外导体的内外半径分别为

r2 和r3,内外导体的电导率为σ,其中载有等值而异号的电流I,两
导体间的电压为U,内外导体间填充介电常数为ε的介质。试求同

轴线传输的功率及导体中的损耗功率。
解 取同轴线的轴线与圆柱坐标系内的z 轴重合,并使内导

体中的电流沿z 方向为正,外导体中的电流则为-I,如图5-15
所示。

当r≤r1(内导体内)时,电场强度、磁场强度及坡印亭矢量分

别为

         

Ei=
J
σ =

I
πr21σ

ez

Hi=
1
2πr

I
πr21
·πr2eφ =

Ir
2πr21

eφ

Si=Ei×Hi=-
I2r
2π2r41σ

er

  当r=0时,Si=0,可见在内导体中Si沿-er 方向逐渐减少至零。
当r2≤r≤r3(外导体内)时,有

Ee=
J
σ =-

I
πr23-r22  σ

ez

He=
1
2πr I-

Iπr2-r22  
πr23-r22  





 




 eφ =

Ir23-r2  
2πrr23-r22  

eφ

Se=Ee×He=
I2r23-r2  
2π2rr23-r22  2σ

er

  当r=r3 时,Se=0,可见在外导体中Se 沿er 方向逐渐减少至零。
当r1≤r≤r2(介质内)时,设单位长内导体的带电量为Q0,则介质中的电场强度既有法

向分量Er,又有切向分量Ez。这样,坡印亭矢量S 也对应两个分量。于是有Er=
Q0

2πεr
,则

U=∫
r2

r1
Erdr=

Q0

2πε∫
r2

r1

dr
r =

Q0

2πεln
r2
r1

故Q0=
2πεU

ln
r2
r1

,因此

Er =
U

rln
r2
r1

H =
I
2πreφ, Hφ =

I
2πr

Sz =ErHφ =
UI

2πr2ln
r2
r1

动画视频



209  

  上面的Sz 是介质中传输能量的分量,将它对内外导体间圆环状的介质截面积分,考虑

到其面元矢量为dS=ezdS,则得到同轴线传输的功率,即

P=∫S
Szez·dS=∫

r2

r1
Sz·2πrdr=

UI

ln
r2
r1
∫

r2

r1

dr
r =UI

  这个结果和通常电路中传输功率的表示式相同。但是,电磁能量并不是通过导线传输

的,而是在内外导体之间的介质中沿着传输线的方向由电源端向负载端传输,导线只是起着

引导能量传输的作用。
由边界条件可以求得介质中内导体外表面附近电场强度的切向分量与坡印亭矢量的法

向分量分别为

Ez r=r1 =Ei=
I
πr21σ

和

Sr r=r1 =-EzHφ r=r1 =-
I2

2π2r31σ
=Si r=r1

因此,长为l的内导体所消耗的功率为

Pi=-∫Si
Srer·dSi=

I2

2π2r31σ
·2πr1l=I2 l

σπr21
=I2Ri

其中,Ri=
l

σπr21
是长为l的内导体的电阻。由此可见,内导体中转变为焦耳热的功率是介质

中的能流密度的分量通过内导体表面流入的。
在外导体的内表面附近,同理有

Ez r=r2 =Ee=-
I

πr23-r22  σ
和

Sr r=r2 =-EzHφ r=r2 =
I2

2π2r2r23-r22  σ
=Se r=r2

注意到外导体内表面上的面元矢量为dS2=erdS2,则长为l的外导体所消耗的功率为

Pe=∫Se
Srer·dS2=

I2

2π2r2r33-r22  σ
·2πr2l=I2 l

σπr23-r22  
=I2Re

其中,Re=
l

σπr23-r22  
是长为l的外导体的电阻。同样地,外导体内转变为焦耳热的损耗

功率则是介质中的功率流通过外导体的内表面流入的。

5.6 电磁场的矢量势和标量势

5.6.1 电磁场的矢量势和标量势介绍

  在有源的情况下,例如研究天线辐射、波导或谐振腔的耦合等问题时,应用麦克斯韦方

程组直接求解电磁场是很困难的。因此,与静态场相同,在时变电磁场的求解中也引入势函

数间接求解。
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在有源空间,电磁场的麦克斯韦方程组为

�×H =J+
∂D
∂t

�×E=-
∂B
∂t

�·B=0
�·D=ρ















(5-74)

类似稳恒磁场,由�·B=0,引入电磁场的矢量势即动态矢量势A,满足

B=�×A (5-75)
或

H =
1
μ

�×A (5-76)

  将式(5-75)代入式(5-74)中的第二方程,得

�×E=-
∂
∂t

�×A=�× -
∂A
∂t  

即

�× E+
∂A
∂t  =0 (5-77)

上式括号中的矢量是无旋的,与静电场中电势的引入类似,这里引入动态标量势ϕ,令

E+
∂A
∂t=-�ϕ

即

E=-�ϕ-
∂A
∂t

(5-78)

式中,ϕ 和A 分别为时变电磁场的标量势和矢量势。它们均是空间坐标和时间的函数,都

是人为引入的辅助函数。如果已知两个辅助函数ϕ 和A 的值,则可以代入式(5-76)和

式(5-78)求得E 和H。第5.6.2节将由麦克斯韦组的另外两个方程得到两个势函数ϕ 和

A 满足的方程,即达朗贝尔方程。

5.6.2 洛伦兹条件与动态势的波动方程———达朗贝尔方程

为了求得势函数ϕ 和A 与场源之间的关系,将式(5-76)代入式(5-74)中的第一方程,并
利用矢量微分恒等式,得

�×H =
1
μ

�×�×A=
1
μ

� �·A  -�2A  =J+
∂D
∂t

  将式(5-78)代入上式,有

�(�·A)-�2A=μJ-�εμ
∂ϕ
∂t  -εμ

∂2A
∂t2

即

�2A-� �·A+εμ
∂ϕ
∂t  -εμ

∂2A
∂t2

=-μJ (5-79)



211  

  同理,再将式(5-78)代入式(5-74)中的第四方程,得

�·D=-ε�· �ϕ+
∂A
∂t  =ρ

即

�2ϕ+
∂
∂t

�·A=-ρ
ε

(5-80)

  于是便得到了两个势函数满足的方程式(5-79)和式(5-80),但是这两个方程都包含有ϕ
和A,是联立方程。

观察A 和ϕ 的引入可知二者都不是唯一的,它们的取值具有一定的任意性。若ϕ 和A

是一组满足方程式(5-79)及式(5-80)的动态势函数,则由下式确定的另一组动态势函数ϕ'
和A',即

ϕ'=ϕ-
∂f
∂t

A'=A+�f
它们也是原方程的解,且对应同一电磁场,其中f 为任一标量函数。显而易见,只有同时已

知某矢量的旋度和散度,才能唯一地确定该矢量。而数学上,可以任意地规定其散度值,从

而得到一组确定的A 和ϕ。
顺着这个思路,可以适当地选择�·A 的值,使得势函数的两个方程进一步简化,若

假定

�·A+εμ
∂ϕ
∂t=0 (5-81)

则式(5-79)与式(5-80)可分别简化为

�2A-εμ
∂2A
∂t2

=-μJ

�2ϕ-εμ∂
2ϕ
∂t2

=-ρ
ε












(5-82)

这是动态势函数的波动方程,称为达朗贝尔方程。由此,A 与ϕ 分别满足不同的微分方程,
且方程的形式也很对称。两个动态势函数与场源的关系变得简单,A 只依赖于自由电流密

度J,而ϕ 只依赖于自由电荷密度ρ。式(5-81)称为洛伦兹条件即洛伦兹规范条件。方程中

J 和ρ由电荷守恒定律�·J=-
∂ρ
∂t

联系着,给定了J 也就给定了ρ。

上面利用麦克斯韦第二方程、第三方程求得了电磁场的标量势ϕ 和矢量势A,又用第

一方程、第四方程和洛伦兹条件导出了动态势函数的达朗贝尔方程。因此,达朗贝尔方程和

洛伦兹条件则是用动态势函数表述的电磁场基本方程。给定场源J 和ρ,求解动态势函数

的达朗贝尔方程,便可得到A 和ϕ 的解,再代入式(5-76)
 

和式(5-78)就可得到H 和E。实

际上,可以只求A 的解,再由洛伦兹条件根据A 求得ϕ。这样,只要给定电流分布J,就可

以得到电磁场的解,此求解过程为
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J ⇒
�2A-εμ

∂2A
∂t2

= -μJ

A

→B →H

�·A+εμ
∂ϕ
∂t=0

 →  ϕ→E












  在无源空间,J=0,ρ=0,动态势函数的波动方程变为齐次微分方程即

�2A-εμ
∂2A
∂t2

=0

�2ϕ-εμ∂
2ϕ
∂t2

=0












(5-83)

  在静态场的情形下,动态势函数的达朗贝尔方程退化为势函数的泊松方程�2A=-μJ

和�2ϕ=-ρ
ε
。在静态场中,由于J 和ρ之间没有联系,故A 与ϕ 彼此独立,B=�×A 和

E=-�ϕ 分别由A 和ϕ 单独确定。在无源空间,式(5-83)则退化为拉普拉斯方程�2A=0
与�2ϕ=0。

对于正弦电磁场,动态势函数的达朗贝尔方程(5-82)可表示为

�2A+k2A=-μJ
 
�2ϕ+k2ϕ=-ρ

ε











(5-84)

式中,k=ω εμ,称为波数。洛伦兹条件式(5-81)则变为

�·A+jωεμϕ=0 (5-85)
电场强度和磁场强度的表达式为

E=-�ϕ-jωA

H =
1
μ

�×A







 (5-86)

无源空间中正弦电磁场的势函数所满足的方程为

�2A+k2A=0
 
�2ϕ+k2ϕ=0 (5-87)

  但在这种情况下不采用势函数求解电磁场,因为这时E 和H 也满足相同形式的方程,
该方程称为亥姆霍兹方程,将在第6章进行讨论。

5.7 推迟势和似稳电磁场

5.7.1 达朗贝尔方程的解———推迟势

  本小节主要求动态势函数达朗贝尔方程的解。因为两个方程具有相同的形式,只求出

一个方程的解就可以类比出另外一个方程的解。另外,因为达朗贝尔方程是线性的,场的叠

加原理可以应用到方程的求解中,即先考虑某一体积元内变化电荷所产生的动态标量势,然
后对所有场源区域积分,就得到总的动态标量势。
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下面先求坐标原点处变化的点电荷Q(t)所产生的动态标量势ϕ,其电荷密度为ρ(r,t)=

Q(t)δ(r),于是动态标量势ϕ 所满足的达朗贝尔方程可表示为

�2ϕ-εμ∂
2ϕ
∂t2

=-
Q(t)
ε δ(r) (5-88)

  在球坐标系中求解,由于点电荷的动态标量势函数具有球对称性,ϕ 与极角θ和方位角

φ 无关,仅为坐标变量r和时间t的函数。因此,式(5-88)可写为

1
r2
∂
∂rr2∂ϕ∂r  -εμ∂

2ϕ
∂t2

=-
Q(t)
ε δ(r) (5-89)

  除原点外,即r≠0处,动态标量势ϕ 满足齐次波动方程,即

1
r2
∂
∂rr2∂ϕ∂r  -εμ∂

2ϕ
∂t2

=0 (5-90)

由于

1
r2
∂
∂rr2∂ϕ∂r  =1r 2∂ϕ∂r+r∂

2ϕ
∂r2  =1r ∂

∂rϕ+r∂ϕ∂r  =1r∂
2(rϕ)
∂r2

故式(5-90)又可以写为

1
r
∂2(rϕ)
∂r2

=εμ∂
2ϕ
∂t2

或

∂2(rϕ)
∂r2

=
1
v2
∂2(rϕ)
∂t2

(5-91)

其中,

v=
1
εμ

(5-92)

是电磁波在介质中的传播速度,称为波速。式(5-91)是关于rϕ 的一维波动方程,其解为

rϕ=F1(r-vt)+F2(r+vt)
即

ϕ(r,t)=
F1(r-vt)

r +
F2(r+vt)

r
(5-93)

式中,F1(r-vt)是以速度v 沿+r方向离开波源的球面波,而F2(r+vt)则是以速度v 沿

-r方向朝着波源会聚的球面波。
对于电磁辐射问题,电磁波由变化的电荷和电流激发在无界媒质中传播,只需考虑沿

+r方向行进的球面波。将F1(r-vt)的自变量改为t-
r
v  =t',则

ϕ(r,t)=
f1t-

r
v  

r =
f1(t')

r
(5-94)

式中,f1t-
r
v  是r、t的函数,具体形式由场源激发时的条件决定。
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考虑在静电场中,位于原点的电荷Q 产生的静电势满足泊松方程�2ϕ=-
Q
εδ(r)的解

为ϕ(r)=
Q
4πεr

。推广到时变场,可以证明式(5-88)的解为

ϕ(r,t)=
Q(t')
4πεr =

Qt-
r
v  

4πεr
(5-95)

  对于有限区域V'内以电荷密度ρ(x',y',z',t)连续分布的变化电荷,在点(x',y',z')
处取电荷元dQ=ρdV',设它到场点P(x,y,z)的距离为R,则电荷元在P 点所激发的动态

标量势可写为

dϕ=
ρx',y',z',t-

R
v  dV'

4πεR
  根据场的叠加原理,V'内所有电荷在场点P(x,y,z)所激发的总动态标量势为

ϕ(x,y,z,t)=
1
4πε∫V'

ρx',y',z',t-
R
v  

R
dV' (5-96)

  同理,在有限区域V'内连续分布的变化电流在场点所激发的动态矢量势应为

A(x,y,z,t)=μ
4π∫V'

J x',y',z',t-
R
v  

R dV' (5-97)

  对于正弦电磁波,波源在空间所激发的势函数也都是与波源同频率的正弦函数,分别为

ϕ(x,y,z,t)=
1
4πε∫V'

ρ(x',y',z')e
jω t-

R
v  

R
dV'

=
1
4πε∫V'

ρ(x',y',z')ej
(ωt-kR)

R
dV' (5-98)

和

A(x,y,z,t)=μ
4π∫V'

J(x',y',z')ej(ωt-kR)

R dV' (5-99)

势函数中时间的滞后表现为相位的滞后,滞后时间R
v

所对应的滞后相位角为ω
R
v=ω εμR=

kR。
总而言之,对于距离波源为R 的观察点,某一时刻t的势函数并不是由t时刻波源的电

荷和电流决定的,而是由较早时刻t'=t-
R
v

的波源所决定。换言之,电磁波传播一段距离

需要一定的时间,而不是瞬间完成的,因此观察点势场的变化滞后于场源的变化,滞后的时

间t-t'=
R
v

就是电磁波传播距离R 所需要的时间。在真空中电磁波的传播速度就是光速

c。由于观察点处的电磁场决定于较早时刻的场源,因此,场点处的动态标量势ϕ 和矢量势

A 称为推迟势。应用推迟势求解电磁波的辐射问题将在第7章中介绍。
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5.7.2 似稳条件和似稳电磁场

对于正弦电磁场,由式(5-98)与式(5-99)可知,推迟作用体现在相位角滞后kR,可见如

果波源频率较高或者场点距离波源较远,则推迟作用显著;
 

反之,若波源频率较低或场点距

离波源较近,推迟作用不明显。也就是说,如果kR≪1,则e-jkR ≈1,可以不考虑推迟作用。

由kR=
ω
vR=

2πf
v R=2π

R
λ≪1

得

R ≪
λ
2π≈

λ
6

f≪
v
2πR ≈

v
6R












(5-100)

这时时变场的分布与静态场的分布相似,满足上述条件的电磁场称为似稳电磁场,也称为缓

变场或准静态场,式(5-100)所表示的条件称为似稳条件或近区场条件。由于R≪
v
6f
,故似

稳区随场的频率升高而缩小。不满足上述条件 即f≫
v
6R  的场则称为迅变场。依距离而

言,R≪
λ
6

的区域称为近区,近区的电磁波是束缚电磁波。R~
λ
6

的区域称为感应区,对应

的场为感应场。而R≫
λ
6

的区域则称为远区,远区的电磁波是自由电磁波。因此,对于似稳

场或近区场可不计推迟作用;
 

而对于迅变场或远区场及感应场则必须考虑推迟作用。

延伸思考:
 

以计算机系统的核心CPU为例,其工作频率大致在2GHz左右,工作波长为

15cm,CPU的尺寸可以大致估计为5cm左右。由此看来,对于以CPU为代表的大规模

集成电路而言,其推迟作用不可忽略! 随着电脑主频的不断提升,芯片尺寸大幅度缩减,
这个推迟作用越来越明显。因此,在集成电路、射频电路领域,必须采用电磁波的理论开

展设计和分析,而不能采用单纯电路的理论。

这样,动态标量势和矢量势将和静态场的势函数具有相同的形式,分别表示为

ϕ(x,y,z,t)=
1
4πε∫V'

ρ(x',y',z',t)
R

dV'

A(x,y,z,t)=μ
4π∫V'

J(x',y',z',t)
R dV'












(5-101)

  对于正弦似稳场或近区场,有

ϕ(x,y,z,t)=
1
4πε∫V'

ρ(x',y',z')ejωt

R
dV'

A(x,y,z,t)=μ
4π∫V'

J(x',y',z')ejωt

R dV'












(5-102)

  在导电媒质中,似稳电场必将引起传导电流密度J=σE 和位移电流密度JD=
∂D
∂t
。对

麦克斯韦第一方程
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�×H =J+
∂D
∂t =σE+

∂D
∂t =

σ
εD+

∂D
∂t

两边取散度,并运用第四方程�·D=ρ,有
∂ρ
∂t+

σ
ερ=0 (5-103)

其解为

ρ=ρ0e
-

σ
εt=ρ0e

-
t
τ (5-104)

式中,

τ=
ε
σ

(5-105)

称为弛豫时间。它是自由电荷密度ρ衰减到其初始值ρ0 的1
e

所需的时间。金属导体在微

波范围的频率下,有ε≈ε0。若取ε0≈10-11F/m,σ≈107S/m,则τ≈10-18s。因此,在一般

情况下,金属导体内部有ρ=0,即使最初放入密度为ρ0 的自由电荷,它也将极快地散开并

分布于导电媒质的表面。与静电场的情形相同,在时变场中导电媒质内部没有自由电荷。

5.7.3 电磁理论与电路理论之间的关系

在低频正弦电路中,工作频率很低,不但似稳条件成立,而且满足ωε≪σ,即

∂D
∂t
J =

 图5-16 似稳场中的串联电路

jωε
σ =

ωε
σ ≪1

,导线中的传导电流远大于位移电流,则导线

中的位移电流可忽略。麦克斯韦第一方程写为�×H=J,

两边取散度,有�·�×H=�·J=0或∮S
J·dS=0,即电

路各节点上的电流是连续的。 由此可得低频正弦电路中

的基尔霍夫第一定律(电流定律),即

∑I
·
=0 (5-106)

  图5-16展示了一个由电阻R、电感L 和电容C 所组成的串联电路,满足似稳条件。可

由似稳场方程得到低频电路方程。似稳场的场源中的传导电流密度为

J=σ(E+Ee)

式中,E 是似稳电场,Ee 是电源中的局外电场。考虑到E=-�ϕ-
∂A
∂t
,由上式可得

Ee=
J
σ -E=

J
σ +�ϕ+

∂A
∂t

于是
 

∫
B

A
Ee·dl=∫

B

A

J
σ
·dl+∫

B

A
�ϕ·dl+∫

B

A

∂A
∂t
·dl

即
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E=i∫
B

A

dl
σS+∫

B

A

∂ϕ
∂ldl+

∂
∂t∫

B

A
A·dl (5-107)

  上式右端第一项的积分为电路的总电阻,如果略去电源内部和导线的电阻以及电容与

电感中的能量损耗,则积分值为R=
l
σS
,第一项等于Ri。

右端第二项是动态标量势梯度的线积分,积分与路径无关,故只在电容器内部积分,即

认为电场全部集中于电容器内,故该项等于电容器两极板间的电压,即uC =ϕB -ϕA = q
C =

1
C∫idt。

右端第三项,由于电容器两极板间的距离很小而近似于闭合回路积分,而A 的闭合回

路积分是磁通,故该项是感应电动势。但外电路的磁通远小于电感线圈中的磁链,即认为磁

场全部集中于电感线圈中,故该项等于电感线圈的电压,即uL=-EL=
dΨL

dt =
d(Li)
dt =

L
di
dt
。因此,有

E=Ri+
1
C∫idt+Ldidt

(5-108)

这就是似稳电路方程。对正弦电磁场,上式为

E=RI
·
+
1
jωCI

·
+jωLI

·
(5-109)

这就是低频串联电路中的第二定律即电压定律。
由此可见,低频电路理论是麦克斯韦电磁理论在一定条件下的近似结果。第一,电路尺

寸远小于电磁波的波长即R≪
λ
6

或频率远低于f≪
c
6R
,以满足准静态条件即似稳条件;

 

第

二,认为电路的电场能量和磁场能量分别集中于电容和电感中,并忽略其能量损耗及电路导线

损耗。电磁场理论是普遍适用的,但其微分方程较复杂,在一般情况下不易求得严格解。虽然

电路理论是一种近似,但低频电路方程是一组代数方程,用它分析与计算问题要简单得多。
因此,求解电磁问题有两种方法,即场的方法和路的方法。场是路的普遍的微观描述,

路是场的有条件的简化与宏观体现。当频率升高以致电路尺寸与波长可比拟时,似稳条件

不再满足,电场储能和磁场储能的空间已难于分开,除极个别的情形外,似稳电路方程失去

适用条件,只有用场的理论来解决。但是,即使在高达微波频率的范围,在一定的条件下,也
可以使用电路的方法以简化计算;

 

而在低频范围,有时为了获得电场或磁场的分布,或者电

路元件的计算,也使用电磁场的方法。

*  5.8 科技前沿:
 

麦克斯韦方程组的空间协变性———电磁
隐身衣的基本原理

  本章已推导得到了麦克斯韦方程组,这是一切电磁现象所遵从的规律! 麦克斯韦方程

组是一个线性方程组,满足叠加原理,而且具有空间协变性,即麦克斯韦方程组在不同的坐
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标系中具有相同的形式。换言之,即通过坐标变换,不改变其方程的形式。如图5-17所示,
在图5-17(a)所示的空间A 中任取一点P(x,y,z),按照函数对应法则X'=X'(X),将其映

射为图5-17(b)所示空间B 中的点P'(x',y',z')。其中,X=(x,y,z),X'=(x',y',z')。
由麦克斯韦方程的空间协变性,对于频率为ω 的电磁波,在空间A 有

�×E+jωμ·H =0
�×H -jωε·E=0 (5-110)

变换到空间B,则有

�×E'+jωμ'·H'=0
�×H'-jωε'·E'=0 (5-111)

式中,ε、μ、ε'、μ'
 

分别表示空间A 和空间B 的电磁参数,它们都是矩阵形式,表示的是各

向异性的材料。
对照式(5-110)和式(5-111),理论上可以推得

ε'(X')=
A·ε(X)·AT

detA

μ'(X')=
A·μ(X)·AT

detA
(5-112)

其中,A 为雅可比矩阵,A=∂X'/∂X,代表着两空间变量的关系,一般情况为3×3阶,AT 为

A 的转置矩阵。

图5-17 麦克斯韦方程的空间协变性示意图

2006年,英国物理学家Pendry等人提出了电磁隐身的可行性构想,在随后的实验中这

个构想得到验证。其理论基础就是麦克斯韦方程组的协变性。图5-18展示了Pendry等人

提出的“隐身衣”的基本原理示意图。图5-18(b)中用特别设计的电磁材料填充于半径为R1

和R2 的柱面之间,电磁波将沿着这种“特殊”的媒质流动,绕过隐形区域的物体,之后又回

到原来的传播轨迹,从而实现隐形区域中物体的隐形。图5-18中带箭头曲线给出了一条电

磁波的典型传播路径。事实上,电磁隐形衣的设计也非常简单:
 

假设在空间X 中有一个任

意闭合的曲线(三维空间为曲面),如图5-18(a)中所示半径为R2 的柱面。取其内部任意一

点O,设想曲线(面)保持不动但O 点向四周膨胀,并得到另外一个曲线(面),如图5-18(b)
中半径为R1 的柱面。这样,原来O 点的位置,凭空多出一个区域来,这就是隐形区域。而

上述膨胀的过程,恰恰可以用空间A 到B 的一个坐标变换来表述。根据麦克斯韦方程组的

协变性,利用式(5-111)、式(5-112)即可得到隐形衣(两个曲线或曲面之间的区域)的电磁参

数。具有这个参数的材料即具有电磁隐形的功能,一般在自然界中并不存在,需要用特殊的方
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式加工得到,它们被称为新型人工电磁材料,又叫超材料。上述变换关系称为变换光学原理。

图5-18 Pendry等人提出的隐形示意图

变换光学理论最早应用于时变电磁场,后来推广到了静态场,如静态直流场、静磁场、静
电场等。第3章给出的直流电型隐形装置的设计,就是利用了变换光学的原理。知道了上

述原理,还可以设计其他形状的电磁隐形装置,如球形、柱状、椭圆、三角、方形等,甚至还可

以设计心形的电磁隐形衣! 但其基本原理,都是上面提到的变换光学原理。图5-18中给出

的就是柱状隐形衣的特例。
利用麦克斯韦方程的空间协变性,不仅可以实现对物体的隐身,而且可以实现幻觉和反

隐身等效果。因此,它已经成为21世纪初电磁理论与应用领域的研究热点之一。

*  5.9 时变电磁场在生活中的应用

电与磁是大自然中一直存在的现象,例如闪电与磁石。人类很早就知道运用电与磁来

改善生活,丰富生命。除了自然存在的电磁场外,人们开发了许多新的电磁用具,如常用的

电磁炉、微波炉等家用电器,甚至磁悬浮列车、输变电设备等公共设施,为人们的生活提供了诸

多方便;
 

又如电磁炮、电磁秋千、通信卫星、隐身飞机等。时变电磁场的应用可谓无处不在。

5.9.1 电磁炮

电磁炮是利用电磁发射技术制成的一种先进动能杀伤武器。与传统大炮将火药燃气压

力作用于弹丸不同,电磁炮是利用电磁系统中电磁场产生的洛伦兹力来对金属炮弹进行加

速,使其达到打击目标所需的动能,与传统的火药推动的大炮相比,电磁炮可大大提高弹丸

的速度和射程。
电磁炮主要由能源、加速器、开关三部分组成。能源通常采用可蓄存10~100MJ能量

的装置,实验用的能源有蓄电池组、磁通压缩装置、单极发电机,其中单极发电机是最有前途

的能源。加速器是把电磁能量转换成炮弹动能,使炮弹达到高速的装置。开关是接通能源

和加速器的装置,能在几毫秒之内把兆安级电流引进加速器中。
按照结构的不同,电磁炮可区分为电磁轨道炮、同轴线圈炮和磁力线重接炮三种。目前

发展比较迅速、理论和实践上比较成熟、接近武器化的电磁炮,主要是电磁轨道炮和同轴线

圈炮。

1.
 

电磁轨道炮

电磁轨道炮由两条联接着大电流源的固定平行导轨和一个沿导轨轴线方向可滑动的电
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枢组成。发射时,电流由一条导轨流经电枢,再由另一条导轨流回,而构成闭合回路。强大的

电流流经两平行导轨时,在两导轨间产生强大的磁场,这个磁场与流经电枢的电流相互作用,
产生强大的电磁力,该力推动电枢和置于电枢前面的弹丸沿导轨加速运动,从而获得高速度。

2.
 

同轴线圈炮

线圈炮又称交流同轴线圈炮,它是电磁炮的最早形式,由环绕于炮膛的一系列固定的加

速线圈与环绕于弹丸的弹载运动线圈构成,它是根据通电线圈之间磁场的相互作用原理而

工作的。把加速线圈固定在炮管中,当它通入交变电流时,产生的交变磁场就会在弹丸线圈

中产生感应电流,感应电流的磁场与加速线圈电流的磁场互相作用,产生磁场力,使弹丸加

速运动并发射出去。

5.9.2 电磁秋千
 

电磁秋千最典型的例子是商店里的招财猫,开关打开后招财猫就能不停地摆手。电磁

秋千的电路十分简单,它由装在秋千踏板上的小磁铁和底座里的磁控开关及电磁线圈等电

路组成。
图5-19中K为干簧管,又称磁簧开关,在电路中作为磁控开关;

 

L 为电磁线圈,当秋千

图5-19 电磁秋千示意图

踏板位于最低位置时,踏板上小磁铁使干簧管 K
内两簧片磁化吸合,因而有电流通过线圈L,并产

生磁场,线圈的特定绕向使线圈产生的磁场和踏板

磁铁的磁场正好相反,线圈磁场将踏板推向高处。
踏板远离干簧管K后,使K里磁场减弱,两簧片立

即脱开复原,线圈L 中电磁场也随之消失,踏板在

重力作用下,又反方向摆回。当越过干簧管上方时

K簧片又接通,踏板又被向上推起,就这样往复不

止,踏板就前后不停地来回摆动着。发光二极管

LED和限流电阻R 串联后并联在线圈L 的两端,
当L 通电时,LED也通电发光,L 失电时,LED也

随之熄灭,所以秋千来回摆动时,LED也就一闪一

闪地发光。

5.9.3 磁悬浮

磁悬浮技术的主要原理是利用高频电磁场在金属表面产生的涡流来实现对金属物体的

悬浮。将金属样品放置在通有高频电流的线圈上时,高频电磁场会在金属材料表面产生一

高频涡流,这一高频涡流与外磁场相互作用,使金属样品受到一个磁力的作用。在合适的空

间配制下,可使磁力的方向与重力方向相反,通过改变高频源的功率使电磁力与重力相等,
即可实现电磁悬浮。一般通过线圈的交变电流频率为104~105Hz。最常见的应用便是磁

悬浮列车。
 

磁悬浮列车利用安装在列车两侧转向架上的悬浮电磁铁和铺设在轨道上的磁铁之间的

排斥力,使车体完全脱离轨道,悬浮在距离轨道约1cm处,腾空行驶,创造了近乎“零高度”
空间飞行的奇迹。
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5.9.4 电磁阻尼

图5-20 电磁阻尼示例

在大块导体中,可任意构成许许多多闭合的导体回路,当大

块导体在磁场中运动时,所有这些小的导体回路都做切割磁感线

运动,如图5-20所示,因而在回路中形成许多闭合的感应电流,称
为涡电流。根据楞次定律,所有这些涡电流受磁场作用的电磁力

将阻碍大块导体在磁场中的运动,也就是说,涡电流受到的电磁

力是阻力,称为电磁阻尼,由于导体电阻率很小,即使感应电动势

不大,也可能产生明显的涡电流,使他们受到的电磁阻力明显。
电磁阻尼被广泛应用于需要稳定摩擦力及制动力的场合,例

如万用表、电磁制动机械等。

*  5.10 利用MATLAB实现矢量场散度和旋度的可视化

在麦克斯韦方程组中,最主要的两个运算,或者说普通人最不易理解的运算,就是矢量

场(如电场或者磁场)的旋度和散度运算。结合 MATLAB的可视化工具,可以实现对矢量

场散度和旋度的绘制,从而加深对这两个运算和电磁理论的理解。

1.
 

MATLAB中divergence函数介绍

divergence是计算矢量场相对于直角坐标系的散度的函数,其基本格式为:

  div=divergence X V 

该函数用于求矢量场V关于矢量X的散度,此处的V和X均为三维(或者)向量,前者

包含矢量在直角坐标系下的三个(两个)分量;后者则是对应于该矢量的相应位置坐标。
下面的例子给出了利用符号工具箱计算矢量场散度的操作。

  syms
 

x
 

y
 

z 
 

divergence  x�2
 

2*y
 

z  
 

 x
 

y
 

z   

MATLAB运行结果为:

  2*x
 

+
 

3

MATLAB环境下,也可以利用数值方法直接计算散度,具体格式如下:

  div=divergence x y z u v w 

该函数用于计算包含分量u、v和w的三维矢量场的散度。数组x、y和z用于定义矢

量分量u、v和w的坐标,它们必须是单调的,但不需要间距均匀。x、y和z必须具有相同数

量的元素,就像由meshgrid生成一样。
本节主要采用的是第一种方法。

2.
 

矢量场散度的可视化

矢量场的散度反映的是矢量场有无“源”和“汇”。矢量场在某一点的散度大于零,说明

矢量场在此处有源(好像水龙头),代表矢量的力线从此处发出;
 

反之,如果散度小于零,说
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明矢量场在此处有汇(比如下水道),矢量的力线从外部流入该点;
 

散度等于零,说明矢量的

力线从该点穿过。MATLAB可以计算矢量函数的散度并做可视化处理。
下面的例子对矢量函数F=[u,v]=[sin(x+y),cos(x-y)]进行求散度的操作,并将

结果作图显示出来。

  syms
 

x
 

y
 

z
 

real
  

    %定义符号变量

F
 

=
 

 
 

sin x+y  
 

cos x-y 
 

  
  

%定义函数F
g

 

=
 

divergence F  x
 

y  
                   

%求函数F的散度 符号形式

divF=matlabFunction g  
  

%将散度转换为函数形式

x=linspace -2 5 2 5 20  
 X Y =meshgrid x x  

  

%定义网格

Fx=sin X+Y  
  

%F的x分量

Fy=cos X-Y  
  

%F的y分量

div_num=divF X Y  
  

%散度的数值形式

pcolor X Y div_num  
   

%用伪彩色图绘制散度

shading
 

interp 
  

%做插值

colorbar 
  

%绘制色条

hold
 

on 
  

%保持绘图叠加模式打开

quiver X Y Fx Fy 'k' 'linewidth' 1  
  

%叠加绘制箭头图

MATLAB窗口显示的散度函数结果如下,绘制的图像如图5-21所示。

  g
 

=
 

sin x
 

-
 

y 
 

+
 

cos x
 

+
 

y 

图5-21 函数F的矢量场图及其散度分布图

上面的代码中,首先利用MATLAB的符号工具箱函数,对函数F进行符号形式的散度

计算,然后将得到的散度结果g显示在 MATLAB窗口。同时,利用 matlabFunction方法

将其转换为函数形式。最后,利用pcolor和quiver函数,将散度和矢量场绘制在一幅图像

里面。从图5-21可知,散度大于零的地方,即图中的发亮区域,箭头呈现发散的情形,表明

在对应的区域有“源”;
 

散度小于零的地方,即图中发暗区域,箭头呈现汇聚状态,表明在该
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区域有“汇”。
在麦克斯韦方程组中,�·D=ρ反映的就是电荷是电位移矢量的“源”:

 

正电荷处对应

电位移矢量从该处发出;
 

负电荷处电位移矢量汇入该处;
 

无电荷处电位移矢量在该点连

续。而�·B=0表明磁场是无源场,磁感应线处处连续,因此磁通连续的性质成立。

3.
 

MATLAB中curl函数介绍

curl是 MATLAB中求矢量函数旋度的函数,其基本格式为

  curl V X 

该函数用于求矢量场V关于矢量X的旋度,此处的V和X均为三维(或二维)向量,前
者包含矢量在直角坐标系下的三个(或两个)分量;

 

后者则是对应于该矢量的相应位置

坐标。
下面的代码用于计算矢量场V关于矢量X=(x,y,z)的旋度。

  syms
 

x
 

y
 

z
V

 

=
 

 x�3*y�2*z 
 

y�3*z�2*x 
 

z�3*x�2*y  
X

 

=
 

 x
 

y
 

z  
curl V X 

MATLAB显示结果如下

  ans
 

=
 x�2*z�3

 

-
 

2*x*y�3*z
 x�3*y�2

 

-
 

2*x*y*z�3
 -

 

2*x�3*y*z
 

+
 

y�3*z�2

众所周知,对一个标量函数的梯度场进行旋度计算,结果为零。换句话说,标量函数的

梯度场是无旋的。下面的代码就直接利用 MATLAB验证上述结论的正确性。其中

gradient(f,vars)表示对称量函数f取梯度运算。

  syms
 

x
 

y
 

z
f

 

=
 

x�2
 

+
 

y�2
 

+
 

z�2 
vars

 

=
 

 x
 

y
 

z  
curl gradient f vars  vars 

MATLAB显示结果为:
 

  ans
 

=
 0
 0
 0

4.
 

矢量场旋度的可视化

下面对二维矢量函数F=[
 

sin(x+y),
 

cos(x-y)]求其旋度并作图。代码如下

  syms
 

x
 

y
 

z
 

real
  

%定义符号变量

F
 

=
 

 
 

sin x+y  
 

cos x-y 
 

  
  

%定义函数F
G

 

=
 

curl  F 0   x
 

y
 

z  
                   

%计算F的旋度 并赋予G
   

curlF=matlabFunction G 3   
  

%将G的z分量转换为函数 赋予curlF
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x=linspace -2 5 2 5 20  
 X Y =meshgrid x x  

  

%定义网格

Fx=sin X+Y  
  

%计算F的x分量

Fy=cos X-Y  
  

%计算F的y分量

rot=curlF X Y  
  

%计算旋度的值

pcolor X Y rot  
   

%绘制旋度

shading
 

interp 
  

%颜色做插值

colorbar 
  

%绘制色条

hold
 

on 
  

%保持模式打开

quiver X Y Fx Fy 'k' 'linewidth' 1  
  

%绘制箭头图 并设置颜色为黑色 线宽为1

首先利用MATLAB的符号工具箱函数,对函数F进行解析形式的旋度计算,然后将得

到的旋度结果G转换为函数形式。最后,利用pcolor和quiver函数,将二者绘制在一幅图

像里面。由于题目给出的是二维函数,因此,其旋度只有z分量,其他两个分量为零。
上述程序运行时,窗口输出结果为

  G
 

=
              0
              0
  -

 

sin x
 

-
 

y 
 

-
 

cos x
 

+
 

y 

上式表示该函数的旋度的解析表达式,显然是一个矢量,有三个分量。我们关心的是第

三个分量,即z分量。
将旋度的z分量用图形呈现出来,结果如图5-22所示。从图中可以看出,旋度大于零

的地方,即图中的发亮区域,箭头呈现逆时针旋转的情形;
 

旋度小于零的地方,即图中发黑

的区域,箭头呈现顺时针旋转的状态。考虑到图中显示的是z方向的旋度(其他两个方向为

零),利用右手螺旋定则,可以看出这个现象是正确的,真实反映了相关区域的旋涡源状态。
与图5-21对比,大家能够更加清晰地了解散度和旋度的区别。

图5-22 函数F 的矢量场图及其旋度分布图
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在麦克斯韦方程组中,�×E=-
∂B
∂t
,该式表明:

 

电场的旋涡源是磁场随时间的变化率

的相反数。有磁场发生变化的地方,就有旋涡源,电场围绕该旋涡源旋转。同理�×H=

J+
∂D
∂t
,表明电流和电位移矢量的变化率之和,是磁场强度的旋涡源。在静磁场中,磁场强

度总是围绕着电流旋转,就是这个性质的一个具体体现。

本章小结

1.
 

麦克斯韦方程组及辅助方程

积分形式       
 

    微分形式     正弦电磁场

(1)
 

∮l
H·dl=∫S

J+
∂D
∂t  ·dS  

�×H =J+
∂D
∂t

 

 
 

�×H =J+jωD

(2)
 

∮l
E·dl=-∫S

∂B
∂t
·dS   �×E=-

∂B
∂t   

�×E=-jωB

(3)
 

∮S
B·dS=0     

   

  �·B=0     �·B=0

(4)
 

∮S
D·dS=Q       �·D=ρ     �·D=ρ

辅助方程:
 

B=μH,D=εE,Jc=σE
洛伦兹力:

 

F=Q(E+×B)
洛伦兹力密度:

 

f=ρE+J×B
2.

 

电磁场边值关系

媒质分界面 两种媒质分界面 两种介质分界面 介质与理想导体分界面

边值关系

n×(H1-H2)=JS

n×(E1-E2)=0
n·(B1-B2)=0
n·(D1-D2)=ρS

H1t=H2t

E1t=E2t

B1n=B2n

D1n=D2n

Ht=JS

Et=0
Bn=0
Dn=ρS

3.
 

坡印亭定理和坡印亭矢量

坡印亭定理:
 

∮S
(E×H)·dS+∫V

E·JdV=-
∂W
∂t

 

(积分形式)

�·(E×H)+E·J=-
∂w
∂t

 

(微分形式)

  坡印亭矢量瞬时值:
 

S=E×H

正弦电磁场的复数坡印亭矢量:
 

Sc=E×H*=
1
2Em×H*

m

正弦电磁场的复数坡印亭矢量时间平均值:
 

S=ReSc=ReEe×H*
e =

1
2ReEm×H*

m
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4.
 

电磁场的矢量势和标量势及其微分方程

势

的

方

程

动态场

时变场 正弦场

�2A-εμ
∂2A
∂t2
=-μJ

�2ϕ-εμ
∂2ϕ
∂t2
=-ρ

ε

�2A+k2A=-μJ

�2ϕ+k2ϕ=-ρ
ε

(k2=ω2εμ)

静态场

�2A=-μJ

�2ϕ=-ρ
ε

矢

量

势

和

标

量

势

的

计

算

推迟势(动态势)

A = μ
4π∫V'

J x',y',z',t-
R
v  

R dV'

ϕ=
1
4πε∫V'

ρ x',y',z',t-
R
v  

R
dV'

A = μ
4π∫V'

J(x',y',z')ej(ωt-kR)

R dV'

ϕ=
1
4πε∫V'

ρ(x',y',z')ej
(ωt-kR)

R
dV'

似稳场

A = μ
4π∫V'

J(x',y',z',t)
R dV'

ϕ=
1
4πε∫V'

ρ(x',y',z',t)

R
dV'

A = μ
4π∫V'

J(x',y',z')ejωt

R dV'

ϕ=
1
4πε∫V'

ρ(x',y',z')ejωt

R
dV'

静态势

A = μ
4π∫V'

J(x',y',z')
R dV'

ϕ=
1
4πε∫V'

ρ(x',y',z')

R
dV'

场

量

H=
1
μ

�×A

E=-�ϕ-
∂A
∂t

H=
1
μ

�×A

E=-�ϕ-jωA

B=�×A

E=-�ϕ

习题

5.1 设沿+z方向传输的均匀平面电磁波电场为E=Emsin(ωt-βz)ex,一长为a、宽
为b的矩形线圈的轴线在x 轴上,且与xOz平面夹角为α(见题5.1图)。求该线圈中的感

应电动势。
5.2 尺寸为a×b的矩形线圈与长直线电流

 

i共面,且靠近直线电流的边与线电流平

行,二者相距为d,线圈以角速度ω 绕其中心轴旋转,如题5.2图所示。试求下列两种情况

下线圈中的感应电动势:
 

题5.1图

 
题5.2图

(1)
 

i=I0(常数);
 

(2)
 

i=ImcosΩt。



227  

题5.3图

5.3 平行双线与一矩形回路共面,如题5.3图所示,设a=0.2m,
b=c=d=0.1m,i=0.1cos(2π×107t)A,求回路中的感应电动势。

5.4 电子回旋加速器利用空间的交变磁场产生交变电场,从而

使带电粒子加速。设加速器中的磁场在圆柱坐标系内只有轴向分

量,且只是r、t的函数,即H=f(r,t)ez。试求在半径为r处感应电

场的大小与方向。若在某一时间间隔内f(r,t)=crt,其中C 是常

数。试求感应电场强度的具体形式。
5.5 长为

 

l的圆柱形电容器,内外电极的半径分别为r1 与r2,
其中介质的介电常数为ε。若两极板间所加的电压u=Umsinωt,且其角频率ω 不高,故电

场分布与静态场情形相同。试计算介质中的位移电流密度及穿过介质中半径为r(r1<r<r2)
的圆柱形表面的总位移电流;

 

并证明后者等于电容器引线中的传导电流。
5.6 一铜导线中通过1A的传导电流,已知铜的介电常数为ε0,电导率为σ=5.8×

107S/m。试分别求电流的频率为10kHz与100MHz时导线中的位移电流。
5.7 一球形电容器内外电极的半径分别为r1 与r2,其间填充介电常数为ε的介质。

若两球面极板间所加的电压u=Umsinωt,且其角频率ω 不高。试计算介质中的位移电流

密度及穿过介质中半径为r(r1<r<r2)的球面的总位移电流。

5.8 假设真空中的磁场强度为H=0.01cos(6π×106t-2πz)eyA/m,试求与之相应

的位移电流密度。
5.9 已知电场强度矢量为

E=Em[cos(ωt-βz)ex +sin(ωt-βz)ey]
其中,Em、ω 及β均为常数。试由麦克斯韦方程组确定与之相联系的磁感应强度矢量B。
5.10 试写出下列各场量的复数表示式的瞬时值:

 

(1)
 

E=Eme-jβzex;
 

(2)
 

H=Hme-j
(β-jα)zey;

 

(3)
 

E=Emsinβzex;
 

(4)
 

E=40(2-j2)e-j20zex;
 

(5)
 

H=(4ex+5jey)ej
(ωt+βz);

 

(6)
 

E=10e-j(6x+8z)ey。

题5.11图

5.11 如题5.11图所示,已知相距为d 的两无限大平

行导体板间的电场强度为

E=Emcos(ωt-βz)ex

试求两板间的磁场强度和导体板上的感应电荷及电流

分布。
5.12 长为l、内外半径分别为r1 与r2 的理想导体同

轴线,两端用理想导体板短路。内外导体间填充介电常数

为ε、磁导率为μ0 的介质。介质内的电磁场分别为

E=
A
rsinβze

jωter

H =j
B
rcosβze

jωteφ
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试确定式中A、B 间的关系,并求出β和r=r1、r2 及z=0、l面上的电荷面密度与面电流密度。

5.13 已知在自由空间传播的均匀平面波的磁场强度为

H(z,t)=0.8(ex +ey)cos(6π×108t-2πz)
 

A/m
  (1)

 

求此电磁波的电场强度矢量;
 

(2)
 

计算瞬时坡印亭矢量。

5.14 由半径为a、相距为d(d≪a)的圆形极板构成的平行板电容器,其中的介质是非

理想的,具有电导率σ、介电常数ε。假定电容器内的电场是均匀的,可忽略其边缘效应。若

电容器有电压为U0 的直流电源供电,试求电容器内任一点的坡印亭矢量,并验证其中损耗

的功率由电源供给。

5.15 在同一空间有可能存在静止电荷的静电场E 和永久磁铁的磁场H,这时有可能

存在坡印亭矢量S=E×H,但没有能流。试证明对任一闭合面S,则有

题5.16图

∮S
(E×H)·dS=0

  5.16 由理想导体板构成的波导内的电场强度为

E=Emsin
πx
asin

(ωt-βz)ey

内部为空气(见题5.16图),试求:
 

(1)
 

波导内的磁场强度和波导壁上的面电流密度;
 

(2)
 

波导内的位移电流密度;
 

(3)
 

波导内的坡印亭矢量的瞬时值和平均值;
 

(4)
 

穿过波导任一横截面的平均功率。

5.17 已知时变电磁场中矢量势为A=exAmsin(ωt-kz),其中Am、k 为常数,求电场

强度、磁场强度及坡印亭矢量。

5.18 如果在良导体中存在正弦电磁波,试证明近似有

E=-jωA, B=�×A, J=-jωσA
�2A-jωμσA=0 与  �·A=0

  5.19 若电磁场矢量势的分量Ax=Ay=0,Az=f(r)ej
(ωt-βz),试求在圆坐标系内场量

E 与H 的表示式。

5.20 在无耗的各向同性媒质中,电场E 满足的方程为�2E+ω2εμE=0,试问在什么

条件下E=Eme-jk
·r 是上述方程的解? 其中k 为常矢量,r为位置矢径。此电场作为麦克

斯韦方程的解的条件是什么?

5.21 若仅考虑远场区,且设电流沿z轴方向流动,试证明H=
1
μ

�×A 在球坐标系内

可以简化为

Hφ =-
1
μ
sinθ

∂Az

∂r
  5.22 长为

 

l(l不甚小于波长)的直导线沿z轴放置,其中心在原点。设直导线上载有

沿+z方向为正的交变电流,其复数值为I(z)=Ime-jβz。试求在远区任一点处电磁场的矢

量势及磁场强度。


