
第5章

约束优化问题的最优性条件

本章介绍约束优化问题的最优性条件,首先简单介绍约束优化问题最优性条件的基本

思想,再介绍仅含不等式约束问题的最优性条件,最后介绍含有一般约束问题的最优性条

件。约束优化问题的最优性条件是讨论其算法的基础,本章只讨论一阶条件,不涉及更高阶

的最优性条件。

5.1 约束优化问题最优性条件的基本思想

本章考虑的约束优化问题的标准模型为

min f(x)

s.t. gi(x)≤0 i=1,2,…,m

hj(x)=0 j=1,2,…,l








 (5-1)

其中,gi(x)≤0,i=1,2,…,m 称为不等式约束,hj(x)=0,j=1,2,…,l称为等式约束。
有的约束优化问题中还含有箱子集(上下界)约束,这可以归结到不等式约束中。记

F= x⊆Rn|gi(x)≤0,i=1,2,…,m;hj(x)=0,j=1,2,…,l  (5-2)
称F 为问题(5-1)的可行集。

一般来讲,约束优化问题的可行域中不含有对应的无约束优化问题的解,也就是说,目
标函数在无约束情况下的稳定点一般不在可行域内,所以无约束优化问题的最优性条件在

约束优化问题中已不再适用,需另行研究一套约束优化问题最优性条件的理论。
为了更加直观地描述约束优化问题的最优性条件,先从几何上进行分析。为此,引入下

降方向与可行方向的概念。

5.1.1 下降方向

定义5-1 设f(x)是定义在Rn 上的实函数,x-∈Rn,d 是非零向量,若存在δ>0,使对

每个λ∈(0,δ)都有

f(x-+λd)<f(x-) (5-3)
则称d 为函数f(x)在x- 处的下降方向。将x- 处的所有下降方向组成的集合记作
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D= d∈Rn|∃δ>0,λ∈ (0,δ),f(x-+λd)<f(x-)  (5-4)

图5-1 下降方向

称为下降方向集。
在定义5-1中,参数δ>0只需满足存在性,一般

不是唯一的,而且将步长限制在λ∈(0,δ)的范围是

必要的。以函数f(x)=x21+x22 为例,如图5-1所

示,当λ∈(0,δ)时,满足f(x-+λd)<f(x-),此时d
是下降方向,但若λ 过大(此例中若λ>δ)有f(x-+
λd)>f(x-),此时,d 并未使函数值下降。

如果f(x)是可微函数,并且�f(x-)Td<0,则根

据定理3-1,d 为f(x)在点x- 处的下降方向。将在x- 点处满足这一条件的下降方向的全体

记作

D0= d∈Rn|�f(x-)Td<0  (5-5)

  显然,D0 是下降方向集D 的一个子集,即

D0⊂D (5-6)

5.1.2 可行方向

定义5-2 对可行集F,若x-∈clF,d 是非零向量,若存在数δ>0使对每个λ∈(0,δ)都
有

x-+λd∈F (5-7)
则称d 为可行集F 在x- 的可行方向,其中cl表示闭包。集合F 在x- 处的所有可行方向组

成的集合记为

F0= d∈Rn|d≠0,x- ∈clF,∃δ>0,使得 ∀λ∈ (0,δ),有x-+λd∈F  (5-8)

集合F0 是一个锥,称为在x- 处的可行方向锥。

5.1.3 几何描述

我们从几何的角度来描述约束优化问题的最优性条件。由下降方向和可行方向的定义

可知,如果x*是f(x)在可行集上的局部极小点,则在x* 处的可行方向一定不是下降

方向。
定理5-1 考虑约束优化问题(5-1),设F 是Rn 中的非空集合,x*∈F,f(x)在x*处

可微,如果x*是局部最优解,则F0∩D=⌀。
证明 用反证法,设存在d≠0满足

d∈D ∩F0 (5-9)
则d∈D,由定义5-1存在δ1>0,对任意λ∈(0,δ1),有

f(x* +λd)<f(x*) (5-10)
又有d∈F0,由定义5-2存在δ2>0,对任意λ∈(0,δ2),有
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x* +λd∈F0 (5-11)

令δ=minδ1,δ2  ,则对任意λ∈(0,δ),有式(5-10)和式(5-11)同时成立,这和x*是局部极

小点矛盾。定理得证。
由于D0⊆D,可以得到如下推论。

图5-2 约束最优性条件的几何解释

推论5-1 考虑约束优化问题(5-1),设F 是 Rn

中的非空集合,x*∈F,f(x)在x*处可微,如果x*

是局部最优解,则F0∩D0=⌀。
从几何上来考虑,定理5-1的结论是显而易见

的,以如下问题为例,

min f(x)=x21+x22
s.t. x1≥1,x2≥1 

显然,该问题的局部最优解是x*=(1,1)T,如图5-2
所示。从x*点出发,任何可行方向(例如d1)都使函

数值增加;
 

反之,任何能使函数值下降的方向(例如d2)都不是x*处的可行方向,也就是说

在x*处F0∩D=⌀。

5.2 不等式约束优化问题的一阶最优性条件

5.2.1 用积极约束表达的几何最优性条件

  本节讨论只含不等式约束的优化问题的一阶必要条件,考虑约束优化问题

min f(x)

s.t. gi(x)≤0 i=1,2,…,m (5-12)

其可行域为

F= x⊆Rn|gi(x)≤0,i=1,2,…,m  (5-13)

  为把推论5-1中描述的几何条件用代数表示出来,引入以下积极约束的概念。

图5-3 积极约束和非积极约束

定义5-3 对于可行解x-∈F,称满足条件gi(x-)=0的那些约束为积极约束,其指标集

记作

A(x-)=i|gi(x-)=0,i=1,2,…,m  (5-14)

反之,称满足条件gi(x-)<0的约束为在x- 处的非积极

约束,其指标集记作
A(x-)=i|gi(x-)<0,i=1,2,…,m  (5-15)

  从几何上看,积极约束其实是指x- 位于某些不等式

约束所确定的区域的边界上,而非积极约束是指x- 位于

某些约束所确定的区域的内部,如图5-3所示。对于可行
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解x-,g1(x-)和g2(x-)是积极约束,即A(x-)= 1,2  ,而g3(x-)是非积极约束,即A(x-)= 3  。
定义积极约束后,定义5-2中的可行方向可以缩小范围,并用积极约束的梯度来表

示,即
F1= d∈Rn|�gi(x-)

Td<0, i∈A(x-)  (5-16)
图5-3中的d 就是这样一个方向。

定理5-2 对可行解x-,有F1⊆F0。

证明 设方向d∈F1,则对i∈A(x-)有�gi(x-)
Td<0,也就是说d 是gi(x)(i∈A(x-))

在x- 处的下降方向,由定义5-1,存在δ1>0,对任意λ∈(0,δ1),有

gi(x-+λd)<gi(x-)=0, i∈A(x-) (5-17)

  又当i∈A(x-)时,gi(x-)<0,由于gi(x)(i∈A(x-))在x- 处连续,故存在δ2>0,
当λ∈(0,δ2)时,

gi(x-+λd)<0, i∈A(x-) (5-18)

  令δ=minδ1,δ2  ,则对任意λ∈(0,δ)有

gi(x-+λd)<0, i=1,2,…,m (5-19)
即d 是一个可行方向,故d∈F0。定理得证。

根据推论5-1和定理5-2,可以得到约束最优性条件的另一个几何表示。
推论5-2 设x*∈F,f(x)和gi(x)(i∈A(x*))在x*处可微,gi(x)(i∈A(x*))在

x*连续,如果x*是问题(5-12)的局部最优解,则F1∩D0=⌀。

5.2.2 Fritz
 

John条件

先给出如下一个关于不等式的Gordan引理。
引理5-1 (Gordan引理)设A 为m×n 矩阵,那么,Ax<0有解的充要条件是不存在非

零向量y≥0,使ATy=0。
Gordan引理的证明要用到凸集分离定理,比较烦琐,已超出本书范围,故在此不加赘

述,感兴趣的读者可以参考文献[4]。

Gordan引理中的条件是充分必要的,故也可以阐述成:
 

Ax<0无解的充要条件是存在

非零向量y≥0,使ATy=0。下述的Fritz
 

John条件的证明便是用的这一阐述。
将推论5-2的几何最优性条件用代数式表示,就可以得到下述Fritz

 

John条件。
定理5-3 (Fritz

 

John条件)设x*∈F,A(x*)={i|gi(x
*)=0,i=1,2,…,m}和

A(x*)={i|gi(x
*)<0,i=1,2,…,m}分别为x*处的积极约束和非积极约束集,f,gi(i∈

A(x*))在x*处可微,gi(i∈A(x
*))在x*处连续,如果x*是问题(5-12)的局部最优解,

则存在不全为0的非负数ω0,ωi(i∈A(x*))使

ω0�f(x
*)+ ∑

i∈A(x*)
ωi�gi(x

*)=0 (5-20)

  证明 根据推论5-2,在点x*有F1∩D0=⌀,即不等式组
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�gi(x
*)Td<0 i∈A(x*)

�f(x*)Td<0 (5-21)

无解,又根据Gordan引理,必存在不全为0的非负数ω0,ωi(i∈A(x*)),使

ω0�f(x
*)+ ∑

i∈A(x*)
ωi�gi(x

*)=0

定理得证。
以下给出两个Fritz

 

John条件的案例。
【例5-1】 考虑约束优化问题

min f(x)=(x1-6)2+(x2-2)2

s.t. g1(x)=x21+x22-16≤0

g2(x)=x1+4x2-4≤0

g3(x)=x1≥1

g4(x)=x2≥-1















显然,x*=(4,0)T 是该问题的一个局部最优解(如图5-4所示),可以验证其满足Fritz
 

John条件。

图5-4 例5-1示意图

解 首先,由于g1(x
*)=0,g2(x

*)=0,故A(x*)= 1,2  ,即在x*处,g1 和g2 是

积极约束。又由

�f(x)=
2(x1-6)

2(x2-2)





 




 , �g1(x)=

2x1
2x2






 




 , �g2(x)=

1
4




 






得

�f(x*)=
-4
-4




 




 , �g1(x

*)=
8
0




 




 ,�g2(x

*)=
1
4




 






显然,存在ω0,ωi(i∈A(x*))使式(5-20)成立。例如ω0=8,ω1=3,ω2=8,即
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8�f(x*)+3�g1(x
*)+8g2(x

*)=0
如图5-4所示,因此,x*=(4,0)T 满足Fritz

 

John条件。
【例5-2】 考虑约束优化问题

min f(x)=-x2

s.t. g1(x)=2x1-(2-x2)
3≤0

g2(x)=-x1≤0











已知x*=(0,2)T 是该问题的最优点,试验证点x*满足Fritz
 

John条件。
解 首先,由于g1(x

*)=0,g2(x
*)=0,故A(x*)= 1,2  ,即在x*处,g1 和g2 是

积极约束。又由

�f(x)=
0
-1




 




 , �g1(x)=

2

3(2-x2)
2






 




 , �g2(x)=

-1
0





 






得

�f(x*)=
0
-1




 




 , �g1(x

*)=
2
0




 



 , �g2(x

*)=
-1
0





 






显然,存在ω0,ωi(i∈A(x*))使式(5-20)成立,例如w0=0,ω1=1,ω2=2,即

0�f(x*)+�g1(x
*)+2g2(x

*)=0
如图5-5所示,因此x*=(0,2)T 满足Firtz

 

John条件。

图5-5 例5-2示意图

例5-2表明,运用Fritz
 

John条件时,可能会出现ω0=0的情形,这时,Fritz
 

John条件

实际上不包含目标函数的任何数据,只是把积极约束的梯度组合成零向量。这样的条件,对
于问题的描述是没有多少价值的。我们感兴趣的是ω0≠0的情形。为了保证ω0≠0,还需

要对约束施加某种限制,这种限制条件通常称为约束规格(Constraint
 

Qualification)。在定

理5-3中,如果增加积极约束的梯度线性无关的约束规格,则给出不等式约束问题的著名的

KKT条件。

5.2.3 Karush-Kuhn-Tucker(KKT)条件

定理5-4 (KKT条件)设x*∈F,A(x*)={i|gi(x
*)=0,i=1,2,…,m}和A(x*)=

{i|gi(x
*)<0,i=1,2,…,m}分别为x* 处的积极约束和非积极约束集,f,gi(i∈
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A(x*))在x*处可微,gi(i∈A(x
*))在x*处连续,并且{�gi(x

*),i∈A(x*)}线性无

关,如果x*是问题(5-12)的局部最优解,则存在非负数ωi(i∈A(x*))使

�f(x*)+ ∑
i∈A(x*)

ωi�gi(x
*)=0 (5-22)

  证明 根据定理5-3,存在不全为0的非负数ω0,ω
-
i(i∈A(x*)),使

ω0�f(x
*)+ ∑

i∈A(x*)
ω-i�gi(x

*)=0

显然,ω0≠0,否则由于ω-i(i∈A(x*))不全为0,必然导致{�gi(x
*),i∈A(x*)}线性相

关,于是可令

ωi=
ω-i
ω0
, i∈A(x*)  

从而得到

�f(x*)+ ∑
i∈A(x*)

ωi�gi(x
*)=0

ωi ≥0, i∈A(x*)
定理得证。

在定理5-4中,若gi(x),(i∈A(x
*))在x*处可微,当i∈A(x*),令ωi=0,又注意

到i∈A(x*)时,gi(x
*)=0,则KKT条件可以等价地写成

�f(x*)+∑
m

i=1
ωi�gi(x

*)=0 (5-23)

ωigi(x
*)=0, i=1,2,…,m (5-24)

ωi ≥0, i=1,2,…,m (5-25)
其中,式(5-24)称为互补松弛条件。

对于约束优化问题(5-12),式(5-23)和式(5-24)中的x*和ωi,i=1,2,…,m 均为未知

的,所以式(5-23)和式(5-24)组成了一个含有m+n 个未知数,m+n 个方程的方程组,通过

求解该方程组得到的解x*称为KKT点,KKT点可能是最优解,也可能不是,但最优解一

定是KKT点,所以要验证最优解x*满足KKT条件,只需验证存在非负数ωi(i∈A(x*))
使式(5-22)成立。

以下给出KKT条件的两个应用案例。
【例5-3】 考虑约束优化问题

min f(x)=(x1-3)2+(x2-1)2

s.t. g1(x)=-x1+x2≤0

g2(x)=x21-x2≤0












试验证x1=(1,1)
T 和x2=(0,0)

T 是否为KKT点。
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  解 目标函数和约束函数的梯度函数为

�f(x)=
2(x1-3)

2(x2-1)





 




 , �g1(x)=

-1
1





 




 , �g2(x)=

2x1
-1





 





  先验证x1=(1,1)
T,在x1 处,由于g1(x1)=0,g2(x1)=0,所以g1 和g2 均为点x1

处的积极约束,即A(x1)={1,2},目标函数和积极约束在点x1 处的梯度为

�f(x1)=
-4
0





 




 , �g1(x1)=

-1
1





 




 , �g2(x1)=

2
-1




 






设�f(x1)+ω1�g1(x1)+ω2 �g2(x1)=0,即

-4-ω1+2ω2=0

ω1-ω2=0 
解此方程组,得到

ω1=4, ω2=4
所以x1=(1,1)

T 是KKT点。

再验证x2=(0,0)
T,在x2 处,由于g1(x2)=0,g2(x2)=0,所以g1 和g2 均为点x2

处的积极约束,即A(x2)={1,2},目标函数和积极约束在点x2 处的梯度为

�f(x2)=
-6
-2




 



 , �g1(x2)=

-1
1





 




 , �g2(x2)=

0
-1




 






设�f(x2)+ω1�g1(x1)+ω2�g2(x2)=0,即

-6-ω1=0

-2+ω1-ω2=0 
解此方程组,得到

ω1=-6, ω2=-8
由于ω1<0,ω2<0,故x2=(0,0)

T 不是KKT点。

例5-3的示意图如图5-6所示,可以看到x1=(1,1)
T 其实是问题的最优解,故其必定

为KKT点。

图5-6 例5-3的示意图

【例5-4】 考虑约束优化问题
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min f(x)=(x1-2)2+(x2-3)2

s.t. g1(x)=-x1+x2-1≤0

g2(x)=x1-1≤0

g3(x)=-x2≤0













求满足KKT条件的点。
解 为求KKT点,需求解由式(5-23)和式(5-24)组成的方程组,目标函数和约束函数

的梯度分别为

�f(x)=
2(x1-2)

2(x2-3)





 




 , �g1(x)=

-1
1





 




 , �g2(x)=

1
0




 




 , �g3(x)=

0
-1




 






则KKT条件为

�f(x)+ω1�g1(x)+ω2�g2(x)+ω3�g3(x)=0

ωigi(x)=0, i=1,2,3

ωi ≥0, i=1,2,3










即

2x1-4-ω1+ω2=0

2x2-6+ω1-ω3=0

ω1(-x1+x2-1)=0

ω2(x1-1)=0

-ω3x3=0















(5-26)

式(5-26)是以x1,x2,ω1,ω2,ω3 为未知数的非线性方程组,问题归结为求这个方程组满足

条件ω1≥0,ω2≥0,ω3≥0的解。一般来讲,求解非线性方程组是比较困难的,但上述方程

组可以结合问题的图像来求解。

图5-7 例5-4示意图

从图5-7可以看出x*=(1,2)T 是最优解,
所以不妨设x1=1,x2=2,将其代入式(5-26)
中,可以得到

ω1=2, ω2=4, ω3=0
满足ωi≥0,i=1,2,3,说明x=(1,2)T 是一个

KKT点。
对x=(1,2)T,有g1(x)=0,g2(x)=0,

g3(x)=-2,所以g1 和g2 是点x 处的积极约

束,而且满足互补松弛条件

ωigi(x)=0, i=1,2,3
  对于一般不等式约束优化问题,KKT条件只是必要而非充分的,但对凸规划问题,

KKT条件是充分必要的。
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定理5-5 在问题(5-12)中,若f,gi(i=1,2,…,m)是凸函数,设x*∈F,A(x*)=
{i|gi(x

*)=0,i=1,2,…,m}和A(x*)={i|gi(x)<0,i=1,2,…,m}分别是x*处的积

极约束和非积极约束,f 和gi(i∈A(x*))在点x*处可微,gi(i∈A(x
*))在点x*处连

续,并且�gi(x
*)(i∈A(x*))线性无关,则x*是问题(5-12)的全局最优解的充分必要条

件是在x*处KKT条件成立。
证明 必要性在定理5-4中已证明,以下证明充分条件。
根据定理假设,显然F 是凸集,f 是凸函数,故问题(5-12)为凸规划问题,由于f 是凸

函数,并且在点x*处可微,根据定理1-7,对任意的x∈F,有
f(x)≥f(x*)+�f(x*)T(x-x*) (5-27)

又知在点x*处KKT条件成立,即存在非负的KKT乘子ωi≥0(i∈x
*),使

�f(x*)=- ∑
i∈A(x*)

ωi�gi(x
*) (5-28)

将式(5-28)代入式(5-27),得到

f(x)≥f(x*)- ∑
i∈A(x*)

ωi�gi(x
*)T(x-x*) (5-29)

由于gi,(i∈A(x*))是凸函数,并且在x*处可微,则

gi(x)≥gi(x
*)+�gi(x

*)T(x-x*), i∈A(x*) (5-30)
故

-�gi(x
*)T(x-x*)≥gi(x

*)-gi(x), i∈A(x*) (5-31)

由于当i∈A(x*)时,gi(x)≤0,gi(x
*)=0,因此有

-�gi(x
*)T(x-x*)≥0, i∈A(x*) (5-32)

根据式(5-29)和式(5-32),显然成立

f(x)≥f(x*) (5-33)
即x*是问题(5-12)的全局最优解。

根据定理5-5,对于凸规划问题,可以用 KKT条件求得全局最优解,例如例5-4中的

x*=(1,2)T 就是该问题的全局最优解。

5.3 一般约束优化问题的一阶最优性条件

本节考虑同时带有不等式约束和等式约束的优化问题。

5.3.1 几何最优性条件

考虑一般约束优化问题

min f(x)

s.t. gi(x)≤0, i=1,2,…,m

hj(x)=0, j=1,2,…,l








 (5-34)

100min
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  先重申一些基本概念。

1.
 

可行集

F={x∈Rn|gi(x)≤0,i=1,2,…,m;
 

hj(x)=0,j=1,2,…,l} (5-35)

2.
 

x∈F点处的积极约束指标集

A(x)={i|gi(x)=0,i=1,2,…,m} (5-36)

3.
 

x∈F点处的非积极约束指标集
A(x)={i|gi(x)<0,i=1,2,…,m} (5-37)

4.
 

正则点

定义5-4 设x∈F,如果向量组{�gi(x),�hj(x)|i∈A(x),j=1,2,…,l}线性无关,

就称x 为约束gi(x)≤0,i=1,2,…,m 和hj(x)=0,j=1,2,…,l的正则点。
下面将在正则点的前提下,介绍最优解的必要条件。与5.2节思路一样,我们仍然先给

出从几何上表达的最优性条件,再将其转换为代数形式。几何上的描述通俗地讲就是满足

可行方向集和下降方向集的交集为空的原则。对问题(5-34),下降方向仍为式(5-5)定义的

D0,难点在于对可行方向的描述,当hj(x),j=1,2,…,l为非线性函数时,在任何可行点均

不存在可行方向,沿任何方向取微小步长都将破坏其可行性,因此,就等式约束h(x)=0(这
里h(x)=(h1(x),h2(x),…,hl(x))

T,下同)而言,为描述可行移动,需要考虑超曲面S=
{x|h(x)=0}上的可行曲线。

定义5-5 点集{x=x(t)|t0≤t≤t1}称为曲面S={x|h(x)=0}上的一条曲线,如果

对所有t∈[t0,t1],则均有h(x)=0。
显然,曲线上的点是参数t的函数,如果导数x'(t)=dx(t)/dt存在,则称曲线是可微

的。曲线x(t)的一阶导函数x'(t)是曲线在点x=x(t)处的切向量,曲面S 上经过点x 的

所有可微曲线在x 处的切向量组成的集合,称为曲面S 在点x 的切平面,记作T(x)。
切平面T(x)并没有显式的表达式,为了便于表达,定义子空间

H(x)={d|�h(x)Td=0} (5-38)
一般情况下,切平面T(x)是子空间H(x)的子集,即T(x)⊆H(x),但若x是约束hj(x)=0,

j=1,2,…,l的正则点,则反之也成立。
定理5-6 设x 是曲面S={x|h(x)=0}上的一个正则点,则在点x 处的切平面T(x)

等于子空间 H(x),即T(x)=H(x)。
定理5-6的证明需要用到隐函数定理,比较烦琐,超出了本书的范围,我们在此先承认

它,在此基础上进行后续的讨论。
定理5-6的意义在于给出了切平面的一个几何表示,即

T(x)= d|�hj(x)
Td=0,j=1,2,…,l  (5-39)

根据这一表示,我们给出以下集合最优性条件。
定理5-7 设在约束优化问题(5-34)中,x*∈F,f 和gi(i∈A(x*))在点x*可微,

gi(i∈A(x
*))在点x*连续,hj(j=1,2,…,l)在点x*连续可微,并且�h1(x

*),�h2(x
*),…,
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�hl(x
*)线性无关,如果x*是局部最优解,则在x*处有

F1∩D0∩H =⌀ (5-40)
其中,F1 由式(5-16)确定,D0 由式(5-5)确定,H 由式(5-38)确定。

证明 用反证法,设F1∩D0∩H ≠⌀,即存在向量y∈F1∩D0∩H,也就是y 使

�f(x*)Ty<0 (5-41)

�gi(x
*)Ty<0, i∈A(x*) (5-42)

�hj(x
*)Ty=0, j=1,2,…,l (5-43)

同时成立,根据定理5-6,y∈T(x*),即在曲面S={x|h(x)=0}上存在经过点x*=x(0)
的可微曲线x(t),其在点x*处的切向量为y=dx(0)/dt。下面证明当t>0充分小时,

x(t)为可行点,并且f(x(t))<f(x*)。
当i∈A(x*)时,

dgi(x(t))
dt t=0

=�gi(x
*)Tdx(t)

dt t=0
=�gi(x

*)Ty<0

因此,存在δ1>0,当t∈[0,δ1)时

gi(x(t))≤0, ∀i∈A(x*) (5-44)

  当i∈A(x*)时,由于gi(x
*)<0,并且gi 在x*连续,因此,存在δ2>0,当t∈[0,δ2)

时,有

gi(x(t))≤0, ∀i∈A(x
*) (5-45)

  另一方面,由于

df(x(t))
dt t=0

=�f(x*)Tdx(t)
dt t=0

=�f(x*)Ty<0

因此存在δ3>0,当t∈[0,δ3)时,有

f(x(t))<f(x*) (5-46)
令δ=min{δ1,δ2,δ3},则t∈[0,δ)时,式(5-44)~式(5-46)同时成立,并且hj(x(t))=0,

j=1,2,…,l,因此,当t∈[0,δ)时,x(t)为可行点,并且f(x(t))<f(x*),这个结果与x*

是局部最优解矛盾,因此有

F1∩D0∩H =⌀

5.3.2 Fritz
 

John必要条件

下面给出一阶必要条件的代数表达。
定理5-8 (Fritz

 

John条件)在问题(5-34)中,设x*∈F,A(x*)和A(x*)分别为积极

约束集和非积极约束集,f 和gi(i∈A(x*))在点x*可微,gi(i∈A(x
*))在点x*连续,

hj(j=1,2,…,l)在点x* 连续可微,如果x* 是局部最优解,则存在不全为0的数ω0,

ωi(i∈A(x*))和νj(j=1,2,…,l)使
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ω0�f(x
*)+ ∑

i∈A(x*)
ωi�gi(x

*)+∑
l

j=1
νj�hj(x

*)=0 (5-47)

  证明 如果�h1(x
*),�h2(x

*),…,�hl(x
*)线性相关,则存在不全为0的数νj(j=

1,2,…,l)使

∑
l

j=1
νj�hj(x

*)=0

这时,可令ω0=0,ωi=0(i∈A(x*)),则得出定理的结论。

如果�h1(x
*),�h2(x

*),…,�hl(x
*)线性无关,则满足定理5-7的条件,必有

F1∩D0∩H =⌀
即不等式

�f(x*)Td<0
�gi(x

*)Td<0 i∈A(x*)

�hj(x
*)Td=0 j=1,2,…,l












(5-48)

无解。
令A 是以�f(x*)T 和�gi(x

*)T(i∈A(x*))为行组成的矩阵,B 是以�hj(x
*)T

(j=1,2,…,l)为行组成的矩阵,这样系统(5-48)无解,也就是系统

Ad<0
Bd=0 

无解。
现在定义两个集合

S1=
y1
y2






 




 y1=Ad,y2=Bd,d∈Rn  

和

S2=
y1
y2






 




 y1<0,y2=0  

显然,S1 和S2 均为非空凸集,并且

S1∩S2=⌀
根据定理1-4,存在非零向量

p=
p1
p2






 






使对每个d∈Rn 及每点

y1
y2






 




 ∈clS2

成立
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pT1Ad+pT2Bd≥pT1y1+pT2y2 (5-49)

  令y2=0,由于y1 的每个分量均可为任意负数,因此式(5-49)成立蕴含着

p1≥0 (5-50)
再令

y1
y2






 




 =

0
0




 




 ∈clS2

则由式(5-49)的成立又蕴含着

pT1Ad+pT2Bd≥0 (5-51)

由于d∈Rn,可取任何向量,我们令

d=-(ATp1+BTp2) (5-52)
代入式(5-51)得到

- ATp1+BTp2
2≥0

由此可知

ATp1+BTp2=0 (5-53)

  把p1的分量记作ω0和ωi(i∈A(x
*)),把p2的分量记作νj(j=1,2,…,l),则式(5-50)

和式(5-53)即为

ω0�f(x
*)+ ∑

i∈A(x*)
ωi�gi(x

*)+∑
l

j=1
νj�hj(x

*)=0

ω0,ωi ≥0, i∈A(x*)

由于p 是非零向量,因此数ω0,ωi(i∈A(x*))及νj(j=1,2,…,l)不全为0。
以下给出一个Fritz

 

John必要条件的例子。
【例5-5】 考虑非线性约束优化问题

min f(x)=x21+(x2-3)2

s.t. g1(x)=(x1+1)2+(x2-1)2-1≤0

g2(x)=(x1-1)2+(x2-1)2-1=0












这个问题的唯一可行点是x*=(0,1)T,验证在点x*处满足Fritz
 

John条件。
解 由于g1(x

*)=0,故积极约束集为A(x*)={1},目标函数和约束函数的梯度分

别为

�f(x)=
2x1

2(x2-3)





 




 , �g1(x)=

2(x1+1)

2(x2-1)





 




 , �g2(x)=

2(x1-1)

2(x2-1)





 






故在点x*处

�f(x*)=
0
-4




 




 , �g1(x

*)=
2
0




 




 , �g2(x

*)=
-2
0





 






设
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ω0�f(x
*)+ω1�g1(x

*)+ν1�g2(x
*)=0

图5-8 例5-5示意图

则

2ω1-2ν1=0

-4ω0=0 
得到ω0=0,ω1=ν1=k,其中k 可取任何数,因此

在点x*处Fritz
 

John条件成立,如图5-8所示。
例5-5表明,在Fritz

 

John条件中,不排除目标

函数梯度的系数ω0 等于0的情形,为了保证ω0 不

等于0,需给约束条件施加某种限制(称为约束规

格),从而给出一般约束问题的KKT必要条件。

5.3.3 KKT必要条件

定理5-9 (KKT必要条件)设在问题(5-34)中,x*∈F,A(x*)和A(x*)分别为x*

处的积极约束和非积极约束。f 和gi(i∈A(x*))在点x*处可微,gi(i∈A(x
*))在点

x*处连续,hj(j=1,2,…,l)在点x*处连续可微,向量集合

�gi(x
*),�hj(x

*)|i∈A(x*),j=1,2,…,l  (5-54)

线性无关,如果x*是局部最优解,则存在数ωi(i∈A(x*))和νj(j=1,2,…,l)使

�f(x*)+ ∑
i∈A(x*)

ωi�gi(x
*)+∑

l

j=1
νjhj(x

*)=0

ωi ≥0, i∈A(x*)
(5-55)

  证明 根据定理5-8,存在不全为0的数ω0,ω
-
i(i∈A(x*))和ν-j(j=1,2,…,l),使

ω0�f(x
*)+ ∑

i∈A(x*)
ω-i�gi(x

*)+∑
l

j=1
ν-jhj(x

*)=0

ω0,ω-i ≥0 (i∈A(x*))
(5-56)

若ω0=0,由于向量组

�gi(x
*),�hj(x

*)|i∈A(x*),j=1,2,…,l  
线性无关,则由式(5-56)必然有

ω-i=0,ν-j =0,i∈A(x*),j=1,2,…,l
这与定理5-8矛盾,故一定有ω0≠0,令

ωi=
ω-i
ω0
, i∈A(x*)

νj =
ν-j
ω0
, j=1,2,…,l

于是得到
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�f(x*)+ ∑
i∈A(x*)

ωi �gi(x
*)+∑

l

j=1
νjhj(x

*)=0

ωi ≥0, i∈A(x*)
定理得证。

与只有不等式约束的情形相似,当gi(i∈A(x
*))在点x*也可微时,令其相应的乘子

ωi(i∈A(x
*))等于0,于是可以将式(5-55)写成

�f(x*)+∑
m

i=1
ωi�gi(x

*)+∑
l

j=1
νjhj(x

*)=0

ωigi(x
*)=0, i=1,2,…,m

ωi ≥0, i=1,2,…,m

(5-57)

其中ωigi(x
*)=0(i=1,2,…,m)仍称为互补松弛条件。

针对问题5-34,定义广义的拉格朗日函数

L(x,ω,ν)=f(x)+∑
m

i=1
ωigi(x)+∑

l

j=1
νjhj(x

*) (5-58)

于是,在定理5-9的条件下,若x*为问题(5-34)的局部最优解,则存在乘子向量ω*≥0和

ν*,使
�xL(x

*,ω*,ν*)=0 (5-59)

这样,KKT乘子ω*和ν*也称为拉格朗日乘子。此时,一般情形的一阶必要条件可以表示为

�xL(x
*,ω*,ν*)=0

gi(x
*)≤0 i=1,2,…,m

hj(x
*)=0 j=1,2,…,l

ω*
igi(x

*)=0 i=1,2,…,m

ω*
i ≥0 i=1,2,…,m















(5-60)

  定理5-9是最优解的必要条件,但是在凸规划的假设下,定理5-9的条件也是充分的。
定理5-10 设在问题(5-34)中,f,gi(i=1,2,…,m)是凸函数,hj(j=1,2,…,m)是线

性函数,x*∈F,A(x*)和A(x*)分别为积极约束集和非积极约束集,向量集

�fi(x
*),�hj(x

*)|i∈A(x*),j=1,2,…,l  
线性无关,则x*是问题(5-34)的全局最优解的充分必要条件为在x*处KKT条件成立,即
存在ωi≥0(i∈A(x*))及νj(j=1,2,…,l)使

�f(x*)+ ∑
i∈A(x*)

ωi�gi(x
*)+∑

j

i=1
νj�hj(x

*)=0 (5-61)

  证明 必要条件由凸函数的可微性和线性函数的连续性即定理5-9可以得到。下面证

明充分性。
由定理的假设易知,可行域F 是凸集,又由目标函数是凸函数,因此问题(5-34)是凸规
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划问题。
由于f 是凸函数,并且在x*∈F 可微,根据定理1-7,对任意的x∈F 有

f(x)≥f(x*)+�f(x*)T(x-x*) (5-62)
又由于gi(i∈A(x*))是凸函数,并且在x*∈F 可微,则

gi(x)≥gi(x
*)+�gi(x

*)T(x-x*), i∈A(x*)
由于x∈F,故gi(x)≥0,hj(x)=0,因此

�gi(x
*)T(x-x*)≤0, i∈A(x*) (5-63)

由于hj(j=1,2,…,l)是线性函数,必有

hj(x)=hj(x
*)+�hj(x

*)T(x-x*)
又因为x 和x*是可行点,满足

hj(x)=hj(x
*)=0, j=1,2,…,l

于是有

�hj(x
*)T(x-x*)=0, j=1,2,…,l (5-64)

将已知条件式(5-61)代入式(5-62),并注意到式(5-63)和式(5-64),以及ωi≥0(i∈
A(x*)),得

f(x)≥f(x*)
故x*为全局最优解。

【例5-6】 求问题

min f(x)=(x1-1)2+(x2-3)2

s.t. g1(x)=(x1-1)2+x22-1≤0

g2(x)=x1+x2-2≤0










的最优解。
解 由于f 和g1 是凸函数,g2 是线性函数,所以该问题是凸规划,定理5-10适用于该

问题。
目标函数和约束函数的梯度分别为

�f(x)=
2(x1-1)

2(x2-3)





 




 , �g1(x)=

2(x1-1)

2x2






 




 , �g2(x)=

1
1




 






根据KKT条件(5-60),该问题最优解的充分必要条件为

2(x1-1)+2ω1(x1-1)+ω2=0

2(x2-3)+2ω1x2+ω2=0

ω1 (x1-1)2+x22-1  =0

ω2(x1+x2-2)=0

(x1-1)2+x22-1≤0

x1+x2-2≤0

ω1,ω2≥0
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求解该方程得

x1=1, x2=1, ω1=2, ω2=0
因此x*=(1,1)T 是该问题的全局最优解,如图5-9所示。

图5-9 例5-6示意图

5.4 对偶问题及鞍点最优性条件

对偶理论是优化理论的重要组成部分,考虑对偶问题可以更深刻地理解最优化原理,某
些对偶问题也可以让原问题的求解变得简单。根据对偶函数的不同构造方法,一个问题可

以有不同的对偶问题,本节通过著名的拉格朗日(Lagrange)对偶来进一步理解最优性条件。
本节首先介绍拉格朗日对偶问题的定义,然后不加证明地介绍对偶原理,最后介绍基于

拉格朗日对偶的鞍点最优性条件及其与前述的KKT最优性条件的关系。

5.4.1 拉格朗日对偶问题

考虑一般约束优化问题

min f(x)

s.t. gi(x)≤0,i=1,2,…,m

hj(x)=0,j=1,2,…,l

x∈B













(5-65)

其中,B 为箱子集,也可以将其整合到不等式约束中。将问题(5-65)视作原问题,定义它的

对偶问题为

max L(ω,ν)

s.t. ω≥0 (5-66)

其中,目标为

L(ω,ν)=inf
x

f(x)+∑
m

i=1
ωigi(x)+∑

l

j=1
νjhj(x)x∈B  (5-67)

当函数L(ω,ν)不存在有限下界时,假设

82min
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L(ω,ν)=-∞ (5-68)

L(ω,ν)称为拉格朗日对偶函数。上述拉格朗日对偶问题和拉格朗日对偶函数的定义显得

有些突然,但读者可不用先纠结于为什么做这样的定义,随着后续的介绍会慢慢清楚。以下

给出一个拉格朗日对偶问题和拉格朗日函数的案例。
【例5-7】 考虑非线性优化问题

min x21+x22
s.t. -x1-x2+4≤0

x1≥0,x2≥0











  很显然,该问题的最优解和最优值为x*=(2,2)T 和f*=8。

将约束x1≥0,x2≥0视作箱子集约束,即

B= x=(x1,x2)
T|x1≥0,x2≥0  

拉格朗日对偶函数为

L(ω)=inf
x

x21+x22+ω(-x1-x2+4)|x1≥0,x2≥0  

=inf
x1

x21-ωx1|x1≥0  +inf
x2

x22-ωx2|x2≥0  +4ω

当ω≥0时,有

L(ω)=-
1
2ω

2+4ω

当ω<0时,由于x1≥0,x2≥0故

x21-ωx1≥0

x22-ωx2≥0
因此,当x1=x2=0时,得到极小值

L(ω)=4ω
综上分析,得到拉格朗日函数

L(ω)=
-
1
2ω

2+4ω ω≥0

4ω ω<0









因此,问题(5-65)的拉格朗日对偶问题为

max -
1
2ω

2+4ω

s.t. ω≥0









不难求得对偶问题的最优解和最优值分别为ω*=4和L*=8
从例5-7可以看出,原问题的最优值和对偶问题的最优值正好相等,这种现象在线性

规划中是必然的,但对于非线性规划则并不普遍成立。以下介绍针对非线性规划的对偶

定理。
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5.4.2 对偶定理

对偶定理主要研究原问题和对偶问题之间的关系,具体表现为原问题的最优解和对偶

问题的最优解之间的大小关系。
为了阐述方便,使用向量式记号

g(x)=(g1(x),g2(x),…,gm(x))
T

h(x)=(h1(x),h2(x),…,hl(x))
T

ω=(ω1,ω2,…,ωm)
T

ν=(ν1,ν2,…,νl)
T

(5-69)

则原问题(5-65)可改写为

min f(x)

s.t. g(x)≤0
h(x)=0
x∈B












(5-70)

对偶问题(5-66)可改写为

max L(ω,ν)

s.t. ω≥0 (5-71)

其中,对偶函数为

L(ω,ν)=inf
x
{f(x)+ωTg(x)+νTh(x)|x∈B} (5-72)

  定理5-11 (弱对偶定理)设x 和(ω,ν)T 分别为原问题和对偶问题的可行解,则

f(x)≥L(ω,ν) (5-73)

  证明 根据拉格朗日函数的定义,有

L(ω,ν)=inf
x

f(x)+ωTg(x)+νTh(x)|x∈B  

≤f(x)+ωTg(x)+νTh(x)
(5-74)

由于x和(ω,ν)T 分别为原问题和对偶问题的可行解,即满足g(x)≤0,h(x)=0和ω≥0,故有

ωTg(x)≤0, νTh(x)=0 (5-75)
因此得到

L(ω,ν)≤f(x) (5-76)

  由定理5-11可以得到以下几个推论。
推论5-3 对原问题和对偶问题,必有

inf
x

f(x)|g(x)≤0,h(x)=0,x∈B  ≥sup
ω,ν

L(ω,ν)|ω≥0  (5-77)

  推论5-4 如果f(x*)≤L(ω*,ν*),其中

x* ∈ x∈B|g(x)≤0,h(x)=0  
ω* ≥0

(5-78)
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则x*和(ω*,ν*)分别是原问题和对偶问题的最优解。
推论5-5 如果

inff(x)|g(x)≤0,h(x)=0,x∈B  =-∞ (5-79)
则对每个ω≥0,有

L(ω,ν)=-∞ (5-80)
  推论5-6 如果

supL(ω,ν)|ω≥0  =∞ (5-81)
则原问题没有可行解。

根据推论5-3,若原问题的最优值为f*,对偶问题的最优值为L*,则必有

f* ≥L* (5-82)
如果严格不等式成立,即f*>L*,则称存在“对偶间隙”。线性规划问题一般不会存在对

偶间隙,但对非线性规划问题,要想不出现对偶间隙,必须对目标函数和约束函数施加一定

的限制,这种限制称为“约束规格”。
定理5-12 (强对偶定理)设B 是Rn 中的一个非空凸集,f 和gi(i=1,2,…,m)均为

凸函数,hj(j=1,2,…,l)是Rn 上的线性函数,又设存在点x-∈B,使

g(x-)>0, h(x-)=0, 0∈intH(B) (5-83)
其中,H(B)={h(x)|x∈B},则

inff(x)|g(x)≤0,h(x)=0,x∈B  =supL(ω,ν)|ω≥0  (5-84)
  定理5-12的证明比较烦琐,此处不再赘述,感兴趣的读者可以参考文献[4]。

例5-7已经给出了一个强对偶的案例,以下从几何角度直观地解释对偶定理。
为了简单起见,考虑只有一个不等式约束的优化问题

min f(x)
s.t. g(x)≤0

x∈B







 (5-85)

其最优值可以表示为

f* =inf
x

f(x)|g(x)≤0  (5-86)

构造集合

G= g(x),f(x)  |x∈B  (5-87)
也就是说G 是由约束函数和目标函数构成的决策变量空间B 所对应的函数值空间,如图5-10
所示。

图5-10 约束函数和目标函数值空间
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利用集合G,可以重写问题(5-85)为

f* =inft|(u,t)∈G,u≤0  (5-88)
如图5-11所示,显然,f*为第三象限下方凸出部分顶点的纵坐标。

接下来考虑问题(5-85)的对偶问题,根据式(5-88)的符号,对偶函数为

L(ω)=inft+ωu|(u,t)∈G  (5-89)
对偶问题为

max L(ω)

s.t. ω≥0 (5-90)

从几何上来看,这是一个先从一簇直线中求“最小”,然后从众多“最小”中挑出“最大”的过程。
首先固定ω,求L(ω)的过程如图5-12所示。将ωu+t-b=0绘制在图5-12中,显然,

当直线和G 的下端凸出部分相切时,纵截距b即为b=ωu+t的最小值,即L(ω),而随着斜

率ω 的变化,当最小纵截距b不同时,L(ω)不同,而最大的L(ω)即为和两边下方凸出部分

均相切时,此时f*-L*即为对偶间隙,如图5-13所示。

图5-11 原问题最优值的几何解释 图5-12 拉格朗日对偶函数的几何解释

从以上分析可以直观地看出,存在对偶间隙的原因是G 的下方是非凸的,若G 是一个

凸集,显然对偶间隙就不存在了,如图5-14所示,例5-7也是这种情况。也就是说,G 为凸

集是强对偶性的充分条件,但是否是必要条件呢? 答案是否定的。图5-15给出了一个很简

单但能充分说明问题的反例,因此G 是凸集是强对偶性的充分非必要条件,这就是著名的

Slater条件。

图5-13 对偶间隙的几何解释 图5-14 强对偶定理的几何解释
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图5-15 凸规划是强对偶性的充分条件

强对偶性有没有充分必要条件呢? 答案是肯定的,5.4.3节要介绍的KKT条件就是强

对偶性的一个充分必要条件。

5.4.3 鞍点最优性条件

本节首先定义拉格朗日函数的鞍点,然后讨论拉格朗日函数的鞍点与原问题和对偶问

题的最优解之间的关系,给出鞍点最优性条件,最后给出鞍点最优性条件与KKT条件之间

的关系。
定义5-6 设L(x,ω,ν)为拉格朗日函数,x*∈Rn,ω*∈Rm,ω*≥0,ν*∈Rl,如果对

每个x∈Rn,ω∈Rm,ω≥0及ν∈Rl 都有

L(x*,ω,ν)≤L(x*,ω*,ν*)≤L(x,ω*,ν*) (5-91)
则称(x*,ω*,ν*)T 为L(x,ω,ν)的鞍点。

由此定义可知,拉格朗日函数的鞍点必是拉格朗日函数关于x 的极小点及关于(ω,ν)T

的极大点,其中ω 有非负限制,即ω≥0。
定理5-13 (鞍点定理)设(x*,ω*,ν*)是原问题(5-60)的拉格朗日函数L(x,ω,ν)的

鞍点,则x*和(ω*,ν*)分别是原问题(5-70)和对偶问题(5-71)的最优解。反之,假设f,gi

(i=1,2,…,m)是凸函数,hj(j=1,2,…,l)是线性函数,即h(x)=Ax+b,并且A 满秩,又

设存在x-,使g(x-)<0,h(x-)=0,如果x*是问题(5-70)的最优解,则存在(ω*,ν*)T,其中

ω*≥0,使(x*,ω*,ν*)T 是拉格朗日函数L(x,ω,ν)的鞍点。
鞍点定理的前半部分给出了最优解的一种充分条件。定理的后半部分在Slater约束规

格下,对于凸规划,给出最优解的一种必要条件,但值得注意的是,在一般情形下,当原问题

存在最优解时,相应的拉格朗日函数不一定存在鞍点,因此,一般来讲,不能认为鞍点的存在

是最优解的必要条件,以下给出一个案例。
【例5-8】 

 

考虑下列非线性规划问题

min f(x)=x3

s.t. x2≤0,x∈R 
  显然,最优解x*=0,相应的拉格朗日函数为

L(x,ω)=x3+ωx2

现求ω*≥0,使对所有x∈R,有



162  

L(x*,ω)≤L(x*,ω*)≤L(x,ω*)
即满足

(x*)3+ω(x*)2≤ (x*)3+ω*(x*)2≤x3+ω*x2

因为x*=0,所以上式等价地满足

x3+ω*x2≥0
  易知,ω*取任何非负数,上式都不能满足。若取ω*=0,则当x=-1时,上式不成立;

 

若ω*>0,则当x=-2ω*,上式不成立,因此不存在ω*≥0,使(x*,ω*)为函数L(x,ω)
的鞍点。

关于鞍点条件与KKT条件之间的关系,有下列定理。
定理5-14 设在问题(5-70)中,可行集为F,x*∈F 满足KKT条件,即存在乘子

ω* =(ω*
1 ,ω

*
2 ,…,ω

*
n )

T ≥0 (5-92)
和

ν* =(ν*1 ,ν
*
2 ,…,ν

*
l )

T (5-93)
使

�f(x*)+∑
m

i=1
ω*

i �gi(x
*)+∑

l

j=1
ν*j �hj(x

*)=0

ω*
igi(x

*)=0, i=1,2,…,m

(5-94)

又设f 和gi(i=1,2,…,m)是凸函数,A(x*)={i|gi(x
*)=0,i=1,2,…,m}为积极约

束指标集,当ν*j ≠0时,hj 是线性函数,则(x*,ω*,ν*)T 是拉格朗日函数L(x,ω,ν)的鞍

点。反之,若f,gi(i=1,2,…,m)和hj(j=1,2,…,l)可微,(x*,ω*,ν*)T,(ω*≥0)是

拉格朗日函数的鞍点,则(x*,ω*,ν*)T 满足KKT条件(5-94)。
定理5-14表明,如果x*是KKT点,则在一定的凸性假设下,KKT条件中的拉格朗日

乘子就是鞍点条件中的乘子;
 

反之,鞍点条件中的乘子也是KKT条件中的拉格朗日乘子。


