
第 １ 章　 随机事件与概率

１ 已知 １０ 只晶体管中有 ２ 只次品， 在其中取两次， 每次随机取 １ 只， 做不放回抽样，
求下列事件的概率：

（１） ２ 只都是正品 （记为事件 Ａ）；
（２） ２ 只都是次品 （记为事件 Ｂ）；
（３） １ 只是正品， １ 只是次品 （记为事件 Ｃ）。

解： （１） 方法一： 组合法， 在 １０ 只中任意取 ２ 只来组合， 每一个组合看作是一个基本

结果， 每种取法等可能， 则

Ｐ（Ａ）＝
Ｃ２

８

Ｃ２
１０

＝ ２８
４５

方法二： 排列法， 在 １０ 只中任意取 ２ 只来排列， 每一个排列看作是一个基本结果， 每

个排列等可能， 则

Ｐ（Ａ）＝
Ａ２

８

Ａ２
１０

＝ ２８
４５

方法三： 用事件的运算和概率计算法则来做， 用Ａ１， Ａ２ 分别表示第一、 二次取得正

品， 则

Ｐ（Ａ）＝ Ｐ（Ａ１Ａ２）＝ Ｐ（Ａ１）Ｐ（Ａ２ Ａ１）＝
８
１０

× ７
９

＝ ２８
４５

（２） 方法一： Ｐ（Ｂ）＝
Ｃ２

２

Ｃ２
１０

＝ １
４５

方法二： Ｐ（Ｂ）＝
Ａ２

２

Ａ２
１０

＝ １
４５

方法三： Ｐ（Ｂ）＝ Ｐ（Ａ１Ａ２）＝ Ｐ（Ａ１）Ｐ（Ａ２ Ａ１）＝
２
１０

× １
９

＝ １
４５

（３） 方法一： Ｐ（Ｃ）＝
Ｃ１

８×Ｃ１
２

Ｃ２
１０

＝ １６
４５

方法二： Ｐ（Ｃ）＝
（Ｃ１

８×Ｃ１
２）×Ａ２

２

Ａ２
１０

＝ １６
４５

２ 某商店销售 １０ 台电冰箱， 其中 ７ 台为一级品， ３ 台为二级品。 当某人到商店时， 电

冰箱已被卖出 ２ 台， 求此人买到一级品的概率。

解： 这类应用问题的解题关键是分析它的概率模型， 一个具体问题有时可以看成多种概

率模型， 下面用 ３ 种概率模型求解这个问题。



方法一： 全概率模型。 设 Ａ 为此人能买到一级品， Ｂｋ 为卖出的 ２ 台中有 ｋ 台一级品，
其中 ｋ＝ ０，１，２，｛Ｂｋ｝为完备事件组， Ａ 是其中的一个事件。 由全概率公式有

Ｐ（Ａ） ＝ 
２

ｋ ＝ ０
Ｐ（Ｂｋ）Ｐ（Ａ Ｂｋ）

其中 Ｐ（Ｂ０）＝
Ｃ２

３

Ｃ２
１０

＝ １
１５

， 　 Ｐ（Ａ Ｂ０）＝
７
８

Ｐ（Ｂ１）＝
Ｃ１

７Ｃ１
３

Ｃ２
１０

＝ ７
１５

， 　 Ｐ（Ａ Ｂ１）＝
６
８

Ｐ（Ｂ２）＝
Ｃ２

７

Ｃ２
１０

＝ ７
１５

， 　 Ｐ（Ａ Ｂ２）＝
５
８

所以 Ｐ（Ａ）＝ １
１５

× ７
８
＋ ７
１５

× ６
８
＋ ７
１５

× ５
８

＝ ０ ７

方法二： 视为抓阄问题。 由于此人抽到一级品的概率与第几次抽到一级品无关， 即可以

将本问题看成是抓阄问题， 与顺序无关， 即每个人买到一级品的概率相同， 所以

Ｐ（Ａ３）＝ Ｐ（Ａ１）＝
７
１０

＝ ０ ７

Ａ３ 表示第 ３ 次买到一级品， Ａ１ 表示第 １ 次买到一级品。
方法三： 此题可以看成是 ３ 次不放回的随机抽取， 则此人买到一级品可看成是第 ３ 次抽

到一级品。 设 Ａｉ 为第 ｉ 次抽到一级品 （ ｉ＝ １，２，３）， 则

Ａ３ ＝Ａ１Ａ２Ａ３∪Ａ１Ａ２Ａ３∪Ａ１Ａ２Ａ３∪Ａ１Ａ２Ａ３

Ｐ（Ａ３） ＝ Ｐ（Ａ１Ａ２Ａ３）＋Ｐ（Ａ１Ａ２Ａ３）＋Ｐ（Ａ１Ａ２Ａ３）＋Ｐ（Ａ１Ａ２Ａ３）
＝ Ｐ（Ａ１）Ｐ（Ａ２ Ａ１）Ｐ（Ａ３ Ａ１Ａ２）＋Ｐ（Ａ１）Ｐ（Ａ２ Ａ１）Ｐ（Ａ３ Ａ１Ａ２）＋
Ｐ（Ａ１）Ｐ（Ａ２ Ａ１）Ｐ（Ａ３ Ａ１Ａ２）＋Ｐ（Ａ１）Ｐ（Ａ２ Ａ１）Ｐ（Ａ３ Ａ１Ａ２）

＝ ７
１０

× ６
９
× ５
８
＋ ７
１０

× ３
９
× ６
８
＋ ３
１０

× ７
９
× ６
８
＋ ３
１０

× ２
９
× ７
８

＝ ０ ７

３ ５０ 个铆钉随机地取来用在 １０ 个部件上， 其中有 ３ 个铆钉强度太弱。 每个部件用 ３
个铆钉， 若将 ３ 个强度太弱的铆钉装在同一个部件上， 则这个部件强度就太弱。 求发生一

个部件强度太弱的概率是多少？

解： 方法一： 随机试验是从 ５０ 个铆钉中任取 ３ 个， 共有 Ｃ３
５０种取法， 而发生 “一个部件

强度太弱” 这一事件只有 Ｃ３
３ 种取法， 所以发生 “某一部件强度太弱” 的概率为

ｐｉ ＝
Ｃ３

３

Ｃ３
５０

＝ １
１９ ６００

而 １０ 个部件发生 “强度太弱” 这一事件是等可能的， 所以所求概率为

ｐ ＝ 
１０

ｉ ＝ １
ｐｉ ＝

１
１ ９６０

方法二： 样本空间的样本点数为 Ｃ３
５０， 而要想发生 “一个部件强度太弱” 这一事件， 则

必须将 ３ 个强度太弱的铆钉同时取来， 并放在一个部件上， 共有 Ｃ３
３Ｃ１

１０ 种情况， 所以发生

２ 概率论与数理统计难点解析与一题多解



“一个部件强度太弱” 这一事件的概率为

ｐ＝
Ｃ３

３Ｃ１
１０

Ｃ３
５０

＝ １
１ ９６０

４ ｎ 个人随机围一圆桌而坐， 求甲、 乙二人之间恰好间隔 ｒ 个人的概率。

解： 方法一： 随机试验， 考虑 ｎ 个人的坐法。
由于 ｎ 个人坐法完全任意， 可看作 ｎ 个不同元素的全排列， 故样本空间 Ω 含有 ｎ！ 个样

本点。 而事件 Ａ＝｛甲、 乙二人之间恰好间隔 ｒ 个人｝ 所含的样本点数可以这样考虑： 第一

步， 甲先坐， 有 ｎ 种坐法； 第二步， 乙与甲间隔 ｒ 个人， 有顺时针和逆时针 ２ 种坐法； 第三

步， 考虑剩下的（ｎ－２）个人， 可任意坐， 有（ｎ－２）！ 种坐法。 根据乘法原理， 事件 Ａ 共有

ｎ·２·（ｎ－２）！个样本点。 所以所求概率为

Ｐ（Ａ）＝ ｎ·２·（ｎ－２）！
ｎ！

＝ ２
ｎ－１

方法二： 随机试验， 只考虑甲、 乙二人的坐法。
甲、 乙二人坐法完全任意， 共有 ｎ（ｎ－１）种坐法， 故样本空间 Ω 含有 ｎ（ｎ－１）个样本点。

而事件 Ａ＝｛甲、 乙二人之间恰好间隔 ｒ 个人｝ 所含的样本点数可以这样考虑： 第一步， 甲

先坐， 有 ｎ 种坐法； 第二步， 乙与甲间隔 ｒ 个人， 有顺时针和逆时针 ２ 种坐法。 根据乘法原

理， 事件 Ａ 共有 ２ｎ 个样本点。 所以所求概率为

Ｐ（Ａ）＝ ２ｎ
ｎ（ｎ－１）

＝ ２
ｎ－１

方法三： 随机试验， 只考虑乙的坐法 （假定甲已在某个座位上坐好）。
由于甲已坐好， 乙共有（ｎ－１）种坐法， 故样本空间 Ω 含有（ｎ－１）个样本点。 乙与甲间隔

ｒ 个人， 有顺时针和逆时针 ２ 种坐法。 事件 Ａ 共有 ２ 个样本点。 所以所求概率为

Ｐ（Ａ）＝ ２
ｎ－１

方法四： 随机试验， 只考虑甲、 乙之间间隔的人数 （先考虑顺时针）。
甲、 乙之间间隔的人数可以是 ０，１，２，…，ｎ－２， 共（ｎ－１）种情况， 故样本空间 Ω 含有（ｎ－

１）个样本点。 二人之间间隔 ｒ 个人仅是样本空间的一个样本点。
本题须考虑顺时针和逆时针两种情况， 所以所求概率为

Ｐ（Ａ）＝ １
ｎ－１

·２＝ ２
ｎ－１

５ 从 ５ 双不同的鞋子中任取 ４ 只， 求这 ４ 只鞋子中至少有 ２ 只配成一双的概率。

解： 记 Ω＝｛从 ５ 双不同的鞋子中任取 ４ 只｝， 事件 Ａ＝｛所取 ４ 只鞋子中至少有 ２ 只配成

一双｝， 则Ａ＝｛所取 ４ 只鞋子无配对｝。
方法一： 随机试验， 考虑 ４ 只鞋子是有次序地一只一只被取出的。
有次序地从 １０ 只鞋子中取 ４ 只， 共有 １０×９×８×７ 种取法， 故样本空间 Ω 含有样本点个

数 Ｎ（Ω）＝ １０×９×８×７。 考虑事件Ａ， 第一只可以任意取， 共 １０ 种取法； 第二只只能在剩下的

９ 只且除去可与已取的第一只配对的鞋子中取， 共 ８ 种取法； 同理， 第三、 四只各有 ６ 种、
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４ 种取法， 故事件Ａ含有样本点个数 Ｎ（Ａ）＝ １０×８×６×４。 所以所求概率为

Ｐ（Ａ）＝ １－Ｐ（Ａ）＝ １－Ｎ（Ａ）
Ｎ（Ω）

＝ １－１０
×８×６×４

１０×９×８×７
＝ １３
２１

方法二： 随机试验， 考虑 ４ 只鞋子是没有次序地被取出的。
无次序地从 １０ 只鞋子中取 ４ 只， 共有 Ｃ４

１０种取法， 故样本空间 Ω 含有样本点个数 Ｎ（Ω）
＝ Ｃ４

１０。 考虑事件Ａ， 先从 ５ 双鞋子中任取 ４ 双， 共有 Ｃ４
５种取法； 再从取出的每双鞋子中各取

１ 只 （从一双鞋子中取 １ 只有 ２ 种取法）， 共有 ２４ 种取法。 故事件Ａ含有样本点个数 Ｎ（Ａ）＝
Ｃ４

５×２４。 所以所求概率为

Ｐ（Ａ）＝ １－Ｐ（Ａ）＝ １－Ｎ（Ａ）
Ｎ（Ω）

＝ １－
Ｃ４

５×２４

Ｃ４
１０

＝ １３
２１

方法三： 随机试验， 考虑 ４ 只鞋子是没有次序地被取出的。
无次序地从 １０ 只鞋子中取 ４ 只， 共有 Ｃ４

１０种取法， 故样本空间 Ω 含有样本点个数 Ｎ（Ω）
＝ Ｃ４

１０。 求 Ｎ（Ａ）： 先从 ５ 只左脚鞋子中任取 ｋ 只（ｋ ＝ ０，１，２，３，４）， 有 Ｃｋ
５种取法； 剩下的（４－

ｋ）只鞋子只能从不能与上述所取的鞋子配对的（５－ｋ）只右脚鞋子中选取， 即对于每个固定的

ｋ， 有 Ｃｋ
５Ｃ４－ｋ

５－ｋ种取法。 故事件Ａ含有样本点个数 Ｎ（Ａ） ＝ 
４

ｋ ＝ ０
Ｃｋ

５ Ｃ４－ｋ
５－ｋ ＝ ８０。 所以有

Ｐ（Ａ）＝ １－Ｐ（Ａ）＝ １－Ｎ（Ａ）
Ｎ（Ω）

＝ １－ ８０
Ｃ４

１０

＝ １３
２１

方法四： 随机试验， 考虑 ４ 只鞋子是没有次序地被取出的。
无次序地从 １０ 只鞋子中取 ４ 只， 共有 Ｃ４

１０种取法， 故样本空间 Ω 含有样本点个数 Ｎ（Ω）
＝ Ｃ４

１０。 记事件Ａｉ ＝｛所取 ４ 只鞋子恰能配成 ｉ 双｝， 则 Ａ＝Ａ１∪Ａ２， Ａ１∩Ａ２ ＝⌀， Ｐ（Ａ）＝ Ｐ（Ａ１）
＋Ｐ（Ａ２）。

求 Ｎ（Ａ２）： 可看作从 ５ 只鞋子中成双地取 ２ 双， 有 Ｃ２
５种取法， 即 Ｎ（Ａ２）＝ Ｃ２

５ ＝ １０。
求 Ｎ（Ａ１）： 先从 ５ 只鞋子中成双地取 １ 双， 有 Ｃ１

５种取法； 另外 ２ 只从其他 ８ 只中取， 有

Ｃ２
８种取法， 不过这种取法将成双的也算在内了， 应去掉， 故 Ｎ（Ａ１）＝ Ｃ１

５×（Ｃ２
８－Ｃ１

４）＝ １２０。 所

以有

Ｐ（Ａ）＝ Ｐ（Ａ１）＋Ｐ（Ａ２）＝
Ｎ（Ａ１）＋Ｎ（Ａ２）

Ｎ（Ω）
＝ １２０＋１０

２１０
＝ １３
２１

６ 袋中有 ａ 个白球， ｂ 个黑球， 从中不放回地任意把球一个个摸出来， 求第 ｋ（ １
≤ｋ≤ａ＋ｂ）次摸出白球的概率。

解： 方法一： 用排列方法求解， 把 ａ＋ｂ 个球都摸完。
将这些球看作是彼此不同的， 记随机试验： 把 ａ＋ｂ 个球逐个摸出后依次排列在一条直线

的 ａ＋ｂ 个位置上， 故样本空间 Ω 含有样本点个数 Ｎ（Ω）＝ （ａ＋ｂ）！。 记事件 Ａ＝｛第 ｋ 次摸到白

球｝， 则第 ｋ 次摸到白球有 ａ 种摸法， 另外 ａ＋ｂ－１ 个球有（ａ＋ｂ－１）！ 种摸法， 所以所求概

率为

Ｐ（Ａ）＝ Ｎ（Ａ）
Ｎ（Ω）

＝ ａ（ａ＋ｂ－１）！
（ａ＋ｂ）！

＝ ａ
ａ＋ｂ

方法二： 用组合方法求解， 把 ａ＋ｂ 个球都摸完。
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将这些球看作是彼此不同的， 记随机试验： 把（ａ＋ｂ）个球逐个摸出后依次排列在一条直

线的（ａ＋ｂ）个位置上， 因为若把所有白球的位置固定下来， 其余位置必放黑球， 故样本空间

Ω 含有样本点个数 Ｎ（Ω）＝ Ｃａ
ａ＋ｂＣｂ

ｂ ＝Ｃａ
ａ＋ｂ。 记事件 Ａ ＝ ｛第 ｋ 次摸到白球｝， 则第 ｋ 次摸到白球

有 １ 种摸法， 另外（ａ－１）个白球可在其余（ａ＋ｂ－１）个球中任取， 故 Ｎ（Ａ）＝ Ｃａ－１
ａ＋ｂ－１， 所以所求

概率为

Ｐ（Ａ）＝ Ｎ（Ａ）
Ｎ（Ω）

＝
Ｃａ－１

ａ＋ｂ－１

Ｃａ
ａ＋ｂ

＝ ａ
ａ＋ｂ

方法三： 用排列方法求解， 只摸 ｋ 个球。
将这些球看作是彼此不同的， 记随机试验： 把 ｋ 个球逐个摸出后依次排列在一条直线的

（ａ＋ｂ）个位置上， 故样本空间 Ω 含有样本点个数 Ｎ（Ω）＝ Ａｋ
ａ＋ｂ。 记事件 Ａ ＝ ｛第 ｋ 次摸到白

球｝， 则第 ｋ 次摸到白球有 ａ 种摸法， 另外前（ｋ－１）个球有 Ａｋ－１
ａ＋ｂ－１种摸法， 所以所求概率为

Ｐ（Ａ）＝ Ｎ（Ａ）
Ｎ（Ω）

＝
ａＡｋ－１

ａ＋ｂ－１

Ａｋ
ａ＋ｂ

＝ ａ
ａ＋ｂ

方法四： 用排列方法求解， 只考虑第 ｋ 次摸球。
将这些球看作是彼此不同的并标号， 记随机试验： 第 ｋ 次被摸到的球的号数。 显然， 任

何一个球都等可能地在第 ｋ 次被摸到， 故摸法总数即样本空间样本点个数 Ｎ（Ω）＝ ａ＋ｂ， 而事

件 Ａ 所包含的摸法有 ａ 种， 所以所求概率为

Ｐ（Ａ）＝ Ｎ（Ａ）
Ｎ（Ω）

＝ ａ
ａ＋ｂ

方法五： 用数学归纳法求解。
记事件Ａｉ ＝｛第 ｉ 次摸到白球（ ｉ＝ １，２，…，ｋ）｝， 则

Ｐ（Ａ１）＝
ａ

ａ＋ｂ
， Ｐ（Ａ１）＝

ｂ
ａ＋ｂ

假设 Ｐ（Ａｉ）＝
ａ

ａ＋ｂ
， 现证 Ｐ（Ａｉ＋１）＝

ａ
ａ＋ｂ

。 由全概率公式有

Ｐ（Ａｉ＋１）＝ Ｐ（Ａ１）Ｐ（Ａｉ＋１ Ａ１）＋Ｐ（Ａ１）Ｐ（Ａｉ＋１ Ａ１）
由于 Ｐ（Ａｉ＋１ Ａ１）表示从有（ａ＋ｂ－１）个球的袋中 ［其中有（ａ－１）个白球］ 第 ｉ 次摸到白球

的概率， 由归纳假设有 Ｐ（Ａｉ＋１ Ａ１）＝
ａ－１

ａ＋ｂ－１
， 同理有 Ｐ（Ａｉ＋１ Ａ１）＝

ａ
ａ＋ｂ－１

。

所以有 Ｐ（Ａｉ＋１）＝ Ｐ（Ａ１）Ｐ（Ａｉ＋１ Ａ１）＋Ｐ（Ａ１）Ｐ（Ａｉ＋１ Ａ１）＝
ａ

ａ＋ｂ
， 这表示每次摸到白球的概

率都是
ａ

ａ＋ｂ
。

７ 甲、 乙、 丙三人进行比赛， 规定每局两个人比赛， 双方获胜的概率都是 ０ ５， 胜者

再与第三人进行比赛， 依次循环， 直到有一人连胜两局为止， 此人即为优胜者。 现假定

甲、 乙两人先比， 求各人获得优胜者的概率。

解： 方法一： 设甲、 乙、 丙为整场比赛的优胜者分别为事件 Ａ， Ｂ， Ｃ， 记甲、 乙、 丙第

ｉ 局获胜为事件 Ａｉ， Ｂ ｉ， Ｃ ｉ， 甲胜第一局为 Ａ１ ＝Ｄ， 则有 Ａ⊂（Ｄ∪Ｄ）， 由全概率公式有
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Ｐ（Ａ）＝ Ｐ（Ｄ）Ｐ（Ａ Ｄ）＋Ｐ（Ｄ）Ｐ（Ａ Ｄ）＝ １
２
［Ｐ（Ａ Ｄ）＋Ｐ（Ａ Ｄ）］

考虑 Ｐ（Ａ Ｄ）， 甲已胜第一局， 甲要最终获胜则必须甲胜第二局或者甲输了第二局后

再获优胜， 后一种情况与甲输了第一局后再获优胜完全一样。
Ｐ（Ａ Ｄ）＝ Ｐ（Ａ２∪Ａ２Ａ）＝ Ｐ（Ａ２）＋Ｐ（Ａ２Ａ）＝ Ｐ（Ａ２）＋Ｐ（Ａ２）Ｐ（Ａ Ａ２）

＝ Ｐ（Ａ２）＋Ｐ（Ａ２）Ｐ（Ａ Ｄ）＝ １
２
［１＋Ｐ（Ａ Ｄ）］

考虑 Ｐ（Ａ Ｄ）， 甲已输第一局， 甲要最终获胜则必须丙胜第二局， 甲胜第三局后再获

优胜的概率也就是 Ｐ（Ａ Ｄ）， 因此 Ｐ（Ａ Ｄ）＝ １
２
· １

２
·Ｐ（Ａ Ｄ）。

解得 Ｐ（Ａ Ｄ）＝ ４
７
， Ｐ（Ａ Ｄ）＝ １

７
， Ｐ（Ａ）＝ ５

１４
＝Ｐ（Ｂ）。

丙要成为优胜者必须赢得第二局， 然后再争最后优胜， 而丙胜第二局后再争优胜的概率

也是 Ｐ（Ａ Ｄ）， 故 Ｐ（Ｃ）＝ Ｐ（Ａ Ｄ）
２

＝ ２
７
。

方法二：
Ｐ（Ｃ）＝ Ｐ［（Ａ１Ｃ２Ｃ３∪Ａ１Ｃ２Ｂ３Ａ４Ｃ５Ｃ６∪…）∪（Ｂ１Ｃ２Ｃ３∪Ｂ１Ｃ２Ａ３Ｂ４Ｃ５Ｃ６∪…）］

＝ ２×
１
２３

＋ １
２６

＋ １
２９

＋…æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ １

４
× １
１－１ ／ ８

＝ ２
７

Ｐ（Ａ）＝ Ｐ（Ｂ）＝ １
２
× １－ ２

７
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ５

１４
方法三：
Ｐ（Ａ）＝ ［Ｐ（Ａ１Ａ２）＋Ｐ（Ａ１Ｃ２Ｂ３Ａ４Ａ５）＋…］＋［Ｐ（Ｂ１Ｃ２Ａ３Ａ４）＋Ｐ（Ｂ１Ｃ２Ａ３Ｂ４Ｃ５Ａ６Ａ７）＋…］

＝ １
４
× １＋ １

２３
＋ １
２６

＋…æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

１
１６

× １＋ １
２３

＋ １
２６

＋…æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ５

１６
× １
１－１ ／ ８

＝ ５
１４

＝Ｐ（Ｂ）

Ｐ（Ｃ）＝ １－Ｐ（Ａ）－Ｐ（Ｂ）＝ ２
７

方法四 （类似方法二）：

Ｐ（Ｃ ｉ）＝
１
４
× １

８
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｉ－１

，　 ｉ＝ １，２，…

Ｐ（Ｃ） ＝ Ｐ ∪
∞

ｉ ＝ １
Ｃ ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ 

∞

ｉ ＝ １
Ｃ ｉ ＝

１
４

× １
１ － １ ／ ８

＝ ２
７

Ｐ（Ａ）＝ Ｐ（Ｂ）＝ １
２
× １－ ２

７
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ５

１４
方法五： 该比赛从第二局开始相当于以如下的比赛方式循环， 直到优胜者产生。 不妨定

义在某一局比赛前： １ 号位为上一场的胜者， ２ 号位为上一场轮空者， ３ 号位为上一场的负

者。 并设该局开始前三个位置上的选手成为比赛优胜者的概率分别为 ｐ１，ｐ２，ｐ３， 在该局比赛

中， 若 １ 号位选手获胜， 则其赢得整场比赛； 若 １ 号位选手告负， 则其将处于下局的 ３ 号位

上； 而本局的 ３ 号位选手将处于下局的 ２ 号位上， 本局的 ２ 号位选手将处于下局的 １ 号位

上。 综上所述， 可得线性方程组

６ 概率论与数理统计难点解析与一题多解



ｐ１＋ｐ２＋ｐ３ ＝ １
ｐ１ ＝ ２ｐ２

ｐ２ ＝ ２ｐ３

ì

î

í

ï
ï

ïï

解得 ｐ２ ＝
２
７
。 无论第一局比赛结果如何， 丙都将处于 ２ 号位上， 故

Ｐ（Ｃ）＝ ２
７

Ｐ（Ａ）＝ Ｐ（Ｂ）＝ １
２
× １－ ２

７
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ５

１４

８ 某同学有 ５ 本课外书， 每天随机取一本阅读， 且不同天可能会选择同一本书继续

看， 求问第四天该同学取来看的书是新书的概率是多少？

解： 方法一： 排列组合思想。
每天可以选择 ５ 本书中的任意一本， 四天全部的可能情况有５４种。
若前三天只看了同一本书且第四天看的是新书， 则可能的情况有 Ｃ１

５×４ 种； 若前三天看

了两本书且第四天看的是新书， 则可能的情况有 Ｃ１
３Ａ２

５×３ 种； 若前三天看了三本不同的书且

第四天看的是新书， 则可能的情况有 Ａ３
５×２ 种。

由此， 第四天看的是新书的概率为 Ｐ＝
Ｃ１

５×４＋Ｃ１
３Ａ２

５×３＋Ａ３
５×２

５４
＝ ６４
１２５

方法二： 用枚举法的思想， 可列举出每天抽取新书和旧书的概率， 得到以下表格。

第一天 第二天 第三天 第四天

新 １

新
４
５

新
３
５

新 ２ ／ ５

旧 ３ ／ ５

旧
２
５

新 ３ ／ ５

旧 ２ ／ ５

旧
１
５

新
４
５

新 ３ ／ ５

旧 ２ ／ ５

旧
１
５

新 ４ ／ ５

旧 １ ／ ５

由此， 第四天看的是新书的概率为

４
５
× ３
５
× ２
５
＋ ４
５
× ２
５
× ３
５
＋ １
５
× ４
５
× ３
５
＋ １
５
× １
５
× ４
５

＝ ６４
１２５

９ １０ 个人中有一对夫妇， 他们随意围着一张圆桌坐下， 求该对夫妇正好坐在一起的概率。

解： 设事件 Ａ 为 “该对夫妇正好坐在一起”。
方法一： １０ 个人随机坐在一张圆桌周围， 共有 ９！ 种方法， 先考虑该对夫妇以 “男左女

右” 顺序坐在一起： 把相邻的两个座位看成一个， 考虑捆绑法的思路， ９ 个座位有 ８！ 种排

法， 同理再考虑 “男右女左” 的坐法， 所以所求概率为
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Ｐ（Ａ）＝ ２×８！
９！

＝ ２
９

方法二： 只考虑夫妇两人， 夫妇两人随机坐有 Ａ２
１０种坐法， 把座位按照 １ ～ １０ 排号， 夫

妇相邻而坐且女坐于男右侧， 则有 １０ 种坐法： 男坐 １， ２， ３， …， ９， １０， 女坐 ２， ３， …，
１０， １； 同理考虑女坐于男左侧， 则有 １０ 种坐法， 共 ２０ 种坐法， 所以所求概率为

Ｐ（Ａ）＝ ２０
Ａ２

１０

＝ ２
９

方法三： 假设夫妇中一人坐定， 考虑另一个人 （不妨设为女）。 此人随机坐， 有 ９ 种坐

法。 若要夫妇相邻， 她只能坐在男方的左右两个位置， 所以所求概率为

Ｐ（Ａ）＝ ２
９

１０ 一个口袋中有 ５ 个大小完全相同的球， 编号分别为 １， ２， ３， ４， ５。 从中同时取出

３ 个球， 试求事件 Ａ＝｛取出 ３ 个球的最小号码为 １｝的概率 β。

解： 方法一： 随机变量法。
设第 ｉ 次取出的球的编号为 Ｘ ｉ（ ｉ ＝ １，２，３）， 由于是无放回的， 所以 Ｘ１，Ｘ２，Ｘ３ 不相互独

立， 但是同分布， 且分布均为 Ｐ｛Ｘ ｉ ＝ ｊ｝ ＝ ０ ２（ ｊ＝ １，２，３，４，５；ｉ＝ １，２，３）， 故

β ＝Ｐ（ｍｉｎ｛Ｘ１，Ｘ２，Ｘ３｝ ＝ １）
＝ Ｐ（｛Ｘ１ ＝ １｝∪｛Ｘ２ ＝ １｝∪｛Ｘ３ ＝ １｝）
＝ Ｐ｛Ｘ１ ＝ １｝＋Ｐ｛Ｘ２ ＝ １｝＋Ｐ｛Ｘ３ ＝ １｝
＝ ０ ２＋０ ２＋０ ２ ＝ ０ ６

方法二： 枚举法。
对于样本空间和事件 Ａ 中的样本点， 依题设可以数得 Ｎ ＝ １０， ＮＡ ＝ ６， 而且每个基本事

件发生的可能性相同， 故

β＝Ｐ（Ａ）＝ ６
１０

＝ ０ ６

方法三： 事件分解法。
令 Ａｉ ＝｛第 ｉ 次取出球的编号为 １｝（ ｉ＝ １，２，３）， 则

β ＝Ｐ（Ａ１∪Ａ２∪Ａ３）
＝ Ｐ（Ａ１）＋Ｐ（Ａ２）＋Ｐ（Ａ３）
＝ ０ ２＋０ ２＋０ ２ ＝ ０ ６

方法四： 排列组合法。
将取出的 ３ 个球的编号看成从 ５ 个元素中无放回地取出 ３ 个元素的组合， 则

β＝
Ｃ１

１Ｃ２
４

Ｃ３
５

＝ １×６
１０

＝ ０ ６

１１ 在长为 ａ 的线段的中点两边随机地选取两点， 试求两点间距离小于 ａ ／ ３ 的概率。

解： 方法一： 以 Ｘ１ 表示中点左边所取的随机点到端点 Ｏ 的距离， 则 Ｘ１ 在区间 ０， ａ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ 上

服从均匀分布， 其概率密度函数为
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ｆ１（ｘ）＝
２
ａ
， ０＜ｘ＜ ａ

２
０， 其他

ì

î

í
ïï

ïï

以 Ｘ２ 表示中点右边所取的随机点到端点 Ｏ 的距离， 则 Ｘ２ 在区间
ａ
２
，ａæ

è
ç

ö

ø
÷ 上服从均匀分

布， 其概率密度函数为

ｆ２（ｘ）＝
２
ａ
， ａ

２
＜ｘ＜ａ

０， 其他

ì

î

í
ïï

ïï

因为是在线段中点两边随机地选取两点， 即 Ｘ１ 与 Ｘ２ 相互独立， 故 （Ｘ１，Ｘ２） 的联合概

率密度函数为

ｆ（ｘ１，ｘ２）＝
４
ａ２， ０＜ｘ１＜

ａ
２
， ａ
２
＜ｘ２＜ａ

０， 其他

ì

î

í

ïï

ïï

事件 “两点间距离小于 ａ ／ ３” 可表示为： （Ｘ１，Ｘ２） 落在图 １－１ 中区域 Ｄ 内的概率。

图 １－１

Ｐ Ｘ２ － Ｘ１ ＜ ａ
３

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ∬

ｘ２－ｘ１ ＜
ａ
３

ｆ（ｘ１，ｘ２）ｄｘ１ｄｘ２ ＝ ∬
Ｄ

４
ａ２ｄｘ１ｄｘ２

＝ ∫
ａ
２

ａ
６

ｄｘ１ ∫ｘ１＋
ａ
３

ａ
２

４
ａ２ｄｘ２ ＝ ∫

ａ
２

ａ
６

４
ａ２（ｘ１ － ａ

６
）ｄｘ１ ＝ ２

９

方法二： 因为 （Ｘ１，Ｘ２） 在区域 Ｉ ＝ （ｘ１，ｘ２） ０＜ｘ１＜
ａ
２
， ａ
２
＜ｘ２＜ａ{ } 上服从均匀分布， 可利

用几何概型求解。 而事件｛Ｘ２－Ｘ１＜ａ ／ ３｝即为 （Ｘ１，Ｘ２）∈Ｄ， 从而所求概率为

Ｐ Ｘ２－Ｘ１＜
ａ
３{ } ＝Ｐ｛（Ｘ１，Ｘ２）∈Ｄ｝ ＝Ｄ 的面积

Ｉ 的面积
＝

１
２
× ａ
３
× ａ
３

ａ
２
× ａ
２

＝ ２
９

１２ 有 ３ 个盒子， 第一个盒子装有 １ 个白球、 ４ 个黑球； 第二个盒子装有 ２ 个白球、 ３
个黑球； 第三个盒子装有 ３ 个白球、 ２ 个黑球。 现在任取 １ 个盒子， 从中任取 ３ 个球。 以

Ｘ 表示所取到的白球数， 求取到白球数不少于 ２ 的概率。

解： 方法一： 分析题干和问题可知， 只有第二个盒子或者第三个盒子才能满足题目要
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求。 分别计算抽中第二个盒子满足条件的概率及第三个盒子满足条件的概率， 由概率加法公

式得出答案。

抽第二个盒子： Ｐ２（Ｘ≥２）＝
Ｃ２

２Ｃ１
３

Ｃ３
５

＝ ３
１０

抽第三个盒子： Ｐ３（Ｘ≥２）＝
Ｃ２

３Ｃ１
２

Ｃ３
５

＋
Ｃ３

３Ｃ０
２

Ｃ３
５

＝ ７
１０

所以 Ｐ（Ｘ≥２）＝ １
３
× ３
１０

＋ １
３
× ７
１０

＝ １
３

方法二： 由排列组合相关知识， 可以求出取到白球数的分布律。 经分析可知， 白球数 Ｘ
的取值只能是 ０， １， ２， ３。

Ｐ（Ｘ＝ ０）＝ １
３
×
Ｃ０

１Ｃ３
４

Ｃ３
５

＋ １
３
×
Ｃ０

２Ｃ３
３

Ｃ３
５

＝ １
６

Ｐ（Ｘ＝ １）＝ １
３
×
Ｃ１

１Ｃ２
４

Ｃ３
５

＋ １
３
×
Ｃ１

２Ｃ２
３

Ｃ３
５

＋ １
３
×
Ｃ１

３Ｃ２
２

Ｃ３
５

＝ １
２

Ｐ（Ｘ＝ ２）＝ １
３
×
Ｃ２

２Ｃ１
３

Ｃ３
５

＋ １
３
×
Ｃ２

３Ｃ１
２

Ｃ３
５

＝ ３
１０

Ｐ（Ｘ＝ ３）＝ １
３
×
Ｃ３

３Ｃ０
２

Ｃ３
５

＝ １
３０

所以所求概率为

Ｐ（Ｘ≥２）＝ Ｐ（Ｘ＝ ２）＋Ｐ（Ｘ＝ ３）＝ ３
１０

＋ １
３０

＝ １
３

或 Ｐ（Ｘ≥２）＝ １－Ｐ（Ｘ＝ ０）－Ｐ（Ｘ＝ １）＝ １－ １
６
－ １
２

＝ １
３

１３ 假设一个屋子里面有 Ｎ 个人， 每个人都有一顶帽子。 假如所有人把帽子扔到屋子

中央， 然后每个人都随机选一顶帽子。 求没有人捡到自己帽子的概率。

解： 方法一： 先计算至少有一个人捡到自己帽子的概率。 设 Ａｉ（ ｉ ＝ １，２，…，Ｎ）表示事件

“第 ｉ 个人捡到了他自己的帽子”。 现在， 根据容斥原理， 至少有一个人捡到自己帽子的概率

Ｐ ∪
Ｎ

ｉ ＝ １
Ａｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ 就等于：

Ｐ ∪
Ｎ

ｉ ＝ １
Ａｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ 

Ｎ

ｉ ＝ １
Ｐ（Ａｉ） － 

ｉ１ ＜ ｉ２

Ｐ（Ａｉ１Ａｉ２） ＋ … ＋

（ － １） ｎ＋１ 
ｉ１ ＜ ｉ２ ＜… ＜ ｉｎ

Ｐ（Ａｉ１Ａｉ２…Ａｉｎ） ＋ … ＋ （ － １） Ｎ＋１Ｐ（Ａ１Ａ２…ＡＮ）

如果将试验结果看作是一个 Ｎ 维数组， 其中第 ｉ 个元素表示被第 ｉ 个人捡到的帽子的编

号， 那么有 Ｎ！ 种可能的结果。 例如结果（１，２，３，…，Ｎ） 表示所有人都拿到了自己的帽子。
进一步地， Ａｉ１Ａｉ２…Ａｉｎ表示事件 “ ｉ１，ｉ２，…，ｉｎ这 ｎ 个人拿到了自己的帽子”， 这样的事件可能

有（Ｎ－ｎ）×（Ｎ－ｎ－１）×…×３×２×１＝（Ｎ－ｎ）！ 种， 因为剩下的 Ｎ－ｎ 个人均随便选帽子。 总共的

可能结果是 Ｎ！ 种， 因此
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Ｐ（Ａｉ１Ａｉ２…Ａｉｎ）＝
（Ｎ－ｎ）！

Ｎ！

同时， 对于 
ｉ１ ＜ ｉ２ ＜… ＜ ｉｎ

Ｐ（Ａｉ１Ａｉ２…Ａｉｎ） 总共有 Ｃｎ
Ｎ 种选法， 因此


ｉ１ ＜ ｉ２ ＜… ＜ ｉｎ

Ｐ（Ａｉ１Ａｉ２…Ａｉｎ） ＝ Ｎ！（Ｎ － ｎ）！
（Ｎ － ｎ）！ ｎ！ Ｎ！

＝ １
ｎ！

因此，

Ｐ ∪
Ｎ

ｉ ＝ １
Ａｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ １ － １

２！
＋ １
３！

－ … ＋ （ － １） Ｎ＋１ １
Ｎ！

所以， 没有人捡到自己帽子的概率为

１
２！

－ １
３！

＋…＋（－１）
Ｎ

Ｎ！
另外， 当 Ｎ 非常大时， 此概率为 ｅ－１≈０ ３６７ ８８。 也就是说， 当 Ｎ 很大时， 没有人捡到

自己帽子的概率大约是 ０ ３７。
方法二： Ａ 表示事件 “没有匹配发生”， 此事件显然与 Ｎ 有关， 记为 ＰＮ ＝ Ｐ（Ａ）。 从第

一个人是否选择到了自己的帽子开始， 分别记为 Ｍ 和Ｍ。 则

ＰＮ ＝Ｐ（Ａ）＝ Ｐ（Ａ Ｍ）Ｐ（Ｍ）＋Ｐ（Ａ Ｍ）Ｐ（Ｍ）
显然， Ｐ（Ａ Ｍ）＝ ０， 因此

ＰＮ ＝Ｐ（Ａ Ｍ）Ｎ
－１
Ｎ

（１－１）

现在， Ｐ（Ａ Ｍ）表示剩下的 Ｎ－１ 个人都没有捡到自己帽子的概率 （且其中一人的帽子

不在这些帽子中， 因为已经被第一个人捡走了）。 此事发生可由两种独立事件组成， 即那个

人捡到了第一个人的帽子且其他人都没有捡到自己的帽子， 以及那个人捡到了除第一个人和

他自己的帽子以外的任一顶帽子， 且其他人都没有捡到自己的帽子。 前者的概率是［１ ／ （Ｎ－
１）］ＰＮ－２， 由此可得

Ｐ（Ａ Ｍ）＝ ＰＮ－１＋
１

Ｎ－１
ＰＮ－２

因此， 由式 （１－１） 可以得到

ＰＮ ＝
Ｎ－１
Ｎ

ＰＮ－１＋
１
Ｎ
ＰＮ－２

或者， 等价地

ＰＮ－ＰＮ－１ ＝ － １
Ｎ
（ＰＮ－１－ＰＮ－２） （１－２）

再由于 ＰＮ 表示 Ｎ 个人中无匹配的概率， 因此

Ｐ１ ＝ ０， 　 Ｐ２ ＝
１
２

由式 （１－２） 得

Ｐ３－Ｐ２ ＝ －
Ｐ２－Ｐ１

３
＝ － １

３！
⇒Ｐ３ ＝

１
２！

－ １
３！
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Ｐ４－Ｐ３ ＝ －
Ｐ３－Ｐ２

４
＝ １
４！

⇒Ｐ４ ＝
１
２！

－ １
３！

＋ １
４！

由此

ＰＮ ＝
１
２！

－ １
３！

＋…＋（－１）
Ｎ

Ｎ！

１４ 某赌徒有赌资 １００ 万元， 赌庄有 １ 个亿。 现在赌徒和赌庄每局赌 １ ０００ 元， 如果赌

徒每局获胜的概率是 ０ ５， 求赌徒破产的概率。

解： 方法一： 由题目易知， 这个赌局会在赌徒和赌庄其中一方破产的情况下结束。 既然

题目要求赌徒破产的概率， 那么可以将该问题等价为求赌庄赢走财产总和即 １０１ ０００（１ ０００＋
１００ ０００） 个单位的财产的概率 （设 １ ０００ 元为一个单位以方便计算， 从而输赢为一个单位）。

列出以下递推式 （利用全概率公式）
Ｐ ｉ ＝ ０ ５×Ｐ ｉ＋１＋０ ５×Ｐ ｉ－１ （１－３）

其中 Ｐ ｉ为赌庄在有 ｉ 个单位财产时赢走所有钱的概率， 则式 （１－３） 右侧的解释方法就是

Ｐ（赌庄赢了下一局）×Ｐ（赌庄赢了所有的钱 赌庄赢了下一局）＋Ｐ（赌庄输了上一局）×
Ｐ（赌庄赢了所有的钱│赌庄输了上一局）

Ｐ ｉ＋１ ＝ ２Ｐ ｉ－Ｐ ｉ－１

初始条件为 Ｐ０ ＝ ０， ＰＮ ＝ １
设 Ｐ１ ＝ａ， 则 Ｐ２ ＝ ２ａ， Ｐ３ ＝ ３ａ， Ｐ４ ＝ ４ａ， ……

ＰＮ ＝Ｎａ＝ １， ａ＝ １
Ｎ

Ｐ ｉ ＝ ｉａ＝
ｉ
Ｎ

将 ｉ＝ １００ ０００， Ｎ＝ １０１ ０００ 代入， 有结果 Ｐ（赌徒破产）＝ ０ ９９０ ０９９ ０１≈０ ９９０ １。
方法二： 若以 Ｘｎ表示赌庄在时刻 ｎ 的财产， 则过程｛Ｘｎ，ｎ ＝ ０，１，２，…｝是一个 Ｍａｒｋｏｖ

链， 具有转移概率

Ｐ００ ＝ＰＮＮ ＝ １
Ｐ ｉ，ｉ＋１ ＝ ｐ＝ １－Ｐ ｉ，ｉ－１

此 Ｍａｒｋｏｖ 链有三个类， 即｛０｝， ｛１，２，…，Ｎ－１｝，｛Ｎ｝， 第一类和第三类是常返类， 第二

类为暂态类。 由于每个暂态只被访问有限多次， 由此推出在某个有限的事件之后， 该赌庄达

到目标 Ｎ 或破产。 以 ｆｉ≡ｆｉＮ表示从 ｉ （０≤ｉ≤Ｎ） 开始， 赌庄财富迟早到达 Ｎ 的概率， 用 ｐ，
ｑ 表示输赢概率， 可以得到

（ｐ＋ｑ） ｆｉ ＝ ｐｆｉ＋１＋ｑｆｉ－１
由于 ｆ０ ＝ ０， 可以得出

ｆ２－ｆ１ ＝
ｑ
ｐ
（ ｆ１－ｆ０）＝

ｑ
ｐ
ｆ１

ｆ３－ｆ２ ＝
ｑ
ｐ
（ ｆ２－ｆ１）＝

ｑ
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

ｆ１

︙
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ｆｉ－ｆｉ－１ ＝
ｑ
ｐ
（ ｆｉ－１－ｆｉ－２）＝

ｑ
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｉ－１

ｆ１

将这 ｉ－１ 个方程相加有

ｆｉ－ｆ１ ＝ ｆ１
ｑ
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ｑ

ｐ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋…＋ ｑ
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｉ－１
é

ë
êê

ù

û
úú

或

ｆｉ ＝

１－ ｑ
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｉ

１－ ｑ
ｐ

ｆ１，
ｑ
ｐ
≠１

ｉｆ１，
ｑ
ｐ
＝ １

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

取 ｆＮ ＝ １， 有

ｆｉ ＝

１－ ｑ
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｉ

１－ ｑ
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｎ，
ｑ
ｐ
≠１

ｉ
Ｎ
， ｑ

ｐ
＝ １

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

代入 ｉ＝ １００ ０００， Ｎ＝ １０１ ０００， 可得结果为 ０ ９９０ １。

１５ （Ｍｏｎｔｙ Ｈａｌｌ 难题） Ｍｏｎｔｙ Ｈａｌｌ 的问题陈述十分简单， 但是它的答案看上去却是有

悖常理。 Ｍｏｎｔｙ Ｈａｌｌ 的游戏规则是这样的， 如果你来参加这个节目， 那么：
（１） Ｍｏｎｔｙ Ｈａｌｌ 向你示意三个关闭的大门， 然后告诉你每个门后面都有一个奖品， 其

中有一个门后面的奖品是一辆汽车， 另外两个门后面则是不值钱的奖品， 奖品是随机放在

三个门后面的；
（２） 该游戏的目的是猜中哪个门后面有汽车， 一旦猜中， 你就可以拿走汽车；
（３） 你先挑选一个门， 不妨假设为 Ａ 门， 其他两个门分别称为 Ｂ 门和 Ｃ 门；
（４） 在打开你选中的门之前， Ｍｏｎｔｙ Ｈａｌｌ 会先打开 Ｂ 门 或者 Ｃ 门中一个没有汽车的

门来增加悬念 （如果汽车在 Ａ 门后面， 那么 Ｍｏｎｔｙ Ｈａｌｌ 打开 Ｂ 门或者 Ｃ 门都是安全的，
所以他可以随意选择一个； 如果汽车在 Ｂ 门后面， 那么 Ｍｏｎｔｙ Ｈａｌｌ 只能够选择 Ｃ 门）；

（５） 然后 Ｍｏｎｔｙ Ｈａｌｌ 给你一个选择： 坚持最初的选择还是换到另外一个没有打开的门？

解： 方法一： 运用全概率公式求解。
首先设 Ａ 表示 “最初选择的门后面是汽车”， Ｂ 表示 “最终赢得汽车”， 则由已知条件知，

实际情况中汽车在 Ａ 门后的概率是
１
３
， 不在 Ａ 门后的概率是

２
３
， 即 Ｐ（Ａ）＝ １

３
， Ｐ（Ａ） ＝ ２

３
。

策略一： 若不换选择， 即仍然选择 Ａ 门， 则能最终赢得汽车的概率为

Ｐ（Ｂ）＝ Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ Ａ）＋Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ Ａ）＝ １
３
×１＋ ２

３
×０＝ １

３
策略二： 若换选择， 即换至未开启的 Ｂ 门， 则能最终赢得汽车的概率为
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Ｐ（Ｂ）＝ Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ Ａ）＋Ｐ（Ａ）Ｐ（Ｂ Ａ）＝ １
３
×０＋ ２

３
×１＝ ２

３
显然， 采用策略二， 即换成未打开的 Ｂ 门， 能赢得汽车的概率将比不换增加 １ 倍。
方法二： 运用贝叶斯定理求解。

贝叶斯定理的表达式可以写成 Ｐ（Ｈ Ｄ）＝ Ｐ（Ｈ）Ｐ（Ｄ Ｈ）
Ｐ（Ｄ）

， 其中 Ｐ（Ｈ）称为先验概率，

Ｐ（Ｈ Ｄ）称为后验概率， Ｐ（Ｄ Ｈ）称为似然度， Ｐ（Ｄ）称为标准化常量。
首先分别用 Ａ， Ｂ， Ｃ 表示假设汽车在 Ａ 门、 Ｂ 门或 Ｃ 门后面， 同时不妨假设 Ｍｏｎｔｙ

Ｈａｌｌ 打开了 Ｂ 门， 而且没有汽车在后面。 在本例中 Ｄ 包括两个部分， Ｍｏｎｔｙ Ｈａｌｌ 打开了 Ｂ
门， 而且没有汽车在后面。 这样， 我们采用表格法可以相对清晰地看出每一个假设的后

验概率。

先验概率 Ｐ（Ｈ） 似然度 Ｐ（Ｄ Ｈ） Ｐ（Ｈ）Ｐ（Ｄ Ｈ） 后验概率 Ｐ（Ｈ Ｄ）

假设 Ａ １ ／ ３ １ ／ ２ １ ／ ６ １ ／ ３

假设 Ｂ １ ／ ３ ０ ０ ０

假设 Ｃ １ ／ ３ １ １ ／ ３ ２ ／ ３

所以运用贝叶斯定理， 可以得到相同的结论： 换门得到汽车的概率是不换门的概率的

２ 倍。

１６ 甲乙两人约定 １４：００ 到 １５：００ 之间在车站见面， 并事先约定先到者在那里等待

１０ ｍｉｎ， 若另一个人 １０ ｍｉｎ 内没有到达， 则先到的人自行离去。 试求先到者等待时间小于

１０ ｍｉｎ 的概率。

解： 方法一： 利用均匀分布的概率密度函数求解。
设甲于下午两点 Ｘ 分到达， 乙于下午两点 Ｙ 分到达， 可知随机变量 Ｘ 与 Ｙ 相互独立，

且都服从区间［０，６０］上的均匀分布， Ｘ 和 Ｙ 的概率密度函数分别为

ｆＸ（ｘ）＝
１
６０

， ０≤ｘ≤６０

０， 其他

ì

î

í
ïï

ïï
， 　 ｆＹ（ｙ）＝

１
６０

， ０≤ｙ≤６０

０， 其他

ì

î

í
ïï

ïï

由于 Ｘ 和 Ｙ 相互独立， 所以（Ｘ，Ｙ）的联合概率密度函数为

ｆ（ｘ，ｙ）＝ ｆＸ（ｘ） ｆＹ（ｙ）＝
１

３ ６００
， ０≤ｘ≤６０，０≤ｙ≤６０

０， 其他

ì

î

í
ïï

ïï

先到的人等待时间为 １０ ｍｉｎ 以内， 即 Ｘ－Ｙ ≤１０， 则概率为

Ｐ（ Ｘ － Ｙ ≤ １０） ＝ ∬
Ｘ－Ｙ ≤１０

ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ

＝ ∬
Ｇ

ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ

＝ １
３ ６００∬Ｇ ｄｘｄｙ ＝

ＳＧ

３ ６００
＝ １１
３６

方法二： 利用面积法求解。
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变量 ｘ 与 ｙ 的取值范围均为 ０ 到 ６０， 甲先到和乙先到的曲线分别为 ｘ－ｙ ＝ －１０ 和 ｘ－ｙ ＝
１０， 由此得出相应的图形如图 １－２ 所示。

图 １－２

则 Ｐ（等待时间小于 １０ ｍｉｎ）＝ ６０×６０－２×０ ５×５０×５０
６０×６０

＝ ３ ６００－２ ５００
３ ６００

＝ １１
３６

１７ 甲口袋有 １ 个黑球、 ２ 个白球， 乙口袋有 ３ 个白球。 每次从两个口袋中各任取一

球， 交换后放入另一口袋， 求交换 ｎ 次后， 黑球仍在甲口袋的概率。

解： 方法一： 设事件 Ａｉ为 “第 ｉ 次交换后黑球仍在甲口袋中”， 记 ｐｉ ＝Ｐ（Ａｉ），ｉ＝０，１，２，…。
则有ｐ０ ＝ １， 且

Ｐ（Ａｉ＋１ Ａｉ）＝
２
３
，Ｐ（Ａｉ＋１ Ａｉ）＝

１
３

所以由全概率公式得

ｐｎ ＝
２
３
ｐｎ－１＋

１
３
（１－ｐｎ－１）＝

１
３
ｐｎ－１＋

１
３
，　 ｎ≥１

故可得递推公式

ｐｎ－
１
２

＝ １
３

ｐｎ－１－
１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，　 ｎ≥１

将 ｐ０ ＝ １ 代入上式可得

ｐｎ－
１
２

＝ １
２
× １

３
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

，　 ｎ≥１

由此得

ｐｎ ＝
１
２

１＋ １
３

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ
é

ë
êê

ù

û
úú ，　 ｎ≥１

方法二： 设交换 ｎ 次后黑球仍在甲口袋中的概率是 Ａｎ， 在乙口袋中的概率是 Ｂｎ。 因为

一开始黑球在甲口袋中， 所以 Ａ０ ＝ １，Ｂ０ ＝ ０， 并且黑球肯定不在甲口袋中就在乙口袋中， 所

以有

Ａｎ＋Ｂｎ ＝ １
这样， 交换 ０ 到 ｎ 次， 黑球在甲、 乙口袋的概率分别是

Ａ０，Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ－１，Ａｎ；Ｂ０，Ｂ１，Ｂ２，…，Ｂｎ－１，Ｂｎ
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另外， 因为甲、 乙口袋中各有 ３ 个球， 且黑球只有 １ 个， 所以每次在甲口袋中摸走黑球

的概率是１ ／ ３， 留下的概率是 ２ ／ ３， 同样对于乙口袋也是这样的， 这样就有

Ａｎ ＝
２
３
Ａｎ－１＋

１
３
Ｂｎ－１

Ｂｎ ＝
１
３
Ａｎ－１＋

２
３
Ｂｎ－１

上两式相减有

Ａｎ－Ｂｎ ＝
１
３
（Ａｎ－１－Ｂｎ－１）

这样就有

Ａｎ－Ｂｎ ＝
１
３

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

（Ａ０－Ｂ０）＝
１
３

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

并且通过上面的分析有

Ａｎ＋Ｂｎ ＝ １
所以

Ａｎ ＝
１
２

１＋ １
３

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ
é

ë
êê

ù

û
úú ，　 ｎ≥１

这就是交换 ｎ 次后， 黑球仍在甲口袋中的概率。
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