
内容提要:
  

本章主要介绍线性网络的相关定理,
其指出了线性电路的基本性质,是分析线性电路的重

要依据。本章首先介绍叠加定理和替代定理,然后运

用这两个定理推导出戴维南定理和诺顿定理,进而介

绍特勒根定理和互易定理,最后简单介绍对偶原理的

概念。
重点:

 

叠加定理、戴维南定理和诺顿定理。
难点:

 

各电路定理应用的条件;
 

电路定理应用中

受控源的处理;
 

含有受控源的一端口电阻网络的输入

电阻的求解。
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3.1 线性电路的比例性

由线性元件(包括线性受控源)和独立源组成的电路称为线性电路。独立源是电路

的输入,对电路起激励的作用,而电路中其他元件(或者其他部分)的电压和电流是激励

引起的响应。在线性电路中,响应和激励之间存在线性关系。

图3-1-1 比例性示例

例如,对于如图3-1-1所示单一激励的线性电

路,可得

i1=
R2+R3

R1R2+R2R3+R3R1
uS (3-1-1)

  由式(3-1-1)可知,因为R1、R2、R3 均为常数,
所以i1 正比于uS。显然,若uS 变为原来的K 倍,

i1 也变为原来的 K 倍。在该电路中,其他任何一

处的电压和电流与激励uS 都存在这种线性关系,称为线性电路的比例性或齐次性。
对于含有多个激励源的线性电阻电路,设电路由m 个电压源和n 个电流源共同激

励,则任一响应电流(或电压)A 的数学表达式有如下一般化形式:
 

A=∑
m

k=1
αkuSk +∑

n

q=1
βqiSq (3-1-2)

其中,αk、βq 是由电路结构和元件参数决定的常数,uSk 是第k 个电压激励,iSq 是第q 个

电流激励。线性电路的比例性或齐次性可描述为:
 

当所有激励同时变为原来的K 倍时,
响应也相应地变为原来的K 倍,即

B=∑
m

k=1
αk(KuSk)+∑

n

q=1
βq(KiSq)=K ∑

m

k=1
αkuSk +∑

n

q=1
βqiSq =KA (3-1-3)

  需要注意的是:
 

(1)
 

激励是指独立源,且是所有激励同时变为原来的K 倍;
 

(2)
 

当只有一个激励时,响应与激励成正比。
该性质提供了解决节点数很多的梯形网络问题的简单方法,即倒退法。下面用示例

说明这种方法的应用。
【例3-1-1】 对于如例图3-1-1所示的电路,(1)当端口电压Uab=50V时,求输出电

压ufg;
 

(2)计算端口等效电阻Rab。

例图 3-1-1
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解:
 

(1)
 

由电路结构可知,该电路有4个节点(不考虑简单节点)、4个网孔,能用前两

章学过的各种方法求解,但却很复杂。此处尝试利用线性电路的齐次性求解。
先假定i1=1A,根据电路的结构和特点,则可以依次计算得到

u'fg=4.5V, u'eg=45V, i2=
u'eg
5 =

45
5A=9A, i3=i1+i2=10A

u'dg=40.5i3+45=(40.5×10+45)V=450V, i4=
u'dg
5 =

450
5A=90A

i5=i3+i4=(10+90)A=100A, u'cg=40.5i5+450=(40.5×100+450)V

=4500V

i6=
u'cg
5 =

4500
5 A=900A, i=i5+i6=(100+900)A=1000A

u'ab=40.5i+4500=(40.5×1000+4500)V=45000V

而实际端口电压uab=50V,则K=
50
45000=

1
900
。

所以,由线性电路的齐次性可得

ucg=Ku'cg=
1
900×4500V=5V, udg=Ku'dg=

1
900×450V=0.5V

ucg=Ku'eg=
1
900×45V=0.05V, ufg=Ku'fg=

1
900×4.5V=0.005V

  (2)
 

端口等效电阻为

Rab=
u'ab
i =

45000
1000Ω=45Ω

  本题所用的方法称为倒退法。
【例3-1-2】 求如例图3-1-2所示梯形网络的输出电压uo与输入电压uS 的比值。

例图 3-1-2

解:
 

本题仅求uo 与uS 的比值,所以用

倒退法即可。设uo=1V,则

io=i1=
1
2A

ucb=ucd+uo=1×i1+uo=1.5V

i2=
ucb
1.5=

1.5
1.5A=1A

i3=i2+i1=(1+0.5)A=1.5A
uS=i3+1.5=(1.5+1.5)V=3V

  所以

H =
uo
uS

=
1
3

其中,H 称为转移电压比。
通常,对于单一激励的线性时不变电路,其响应与激励之比定义为网络函数,即
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H =
响应
激励

  网络函数可以认为是表征给定电路由输入端到某一指定输出端之间电路整体性质

的参数。随着电路向集成化发展,人们关心的往往不是单个元件的性质,而是电路整体

特性的表现。
【应用拓展】
线性电路的比例性(或称齐次性)反映的是支路电压或支路电流与电路中独立源取

值的关系。假设电路中有n 个独立源,取值分别为x1,x2,…,xn,令y 表示电路中任一

支路电压或支路电流,则y 可以表示为x1,x2,…,xn 的函数,即

y=f(x1,x2,…,xn)
  对于线性电路而言,比例性是指函数f(·)满足性质:

 

f(kx1,kx2,…,kxn)=kf(x1,x2,…,xn)
  对于单一独立源(n=1)的情形,可简化为

f(kx)=kf(x)
其物理意义为:

 

当电路中所有独立源的取值变为原来的k 倍时,电路中各支路电压和支

路电流将按比例变为原取值的k倍。利用线性电路这一性质,可以有效提高电路分析的

效率。
【思考与练习】
3-1-1 在第1、2章中各找出一个例子用以表明只含电阻元件时转移电压比总小于

1,含有受控源或运放时转移电压比则可能大于1。
3-1-2 判断下面说法是否正确:

 

(1)
 

所有的电路都具有比例性。
(2)

 

激励包括独立源和受控源,且比例性是指所有激励同时增大K 倍。
(3)

 

线性电路中响应和激励成正比。

 图3-2-1 线性电路叠加性

3.2 线性电路的叠加性及叠加定理

3.2.1 叠加性

  线性电路的另一个性质是叠加性,即在若干激励共同作用的线性电路中,任一元件

上的响应(电流或电压)等于各个激励源单独作用时在该元件上响应(电流或电压)的代

数和。
现在通过一个示例来说明这一性质。如

图3-2-1所示电路,求电流i1。
根据支路电流法可得

对节点 ① 列KCL方程:
 

-i1-i2+i3=0
对左回路列KVL方程:

 

R1i1+R3i3=u1
对右回路列KVL方程:

 

R2i2+R3i3=u2

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

(3-2-1)
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用行列式求解上述方程组,得

Δ=

1 1 -1

R1 0 R3
0 R2 R3

=-R1R2-R2R3-R1R3

Δi1=

0 1 -1

u1 0 R3
u2 R2 u1

=-u1R2+u2R3-u1R3

i1=
Δi1
Δ =

R2+R3
R1R2+R2R3+R3R1

u1-
R3

R1R2+R2R3+R3R1
u2

可以看出,i1 由两项组成,而每一项只与一个激励有关。

若将式中第一项设为

i'1=
R2+R3

R1R2+R2R3+R3R1
u1

第二项设为

i″1=
R3

R1R2+R2R3+R3R1
u2

则

i1=i'1-i″1
  由分析可知,i'1是该电路在u2=0,即将u2 短路,而由u1 单独作用时,在R1 中产生

的电流[如图3-2-2(b)所示];
 

i″1是该电路在u1=0,即将u1 短路,而由u2 单独作用时,在

R1 中产生的电流[如图3-2-2(c)所示]。由于i″1的方向与i1 的参考方向相反,所以带负

号。同理,可推出

i2=i″2-i'2
i3=i'3+i″3

  这一示例说明了线性电路满足叠加性。

图3-2-2 叠加定理示例
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3.2.2 叠加定理①

在含有n 个独立源的线性电路中,在电路中任何一处的电流或电压都可以看成由电

路中各个独立源(电压源、电流源)分别作用时,在该处所产生的电流或电压的代数和,这
就是叠加定理。

叠加定理在线性电路的分析中起着重要作用,它是分析线性电路的基础。线性电路

中很多定理都与叠加定理有关。应用叠加定理计算和分析电路时,可以把一个复杂的多

电源电路分解为几个简单的单电源电路的叠加,也可以把所有的电源分成电源组的叠

加,使复杂电路问题简单化。
应用叠加定理分析支路电流(或电压)的求解步骤如下:

 

(1)
 

设原电路各支路电流(或电压)的参考方向。
(2)

 

将多电源电路转换为单电源电路(或电源组)的叠加。除源的方法是把理想电压

源短路,理想电流源开路,受控源保留。
(3)

 

求出单电源电路中各支路电流(或电压)。
(4)

 

由单电源电路中各支路电流(或电压)的代数和求各支路总电流(或电压)。当单

电源电流(或电压)与原电流(或电压)参考方向相同时,取正值;
 

反之,取负值。
应用叠加定理时应注意以下几点:

 

(1)
 

叠加定理只适用于线性电路,不适用于非线性电路。
(2)

 

让一个独立源单独作用时,其余独立源全部置零。除此之外,所有元件的参数和

连接方式均不能改动。
(3)

 

叠加定理只适用于电流和电压的分析计算,而不适用于功率,因为功率和电流或

电压的关系不是线性的函数关系。
【例3-2-1】 如例图3-2-1(a)所示电路,已知R1=6Ω,R2=4Ω,试用叠加定理求图示

电路中的电压u,并计算电源向电路提供的总功率。
解:

 

(1)
 

用叠加定理求电压u。
①

 

将例图3-2-1(a)所示电路分解为例图3-2-1(b)和例图3-2-1(c)所示电路。

②
 

当电压源单独作用时,电流源应开路,如例图3-2-1(b)所示。
这时各支路电流分别为

i'1=i'2=
10
6+4

A=1A

  u'为受控电压源电压与R2 上的电压的代数和,即
u'=-10i'1+4i'2=(-10+4)V=-6V

  ③
 

当电流源单独作用时,电压源应短路,如例图3-2-1(c)所示。
这时各支路电流分别为

i″1=-
4
6+4×4A=-1.6A

① 叠加定理的 Multisim仿真实例参见附录A例2-2。
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例图 3-2-1

i″2=
6
6+4×4A=2.4A

  u″仍为受控电压源电压与R2 上的电压的代数和,即

u″=-10i″1+4i″2=(16+9.6)V=25.6V
  故两激励源共同作用时,如例图3-2-1(a)所示,电压为

u=u'+u″=(-6+25.6)V=19.6V
  (2)

 

计算电源向电路提供的总功率。
电压源支路的电流为

i1=i'1+i″1=(1-1.6)A=-0.6A
  电压源消耗的功率为

PU=-10i1=-10×(-0.6)W=6W
  电压源消耗的功率为6W,即提供功率-6W(由于电压和电流为非关联参考方向,所
以计算消耗功率时公式前带“-”号)。

电流源消耗的功率为

PI=-4u=-4×19.6W=-78.4W
即电流源提供的功率为78.4W。

所以,两电源向电路提供的总功率为

P=(78.4-6)W=72.4W
  【例3-2-2】 将例图3-2-1(a)所示电路中的电阻R2 处再串接一个2V的电压源,得
到如例图3-2-2(a)所示电路,利用例3-2-1的结果重新求解u3。

解:
 

将例图3-2-2(a)所示电路分解为例图3-2-2(b)和例图3-2-2(c)所示电路。
例图3-2-2(b)中的u'3已由例3-2-1求出,例图3-2-2(c)中的u″3为2V电压源作用的

结果。
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例图 3-2-2

对于例图3-2-2(c)所示电路,可得

i″1=i″2=-
2
6+4

A=-0.2A

u″3=-10i″1+4i″2+2=[-10×(-0.2)+4×(-0.2)+2]V=3.2V
所以

u3=u'3+u″3=(19.6+3.2)V=22.8V
  【例3-2-3】 将例图3-2-2(a)所示电路中2V的电源增至8V,利用叠加定理计算电压

u3 的变化(相对于2V时的u3)。
解:

 

u3 的变化为电压源从2V增至8V所致,所以只要把例图3-2-2(c)中的电源2V
改为6V,计算此时的u″3即可,即

i″1=i″2=-
6
6+4

A=-0.6A

u″3=-10i″1+4i″2+6=9.6V
  所以,u3 增加了9.6V。

【后续知识串联】

⟡
 

运放构成的求和与加减运算电路

本节所介绍的叠加定理在后续“模拟电子技术基础”课程中集成运放构成的基本运

算电路的分析中有所应用。
对于电路形式而言,接入反馈的电路称作闭环电路。处于闭环状态下的运算放大

器,可以通过变换反馈回路来改变输出量和输入量之间的运算关系。当多个信号同时作

用于集成运放的输入端时,可以首先分别求出各输入电压单独作用时的输出电压,再利

用叠加定理将它们的结果相加,便可以得到所有信号共同作用时的输出电压。下面以反
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向求和运算电路和加减运算电路为例加以阐释①。

1.
 

反向求和运算电路

当多个输入信号同时作用于集成运算放大器的反相输入端时(如图3-2-3所示),通
过该电路可以实现信号的反向求和。

设u11 单独作用,此时应将u12 和u13 接地,如图3-2-4所示。根据理想运算放大器

虚短、虚断的条件,可得R2 和R3 的一端是“地”,一端是“虚地”,流经它们的电流为零。
根据反馈回路中R1 和Rf的值可得出u11 单独作用的输出电压为

uo1=-
Rf
R1

ui1 (3-2-2)

即实现了反相比例运算。

图3-2-3 反向求和运算电路 图3-2-4 输入信号源单独作用时的等效电路

同理,可得出ui2 和ui3 单独作用时的输出电压

uo2=-
Rf
R2

ui2, uo3=-
Rf
R3

ui3 (3-2-3)

  最后,利用叠加定理可得到三者共同作用时的输出电压

uo=uo1+uo2+uo3=-
Rf
R1

ui1-
Rf
R2

ui2-
Rf
R3

ui3 (3-2-4)

即为各信号源单独作用时的输出电压之和,从而实现了求和功能。

图3-2-5 加减运算电路

2.
 

加减运算电路

当多个信号分别同时作用于集成运算放大器的

同相端和反相端时,如图3-2-5所示,可实现信号的

比例加减。
首先计算4个输入电压分别单独作用时的输出

电压,再分别计算部分输入信号加在反相输入端时

的输出电压

uo1=-
Rf
R1

ui1+
Rf
R2

ui2  (3-2-5)

① 童诗白,华成英.模拟电子技术基础[M].5版.北京:
 

高等教育出版社,2015:
 

281-285.
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和其他输入信号加在同相输入端时的输出电压

uo2=
Rf
R3

ui3+
Rf
R4

ui4 (3-2-6)

电路连接形式如图3-2-6所示。

图3-2-6 利用叠加原理求解时的等效电路

因此,所有输入信号共同作用时的输出电压

uo=uo1+uo2=
Rf
R3

u13+
Rf
R4

u14  - Rf
R1

ui1+
Rf
R2

ui2  (3-2-7)

即为各信号源单独作用时的输出电压之和,并且实现了加减运算。
【应用拓展】
线性电路的叠加性(叠加定理)是线性电路的一个重要性质。假设电路中任一支路

电压或支路电流y 与n 个独立源x1,x2,…,xn 的函数关系为

y=f(x1,x2,…,xn)

  对于线性电路而言,叠加性(叠加定理)是指函数f(·)满足性质:
 

f(x1,x2,…,xn)=f(x1,0,…,0)+f(0,x2,…,0)+…+f(0,0,…,xn)
其物理意义为,电路中所有独立源共同作用的结果等价于每个独立源单独作用结果的叠

加。利用线性电路这一性质,可以将一个含有多个独立源的复杂线性电路分解为多个仅

含单一独立源的简单线性电路,达到“化繁为简”和“化整为零、各个击破”的目的。
在线性时不变系统的分析过程中,齐次性和叠加性同样有着重要的应用价值。对于

系统分析而言,重点关注的是输出端口响应信号y(t)与输入端口激励信号x(t)的关系,
二者之间同样可以描述为某个函数关系y(t)=f[x(t)],函数f[·]反映了对应系统的

功能和特征。线性时不变系统满足如下性质:
 

f[αx1(t)+βx2(t)]=αf[x1(t)]+βf[x2(t)]
即同时满足齐次性和叠加性。可见,齐次性和叠加性为线性时不变系统中各种组合激励

信号的响应信号分析提供了便利。
【思考与练习】

3-2-1 试说明叠加定理的内容,并总结应用叠加定理分析电路的步骤。

3-2-2 应用叠加定理分析电路时,若某个独立源单独作用,其余的电压源应该开路
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还是短路? 其余的电流源应该开路还是短路?

3-2-3 试判断下列说法是否正确:
 

(1)
 

叠加定理适用于所有电路。
(2)

 

让一个独立源单独作用时,其余独立源应该全部置零,但元件的参数和连接方式

均不能变动。
(3)

 

若电路中有一个电阻改为二极管,叠加定理仍然成立。
(4)

 

求功率时,也能够应用叠加定理,即P=P1+P2+…。

3.3 替代定理

实际电路可能非常复杂,假设可将整体电路分成两个相连的单口网络N、M。其中,

N是要分析的目标网络,M 不是分析重点,如图3-3-1所示。若已知网络 M 的端口电压

u(t)或电流i(t),可否用简单的激励源或等效阻抗替代复杂网络 M? 替代后是否会影响

图3-3-1 两个单口网络组

成的实际电路

对网络N的分析结果? 若可以替代且不影响目标网络的分

析结果,则可以大大简化电路分析。替代定理主要用于解决

这类问题。
替代定理具有广泛的应用范围,也可以推广到非线性电

路,其表述如下:
 

给定任一线性或非线性电路,已知第k 条支

路的电压uk 和电流ik,只要该支路不是受控源支路,则可以

用下列三种元件之一替代:
 

(1)
 

电压值为uk 的理想电压源。
(2)

 

电流值为ik 的理想电流源。
(3)

 

电阻值为Rk=uk/ik 的电阻(如果网络为电阻性网络)。
这种替代不改变电路结构和KCL、KVL的约束关系,对整个电路的电压、电流不产

生任何影响。
如图3-3-2(a)所示电路,已知u1=20V,u2=4V,R1=6Ω,R2=4Ω,R3=8Ω,根据前

面的知识可求得i1=2A,i2=-1A,i3=1A,u2=8V。
根据替代定理可用以下两种元件替代:

 

(1)
 

uS=u2=8V的电压源代替支路2,如图3-3-2(b)所示,分析可知替代后原电路

工作状态不变。
(2)

 

用电流iS=i2=-1A的电流源替代支路2,如图3-3-2(c)所示,分析可知替代后

原电路工作状态不变。
替代定理的正确性可用电压源、电流源的性质来说明:

 

当第k条支路被一个电压源uk 所替代,由于改变后的新电路和原电路的连接是完

全相同的,所以两个电路的 KCL和 KVL方程也相同。两个电路的全部支路的约束关

系,除了第k条支路外,也是完全相同的。替代后新电路的第k 条支路的电压为uS=
uk,即等于原电路的第k 条支路电压,而它的电流可以是任意的(电压源的特点)。据假
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图3-3-2 替代定理示例

定,电路在改变前后的各支路电压和电流均应是唯一的,而原电路的全部电压和电流又

将满足新电路的全部约束关系,也是新电路的唯一解。
根据电流源的特点,其两端电压可以是任意的,第k 条支路如被一个电流源所替代,

原电路的解也将是新电路的唯一解。
【思考与练习】

3-3-1 什么是替代定理? 为什么要对某一支路进行替代?

3-3-2 替代定理适用于所有类型的电路还是仅适用于线性电路? 应用替代定理的

前提条件是什么?

3.4 戴维南定理和诺顿定理

叠加定理可使多个激励或复杂激励电路的求解问题转化为简单激励电路的求解问

题,但叠加定理只适用于线性电路。本节提出电路分析中广泛应用的另一类重要定

理———戴维南定理和诺顿定理,它们可使结构复杂电路的求解问题转化为结构简单电路

的求解问题,对于线性、非线性电路均适用。
在2.1节电路的等效变换中,讨论了单口网络的等效性,这类单口网络(或称二端网

络)可以用一个电阻支路等效变换。而对于一个既含独立源又含受控源的单口网络,它
的等效电路是什么? 本节介绍的这两个定理就能解决这一问题。为了叙述方便,将此类

单口网络称为含源单口网络。

3.4.1 戴维南定理

1.
 

戴维南定理的表述

  任何一个含源单口网络,不论其结构多么复杂,都可以用一个电压源和电阻的串联
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组合等效代替,其中电压源的电压等于该网络的开路电压uoc,串联电阻Req 等于将外电

路断开后该网络内所有独立源置零后的端口电阻,即除源网络的等效电阻,如图3-4-1所

示。若含源单口网络N的端口电压u 和端口电流i取非关联参考方向,则其VCR可表

示为

u=uoc-Reqi (3-4-1)

  上述电压源和电阻的串联组合称为戴维南等效电路,等效电路中的电阻常称为戴维

南等效电阻。

图3-4-1 戴维南定理

除源的方法:
 

将独立电压源短路,将独立电流源开路。
一般设定N为含源单口网络;

 

M为任意外电路;
 

N0 为除源单口网络。

2.
 

戴维南定理的证明

戴维南定理可以用叠加定理和替代定理来证明。设一线性含源单口网络N与任意

外电路 M相连,如图3-4-2(a)所示。

图3-4-2 戴维南定理的证明
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  根据替代定理,用iS=i的电流源替代 M,如图3-4-2(b)所示。由叠加定理可知,
图3-4-2(b)所示电路可以分解为图3-4-2(c)和图3-4-2(d)所示电路的叠加。由图可知,
含源单口网络的端口电压u 可以看成电流源iS 开路时网络N的开路电压uoc和网络N
中所有独立源置零后,仅由电流源iS 作用时在网络N0 处产生的端口电压Reqi的叠加,
即u=uoc-Reqi。

根据该表达式可以得出,含源单口网络N可用电压源与电阻的串联组合来等效,如
图3-4-2(e)所示,这就是戴维南定理。

戴维南定理常用以简化一个复杂电路中不需要进行研究的含源网络部分。在有些

情况下只需计算一个复杂电路中某一支路(或某一部分)的电压或电流。可以把这个支

路(或部分)划出,而把其余部分看成一个含源单口网络,这个含源单口网络对于此支路

(或部分)仅相当于一个电源。只要将这个网络用电压源与电阻的串联组合等效代替就

可以使问题简单化。
求解含源单口网络的戴维南等效电路,关键是求开路电压uoc和等效电阻Req。
求开路电压uoc时,可以根据具体电路,选择支路分析法、回路分析法、节点分析法、

叠加定理和等效变换等各种方法。
求等效电阻Req时,需要观察含源单口网络是否含有受控源。对于不含受控源的情

形,除源后的单口网络仅由电阻元件构成,等效电阻可以通过电阻串联、并联和网络等效

变换等方法求出。对于含受控源的情形,要用外施电压法或者短路电流法来求等效电

阻。当然,外施电压法和短路电流法同样适用于不含受控源的情形。
【例3-4-1】 如例图3-4-1(a)所示电路,已知uS1=40V,uS2=40V,R1=4Ω,R2=

2Ω,R3=5Ω,R4=10Ω,R5=8Ω,R6=2Ω,求流过R3 的电流i3。

例图 3-4-1

解:
 

首先应用戴维南定理把左侧两条支路组成的一个含源单口网络,如例图3-4-1(b)
所示,用戴维南等效电路替代,如例图3-4-1(c)所示。
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其中

R=Req=
R1R2

R1+R2
=
4×2
4+2

Ω≈1.33Ω

uS=uoc=R2i+uS2=
uS1-uS2
R1+R2

R2+uS2=
40-40
4+2 ×2+40  V=40V

  其次,求右边由电阻R4、R5、R6 组成的一端口网络的等效电阻Rcd,即

Rcd=
R4(R5+R6)
R4+R5+R6

=
10×(8+2)
10+8+2

Ω=5Ω

  于是例图3-4-1(a)可以化简为例图3-4-1(d)所示电路,则通过电阻R3 的电流为

i3=
uS

R+R3+Rcd
=

40
1.33+5+5

A≈3.53A

3.4.2 诺顿定理

1.
 

诺顿定理的表述

  诺顿定理是关于线性含源单口网络的并联型等效电路的定理。任何一个含源单口

网络都可以用一个电流源和电阻的并联组合代替,如图3-4-3(b)所示。其中,电流源的

电流等于该含源单口网络的短路电流,如图3-4-3(c)所示;
 

电阻等于该网络中所有独立

源置零后的端口等效电阻,如图3-4-3(d)所示。

图3-4-3 诺顿定理

2.
 

诺顿定理的证明

(1)
 

如图3-4-3(a)所示电路中,M支路用一理想电压源代替,此电压源的电压uS 等

于被代替的单口网络的端口电压u,二者的参考方向也相同,如图3-4-4(a)所示。
(2)

 

根据叠加定理,线性含源单口网络N的端口电流i可以看成两个分量叠加的结
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图3-4-4 诺顿定理的证明

果:
 

一个分量是当该网络内部所有独立源共同作用时在网络端口处产生的电流,即端口

短路电流i'=isc,如图3-4-4(b)所示;
 

另一个分量是仅由该网络外部的电压源单独作用

时在同一端口处产生的电流,如图3-4-4(c)所示,此时无源网络的等效电阻为Req,有

i″=-
uS
Req

=-
u
Req

  根据叠加定理,可以确定原线性含源单口网络的端口电流为

i=i'+i″=isc-
u
Req

(3-4-2)

  根据式(3-4-2)可以得出含源单口网络N可用电流源与电阻的并联组合来等效,如
图3-4-4(c)所示。其中,电流源的电流等于含源单口网络的短路电流isc,电阻等于该网

络除源(受控源保留)后的等效电阻Req。

3.4.3 戴维南定理和诺顿定理的转换①

含源单口网络的戴维南定理与诺顿定理是互为对偶的网络定理,含源单口网络的戴

维南等效电路与诺顿等效电路也是互为对偶的,它们可以相互转换。
对于同一个线性电阻性含源单口网络而言,戴维南等效电路和诺顿等效电路的电阻

Req相等,而激励之间存在如下关系:
 

isc=
uoc
Req

(3-4-3)

或

uoc=Reqisc (3-4-4)
从而

Req=
uoc
isc

(3-4-5)

  这说明,除去独立源的线性电阻性单口网络的端口等效电阻等于原含源单口网络的

开路电压与短路电流之比,这是短路电流法求等效电阻Req 的依据。利用三个参数uoc、
isc和Req之间的关系,可以在戴维南等效电路与诺顿等效电路之间灵活转换。

当含源单口网络内存在受控源时,除源后网络呈现电阻性特征,但求解等效电阻Req

① 戴维南/诺顿定理的 Multisim仿真实例参见附录A例2-3。
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不能使用串、并联化简法。此时,可以利用电阻性网络的VCR求出等效电阻Req,具体过

程为:
 

在除源网络端口施加外部电压源,再求解端口电流,外施电压源电压除以端口电流

即得Req,此方法简称外施电压法。另外,也可以采用短路电流法求解Req,具体过程为:
 

先求出含源单口网络的开路电压uoc和短路电流isc,用uoc除以isc即得Req。下面将通

过例题说明用外施电压法和短路电流法求等效电阻Req的具体步骤。
【例3-4-2】 求如例图3-4-2(a)所示含源单口网络的戴维南等效电路和诺顿等效电

路。(注:
 

单口网络内部有一个电流控制电流源:
 

ic=0.75i1。)
解:

 

(1)
 

求开路电压uoc。
如例图3-4-2(a)所示,当端口1-1'开路时,根据KCL得

i2=i1+ic=1.75i1
  对网孔1列KVL方程得

5×103×i1+20×103×i2=40
代入i2=1.75i1,可求得i1=1mA。因此,i2=1.75mA。

而开路电压为

uoc=20×103×i2=35V
  (2)

 

求短路电流isc。
如例图3-4-2(b)所示,当端口1-1'短路时,可求得短路电流isc,即

i1=
40

5×103
A=8mA

isc=i1+ic=1.75i1=1.75×8mA=14mA
  因此

Req=
uoc
isc

=
35
14kΩ=2.5kΩ

  对应的戴维南等效电路和诺顿等效电路分别如例图3-4-2(c)和例图3-4-2(d)所示。

例图 3-4-2
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【例3-4-3】 求如例图3-4-3(a)所示二端网络的戴维南等效电路,其中R1=R2=
1kΩ,电流控制电流源的控制系数β=0.5。

例图 3-4-3

解:
 

(1)
 

求开路电压uoc:
 

如例图3-4-3(a)所示,开路状态下,电流i=0A,所以电阻

R1 和R2 上的电压均为0V,故uoc=u11'=10V。

(2)
 

求等效电阻Req:
 

因为网络内含有受控源,不能用串、并联化简法,而可以用外施

电压法和短路电流法,分析如下:
 

①
 

外施电压法:
 

如例图3-4-3(b)所示,将10V电压源短路,在1-1'端加电压源uS,产

生电流iS。由图可知

iS=-i

  根据KVL列出回路方程

uS=-R1i-R2(i-βi)=-i[1+(1-0.5)]×103

=-1.5×103i=1.5×103iS (因为iS=-i)

  根据电阻性网络VCR,可得

Req=
uS
iS

=1500Ω

  ②
 

短路电流法:
 

如例图3-4-3(c)所示,将1-1'短路,求短路电流isc,注意此时网络内

部所有独立源均应保留。显然,isc=i。

根据KVL,列出回路方程:
 

10=R1isc+(isc-βisc)R2=1.5×103isc
所以



84   

isc=
1
150A

Req=
uoc
isc

=1500Ω

其中,isc为诺顿等效电路中电流源的电流。

求出uoc和Req即可得到对应的戴维南等效电路,如例图3-4-3(d)所示。

需要强调的是,用外施电压法求含源单口网络的等效电阻时,要将原网络内的所有

独立源去掉,外施电压源是该网络的激励;
 

用短路电流法时,则要保留原网络内所有独立

源,它们是网络的激励。

综上所述,诺顿等效电路可以通过两种途径求得。

(1)
 

应用短路电流法:
 

求出isc与Req。
(2)

 

利用等效变换:
 

将戴维南模型等效变换为诺顿模型。

由以上分析可知,求戴维南等效电路和诺顿等效电路的问题,实际上是求uoc、isc和

Req这三个重要参数的问题。戴维南定理和诺顿定理在电路分析中应用广泛,除前面介

绍的求复杂电路中某一支路(或某一部分)的电压、电流时可使问题简化外,在分析电路

中负载获得的最大功率、分析谐振电路或者分析测量仪器引起的测量误差等问题时,这

两个定理也尤为适用。

【思考与练习】

3-4-1 运用外施电压法和短路电流法求戴维南等效电阻时,对原网络内部电源的处

理是否相同? 为什么?

3-4-2 测得一个含源单口网络的开路电压uoc=8V,短路电流isc=0.5A,试计算外

接电阻为24Ω时的电流及电压。

3-4-3 某含源单口网络的开路电压为uoc,接上负载RL 后,其电压为u1,试证明该

网络的戴维南等效电阻为

Ro=
uoc
u1

-1  RL

  3-4-4 戴维南和诺顿定理是否适用于非线性电路? 为什么?

3.5 最大功率传输定理

在信息工程、通信工程和电子测量中,常常遇到电阻负载能从电路中获得最大功率

的问题,这类问题可抽象为图3-5-1(a)所示的电路模型来分析。其中,N为供给电阻负载

能量的含源单口网络,可用戴维南或诺顿等效电路代替,如图3-5-1(b)、(c)所示。需要讨

论的问题是:
 

负载电阻RL 为何值时,可以从含源单口网络获得最大功率? 由图3-5-1
(b)可知,负载RL 为任意值时吸收功率的表达式为
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P=i2RL=
 uoc
Req+RL  2RL (3-5-1)

图3-5-1 最大功率传输定理

  显然,当dP
dRL

=0时,P 获得极值,即

dP
dRL

=
(Req-RL)u

2
oc

(Req+RL)
3 =0

由此求得P 获得极值的条件为

RL=Req (3-5-2)

由于

d2P
dR2L RL=Req

=-
u2oc
8R3eq

<0

所以,式(3-5-2)是负载电阻RL 从单口网络获得最大功率的条件。

最大功率传输定理:
 

含源线性单口网络传递给可变电阻负载RL 最大功率的条件是

负载RL 应与单口网络的端口等效电阻Req相等。满足条件RL=Req 时,称为最大功率

匹配,此时负载获得的最大功率为

Pmax=
u2oc
4Req

(3-5-3)

  对于图3-5-1(c)所示的诺顿等效电路,令Geq=
1

Req
,则有

Pmax=
i2sc
4Geq

(3-5-4)

  需要指出的是,最大功率传输定理是在含源网络N固定,而RL 可变的条件下得出

的。若含源网络N内阻R0(即Req)可变,而RL 固定,则应使R0 尽量减小,才能使RL

获得更大功率。当R0=0时,RL 获得最大功率,当然这是一种理想状态。

不难发现,满足最大功率匹配条件时,Req与RL 吸收的功率相等,对电压源而言,功

率传输效率η=50%。在信息工程、通信工程和电子测量中,常常着眼于提取微弱信号并

获得最大功率,而不看重效率的高低,所以最大功率匹配是以上各领域非常关注的问题。

在电力系统中,则要求尽可能提高效率,以便充分地利用能源。
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【例3-5-1】 如例图3-5-1(a)所示电路,已知r=2Ω,求电阻RL 获得的最大功率。

例图 3-5-1

解:
 

求ab左端单口网络的戴维南等效电路,问题即可解决。

(1)
 

如例图3-5-1(b)所示,断开a、b右侧支路,求开路电压uoc。

列出中间网孔的KVL方程

6×i+4×(i-4)-2×i=0
解得

i=2A
所以,开路电压为

uoc=6×i=6×2V=12V

  (2)
 

如例图3-5-1(c)所示,断开4A电流源,用外施电压法求端口等效电阻Req。显

然,i=
u
6
。根据KCL,列出节点电流方程

iS=i+
u-ri
4 =0.5i+

u
4=0.5×

u
6+

u
4=

u
3

求得

Req=
u
iS

=3Ω

  因此,戴维南等效电路如例图3-5-1(d)所示。所以,当RL=6Ω时获得最大功率,最

大功率为

Pmax=
122

4×6
W=6W
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  【例3-5-2】 如例图3-5-2(a)所示电路,已知r=3Ω,求电阻RL 为何值时可获得最

大功率?

例图 3-5-2

解:
 

根据题意,在如例图3-5-2(a)所示电路的节点a、b处断开负载电阻RL,求出含

源单口网络的戴维南等效电路,可得如例图3-5-2(b)所示的等效电路。

如例图3-5-2(c)所示,可求得开路电压

uoc=ri+2i=3i+2i=5i=5×
10
2+2

V=12.5V

  如例图3-5-2(d)所示,采用外施电压法求等效电阻Req。
根据KVL,右侧网孔电压方程为

US=ri+2i
  根据KCL,显然电压源US 的输出电流为2i。

所以,可求出等效电阻为

Req=
US

2i=
ri+2i
2i =

r+2
2 =

3+2
2 Ω=2.5Ω

  显然,当RL=Req=2.5Ω时获得最大功率,最大功率为

Pmax=
u2oc
4Req

=
12.52

4×2.5
W=15.625W

  【例3-5-3】 如例图3-5-3(a)所示电路,已知r=3Ω,求该单口网络向外传输的最大

功率。

解:
 

根据题意,首先建立如例图3-5-3(a)所示含源单口网络的戴维南等效电路。

如例图3-5-3(b)所示,选定回路并设定回路电流的参考方向,应用回路电流法

求uoc。
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例图 3-5-3

列出回路方程

回路1:
 

(7+3)i1+3i2=12
回路2:

 

3i1+(3+4+1)i2=12+3i1
整理得

回路1:
 

10i1+3i2=12
回路2:

 

8i2=12
解得 i1=0.75A, i2=1.5A
开路电压为 uoc=4i2=4×1.5V=6V

如例图3-5-3(c)所示,连接a、b,应用短路电流法求Req。

由图可知,此时4Ω电阻支路被短路,无电流流过。根据两网孔电流的参考方向,列

出网孔方程:
 

网孔1:
 

(7+3)i1+3isc=12
网孔2:

 

3i1+(3+1)isc=12+3i1
整理得

网孔1:
 

10i1+3isc=12
网孔2:

 

4isc=12
解得 isc=3A

所以,等效电阻为

Req=
uoc
isc

=
6
3Ω=2Ω
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  原含源单口网络的戴维南等效电路如例图3-5-3(d)所示,该单口网络向外输出的最

大功率为

Pmax=
u2oc
4Req

=
62

4×2
W=4.5W

  【应用拓展】
现实生活中,最大功率传输具有重要意义。在电影院、音乐厅、会议室等场景,通过

选配合适的功率放大设备与音箱组成适用的音响系统。此时,功率放大设备的输出阻抗

与音箱的输入阻抗应该满足匹配条件,以便使音箱发出大音量、高保真度的声音,同时也

保证功率放大设备和音箱的安全。图3-5-2为典型的音响系统。

图3-5-2 典型音响系统

在无线通信系统中,发射机将信息调制到高频电磁波上并进行功率放大,高频电磁

波信号通过天线发射出去。如图3-5-3所示,发射机的电磁波传输电路必须实现输出阻

抗与负载阻抗的“完美”匹配,才能保证电磁波信号无反射传输,实现功率最大化利用。
若阻抗不匹配,则会引起严重的反射现象,传输线上将形成驻波,大量的功率消耗在反射

功率上,使得能量利用率降低,并因反射功率过大将造成元器件的损坏,引起发射机

故障。

图3-5-3 天线阻抗匹配
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  【思考与练习】

3-5-1 若负载RL 固定不变,试问单口网络的输出电阻Ro 为何值时,RL 可获得最

大功率?

3-5-2 当负载RL 获得最大功率时,功率传输效率也是最大吗? 为什么?

3.6 特勒根定理

特勒根定理是电路理论中一个重要的定理,其适用于任何集总参数电路,且只与电

路的结构有关而与支路性质无关,即特勒根定理适用的范围与基尔霍夫定律相同。特勒

根定理有两种形式。

3.6.1 特勒根定理内容

特勒根定理Ⅰ(也称为特勒根功率定理):
 

具有b条支路、n 个节点的任一集总参数

电路N,各支路电压表示为u1,u2,…,ub,各支路电流表示为i1,i2,…,ib,在任一时刻

t,各支路电压与其支路电流乘积的代数和恒等于零。若所有支路均采用关联参考方向,

则有

∑
b

k=1
ukik =0 (3-6-1)

该式说明各支路吸收功率的代数和等于零,其是功率平衡关系式,也是功率守恒的具体

体现,所以此定理也称为功率守恒定理。
特勒根定理Ⅱ(也称为特勒根似功率定理):

 

具有b条支路、n 个节点的两个任意

集总参数电路N和N￮,它们具有相同的有向图。N的各支路电压表示为u1,u2,…,ub,

各支路电流表示为i1,i2,…,ib;
 

N￮ 的各支路电压表示为u￮1,u￮2,…,u￮b,各支路电流

表示为i￮1,i￮2,…,i￮b。在任一时刻t,网络 N的各支路电压(或电流)与网络N￮ 对应支

路的电流(或电压)乘积的代数和恒等于零。若所有支路均采用关联参考方向,可表

示为

∑
b

k=1
uki￮k =0 (3-6-2)

∑
b

k=1
iku￮k =0 (3-6-3)

式中,uki￮k 和iku￮k 仅仅具有功率的形式,没有物理意义,所以称为似功率。

3.6.2 特勒根定理的证明

下面通过如图3-6-1所示的电路有向图证明这两个定理。
特勒根定理Ⅰ证明如下:
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图3-6-1是某电路的有向图。该电路有4个节点、6条支路。以节点④为参考节点,
设u10、u20、u30 分别表示节点①、②、③的节点电压,根据KVL可得出各支路电压与节点

图3-6-1 特勒根定理的证明

电压的关系为

u1=u10-u20
u2=u20-u30
u3=u20
u4=-u10
u5=u30
u6=-u10+u30

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(3-6-4)

  根据KCL可得节点①、②、③的方程为

i1-i4-i6=0

-i1+i2+i3=0

-i2+i5+i6=0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 (3-6-5)

而各支路吸收功率的代数和为

∑
6

i=1
ukik =u1i1+u2i2+u3i3+u4i4+u5i5+u6i6 (3-6-6)

把式(3-6-4)代入式(3-6-6),整理得

∑
6

k=1
ukik =u10(i1-i4-i6)+u20(-i1+i2+i3)+

u30(-i2+i5+i6) (3-6-7)
把式(3-6-5)代入式(3-6-7),可知式(3-6-7)等于0,即

∑
6

k=1
ukik =0 (3-6-8)

  将这一结论推广到任一具有n 个节点、b条支路的电路,则有

∑
b

k=1
ukik =0 (3-6-9)

  特勒根定理Ⅱ证明如下:
 

设有两个由不同性质的二端元件组成的电路N和N￮,两电路各元件间的连接情况以

及相应支路的参考方向均相同,即二者的有向图完全相同,如图3-6-1所示。令电路N的

各支路电压、电流分别为u1、u2、u3、u4、u5、u6 和i1、i2、i3、i4、i5、i6;
 

电路N￮ 的各支路电

压、电流分别为u￮1、u￮2、u￮3、u￮4、u￮5、u￮6 和i￮1、i￮2、i￮3、i￮4、i￮5、i￮6。

对于电路N,根据KVL,可写出式(3-6-4),对电路N￮ 应用KCL可得

i￮1-i￮4-i￮6=0

-i￮1+
 

i￮2+
 

i￮3=0

-i￮2+
 

i￮5+
 

i￮6=0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(3-6-10)
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  将式(3-6-4)代入∑
6

k=1
uki￮k,可得

∑
6

k=1
uki￮k =u10(i￮1-i￮4-i￮6)+u20(-i￮1+

 

i￮2+
 

i￮3)+

u30(-i￮2+
 

i￮5+
 

i￮6) (3-6-11)

  由式(3-6-10)可知,式(3-6-11)等于0,即

∑
6

k=1
uki￮k =0 (3-6-12)

  同理可得

∑
6

k=1
iku￮k =0 (3-6-13)

  将以上结论推广到任意两个具有n 个节点、b条支路的电路N和N￮,当它们所含二端

元件的性质各异但有向图完全相同时,则有

∑
b

k=1
uki￮k =0 (3-6-14)

和

∑
b

k=1
iku￮k =0 (3-6-15)

  特勒根似功率定理仅仅表明了有向图相同的两个电路的似功率必然遵循的数学关

系,没有物理意义,不能用功率守恒解释。似功率定理也适用于同一电路在不同时刻相

应支路的电压和电流。该定理要求u(或u￮)和i(或i￮)应分别满足KVL和KCL。
特勒根定理Ⅱ比定理Ⅰ更引人关注,因为定理Ⅱ把看上去没有直接联系的一个网络

的电流(或电压),与另一个网络的电压(或电流)用数学形式联系了起来。
如图3-6-2所示为两个有向图相同的电路,各支路的元件不同,这两个电路不仅功率

守恒,且似功率也是守恒的。读者可自行验证。

图3-6-2 特勒根定理

【思考与练习】

3-6-1 叙述特勒根定理的内容,并说明它的两种具体表现形式。

3-6-2 什么是似功率? 它有实际的物理意义吗?
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3.7 互易定理

互易特性是网络具有的重要性质之一。一个具有互易性质的网络,在单一激励的情

况下,当激励端口和响应端口互换而电路的几何结构不变时,同一数值激励所产生的响

应在数值上将不会改变。并非任意网络都具有互易性,一般只有那些不含受控源和独立

源的线性非时变网络才具有这种性质,因此,互易定理的适用范围比较窄。互易定理具

有三种形式,下面分别予以介绍和证明。

3.7.1 互易定理的第一种形式

在图3-7-1(a)所示方框中,是不含独立源和受控源的线性电阻网络NR,左侧支路1
接入理想电压源uS,则在右侧支路2产生电流i2;

 

如图3-7-1(b)所示,若在支路2中接

入相同数值的电压源,即u￮S=uS,则在支路1中产生相同的电流,即i￮1=i2,此为互易定

理Ⅰ。

图3-7-1 互易定理的第一种形式

互易定理Ⅰ的证明:
 

设网络NR 中含有b-2条支路,记为支路3~b,加上激励支路和响应支路,此网络

共有b条支路。由于图3-7-1(a)和图3-7-1(b)具有相同的有向图,根据特勒根定理Ⅱ必

然可得

u1i￮1+u2i￮2+∑
b

k=3
uki￮k =0 (3-7-1)

u￮1i1+
 

u￮2i2+∑
b

k=3
u￮kik =0 (3-7-2)

  由于网络NR 是电阻网络,由支路约束关系可得

uk =Rkik, u￮k =Rki￮k, k=3,…,b
故得

uki￮k =Rkiki￮k =Rki￮kik =
 

u￮kik

于是,根据式(3-7-1)和式(3-7-2),得到

u1i￮1+u2i￮2=
 

u￮1i1+
 

u￮2i2 (3-7-3)
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  由图3-7-1可知,u1=uS,u2=0,u￮1=0,u￮2=u￮S,代入式(3-7-3)得

uSi￮1=
 

u￮Si2
因为

u￮S=uS
所以

i￮1=i2 (3-7-4)

即电压源激励端口与短路端口互换位置时,得到的响应电流不变。

由此互易定理的第一种形式得证。

3.7.2 互易定理的第二种形式

在如图3-7-2(a)所示方框中,是不含独立源和受控源的线性电阻网络NR,左侧支路

1中接入理想电流源iS,则在右侧支路2中产生电压u2;
 

如图3-7-2(b)所示,若在支路2

中接入相同的电流源,即i￮S=iS,则在支路1中产生相同的电压,即u￮1=u2。此为互易

定理Ⅱ。

图3-7-2 互易定理的第二种形式

互易定理Ⅱ的证明:
 

对图3-7-2(a)和图3-7-2(b)所示电路,应用特勒根定理可得到与式(3-7-3)相同的关

系式

u1i￮1+u2i￮2=
 

u￮1i1+
 

u￮2i2

  由图3-7-2可知,i2=i￮1=0,i1=iS,i￮2=i￮S,代入上式,可得

u2i￮S=
 

u￮1iS
因为

i￮S=iS
所以

u￮1=u2 (3-7-5)

即电流源激励端口与开路端口互换位置时,得到的响应电压不变。

由此互易定理的第二种形式得证。
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3.7.3 互易定理的第三种形式

在如图3-7-3(a)所示方框中,是不含独立源和受控源的线性电阻网络NR,左侧支路

1接入理想电流源iS,则在右侧支路2产生电流i2;
 

如图3-7-3(b)所示,若在支路2中接

入与图3-7-3(a)中iS 数值相同的电压源u￮S,则在支路1中产生的电压u￮1 在数值上与

图3-7-3(a)中支路2的电流i2 相同,即在数值上满足u￮1=i2,此为互易定理Ⅲ。

图3-7-3 互易定理的第三种形式

互易定理Ⅲ的证明:
 

对图3-7-3(a)和图3-7-3(b)所示电路,应用特勒根定理同样可得到与式(3-7-3)相同

的关系式

u1i￮1+u2i￮2=
 

u￮1i1+
 

u￮2i2
  由图3-7-3可知,i1=-iS,u2=0,i￮1=0,u￮2=u￮S,代入上式,可得

u￮1iS=
 

u￮Si2
因为

u￮S=iS
所以

u￮1=i2 (3-7-6)

即以激励电压源u￮S 取代激励电流源iS 并交换位置,且数值上u￮S=iS 时,短路端口的响

应电流与开路端口的响应电压数值相等。

由此互易定理的第三种形式得证。

互易定理是有关单一激励的定理。应用互易定理时,必须注意网络N外部支路中电

压、电流的参考方向,此时利用特勒根定理来判别会很方便。各相应支路的电压与电流,

在关联方向下乘积为正,反之乘积为负。对含多个独立源,但不含受控源的线性网络,可
将叠加定理和互易定理联合运用,即独立源单独作用,利用互易定理分别求响应,然后再

叠加,以求出总响应。
【例3-7-1】 求如例图3-7-1(a)所示电路中的电流i2。
解:

 

可用叠加定理和互易定理联合求解。

可首先将例图3-7-1(a)所示电路分解为例图3-7-1(b)和例图3-7-1(c)所示电路相叠
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例图 3-7-1

加的形式。

(1)
 

10V电压源单独作用时,如例图3-7-1(b)所示,可得

i'2=
10

200+300
A=20mA

i'1=
1
2  2×i'2=

1
4×20mA=5mA

  (2)
 

15V电压源单独作用时,如例图3-7-1(c)所示,应用互易定理求i″2,互易后的网

络如例图3-7-1(d)所示。比较例图3-7-1(b)和例图3-7-1(d)可知,只是电压源的电压增

大了1.5倍,所以利用线性电路的比例性可得

i″2=1.5i'1=1.5×5mA=7.5mA
  (3)

 

10V和15V两电压源共同作用时,可得

i2=i″2-i'2=(7.5-20)mA=-12.5mA

图3-7-4 蜂窝移动通信系统

  【应用拓展】
对于满足互易性质的双口网络,互易定理提供了一种便捷、高效的分析思路。同时,

互易定理的思想也在许多领域得到推广和应用。如

图3-7-4所示,在蜂窝移动通信系统中,移动终端(例如

手机)通过基站与外界联系,由于移动终端与基站之间

的信道条件会随两者之间的距离、障碍物和周围环境而

变化。为保证稳定的通信质量,移动终端需要不断测量

信道参数并据此调整发射功率等指标,信道测量与计算

工作将消耗可观的移动终端电池能量,不利于维持移动

终端的待机时长。基于移动终端与基站之间信道的对

称特征,采用互易思想,实际蜂窝移动通信系统中信道

测量任务由能量充足且算力强大的基站设备完成,可以
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达到相同的目的,同时也保证了移动终端的正常待机时长。
【思考与练习】

3-7-1 分别叙述互易定理的三种形式,并说明区别与联系。

3.8 对偶原理

一一对应、成双成对出现的事物可以称为对偶事物。例如,电场和磁场是互为对偶

的物理场,电压和电流是互为对偶的物理量,电阻元件和电导元件是互为对偶的元件。
为了阐释对偶原理的内涵,先来看一个示例。

图3-8-1 对偶电路

对于图3-8-1(a)所示的串联RLC 电路而言,由KVL可得

uS(t)=Ri(t)+Ldi
(t)
dt +

1
C∫

t

-∞
i(ξ)dξ (3-8-1)

  对于图3-8-1(b)所示的并联GCL 电路而言,由KCL可得

iS(t)=Gu(t)+Cdu
(t)
dt +

1
L∫

t

-∞
u(ξ)dξ (3-8-2)

  将式(3-8-1)和式(3-8-2)加以比较可以看出,若将两式中的电路变量u 和i互换,电
路元件R 和G 互换,L 和C 互换,其中的一个公式就可以变换为另一个公式。这种关系

(方程)之所以能彼此转换,是因为它们的数学表达形式完全相似。电路中某些元素之间

的关系(方程)用它们的对偶元素对应地置换后,所得新关系也一定成立,后者和前者互

为对偶,这就是对偶原理。
根据对偶原理,如果导出了某一关系式或结论,就相当于解决了和它对偶的另一个

关系式和结论。若两个电路对偶且对偶元件的参数值相等,则两者对偶变量的关系式

(即方程)及对偶变量的值(响应)一定相等。
现已学过的对偶关系如表3-8-1所示。

表3-8-1 对偶关系

对
 

偶
 

名
 

称 原 电 路 对
 

偶
 

电
 

路 对
 

偶
 

名
 

称 原 电 路 对
 

偶
 

电
 

路

电路变量

电压u 电流i
网孔电流 独立节点电位

开路电压 短路电流

电路元件及

元件方程

电阻R u=Ri 电导G i=Gu
VCVS u2=μu1 CCCS i2=βi1
VCCS i1=gu1 CCVS u2=ri1
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续表

对
 

偶
 

名
 

称 原 电 路 对
 

偶
 

电
 

路 对
 

偶
 

名
 

称 原 电 路 对
 

偶
 

电
 

路

电路结构

串联 并联

开路 短路

节点 回路

电路基本定

律和定理

KVL KCL
戴维南定理 诺顿定理

网孔方程 节点方程

【后续知识串联】

⟡
 

数字逻辑运算中的对偶原理

本节所介绍的对偶原理在后续“数字电子技术基础”课程中有所应用。
逻辑代数是数字逻辑电路中重要的数学工具。在逻辑代数中,常采用逻辑函数表达

式来描述事物的因果关系,这样可以避免用冗繁的文字来描述一个逻辑问题。函数表达

式由变量和运算符组成。
逻辑代数中的变量称为逻辑变量,一般用大写字母A、B、C、X、Y、Z 等表示,并规定逻

辑变量的取值只有“1”或“0”两种可能。这里的“1”和“0”本身没有数值意义,并不代表数量

的大小,而仅作为一种符号,代表事物的两种不同逻辑状态,将“1”和“0”称为逻辑常量①。
与、

 

或、非是三种最基本的逻辑运算。逻辑“与”表示决定事物结果的全部条件同时

具备时,结果发生,以“·”表示“与”运算,通常写表达式时“·”可以省略不写;
 

逻辑“或”
表示决定事物的诸多条件中只要有任何一个满足,结果发生,以“+”表示“或”运算;

 

逻辑

“非”表示条件不具备时,结果发生,以变量右上角的“'”表示“非”运算②。
因此,两个逻辑变量A、B 进行“与”逻辑运算可表示为

Y=A·B=AB
两个逻辑变量A、B 进行“或”逻辑运算可表示为

Y=A+B
逻辑变量A 进行“非”逻辑运算可表示为

Y=A'
  下面以一个例子来具体解释。图3-8-2给出了三个指示灯的控制电路,并分别用A、

B 表示两个开关闭合的状态(“1”表示闭合,“0”表示断开),用Y 表示指示灯亮的状态

(“1”表示灯亮,“0”表示灯灭)。

图3-8-2 逻辑“与”“或”“非”的电路模型

①

②

罗杰.Verilog
 

HDL与FPGA数字系统设计[M].2版.北京:
 

机械工业出版社,2022:
 

11-14.
阎石.数字电子技术基础[M].6版.北京:

 

高等教育出版社,2016:
 

28.
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  图3-8-2(a)中,只有两个开关同时闭合时指示灯才会亮,即

Y=AB
  图3-8-2(b)中,两个开关只要有一个闭合指示灯就会亮,即

Y=A+B
  图3-8-2(c)中,只有开关断开时指示灯才会亮,即

Y=A'
  对于一个逻辑式Y,将式中的“·”换成“+”,“+”换成“·”,“0”换成“1”,“1”换成

“0”,得到一个新的逻辑式Y*,称Y*为Y 的对偶式,或者说Y 和Y*互为对偶式。例如,
若Y=A+BC,则Y*=A(B+C)
若Y=(A+B)'+CD,则Y*=(AB)'(C+D)
若Y=(AB+C)',则Y*=[(A+B)(C+D)]'
若两个逻辑式相等,则它们的对偶式相等,这就是逻辑代数中的对偶原理。
【例3-8-1】 试证明以下等式成立。

(A+B)(A+C)=A+BC
  解:

 

首先写出等式两边的对偶式分别为

AB+AC 和A(B+C)

  根据乘法分配律可得A B+C  =AB+AC,因此,以上两对偶式相等。根据对偶原

理可得原来两式相等,等式得证。
【思考与练习】

3-8-1 除了已经列举的例子外,思考常用的对偶量还有哪些。

3-8-2 什么是对偶原理? 若两个电路对偶且对偶元件的参数值相等,则两者对偶变

量的关系式(即方程)及对偶变量的值(响应)一定相等吗?

习题

3-1 用叠加定理求如题图3-1所示电路中的电流I和电压U。

3-2 用叠加定理求如题图3-2所示单口网络的电压-电流关系。

题图 3-1 题图 3-2

3-3 如题图3-3所示电路,(1)当将开关S合在a点时,求电流I1、I2 和I3;
 

(2)当
将开关S合在b点时,利用(1)的结果,用叠加定理计算电流I1、I2 和I3。
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3-4 试用叠加定理计算如题图3-4所示电路中各支路的电流和各元件(电源和电

阻)两端的电压,并分析功率平衡关系。

题图 3-3 题图 3-4

3-5 利用叠加定理计算如题图3-5所示电路中的各支路电流。

3-6 利用叠加定理求如题图3-6所示电路中的电流I和电压U。

题图 3-5 题图 3-6

3-7 利用叠加定理求如题图3-7所示电路中的电压u 和受控源吸收的功率。

3-8 利用节点电压法和戴维南定理求如题图3-8所示电路中流过1Ω电阻的电流。

题图 3-7
  

题图 3-8

3-9 如题图3-9所示电路,(1)若N为仅由线性电阻构成的网络,当u1=2V,u2=
3V时,ix=20A;

 

而当u1=-2V,u2=1V时,ix=0。求u1=u2=5V时的电流ix;
 

(2)若将N换为含有独立源的网络,当u1=u2=0时,ix=-10A,且上述已知条件仍然

适用,求当u1=u2=5V时的电流ix。
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3-10 已知如题图3-10所示电路中的网络N是由线性电阻组成,当iS=1A,uS=
2V时,i=5A;

 

当iS=-2A,uS=4V时,u=24V。求iS=2A,uS=6V时的电压u。

题图 3-9
   

题图 3-10

3-11 如题图3-11所示电路,(1)求虚线右边部分电路的端口等效电阻;
 

(2)求图示

电流I;
 

(3)用替代定理求图示电流Io。

3-12 用戴维南定理计算如题图3-12所示电路中的电流I。

题图 3-11 题图 3-12

3-13 求如题图3-13所示两个含源电路的戴维南等效电路及诺顿等效电路。

题图 3-13

3-14 如题图3-14所示电路,已知Rx支路的电流为0.5A,求Rx。

3-15 在分析含理想二极管电路时,需要先确定二极管是否导通,运用戴维南定理可

以很方便地解决这一问题。当理想二极管导通时,其电阻可视为零;
 

当截止时,其电阻可

视为无穷大。设含理想二极管的电路如题图3-15所示,求电流i。

3-16 如题图3-16所示电路,设元件N分别为(a)、(b)、(c)三种情况,求以上三种不

同情况下的电压Ux。
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题图 3-14 题图 3-15

题图 3-16

3-17 求如题图3-17所示电路的戴维南等效电路和诺顿等效电路。

题图 3-17

3-18 求如题图3-18所示电路中a、b两端左侧电路的戴维南等效电路,并求解流过

右侧电阻的电流Ix。

3-19 求如题图3-19所示含源单口网络的戴维南和诺顿等效电路。

题图 3-18 题图 3-19



103  

3-20 用戴维南定理求解如题图3-20所示电路中的电压u。

3-21 求如题图3-21所示含源网络的戴维南等效电路。

题图 3-20 题图 3-21

3-22 用戴维南定理求如题图3-22所示电路中的电流I。

3-23 如题图3-23所示电路,已知线性网络 N 的端口电压-电流关系式为I=
(-3U+6)A,求支路电流Ix。

题图 3-22 题图 3-23

3-24 如题图3-24所示电路,(1)若R=3Ω,试用戴维南定理求电流i;
 

(2)若使R
获得最大功率,则R 的取值应为多少?

题图 3-24

3-25 求如题图3-25(a)所示电路中电阻RL 获得的最大功率;
 

对于题图3-25(b)所
示电路,电阻RL 可变,试问RL 取何值时可以获得最大功率?

3-26 如题图3-26所示电路,
(1)

 

R 取何值时,其吸收的功率最大? 求此最大功率。
(2)

 

若R=80Ω,欲使R 中电流为零,则a、b间应并接什么元件,其参数是什么?

3-27 如题图3-27所示电路,求:
 

(1)R 获得最大功率时的阻值;
 

(2)在此情况下,R
获得的功率;

 

(3)100V电源对电路提供的功率;
 

(4)受控源的功率;
 

(5)R 所得功率占电
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源产生功率的百分比。

题图 3-25

题图 3-26 题图 3-27

题图 3-28

3-28 如题图3-28所示电路,设 N为仅由电

阻组成的无源线性网络。当R2=2Ω,US=6V时,

I1=2A,U2=2V;
 

当R'2=4Ω,U'S=10V时,I'1=
3A。试根据上述数据求U'2。

3-29 如题图3-29所示电阻网络,电压源的电

压US 及电阻R2、R3 可调。在US、R2、R3 为两组

不同数值的情况下,分别进行两次测量,测得数据

如下:
 

(1)当US=3V,R2=20Ω,R3=5Ω时,I1=1.2A,U2=2V,I3=0.2A;
 

(2)当

US=5V,R2=10Ω,R3=10Ω时,I1=2A,U3=2V。求在第二种情况下的电流I2。

题图 3-29
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3-30 对如题图3-30所示电阻网络进行两次测量。第一次在1、1'端间加上电流源

iS,2、2'端开路[题图3-30(a)],测得i5=0.1iS,i6=0.4iS;
 

第二次以同一电流源接到2、

2'端,1、1'端开路[题图3-30(b)],测得i4=0.1iS,i6=0.2iS。求电阻R1。

题图 3-30

3-31 用互易定理求如题图3-31所示电路中的电流i。

3-32 用互易定理的第三种形式求出如题图3-32所示直流电阻网络中电流表的读

数(注:
 

电流表的内阻可忽略不计)。

题图 3-31
 

题图 3-32

3-33 如题图3-33所示,网络 N仅由电阻组成,端口电压和电流之间的关系可表

示为

i1=G11u1+G12u2
i2=G21u1+G22u2

试证明G12=G21。如果N内部含独立源或受控源,上述结论是否成立? 为什么?

题图 3-33


