
第3章 递  推

  递推算法(recurrencealgorithm)是一种应用非常广泛的常用算法,与第4章的递归有

着非常密切的联系。
本章探讨递推在求解数式、数列、数阵以及计数等诸多案例方面的应用。

3.1 递 推 概 述

在纷繁变幻的世界,所有事物都随时间的流逝发生着微妙的变化。许多现象的变化是

有规律可循的,这种规律往往呈现出前因后果的关系。某种现象的变化结果与紧靠它前面

变化的一个或一些结果紧密关联,递推的思想正体现了这一变化规律。

3.1.1 递推算法

所谓递推,是在命题归纳时,可以由n-k,n-k+1,…,n-1的情形推得n 的情形。一

个线性递推可以形式地写成

an=c1an-1+c2an-2+…+ckan-k+f(n)
其中,f(n)=0时递推是齐次的,否则是非齐次的。递推的一般解法要用到n 次方程的

求根。
递推算法是利用问题本身所具有的递推关系求解问题的一种方法。设要求问题规模为

n的解,当n=1时,解或为已知,或能非常方便地得到解。能采用递推法构造算法的递推性

质,能从已求得的规模为1,2,…,i-1的一系列解,构造出问题规模为i的解。这样,程序

可从i=0或i=1出发,重复地由已知解至i-1规模的解,通过递推,获得规模为i的解,直
至得到规模为n 的解。

递推算法的基本思想是把一个复杂、庞大的计算过程转换为简单过程的多次重复,该算

法充分利用了计算机的运算速度快和不知疲倦的特点,从头开始一步步地推出问题最终的

结果。使用递推算法编程,既可使程序简练,又可节省计算时间。
对于一个序列来说,如果已知它的通项公式,那么要求出数列第n 项或求数列的前n

项之和是简单的。但是,在许多情况下,要得到数列的通项公式是困难的,有时甚至无法得

到。然而,一个有规律的数列,其相邻位置的数据项之间通常存在一定的关系,可以借助已

知的项,利用特定的关系逐项推算出它的后继项的值,直到找到所需的那一项为止。递推算

法避开了求通项公式的麻烦,把一个复杂问题的求解分解成若干步简单运算。
递推算法的首要问题是得到相邻的数据项之间的关系,即递推关系。它针对这样一类

问题:问题的解决可以分为若干步骤,每个步骤都产生一个子解(部分结果),每个子解都

是由前面若干子解生成的。我们把这种由前面的子解得出后面的子解的规则称为递推

关系。
递推关系是一种高效的数学模型,是组合数学中的一个重要解题方法,在组合计数中有



着广泛的应用。在概率方面利用递推可以解决一类基本事件个数较大的概率问题。在对多

项式的求解过程中,很多情况可以使用递推算法来实现。在行列式方面,某些n 阶行列式

只用初等变换难以解决,但如果采用递推求解则显得较为容易。
递推关系不仅在各数学分支中发挥着重要的作用,由它所体现出来的递推思想在各学

科领域中更是显示出其独特的魅力。

3.1.2 递推实施步骤与描述

在设计求解问题前,要通过细心地观察,丰富地联想,不断尝试推理,尽可能归纳总结其

内在规律,然后再把这种规律性的东西抽象成递推数学模型。
利用递推求解问题,需要掌握递推关系的具体描述及其实施步骤。

1.实施递推的步骤

1)确定递推变量

应用递推算法解决问题,要根据问题的具体情况设置递推变量。递推变量可以是简单

变量,也可以是一维或多维数组。

2)建立递推关系

递推关系是指如何从变量的前一些值推出其下一个值或从变量的后一些值推出其上一

个值的公式(或关系)。
递推关系是递推的依据,是解决递推问题的关键。
有些问题,其递推关系是明确的,大多数实际问题并没有现成的明确的递推关系,需根

据问题的具体情况,不断尝试推理,才能确定问题的递推关系。

3)确定初始(边界)条件

对所确定的递推变量,要根据问题最简单情形的数据确定递推变量的初始(边界)值,这
是递推的基础。

4)对递推过程进行控制

递推过程不能无休止地执行下去。递推过程在什么时候结束,满足什么条件结束,这是

递推算法必须考虑的递推过程控制问题。
递推过程的控制通常可分为两种情形:一种是所需的递推次数是确定的值,可以计算

出来;另一种是所需的递推次数无法确定。对于前一种情况,可以构建一个固定次数的循环

来实现对递推过程的控制;对于后一种情况,需要进一步根据问题的具体情况归纳出用来结

束递推过程的条件。

2.递推算法框架描述

递推通常由循环来实现,一般在循环外确定初始(边界)条件,在设置的循环中实施递推。
下面归纳常用的递推模式并做简要的框架描述。
递推按流向可分为顺推与逆推。

1)简单顺推算法

顺推即从前往后推,从已求得的规模为1,2,…,i-1的一系列解,推出问题规模为i的

解,直至得到规模为n 的解。
简单顺推算法框架描述:
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 f(1~i-1)=<初始值>;       //确定初始值
for(k=i;k<=n;k++);

 f(k)=<递推关系式>;       //根据递推关系实施顺推
print(f(n));      //输出 n 规模的解 f(n)

2)简单逆推算法

逆推即从后往前推,从已求得的规模为n,n-1,…,i+1的一系列解,推出问题规模为

i的解,直至得到规模为1的解。
简单逆推算法框架描述:

 f(n~i+1)=<初始值>;       //确定初始值
for(k=i;k>=1;k--)

 f(k)=<递推关系式>; //根据递推关系实施逆推
print(f(1));    //输出解 f(1)

3)二维数组顺推算法

简单递推问题设置一维数组实现,较复杂的递推问题需设置二维或二维以上数组。
设递推的二维数组为f(k,j),1≤k≤n,1≤j≤m,由初始条件分别求得f(1,1),

f(1,2),…,f(1,m),需求f(n,m),则据给定的递推关系由初始条件依次顺推得f(2,1),

f(2,2),…,f(2,m);f(3,1),f(3,2),…,f(3,m)……直至得到所要求的解f(n,m)。
二维数组顺推算法框架描述:

 f(1,1 : m)=<初始值>;         //赋初始值
for(k=2;k<=n;k++)

 for(j=1;j<=m;j++)

  f(k,j)=<递推关系式>;     //根据递推关系实施递推
print(f(n,m));        //输出 n 规模的解 f(n,m)

4)多关系分级递推算法

当递推关系包含两个或两个以上关系式时,通常应用多关系分级递推算法求解。
多关系分级递推算法框架描述:

 f(1: i-1)=<初始值>;   //赋初始值
for(k=i;k<=n;k++)

{ if(<条件 1>)

 f(k)=<递推关系式 1>; //根据递推关系 1实施递推
︙
if(<条件 m>)

 f(k)=<递推关系式 m>;  //根据递推关系 m 实施递推
}

print(f(n));        //输出 n 规模的解 f(n)

关于递推的时间复杂度,如果在一重循环中可完成递推,通常其相应的时间复杂度为

O(n)。在实际应用中,由于递推关系的不同,往往需要二重或更复杂的循环结构才能完成

递推,其相应的时间复杂度为O(n2)或更高。

3.2 超级素数搜索

第2章的全素组与素数幻方都是有关素数的案例,本节进一步探索素数中一个新的子

集———超级素数。
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1.案例提出

定义m(m>1)位超级素数:
(1)m 位超级素数本身为素数。
(2)从高位开始,去掉1位后为m-1位素数;去掉2位后为m-2位素数……去掉

m-1位后为1位素数。
例如,137是一个3位超级素数,因137是一个3位素数,去高1位得37,是一个2位素

数;去高2位得7,是一个1位素数。而素数107不是超级素数,因去高1位得7不是一个2
位素数。

输入整数m(1<m≤10),统计 m 位超级素数的个数,并输出其中最大的 m 位超级

素数。
下面试应用枚举与递推两种算法设计求解。

2.枚举设计

1)设计要点

(1)为了方便判别素数,应用试商法设计素数判别函数p(k):若k 为素数,p(k)返回

1;否则,p(k)返回0。
(2)为枚举m 位数需要,通过自乘10(即c=c*10;),计算m 位数的起始数c。
(3)设置枚举m 位奇数的f 循环。

① 若f 不是素数,或f 的个位数字不是3或7(超级素数的个位数字必然是3或7),则
返回。

② 若f 的其他各位数字出现0,显然应予排除。

③ 除m 位数f 本身及其个位数已检验外,从高位开始去掉1位,2位,…,m-2位可得

m-2个数(f%k,k=100,1000,…,10m-1),这m-2个数的p 函数值相乘为t:
若t=0,说明m-2个数中至少有一个非素数,则返回。
若t=1,说明m-2个数全为素数,应用变量作统计个数。

④ 为输出最大的m 位超级素数,在统计的同时,作赋值:“e=f;”,最后输出的e则为

最大的m 位超级素数。

2)程序实现

 //枚举求指定 m 位超级素数,c321 
#include<stdio.h>

#include<math.h>

void main()

{ int i,m;

long c,d,e,f,k,s,t;

int p(long f);

printf(" 请确定 m(m>1): "); scanf("%d",&m);

for(c=1,i=1;i<=m-1;i++)

 c=c*10;             //确定最小的 m 位数 c

s=0;

for(f=c+1;f<=10*c-1;f=f+2)   //设置枚举循环,f 为 m 位奇数
{ if(p(f)==0 || !(f%10==3 || f%10==7)) continue;

for(t=1,d=f/10,i=1;i<=m-2;i++)

·76·第3章 递  推



   { if(d%10==0) t=0;   //枚举中间 m-2个数字
d=d/10;

 }

 if(t==0) continue;

 for(t=1,k=10,i=1;i<=m-2;i++)

  { k=k*10;t=t*p(f%k);} //枚举 m-2次去位操作

 if(t==0) continue;

 s++;e=f;         //统计并赋值
}

printf(" 共%ld 个%d 位超级素数。\n",s,m);

printf(" 其中最大数为%ld。\n",e);

}

#include<math.h>

int p(long k)     //设计素数检测函数
{ int j,h,z;

z=0;

if(k==2) z=1;

if(k>=3 && k%2==1)

 { for(h=0,j=3;j<=sqrt(k);j+=2)

 if(k%j==0) {h=1;break;}

if(h==0) z=1; //k 为素数返回1,否则返回 0

 }

 return z;

}

3)程序运行示例

 请确定 m(m>1): 5

共 192个 5位超级素数。
其中最大数为 99643。

3.递推设计

1)设计要点

根据超级素数的定义,m 位超级素数去掉高位数字后是m-1位超级素数。一般地,

k(k=2,3,…,m)位超级素数去掉高位数字后是k-1位超级素数。
那么,在已求得g 个k-1位超级素数a[i](i=1,2,…,g)时,在a[i]的高位加上一个

数字j(j=1,2,…,9),得到9g 个k位候选数f=j×e[k]+a[i](e[k]=10k-1),只要对这

9g 个k位候选数检测即可。这就是从k-1递推到k的递推关系。
注意到超级m(m>1)位素数的个位数字必然是3或7,则得递推的初始(边界)条件:

 a[1]=3,a[2]=7,g=2;

2)程序实现

 //递推求指定 m 位超级素数,c322 
#include<stdio.h>

#include<math.h>

void main()

{ int g,i,j,k,m,t,s;

double d,f,a[20000],b[20000],e[20];
int p(double f);

printf(" 请确定 m(m>1): "); scanf("%d",&m);
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  g=2;s=0;

a[1]=3;a[2]=7;e[1]=1;        //递推的初始条件
for(k=2;k<=m;k++)

{ e[k]=e[k-1]*10;t=0;

for(j=1;j<=9;j++)

 for(i=1;i<=g;i++)

 { f=j*e[k]+a[i];        //产生 9g 个候选数 f

if(p(f)==1)

{ t++;b[t]=f;
 if(k==m) {s++;d=f;}  //统计并记录最大超级素数
}

 }

g=t;

for(i=1;i<=g;i++) a[i]=b[i];  //g 个 k 位 b[i]赋值给 a[i]
}

printf(" 共%d 个%d 位超级素数。\n",s,m);

printf(" 其中最大数为%.0f。\n",d);

}

int p(double k)

{ int h,z;double j;long t;

z=0;

t=(int)pow(k,0.5);

for(h=0,j=3;j<=t;j+=2)

  if(fmod(k,j)==0) {h=1;break;}

if(h==0) z=1;         //如果 k 为素数返回1,否则返回0
return z;

}

3)程序运行示例

 请确定 m(m>1): 9

共 545个 9位超级素数。
其中最大数为 999962683。

4.两个算法的时间复杂度比较

应用枚举设计,需对m 位奇数进行检测,枚举数量级为10m。
应用递推设计,只需检测9g(k-1)次(g(k-1)为k-1位超级素数的个数),k=2,

3,…,m,因而求m 位超级素数共检测的次数为

s(m)=9∑
m-1

k=1
g(k)

其中,s(m)是对递推设计的时间复杂度的定量估算,其数量级远低于10m,即递推设计的时

间复杂度要低于枚举设计。
例如,当m=5时,应用枚举设计,调用检测函数p(k)的次数为45000×4=180000;而

应用递推设计,调用p(k)函数的次数仅为9×(2+11+39+99)=1359。

3.3 递 推 数 列

本节探讨两个典型的递推数列案例的求解,一个是新颖的摆动数列,另一个是涉及分

子、分母分别递推的分数数列。
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3.3.1 摆动数列

1.案例提出

  已知递推数列:

a(1)=1,a(2i)=a(i)+1,a(2i+1)=a(i)+a(i+1) (i为正整数)
试求该数列的第n 项与前n 项中哪些项最大,最大值为多少。

2.递推设计

该数列根据项序号为奇或偶两种情况做不同递推,所得数列各项呈大小有规律的摆动。
设置a 数组,赋初值a[1]=1。根据递推式,在i循环中根据项序号i(2~n)为奇或偶

做不同递推:
(1)mod(i,2)=0(即i为偶数)时,a[i]=a[i/2]+1。
(2)mod(i,2)=1(即i为奇数)时,a[i]=a[(i+1)/2]+a[(i-1)/2]。
每得一项a[i],与最大值max做比较,如果a[i]>max,则max=a[i]。
在得到最大值max后,在所有n 项中搜索哪些项为最大项(因最大项可能多于一项),

并输出最大值max及所有搜索得到的最大项。

3.程序设计

 //摆动数列,c331

#include<stdio.h>

void main()

{ int i,n,max,a[10000]; 
printf(" 请确定项数 n: ");

scanf("%d",&n);

a[1]=1;max=0;
for(i=2;i<=n;i++)

{ if(i%2==0)          //分情况实施递推

 a[i]=a[i/2]+1;
else

 a[i]=a[(i-1)/2]+a[(i+1)/2];  
if(a[i]>max) max=a[i];  //比较得最大值

}

printf(" a(%d)=%d\n",n,a[n]);
printf(" 摆动数列前%d 项中最大项有: ",n);

for(i=2;i<=n;i++)      //探索所有的最大项

 if(a[i]==max) printf("a(%d)=",i);

  printf("%d\n",max);
}

4.程序运行示例与分析

 请确定项数 n: 2015

a(2015)=131

摆动数列前 2015项中最大项有: a(1707)=a(1877)=321

上述递推在一重循环中完成,时间复杂度为O(n)。
本案例求最大项的处理是新颖的,先求出最大值,然后逐项比较求出各个最大项。这一

处理方式对要求求出所有最大(或最小)项时具有示范意义。
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3.3.2 分数数列

1.案例提出

  一个递推分数数列的前6项如下:

1/2,3/5,4/7,6/10,8/13,9/15,…
该数列的构成规律是第i项的分母d 与分子c 存在关系d=c+i,而分子c 为与前

i-1项中的所有分子、分母均不相同的最小正整数。
对于指定的正整数n,试求出该数列的第n 项,并求出前n 项中的最大项。

2.设计要点

注意到递推需用到前面的所有项,设置数组c[i]表示第i项的分子,d[i]表示第i项的

分母(均为整数)。显然,初始值为:c[1]=1,d[1]=2;c[2]=3,d[2]=5。
已知前i-1项,如何确定c[i]呢?
显然c[i]>c[i-1],同时可证,当i>2时,第i个分数的分子c[i]总小于第i-1个分

数的分母d[i-1]。
于是,置k在区间(c[i-1],d[i-1])取值,k 分别与d[1],d[2],…,d[i-1]比较,若

存在相同的数,则k增1后再比较;若没有相同的数,则产生第i项,进行赋值:c[i]=k,

d[i]=k+i。
为了准确求出数列前n 项中的最大项,设最大项为第kmax项(kmax赋初值1),每产生第i

项,如果有

c[i]/d[i]>c[kmax]/d[kmax]
则有

c[i]×d[kmax]>c[kmax]×d[i]
即第i项要比原最大的第kmax项大,则赋值kmax=i,把产生的第i项确定为最大项。产生第

n 项后,前n 项中的最大项也比较出来了。
在程序设计中比较最大项,应用整数不等式是适宜的。

3.程序设计

 //分数递推数列,c332

#include<stdio.h>

void main()

{ int n,i,k,t,j,kmax;

long c[3001],d[3001];
printf("请输入整数 n(1~3000):");        //通过键盘输入确定整数 n

scanf("%d",&n);

c[1]=1;d[1]=2;
c[2]=3;d[2]=5;
kmax=1;               //数组与最大项序号赋初值
for(i=3;i<=n;i++)

{ for(k=c[i-1]+1;k<d[i-1];k++)
{ t=0;             //k 枚举探求第 i 项分子 c

for(j=1;j<i-1;j++)

 if(k==d[j]) {t=1;break;}

if(t==0)
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    { c[i]=k;d[i]=k+i;    //第 i 项分子 c、分母 d 赋值
break;

}

}

if(c[i]*d[kmax]>c[kmax]*d[i])
kmax=i;            //比较得最大项的序号 kmax

}

printf("数列第%d 项为: %ld/%ld。\n",n,c[n],d[n]);
printf("数列前%d 项中最大项为",n);   
for(i=1;i<=n;i++)           //检查可能有多个最大项

 if(c[i]*d[kmax]==c[kmax]*d[i])
printf("第%d 项: %ld/%ld。\n",i,c[i],d[i]);

}

4.程序运行示例与分析

 请输入整数 n(1~3000):2015

数列第 2015项为: 3260/5275。
数列前 2015项中最大项为第 1597项: 2584/4181。

注意到每递推一项需用到前面的所有项,本案例递推的时间复杂度为O(n2)。
注意:本案例在求最大项时把分数比较转换为整数比较,以确保准确性,这一技巧是常

用的。
顺便指出,上述分数的分子和分母构成的数对(1,2),(3,5),(4,7),(6,10),…常称为

Wythoff对。Wythoff对在数论和对策论中应用广泛。

3.4 幂 序 列

本节探讨双幂序列与幂积序列这两个涉及幂的典型案例的求解。

3.4.1 双幂序列

1.案例提出

  设x、y 为非负整数,试计算集合

M={2x,3y|x≥0,y≥0}
的元素由小到大排列的双幂序列第n 项与前n 项之和。

2.递推设计

集合由2的幂与3的幂组成,实际上是给出两个递推关系。
设置一维数组f,f[k]存储双幂序列的第k项。
显然,第1项也是最小项为f[1]=1(当x=y=0时)。
从第2项开始,为了实现从小到大排序,设置a、b 两个变量,a 为2的幂,b 为3的幂,

显然a≠b。
设置k循环(k=2,3,…,n,其中n 为从键盘输入的整数),在k 循环外赋初值:a=2,

b=3。在k循环中通过比较选择赋值:
(1)当a<b时,由赋值f[k]=a 确定为序列的第k 项;然后a=a*2,即a 按递推规

律乘2,为后一轮比较做准备。
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(2)当a>b时,由赋值f[k]=b确定为序列的第k项;然后b=b*3,即b按递推规律

乘3,为后一轮比较做准备。
递推过程描述:

 a=2;b=3;            //为递推变量 a、b 赋初值
for(k=2;k<=n;k++)

{ if(a<b)

 { f[k]=a;a=a*2;}     //用 a 给 f[k]赋值
else

 { f[k]=b;b=b*3;}     //用 b 给 f[k]赋值
}

在这一算法中,变量a、b是变化的,分别代表2的幂与3的幂。
为标注第n 项为幂的形式,设置变量t:t=2为2的幂,其指数为p2;t=3为3的幂,其

指数为p3。

3.程序实现

 //双幂序列求解,c341

#include<stdio.h>

void main()

{ int k,n,t,p2,p3; 
double a,b,s,f[100];
printf(" 求数列的第 n 项与前 n 项和,请输入 n: ");

scanf("%d",&n);

f[1]=1;p2=0;p3=0;
a=2;b=3;s=1;

for(k=2;k<=n;k++)

{ if(a<b)

{ f[k]=a;a=a*2;      //用 2的幂给 f[k]赋值 
t=2;p2++;       //t=2表示 2的幂,p2为指数

}

else

{ f[k]=b;b=b*3;     //用 3的幂给 f[k]赋值 
t=3;p3++;       //t=3表示 3的幂,p3为指数

}

s+=f[k];
}

printf(" 数列的第%d 项为: %.0f ",n,f[n]);
if(t==2)           //对输出项进行标注 
  printf("(2^%d)\n",p2);
else

  printf("(3^%d)\n",p3);
printf(" 数列的前%d 项之和为: %.0f\n",n,s);

}

4.程序运行示例与分析

 求数列的第 n 项与前 n 项和,请输入 n: 50

数列的第 50项为: 1162261467 (3^19)

数列的前 50项之和为: 3890875846

这一递推设计在一重循环中完成,时间复杂度与空间复杂度均为O(n)。
变通:如果序列由3项幂或更多项幂组成,递推应如何实施?
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3.4.2 幂积序列

1.案例提出

  设x、y 为非负整数,试计算集合

M={2x·3y|x≥0,y≥0}
的元素不大于指定整数n 的个数,并求这些元素从小到大排序的第m 项。

与双幂序列相比,幂积序列复杂在“积”字上,即幂积序列的项既可以是2的幂或3的

幂,也可以是这两个幂之积。
下面在两个枚举设计求解基础上,给出案例的两个递推设计,并比较这4种设计的时间

复杂度。

2.递增枚举设计

1)设计要点

集合元素由2的幂与3的幂及其乘积组成,设元素从小到大排序的第k项为f(k)。显

然,f(1)=1,f(2)=2,f(3)=3。
设置a 循环,a 从3开始递增1至n,对每一个a(赋值给j),逐次用2试商,然后逐次

用3试商。试商后,若j>1,说明原a 有2、3以外的因数,不属于该序列;若j=1,说明原a
只有2、3的因数,属于该序列,把a 赋值给序列第k项。

由于实施从小到大的试商和赋值,所得项无疑是从小到大的序列。
当a 达到指定的整数n 时,退出循环,输出指定项f(m)。

2)程序设计

 //幂序列 2^x*3^y 枚举求解,c342

#include<stdio.h>

void main()

{ int k,m;

long a,j,n,f[1000];
printf(" 计算不大于 n 的项数,请指定 n: ");

scanf("%ld",&n);

printf(" 输出序列的第 m 项,请指定 m: ");

scanf("%d",&m);

f[1]=1;f[2]=2;k=2;
for(a=3;a<=n;a++)

{ j=a;

while(j%2==0) j=j/2;      //反复用 2试商 
while(j%3==0) j=j/3;  //反复用 3试商 
if(j==1)

{ k++;f[k]=a;}     //用 a 给 f[k]赋值
}

printf(" 幂序列中不大于%ld 的项数为: %d\n",n,k);
if(m<=k)

  printf(" 从小到大排序的第%d 项为: %ld\n",m,f[m]);
else

  printf(" 所输序号 m 大于序列的项数!\n");
}
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3)程序运行示例

 计算不大于 n 的项数,请指定 n: 10000000

输出序列的第 m 项,请指定 m: 100

幂序列中不大于 10000000的项数为: 190

从小到大排序的第 100项为: 93312

3.有针对性的枚举设计

上述枚举设计比较盲目,对大量含有2、3以外因数的整数也做了检测,有大量无效操

作。为克服盲目性,下面给出一种有针对性的枚举设计,是一种带启发性的搜索设计,可大

大提高枚举效率。

1)设计要点

为实现有针对性的枚举,设置2的幂与3的幂两个数组。
(1)t2 数组,存储2的幂:t2[0]=20,t2[1]=21,…,t2[p2-1]=2p2-1≤n,t2[p2]

>n。
(2)t3 数组,存储3的幂:t3[0]=30,t3[1]=31,…,t3[p3-1]=3p3-1≤n,t3[p3]

>n。
设置i、j二重枚举循环(i:0~p2-1,j:0~p3-1),构造幂积语句为“t=t2[i]*

t3[j];”。
(1)当i=0时,t为3的幂。
(2)当j=0时,t为2的幂。
(3)当i>0且j>0时,t为2与3的幂积。
同时设置f 数组,存储幂积t。
(1)若t>n,超出范围,不对f 数组赋值。
(2)若t≤n,对f 数组赋值语句为:“k++;f[k]=t;”。
通过以上构造幂有针对性地枚举,求出集合M 中不大于指定整数n 的所有k个元素。
对这k个元素进行排序,以求得从小到大排序的第m 项。
注意到集合 M 中不大于指定整数n 的元素个数k 的数量不会太大,采用较为简明的

“逐项比较”排序法是可行的。实施排序中,从小到大排序到第m 项即可,没有必要对所有

k个元素排序。

2)程序设计

 //有针对性的枚举,c343 
#include<stdio.h>

void main()

{ int i,j,k,m,p2,p3;

double d,n,t,t2[100],t3[100],f[10000];
printf(" 请指定 n,m: ");scanf("%lf,%d",&n,&m);

t=1;p2=0;               //构造 2的幂数组
while(t<=n) {t=t*2;p2++;t2[p2]=t;}
t=1;p3=0;               //构造 3的幂数组
while(t<=n) {t=t*3;p3++;t3[p3]=t;}
t2[0]=t3[0]=1;k=0;
for(i=0;i<=p2-1;i++)

for(j=0;j<=p3-1;j++)

{ t=t2[i]*t3[j];         //构造幂积 t 并进行检测和赋值
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   if(t<=n) { k++;f[k]=t;}
}

printf(" 幂积序列中不大于%.0f 的项数为: %d\n",n,k);
if(m<=k)

{ for(i=1;i<=m;i++)        //逐项比较,排序至第 m 项
for(j=i+1;j<=k;j++)

 if(f[i]>f[j]) { d=f[i];f[i]=f[j];f[j]=d;}
printf(" 从小到大排序的第%d 项为: %.0f\n",m,f[m]);

}

else

 printf(" 所输入的 m 大于序列的项数!\n");

}

3)程序运行示例

 请指定 n,m: 1000000000,300

幂序列中小于 1000000000的项数为: 306

从小到大排序的第 300项为: 774840978

4.递推排序设计

为了进一步提高搜索效率,试应用递推进行求解。
1)设计要点

(1)确定递推关系。
为探索x+y=i时各项与x+y=i-1时各项之间的递推规律,剖析x+y 的前几个

值情形:

x+y=0时,元素为1(初始条件)。

x+y=1时,元素为2×1=2,3×1=3,共2项。

x+y=2时,元素有2×2=4,2×3=6,3×3=9,共3项。

x+y=3时,元素有2×4=8,2×6=12,2×9=18,3×3×3=27,共4项。
……
可归纳出以下递推关系:x+y=i时,序列共i+1项,其中前i项是x+y=i-1时的

所有i项分别乘2所得,最后一项为x+y=i-1时的最后一项乘3所得(即t=3i)。
注意,对x+y=i-1的所有i项分别乘2,设为f[h]*2,必须检测其是否小于n 而大

于0。同样,对t也必须检测是否小于n 而大于0。只有小于n 且大于0时才能赋值。
这里要指出,最后若干行可能不是完整的,即可能只有前若干项能递推出新项。为此设置

变量u,当一行有递推项时u=1,否则u=0。当u=0时停止,否则会影响序列的项数。
(2)以n=1000为例,具体说明递推的实施。

 f(1)=1

i=1: f(2)=2 f(3)=3

i=2: f(4)=4 f(5)=6 f(6)=9

i=3: f(7)=8 f(8)=12 f(9)=18 f(10)=27

i=4: f(11)=16 f(12)=24 f(13)=36 f(14)=54 f(15)=81

i=5: f(16)=32 f(17)=48 f(18)=72 f(19)=108 f(20)=162 f(21)=243

i=6: f(22)=64 f(23)=96 f(24)=144 f(25)=216 f(26)=324 f(27)=486 f(28)=729

i=7: f(29)=128 f(30)=192 f(31)=288 f(32)=432 f(33)=648 f(34)=972

i=8: f(35)=256 f(36)=384 f(37)=576 f(38)=864

i=9: f(39)=512 f(40)=768
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每一列的下一个数是上一个数的2倍,而每一行的最后一个数为3的幂。
(3)对所产生的项排序。
当所有递推项完成后,对所有k项应用逐项比较进行从小到大排序。排序后输出指定

的第m 项。

2)程序实现

 //递推排序求解,c344

#include<stdio.h>

void main()

{ int i,j,h,k,m,u,c[100];
double d,n,t,f[1000];
printf(" 计算小于 n 的项数,请指定 n: "); scanf("%lf",&n);

printf(" 输出序列的第 m 项,请指定 m: "); scanf("%d",&m);

k=1;t=1.0; i=1;

c[0]=1; f[1]=1.0;
while(1)

{ u=0;

for(j=0;j<=i-1;j++) 
{ h=c[i-1]+j;

if(f[h]*2<n && f[h]>0)       //第 i 行各项为前一行各项乘 2

 { k++;f[k]=f[h]*2;u=1;

if(j==0) c[i]=k;  //该行的第 1项的项数值赋给 c(i)

 }

 else break;

}

t=t*3;        //最后一项为 3的幂
if(t<n && t>0)

 { k++;f[k]=t; } //用 t 给 f[k]赋值

 if(u==0) break;

 i++;

}

for(i=1;i<k;i++)    //逐项比较排序 
 for(j=i+1;j<=k;j++)

  if(f[i]>f[j])
   { d=f[i];f[i]=f[j];f[j]=d;}
printf(" 幂序列中小于%f 的项数为: %d\n",n,k);
if(m<=k)

  printf(" 从小到大排序的第%d 项为: %.0f\n",m,f[m]);
else

  printf(" 所输入的 m 大于序列的项数!\n");
}

3)程序运行示例

 计算小于 n 的项数,请指定 n: 1000000000000

输出序列的第 m 项,请指定 m:500

幂序列中不大于 1000000000000的项数为: 534

从小到大排序的第 500项为: 391378894848

5.递推结合比较赋值设计

上述递推在排序上占用大量时间,递推结合比较赋值可省去排序操作,进一步降低复

杂度。
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1)设计要点

从u=1,f(u)=1开始,在已求得f(u)的基础上,可递推求出f(u+1):求出各大于

f(u)的最小数,取其中最小者即为f(u+1)。
递推结合比较赋值设置永真外循环,实施乘2的内循环。
首先,从p=0开始,若q[p]≤f[u],则递推得一个3的幂,即q[p]=3p,并赋给最小

值标志量h。
其次,转入内循环i(0~p-1)中,若q[i]≤f[u],则q[i]乘2。
再次,q[i]与h 比较,即2j×3i(i<p)与3p 比较,取较小者为h。
(1)若h≤n,则h 赋值给序列新的项,用u 标记项数。
(2)若h>n,表明递推结合比较赋值完成,退出外循环,输出序列的项数u 与序列中指

定的项f[m]后结束。

2)程序设计

 //求 3^i * 2^j<n 的项数及从小到大第 m 项,c345 
#include<stdio.h>

void main()

{ int i,m,u,p;

double n,h,f[1000],q[100];
printf(" 计算小于 n 的项数,请指定 n: ");

scanf("%lf",&n);

printf(" 输出序列的第 m 项,请指定 m: ");

scanf("%d",&m);

u=1; f[u]=1.0;
p=0; q[p]=1.0;
while(1)

{ if(q[p]<=f[u])
{ p++; q[p]=3*q[p-1]; }

h=q[p];           //递推 3的幂,q[p]=3^p 
for(i=0;i<p;i++)

 { if(q[i]<=f[u]) q[i]*=2; //幂积 q[i]=2^j*3^i,j=1,2,3,… 
if(q[i]<h) h=q[i];

 }

 if(h>n) break;

 u++;f[u]=h;
}

printf(" 幂序列中小于%.0f 的项数为: %d\n",n,u); 
if(m<=u)

  printf(" 从小到大排序的第%d 项为: %.0f\n",m,f[m]);
else

  printf(" 所输入的 m 大于序列的项数!\n");
}

3)程序运行示例

 计算小于 n 的项数,请指定 n: 10000000000000

输出序列的第 m 项,请指定 m: 600

幂序列中小于 10000000000000的项数为: 624

从小到大排序的第 600项为: 5355700839936

思考:如果需对显示的第m 项标注表达式,即需标注表达式中的2与3的幂指数,程序
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应如何修改?

6.4个算法的时间复杂度比较

当n 很大时,递推求解的速度明显快于枚举。

1)递增枚举复杂度分析

枚举算法简单明了,对整数a 操作,每一个a 进行连续除2、除3操作,平均估算为10
次,整个n 个数的操作为10n 次,算法复杂度为O(n)。

2)有针对性枚举复杂度分析

有针对性枚举的双重循环次数要小于排序的双重循环次数。当n 充分大时,如果按项

数k<
4
n估计,该算法的排序频数小于mk,因而算法的时间复杂度低于O(n)。

3)递推排序算法复杂度分析

递推排序算法对序列项数进行操作,当n 充分大时,项数k<
4
n。其中逐项比较排序

的时间复杂度是O(n2),即O(k2),因而递推排序算法的时间复杂度为O(n)。

4)递推结合比较赋值算法复杂度分析

外循环次数为序列项数u,当n 充分大时,项数u<
4
n。内循环i(0~p-1)中p 为幂

指数,3p=n,即p=log3n。注意到p 是从0增长的,每一项按平均即p/2估算,因而得递

推结合比较赋值算法复杂度为O(
4
nlog3 n)。

当n 充分大时,有4
nlog3 n< n<n。可见以上4种算法中,递推结合比较赋值算法

时间最短,而递增枚举所需时间最长。
由两个递推求解可见,递推设计的难点在于如何准确地寻找并确定递推关系。
变通:如何改进设计以进一步实现求解三幂积序列?

3.5 数阵与网格

本节应用递推探讨两个典型的数阵案例,一个是著名的杨辉三角,另一个是新颖的交通

方格网。

3.5.1 杨辉三角

1.案例背景

  杨辉三角历史悠久,是我国古代数学家杨辉揭示二项展开式各项系数的数字三角形。
我国北宋数学家贾宪约1050年首先使用“贾宪三角”进行高次开方运算,南宋数学家杨辉

在《详解九章算法》中记载并保存了“贾宪三角”,故后世称杨辉三角。元朝数学家朱世杰在

《四元玉鉴》中扩充了“贾宪三角”。在欧洲直到1623年以后,法国数学家帕斯卡才发现了与

杨辉三角类似的“帕斯卡三角”。
杨辉三角构建规律主要包括横行各数之间的大小关系以及不同横行数字之间的联系,

奥妙无穷:每一行的首尾两数均为1;第k 行共k 个数,除首尾两数外,其余各数均为上一

行的肩上两数的和。图3-1为5行杨辉三角。
设计程序,构造并输出杨辉三角的前n 行(n 从键盘输入)。
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图3-1 5行杨辉三角

2.应用数组递推设计

1)设计要点

考察杨辉三角的构建规律,第i行有i个数,其中第1个数与第i
个数都是1,其余各项为它的肩上两数之和(即上一行中相应项及其

前一项之和)。
设置二维数组a(n,n),根据构成规律实施递推,递推关系如下:

a(i,j)=a(i-1,j-1)+a(i-1,j) (i=3,4,…,n;j=2,3,…,i-1)
初始值:a(i,1)=a(i,i)=1(i=1,2,…,n)。
为了输出左右对称的等腰数字三角形,设置二重循环:设置i循环控制打印n 行;每一

行开始先打印40-3i个前导空格,然后设置j循环控制打印第i行的各数组元素a(i,j)。

2)程序设计

 //杨辉三角,c351 
#include<stdio.h>

void main()

{ int n,i,j,k,a[20][20];
printf(" 请输入行数 n: ");

scanf("%d",&n);

for(i=1;i<=n;i++)

 {a[i][1]=1;a[i][i]=1;}      //确定初始条件
for(i=3;i<=n;i++)

for(j=2;j<=i-1;j++)         //递推实施

  a[i][j]=a[i-1][j-1]+a[i-1][j];  
 for(i=1;i<=n;i++)          //控制输出 n 行 
 { for(k=1;k<=40-3*i;k++)

 printf(" ");         //控制输出第 i 行的前导空格
for(j=1;j<=i;j++)         
 printf("%6d",a[i][j]);    //控制输出第 i 行的 i 个元素
printf("\n");

 }

}

3)程序运行示例

运行程序,输入n=10,则打印10行杨辉三角,如图3-2所示。

图3-2 10行的杨辉三角

3.应用变量迭代设计

1)设计要点

杨辉三角实际上是二项展开式各项的系数,即第n+1行的n+1个数分别是从n 个元

素中取0,1,2,…,n 个元素的组合数C(n,0),C(n,1),…,C(n,n)。注意到组合公式
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C(n,0)=1
C(n,k)=(n-k+1)/k×C(n,k-1) (k=1,2,…,n)

根据这一递推规律,可不用数组,直接应用变量迭代求解。

2)程序设计

 //应用变量迭代求解,c352

#include<stdio.h>

void main()

{ int m,n,cnm,k;

printf(" 请输入行数 n: ");

scanf("%d",&n);

for(k=1;k<=40;k++) printf(" ");

printf("%6d\n",1);        //输出第 1行的 1

for(m=1;m<=n-1;m++)

{ for(k=1;k<=40-3*m;k++)

printf(" ");

cnm=1;

printf("%6d",cnm);   //输出每行开始的 1

for(k=1;k<=m;k++)

{ cnm=cnm*(m-k+1)/k;  //计算第 m 行的第 k 个数
printf("%6d",cnm);

}

printf("\n");
}

}

由以上两个不同的递推可以看到,递推方式并不是一成不变的,往往有多种方式可供

选择。
本案例的递推设计与迭代设计的时间复杂度均为O(n2)。

3.5.2 交通方格网

1.案例提出

  某市城区的交通方格网如图3-3所示,城区中一座山占据了交通网中(3,2)、(4,2)与
(4,3),即这3个交叉点尚未开通,另有从(2,3)至(2,4)、(5,0)至(6,0)的两条打“×”标记的

路段正在维护,禁止通行。

图3-3 交通方格网示意图

试统计从始点(0,0)到终点(m,n)的不同最短路线(路线中各段只能从左至右、从下至

上,不走回头路)的条数。
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输入正整数m、n(m≤20,n≤20),输出从始点(0,0)到终点(m,n)的最短路线的条数。

2.设计要点

没有障碍的交通方格网,每一条路线共m+n 段,其中横向m 段,纵向n 段,每一条不

同路线对应从m+n 个元素中取m 个元素(以放置横向段)的组合数。
因而不同路线条数为

Cm
m+n=

n+1
1 ×

n+2
2 ×…×

n+m
m

今交通方格网中设置了诸多障碍,试应用递推设计求解。
设f(x,y)(0<x≤m,0<y≤n)为从始点(0,0)到点(x,y)的不同最短路线的条数。

注意到最短路线中点(x,y)的前一个点为(x-1,y)与(x,y-1)这两个,则有以下几点。

1)递推关系

f(x,y)=f(x-1,y)+f(x,y-1)

2)边界条件

f(x,0)=1(0<x≤5)

f(x,0)=0(5<x≤m)

f(0,y)=1(0<y≤n)

3)障碍处理

(1)城区的一座山占据网中的(3,2)、(4,2)、(4,3)3个交叉点,可令

f(3,2)=f(4,2)=f(4,3)=0
(2)从(2,3)至(2,4)段禁止通行,则对f(2,4)的赋值只有f(1,4),即

f(2,4)=f(1,4)

3.程序实现

 //带障碍的交通路线问题,c353 
#include<stdio.h>

void main()

{ int m,n,x,y; long f[21][21]; 
printf(" 请输入正整数 m,n: "); scanf("%d,%d",&m,&n);

for(x=1;x<=5;x++) f[x][0]=1;      //确定递推边界条件
for(x=5;x<=m;x++) f[x][0]=0;   //边界维护路段处理
for(y=1;y<=n;y++) f[0][y]=1; 
for(x=1;x<=m;x++)

 for(y=1;y<=n;y++)         //实施递推

  if(x==3 && y==2 || x==4 && y==2 || x==4 && y==3)

   f[x][y]=0;         //山所占据的 3点处理

  else if(x==2 && y==4)

   f[x][y]=f[x-1][y];     //中间维护路段处理

  else

   f[x][y]=f[x-1][y]+f[x][y-1]; //其他点递推
printf(" 最短路线条数为: %ld\n",f[m][n]);

}

4.程序运行示例与分析

 请输入正整数 m,n: 15,15

最短路线条数为: 48882820
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本问题的难点在于对网格中的障碍分类处理,算法在递推中就“山所占据的3点”“中间

维护路段”与“边界维护路段”3类障碍分别实施不同的赋值处理。
递推算法在二重循环中实现,时间复杂度为O(mn)。

3.6 整数划分问题

正整数s(简称为和数)的划分(又称分划)是把s分成为若干正整数(简称为零数或部

分)之和,划分式中允许零数重复,且不考虑零数的次序。
求s=12共有多少个不同的划分式? 展示出所有这些划分式。

3.6.1 整数划分递推设计

1.探索划分的递推关系

  难点在于展示出所有这些划分式,为避免重复,约定划分式中零数按不降排列。
为了建立递推关系,先对和数k较小时的划分式进行观察归纳:

k=2:1+1;2
k=3:1+1+1;1+2;3
k=4:1+1+1+1;1+1+2;1+3;2+2;4
k=5:1+1+1+1+1;1+1+1+2;1+1+3;1+2+2;1+4;2+3;5
由以上各划分看到,除和数本身k=k 这一特殊划分式外,其他每一个划分式至少为两

项之和。和数k的划分式与和数k-1的划分式存在以下递推关系。
(1)在所有和数k-1的划分式前加一个零数1都是和数k的划分式。
(2)和数k-1的划分式的前两个零数做比较,如果第1个零数x1 小于第2个零数x2,

则把第1个零数加1后成为和数k的划分式。

2.递推设计

设置三维数组a,a(k,j,i)为和数k的第j个划分式的第i个数。
从k=2开始,显然递推的初始条件为

a(2,1,1)=1, a(2,1,2)=1, a(2,2,1)=2
根据递推关系,实施递推。
(1)实施在k-1所有划分式前加1操作:

 a(k,j,1)=1;

for(t=2;t<=k;t++)

  a(k,j,t)=a(k-1,j,t-1);    //k-1的第 t-1项变为 k 的第 t 项

(2)若k-1划分式第1项小于第2项,第1项加1,变为k的第i个划分式:

 if(a(k-1,j,1)<a(k-1,j,2))

{ a(k,i,1)=a(k-1,j,1)+1;

for(t=2;t<=k-1;t++)

 a(k,i,t)=a(k-1,j,t);

}
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