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内 容 简 介 

本书全面系统地阐述了多抽样率信号处理的理论、方法和应用。全书共 12 章，第 1~4 章为基础理

论部分，主要包括抽样率转换基础、多抽样率系统的网络结构与高效实现、两通道滤波器组、M通道滤

波器组；第 5~8 章为扩展理论部分，主要包括小波变换与滤波器组、分数域多抽样率信号处理、多维多

抽样率信号处理、多尺度方向变换与方向滤波器组；第 9~12 章为应用部分，主要包括多抽样率技术在

ADC 中的应用、滤波器组在数字通信中的应用、滤波器组在音频编码中的应用、小波变换在图像处理

中的应用。全书内容编排由浅入深，循序渐进，注重理论与应用相结合，兼顾知识的深度与广度。每章

配有精选的习题，包括理论练习和 MATLAB 练习，附录部分包含相关的 MATLAB 实验代码，便于读者

自学和实践。 

本书可作为高等学校电子信息类专业的高年级本科生、研究生教材，也可作为电子信息领域的科研

人员和工程技术人员的参考资料。 
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随着数字化时代的到来，数字信号处理技术已经广泛应用于日常生活和工程领域，例

如通信、计算机、多媒体、自动控制、生物医学等，由此产生了诸多的数字系统和数字设

备。在不同系统或设备的交互中，通常需要信号在不同采样率À之间进行转换，这就涉及抽

样率转换问题，该问题是多抽样率信号处理（multirate signal processing，MSP）的核心问
题之一。此外，随着数据量的增长，对存储、传输、处理等方面的要求也越来越高，如何

在保证信息不损失的前提下，降低计算量和存储量，或是在资源有限的条件下，提高系统

的性能，这些都是多抽样率信号处理所要研究的问题。

作为数字信号处理的一个分支，多抽样率信号处理的研究可追溯至 20 世纪 70 年代。
经过近半个世纪的发展，在理论和应用方面取得了丰硕的成果。概括来讲，多抽样率信号

处理的理论体系主要包括抽样率转换与滤波器组，以及在此基础上发展起来的多域、多维

等扩展内容。

抽样率转换是多抽样率信号处理的基础。本书第 1、2 章将介绍这部分内容，主要包括
抽样率转换的基本原理、多抽样率系统的等效网络和高效实现方式等。抽取和内插是抽样

率转换的基本单元，两者级联则可实现任意分数倍的抽样率转换。在实际应用中，特别是

面对高速率高存储量的数据，如何降低计算量是系统分析和设计的首要问题。多相结构和

多级实现提供了两种不同的解决方案。

滤波器组部分的内容则更加丰富。两通道滤波器组是滤波器组中最典型的结构，它源

自音频信号的子带编码。两通道分析滤波器组包含一个低通滤波器和一个高通滤波器，从

而将信号分解为不同频率成分的子带信号，有利于编码、传输和存储。与分析滤波器组相

对应的是综合滤波器组，其作用是将子带信号重构，以保证信息的完整性。在信号分解和

重构过程中，通常会引入一些失真。如何避免失真，实现完全重构是滤波器组理论研究的

重点内容。两通道滤波器组可以扩展为更一般的多通道滤波器组，从而实现更细致的频带

划分。通常，滤波器组的频带划分是均匀的，即均匀滤波器组。而有些学者也研究了更一般

化的非均匀滤波器组。关于两通道与多通道滤波器组的内容将分别在第 3、4 章详细阐述。

À 又称抽样率，本书将“采样”与“抽样”视为相同含义，两者经常交换使用。



小波变换是一种典型的时频分析工具，相比于傅里叶变换，小波变换的基函数具有尺

度伸缩的能力，能够刻画信号的时频局部特性，因此被形象地称为“数学显微镜”。自 20
世纪 80 年代以来，小波理论快速发展，特别是随着多分辨分析理论和离散小波变换算法
的提出，小波变换同滤波器组紧密联系起来，为其实现和工程应用奠定了重要的基础。目

前，小波变换已经成功应用于信号处理、图像处理、计算机视觉、地球物理学、生物医学、

通信等领域。本书第 5 章将对小波变换与滤波器组进行详细介绍。
分数阶傅里叶变换是另一种时频分析工具，作为傅里叶变换的广义形式，它能够提供

介于时域和频域之间的信号表征，十分适合非平稳信号，特别是线性调频信号的分析。相

应地，基于分数阶傅里叶变换域（简称为分数域）的多抽样率信号处理也是近些年来学术界

的热点研究问题，本书第 6 章将对相关内容进行详细介绍。
随着现代信息技术的发展，在许多应用场景中，信号呈现多维度的特点。本书第 7 章

将介绍多维多抽样率信号处理，主要包括多维信号的表征、多维抽样率转换及滤波器组。从

数学角度来看，多维信号是一维信号的一般化描述，因此多维的分析过程与一维有相似之

处，一维中的许多结论可拓展至多维。然而，多维信号并非是一维信号的简单组合，它所

蕴含的高维度特征（如二维信号的方向性）是一维信号不具备的。因此，多维信号的表征、

分析与处理是信号处理领域的热点问题之一。第 8 章将以二维信号为例，介绍方向滤波器
组及多尺度几何变换。

在应用方面，本书将以模/数转换、数字通信、音频编码、图像处理等四个方面为例来
说明多抽样率技术在实际工程中的应用。这些内容将分别在第 9∼12 章介绍。
综上，本书的内容结构安排如图 1所示，其中，第 1∼4 章为基础理论部分，第 5∼8 章

为扩展理论部分，第 9∼12 章为应用部分。结合编者的教学经验，建议授课学时为 32∼48
学时，其中，基础理论部分应重点讲授，扩展部分可根据实际学时作为选学内容，应用部

分可供专题研讨、研究型学习使用。

本书凝结了编者多年的教学心得，并汲取了历届选修“多抽样率信号处理”课程的研

究生的反馈意见，内容编排循序渐进，注重理论与实践相结合，兼顾知识的深度与广度。

为了帮助读者更好地理解书中的内容，每章的“本章要点”以问题方式提炼本章的核心知

识，“本章小结”总结本章的内容，梳理知识脉络，并附相关的参考文献，拓展读者的知识

视野。此外，每章配有精选的习题，包括理论练习和 MATLAB 练习，以强化读者对相关
内容的理解，提高动手实践能力。

本书获得北京理工大学“十四五”规划教材立项资助，并得到北京理工大学信息与电

子学院和清华大学出版社的大力支持。在编写过程中，北京理工大学单涛教授、北京机电

工程总体设计部张惠云研究员（本书第一版作者）提供了宝贵的指导性建议。硕士研究生王

微、谭艾雍为书稿内容的编辑、绘图、实验调试等做了大量的工作，赵娟副教授、刘娜博

士、硕士研究生徐子铭参与了书稿的校对。在此向以上人员表示感谢！
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图 1 本书的内容结构

多抽样率信号处理理论仍处于完善之中，各类应用技术发展迅速，加之编者水平有限，

书中难免存在纰漏之处，恳请广大专家、同行和读者不吝批评指正。

编 者

2022 年 6 月
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本书第一版于 2007年出版，获评 2008年北京高等教育精品教材。但上一版距今已 10
余年，部分知识陈旧，无法反映当前多抽样率信号处理的发展现状。为此，本次修订主要

内容包括：

（1）精炼核心内容，优化教材结构。多抽样率信号处理是数字信号处理的一个分支，理
论性强，部分内容较为抽象，要求读者具备良好的信号处理知识基础。本次修订主要提炼

多抽样率信号处理的核心内容，重新编排了内容结构，删减了过于陈旧的知识方法和部分

繁冗的数学推导，突出物理概念的解释，力求使读者对多抽样率信号处理的知识脉络有清

晰、完整的认识。例如，删除了第一版第 1 章概述，将原有内容穿插在各个章节进行介绍，
增加知识关联性和内容可读性。又如，重新编写了抽样率转换和滤波器组部分的内容（本

书第 1∼4 章，第一版第 2∼5 章），对绝大多数图形进行了重新绘制。此外，删除了第一版
第 6 章“双正交组”，将部分内容放到第 12 章“滤波器组在数字通信中的应用”来介绍，
避免引入过多抽象繁杂的数学推导。

（2）跟踪学科动态，补充前沿内容。近 20 年来，多抽样率信号处理发展迅速，涌现
了许多新的理论与方法。本次修订结合本领域的最新发展动态，补充了相关内容，例如

第 5 章“小波变换与滤波器组”、第 8 章“多尺度方向变换与方向滤波器组”，同时对
原有内容，如第 6 章“分数域多抽样率信号处理”（第一版第 8 章）、第 7 章“多维多抽样
率信号处理”（第一版第 7 章）等进行了更新。体现了教材内容的前沿性、创新性，以拓展
读者的知识视野，培养创新思维能力。

（3）理论联系实际，强化应用能力。多抽样率信号处理的技术方法广泛应用于模/数转
换、数字通信、音频处理、图像处理等领域。为了增强读者理论联系实际、动手实践的能

力，本次修订补充了相关的 MATLAB 实验和应用专题，突出理论与实践相辅相成的作用。
例如增加了第 11 章“滤波器组在音频编码中的应用”、第 12 章“小波变换在图像处理中
的应用”，并配以相应的 MATLAB 示例和代码。

本次修订依然保留了第一版的一些特色。例如在内容结构上分为理论和应用两部分，前

后呼应，联系紧密。每章从“本章要点”开始，以“本章小结”结束，以帮助读者更好地



梳理每章的知识脉络。每章配有精选的习题，包括理论练习和 MATLAB 练习，以强化读
者对相关内容的理解，提高动手实践能力。

编 者

2022 年 6 月
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本章要点

• 什么是抽取？什么是内插？两者的作用分别是什么？
• 抽取、内插前后信号在时域和频域如何变化？
• 抗混叠滤波器和除镜像滤波器的原理和作用是什么？
• 怎样实现分数倍抽样率转换？
• 如何从时变滤波的角度理解抽样率转换？
• 数字音频系统中为何要采用多抽样率技术？

多抽样率信号处理的研究对象是具有不同抽样率的信号和系统，其中抽样率转换（samp-
ling rate conversion，SRC）是核心问题之一。抽样率转换主要包括模拟和数字两种方法。模
拟方法先利用数/模转换器（digital to analog converter，DAC）将采样信号转换成模拟信号，
然后再利用模/数转换器（analog to digital converter，ADC）进行采样，从而得到新的采样
率下的信号。而数字方法直接在数字域完成抽样率转换，不需要进行 D/A和 A/D转换。相
对于模拟方法，数字方法降低了系统的复杂度，避免了引入量化噪声，可以实现高保真度的

转换。本书主要围绕数字方法展开介绍，并假定读者已熟悉数字信号处理的相关内容。

本章首先介绍采样的概念；随后介绍在数字域进行抽样率转换的两个基本运算单元，即

抽取和内插；接着讨论如何利用抽取和内插实现分数倍抽样率转换；并结合数字音频系统

说明多抽样率技术的作用和优势；最后介绍抽样率转换在 MATLAB 上的实现方法。

1.1 采样

采样（sampling）是将连续时间信号转换成离散时间信号的过程。设连续时间信号为
xc(t)，现对它进行均匀采样（uniform sampling），即每隔时间 T 取一个点，于是得到一组

离散点列，记作

x[n] = x(t)|t=nT = x(nT ) (1.1.1)



称 x(nT ) 为 x(t) 的采样信号，其中，T 为采样间隔。Fs = 1/T 称为采样率或抽样率

（sampling rate），单位为 Hz。
傅里叶变换是信号分析与处理的重要工具。定义连续时间信号的傅里叶变换为

X(jΩ) =

∫∞

−∞
x(t)e−jΩtdt (1.1.2)

式中，Ω 为模拟角频率（analog radian frequency），单位为 rad/s，即 Ω = 2πF，其中，F

为信号的实际频率，单位为 Hz。
下面分析采样信号与原始连续时间信号（简称原始信号）的频谱关系。注意采样信号可

表示为原始信号与冲激序列的乘积，即

x(nT ) = x(t)
∞∑

n=−∞

δ(t− nT ) (1.1.3)

对上式作傅里叶变换，记采样信号的频谱为 Xs(jΩ)，原始信号的频谱为 X(jΩ)，同时注意

冲激序列的傅里叶变换依然是冲激序列，根据卷积定理可知，采样信号与原始信号的频谱

具有如下关系：

Xs(jΩ) =
1

2π
X(jΩ) ∗ 2π

T

∞∑
n=−∞

δ (Ω − nΩs) =
1

T

∞∑
n=−∞

X (j (Ω − nΩs)) (1.1.4)

式中，Ωs =
2π

T
= 2πFs 为采样角频率（简称为采样率）。

式(1.1.4)说明，采样信号的频谱是将原始信号频谱以 Ωs 为周期进行周期延拓，且幅度

变为原来的 1/T，图 1.1给出了该过程的示意图。显然，若采样率过低则会造成相邻周期的
频谱交叠在一起产生失真，这种现象称为混叠（aliasing）。为避免混叠，采样率应大于信
号最高频率的 2 倍。在此条件下，通过适当选取一个低通滤波器，可以从采样信号的频谱
恢复出原始信号的频谱。这就是著名的奈奎斯特-香农采样定理。

图 1.1 采样信号与模拟信号的关系
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定理 1.1（奈奎斯特-香农采样定理） 设 x(t) 是带限信号，频带范围为 (−ΩM, ΩM)。

如果采样率满足

Ωs > 2ΩM

则 x(t) 可以从其采样信号 x(nT ) 重构：

x(t) =
∞∑

n=−∞

x(nT )
T sin(Ωc(t− nT ))
π(t− nT )

(1.1.5)

式中，Ωc 为理想低通滤波器的截止频率，ΩM ⩽ Ωc ⩽ Ωs−ΩM。特别地，若取 Ωc = Ωs/2 =

π/T，则重构公式为

x(t) =
∞∑

n=−∞

x(nT )sinc
(
t− nT
T

)
(1.1.6)

上述分析过程只涉及连续时间信号的傅里叶变换，而采样信号本质上是离散时间信号，

故通常采用离散时间傅里叶变换（DTFT）分析更为方便。定义 x[n] 的离散时间傅里叶变

换为

X(ejω) =
∞∑

n=−∞

x[n]e−jnω (1.1.7)

式中，ω 为归一化角频率（normalized radian frequency）或数字角频率，单位为 rad，它与
模拟角频率的关系为 ω = Ω/Fs = ΩT。

对比式(1.1.7)与式(1.1.4)，易知
X(ejω) = Xs(jΩ)|Ω=ω/T (1.1.8)

上式表明，X(ejω) 是将 Xs(jΩ) 的频率坐标轴进行了归一化，两者本质上描述的都是采样

信号的频谱。注意到 X(ejω)是以 2π为周期的，因此通常选取一个完整周期（例如 [−π,π]）
进行分析即可。

对于离散时间信号，经常还会使用 z 变换进行分析。定义 x[n] 的 z 变换为

X(z) =
∞∑

n=−∞

x[n]z−n (1.1.9)

当 z = ejω 时，z 变换即为离散时间傅里叶变换。

本书假定读者对以上提及的变换及相关的变换域分析方法十分熟悉，因此不再过多阐

述，相关内容可参阅数字信号处理教材 [1-5]。

1.2 整数倍抽取

当信号的数据量较大时，为了减少数据量，便于计算和存储，通常希望降低采样率。这

可以通过抽取À（decimation）来实现，即从原采样信号中均匀地抽出一些点，形成新的采
À 又称为下采样（downsampling）。
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样信号。具体而言，设抽取前的信号为 x(nT1)，现每隔 D−1 个点抽取一个点，其中，D
为整数，称为抽取因子，于是得到抽取后的信号为 yD(nT2)。易知两者的关系为

yD(nT2) = x(nDT1) (1.2.1)

式中，T1，T2 分别为抽取前后的采样间隔，且 T2 = DT1。

实现抽取的单元称为抽取器（decimator），记为 ↓ D ，如图 1.2所示。图 1.3给出了
D = 3 时抽取过程的示意图。

图 1.2 D 倍抽取器

图 1.3 抽取过程示意图，D = 3

抽取过程也可以简记为

yD[n] = x[Dn] (1.2.2)

事实上，式(1.2.1)与式(1.2.2)是等价的。第一种记法明确了信号所处的采样率（即采样间隔
的倒数），这种记法有利于分析一些复杂的多抽样率网络。而第二种记法符合离散时间信号

的表示习惯，也更为简便。在本书中，两种记法经常交替使用。值得注意的是，在使用第一种

记法时应遵照信号实际的采样率，以避免产生歧义。例如，如果将 yD(nT2)写成 yD(nDT1)，

尽管从数学形式上来看似乎没什么问题（因为 T2 = DT1），但由于 yD 实际所处的采样率

为 F2 = 1/T2，而 yD(nDT1) 意味着采样率为 F1 = 1/T1，违背了实际的物理意义。同理，

x(nDT1) 也不能写成 x(nT2)。

例 1.1 已知某多抽样率系统如图 1.4所示，输入为 x(nT1)，求输出 y(nT2)。

图 1.4 例 1.1图

解: 根据图 1.4所示结构，系统由两条支路组成，第一条支路为输入信号，第二条支
路为输入信号经过一个单位的延时，故
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x0(nT1) = x(nT1)

x1(nT1) = x[(n− 1)T1]

各支路经 D 倍抽取后的信号为

y0(nT2) = x0(nDT1) = x(nDT1)

y1(nT2) = x1(nDT1) = x[(Dn− 1)T1]

因此最后的输出信号为

y(nT2) = y0(nT2) + y1(nT2) = x(nDT1) + x[(Dn− 1)T1]

该系统也可以理解为，输入端从下至上依次接通两条支路，得到 x[(Dn − 1)T1] 与

x(nDT1)，然后两者相加得到输出 y(nT2)。注意输入端各条支路接通的时间间隔为 T1，而

输出时间间隔为 T2 = 2T1，故抽样率之比为 F1/F2 = T2/T1 = 2:1。
下面分析抽取前后信号的频域关系。不妨假设 x[n]，yD[n] 均是由某个连续时间信号

xc(t) 采样得到的，即 x[n] = xc(nT1)，yD[n] = xc(nT2)，其中 T2 = DT1。故根据式(1.1.4)，

x[n] = xc(nT1)
F←→ X(ejω1) =

1

T1

∞∑
n=−∞

Xc

[
j
(
ω1 − 2nπ

T1

)]
(1.2.3)

yD[n] = xc(nT2)
F←→ YD(ejω2) =

1

T2

∞∑
n=−∞

Xc

[
j
(
ω2 − 2nπ

T2

)]
(1.2.4)

式中，ω1, ω2 分别为 F1, F2 所对应的归一化角频率，且 ω2 = ΩT2 = ΩDT1 = Dω1。

将 T2 = DT1 代入式(1.2.4)，并令 n = Dm+ k

YD(ejω2) =
1

DT1

∞∑
n=−∞

Xc

[
j
(
Dω1 − 2nπ

DT1

)]

=
1

DT1

D−1∑
k=0

∞∑
m=−∞

Xc

[
j
(
Dω1 − 2π(Dm+ k)

DT1

)]

=
1

D

D−1∑
k=0

1

T1

∞∑
m=−∞

Xc

[
j
(
(ω1 − 2πk/D)− 2mπ

T1

)]

=
1

D

D−1∑
k=0

X(ej(ω1−2πk/D)) (1.2.5)

注意到 ω2 = Dω1，上式等式两端可统一用变量 ω2 表示，此时下标也可省略，于是得到信

号抽取前后在频域的关系式为

YD(ejω) =
1

D

D−1∑
k=0

X(ej ω−2πk
D ) (1.2.6)
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式(1.2.6)的物理意义是将 X(ejω) 的频谱展宽为原来的 D 倍，再分别以 2πk(k = 1,

2, · · · , D − 1) 为单位进行平移，最后将展宽的频谱及其平移副本叠加起来，并在幅度上减

小为原来的 1/D。图 1.5给出了当 D = 3 时频谱变化的示意图。

图 1.5 抽取前后的频谱关系，D = 3

相应地，根据式(1.2.5)和式(1.2.6)，也可以得到抽取前后信号在 z 变换域上的关系式为

YD(z2) =
1

D

D−1∑
k=0

X(z1W
k
D) (1.2.7)

YD(z) =
1

D

D−1∑
k=0

X(z
1
DW k

D) (1.2.8)

式中，WD = e−j 2π
D，zi = ejωi = ejΩTi , i = 1, 2。

式(1.2.7)采用 z1, z2 以区分不同采样率下的变量，而式(1.2.8)统一用单一变量 z 表示，

两者本质上是等价的。本书中的许多数学推导均采用 z 变换，两种记法可根据实际需要灵

活选择。

由于抽取降低了采样率，因此抽取之后的信号可能会发生混叠。为了避免此类现象，通

常会在抽取之前放置一个低通滤波器，组成完整的抽取系统，如图 1.6所示，该滤波器称为
抗混叠滤波器（anti-aliasing filter）。此时输入、输出的关系式为

时域：y[n] = v[Dn] =
∑
k

x[k]hD[nD − k] (1.2.9)

频域：Y (ejω) =
1

D

D−1∑
k=0

V (ej ω−2πk
D ) =

1

D

D−1∑
k=0

HD(ej ω−2πk
D )X(ej ω−2πk

D ) (1.2.10)

z 变换域：Y (z) =
1

D

D−1∑
k=0

V (z
1
DW k

D) =
1

D

D−1∑
k=0

HD(z
1
DW k

D)X(z
1
DW k

D) (1.2.11)
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图 1.6 含有抗混叠滤波器的 D 倍抽取系统

为了避免频谱经 D 倍展宽后发生混叠，滤波器的截止频率应满足 ωc ⩽ π/D。特别地，
若抗混叠滤波器为理想低通滤波器，即

HD(ejω) =

1, |ω| ⩽ π/D

0, 其他
(1.2.12)

则

Y (ejω) =
1

D
X(ej ω

D ) (1.2.13)

1.3 整数倍内插

与抽取相反，内插À（interpolation）是在已知信号相邻采样点之间插入一些点，从而
提高信号的采样率。一般而言，新插入的点可以是任意取值，但是为了便于分析，通常考

虑零值内插，即在相邻采样点之间均匀地插入 I − 1 个零，其中 I 为整数，称为内插因子。

实现内插过程的系统单元称为内插器（interpolator），记为 ↑ I ，如图 1.7所示。

图 1.7 I 倍内插器

信号内插前后的关系为

yI(nT2) =

x(nT1/I), n = kI, k ∈ Z

0, 其他
(1.3.1)

式中，T2 = T1/I。图 1.8给出了 I = 3 时内插过程的示意图。

图 1.8 内插过程示意图，I = 3

À 又称为上采样（upsampling）。
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若不考虑信号所处的采样率，也可简记为

yI [n] =

x[n/I], n = kI, k ∈ Z

0, 其他
(1.3.2)

下面分析内插前后信号的频谱关系。易知

YI(ejω) =
∞∑

n=−∞

yI [n]e−jnω =
∑
n=kI

yI [n]e−jnω =
∞∑

k=−∞

x[k]e−jkIω = X(ejωI) (1.3.3)

由此可见，内插将原始信号的频谱压缩为
1

I
À，如图 1.9（b）所示。注意内插之后信号的频谱

依然是以 2π为周期的，只不过在一个完整周期内产生了多个周期副本，称为镜像（image）。

图 1.9 内插前后的频谱关系，I = 3

事实上，注意到 ω2 = ω1/I，因此 YI(ejω2) = X(ejω2I) = X(ejω1)，即

YI(ejΩT2) = X(ejΩT1) (1.3.4)

上式说明，若以模拟角频率为单位，内插前后的频谱几乎是“一样”的，唯一差异在于延拓

周期，即采样率。内插前的采样率为 Ω1(= 2πF1)，内插后的采样率为 Ω2 = IΩ1(= 2πF2)，

因此内插后的频谱在一个周期之内产生了多个镜像。图 1.9（c）给出了在模拟角频率域上的
频谱关系。显然，镜像信息是冗余的。换言之，零值内插并没有增加任何新的信息。为了去

除这些冗余信息，可以引入一个低通滤波器，该滤波器称为除镜像滤波器（image-removing

À 习惯性称为压缩了 I 倍，即 I 倍内插。
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filter），也称为插值滤波器。完整的内插系统如图 1.10所示，相应的输入、输出关系式为

时域：y[n] =
∑
k=mI

v[k]h[n− k] =
∑
m

x[m]hI [n−mI] (1.3.5)

频域：Y (ejω) = HI(ejω)V (ejω) = HI(ejω)X(ejωI) (1.3.6)

z 变换域：Y (z) = HI(z)V (z) = HI(z)X(zI) (1.3.7)

图 1.10 含有除镜像滤波器的 I 倍内插系统

为了保证镜像完全滤除，除镜像滤波器的截止频率应满足 ωc ⩽ ω/I。特别地，若为理

想低通滤波器，即

HI(ejω) =

I, |ω| ⩽ π/I0, 其他

则滤波之后信号的频谱为

Y (ejω) =

IX(ejωI), |ω| ⩽ π/I

0, 其他

其中，增益 I 是为了保证内插前后信号的幅值相等，即

y[n] = x[n/I], n = kI, k ∈ Z

1.4 分数倍抽样率转换

前面两节分别介绍了整数倍的抽取和内插，而在实际应用中，经常涉及分数倍（即有理

数倍）的抽样率转换。例如在数字音频中，CD（compact disk）的采样率为 44.1kHz，DVD
（digital video disk）的采样率为 48kHz，两个音频系统的采样率之比是非整数，当信号源
从一个系统转换到另一个系统时就需要进行分数倍抽样率转换。

分数倍抽样率转换可以通过抽取和内插的级联实现。具体而言，对给定的信号，若希

望进行 I/D 倍抽样率变换，可以先对信号作 I 倍内插，再作 D 倍抽取；或是先作 D 倍抽

取，再作 I 倍内插。然而考虑到抽取会减少采样点，有可能产生信息的丢失，因此合理的

方法是先作内插再作抽取。此外，由于抽取和内插均涉及滤波的过程，而抗混叠滤波与除

镜像滤波都是低通滤波，因此先内插后抽取的方式可以将两个滤波器等效为一个低通滤波

器，如图 1.11所示。注意到两个滤波器是级联的，因此截止频率只需选择两者之中频率较
低的一个，即
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H(ejω) =

I, |ω| ⩽ min{π/D,π/I}

0, 其他
(1.4.1)

图 1.11 分数倍抽样率转换系统

下面分析信号经分数倍抽样率转换前后的关系。设 x(nT1)为转换前的信号，其抽样率

F1 = 1/T1，y(nT2) 为转换后的信号，其抽样率 F2 = 1/T2，则两者的抽样率比值为

F1

F2

=
T2

T1

=
D

I
(1.4.2)

根据图 1.11（b），易知

x(nT1)
↑I−→ v(nT3) : v(nT3) =

x(nT1/I), n = mI,m ∈ Z

0, 其他

v(nT3)
h−→ u(nT3) : u(nT3) =

∑
k

v(kT3)h(nT3 − kT3)

u(nT3)
↓D−−→ y(nT2) : y(nT2) = u(nDT3)

因此

y(nT2) = u(nDT3) =
∑
k

v(kT3)h(nDT3 − kT3)
k=mI
=====

∑
m

x(mT1)h(nDT3 −mIT3)

(1.4.3)

为了更加清楚地说明采样率的变化，上述推导过程使用了第一种记法以区别信号所处

的不同的采样率。注意到式(1.4.3)的结果包含 x(mT1) 与 h(nDT3 −mIT3) 的乘积，但这

并非意味着两者在不同采样率下相乘。事实上，卷积计算依然是在采样率 F3 = 1/T3 下进

行的。只不过由于 v(kT3) 是 x(mT1) 的零值内插结果，而零值对卷积结果没有影响，只有

非零值即 x(mT1) 参与了计算，故最后可以化简为关于 x(mT1) 与 h(nDT3 −mIT3) 相乘

的表达式À。当然，如果不考虑采样率，则上述结果可以简记为

y[n] =
∑
m

x[m]h[nD −mI] (1.4.4)

À 在本书许多推导过程中，经常会出现类似的情况，读者应当结合实际物理意义来分析表达式的含义。
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相应地，输入、输出在频域的关系式为

Y (ejω2) =
1

D

D−1∑
k=0

X(ejω1W kI
D )H(ejω3W k

D) (1.4.5)

式中，WD = e−j 2π
D，ωi 为 Fi 下的归一化角频率，i = 1, 2, 3。

注意到 ω3 = ω1/I = ω2/D，故式(1.4.5)可统一用单一变量 ω 表示：

Y (ejω) =
1

D

D−1∑
k=0

X(ejωI/DW kI
D )H(ejω/DW k

D) (1.4.6)

特别地，若滤波器为理想低通滤波器，如式(1.4.1)所示，则

Y (ejω) =
I

D
X(ejωI/D) (1.4.7)

图 1.12展示了分数倍抽样率转换前后的频谱变化。

图 1.12 分数倍抽样率转换前后的频谱关系，I = 3,D = 4

1.5 从时变滤波的角度分析抽样率转换

抽取和内插都是时变系统。以抽取为例，设输入信号为 x[n]，则经过 D 倍抽取后的信

号为 yD[n] = x[Dn]。现考虑 x[n]的时延信号 x[n−k]经过 D 倍抽取，则结果为 x[Dn−k]；
而 yD[n] 经 k 个单位时延为 yD[n− k] = x[D(n− k)]，显然两者不等。内插可作类似分析。
因而包含抽取和内插的系统通常不具备时移不变性。
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本节将从时变滤波的角度分析抽样率转换的过程。回顾分数倍抽样率转换前后的时域

关系，将式(1.4.3)改写为

y(nT2) =
∑
m

x(mT1)h [(nD −mI)T3]

=
∑
m

x(mT1)h

[(
nD −

⌊
nD

I

⌋
I +

⌊
nD

I

⌋
I −mI

)
T3

]
(1.5.1)

式中，⌊u⌋ 表示下取整，即取不超过 u 的最大整数。

记

⌊
nD

I

⌋
−m := k，nD −

⌊
nD

I

⌋
I := nD ⊕ I，则

y(nT2) =
∑
k

x

[(⌊
nD

I

⌋
− k
)
T1

]
h [(nD ⊕ I + kI)T3] (1.5.2)

或简记为

y[n] =
∑
k

x

[⌊
nD

I

⌋
− k
]
h [nD ⊕ I + kI] (1.5.3)

注意到在式(1.5.3)中，系统的冲激响应是随 n变化的；换言之，对每个输出，系统的冲激响

应是不同的，因而系统是时变的。为了让读者更好地理解时变性，下面通过一个例子说明。

例 1.2 已知分数倍抽样率转换系统如图 1.11（b）所示，设 D = 4，I = 3，h 为一

FIR 滤波器，长度 N = 12。试分析系统的时变性。

解: 不妨通过具体计算观察系统输入、输出的关系。例如，当 n = 10时，易知

⌊
nD

I

⌋
=⌊

10× 4

3

⌋
= 13，nD ⊕ I = 40⊕ 3 = 1，根据式(1.5.3)：

y[10] =
3∑
k=0

x[13− k]h[1 + 3k]

当 n = 11 时，

⌊
nD

I

⌋
=

⌊
11× 4

3

⌋
= 14，nD ⊕ I = 44⊕ 3 = 2，故

y[11] =
3∑
k=0

x[14− k]h[2 + 3k]

以此类推，表 1.1给出了不同输出所对应的输入及滤波器系数。
观察表 1.1可以得出一些结论。首先，滤波器系数被分成了三组，且随 n的增长呈现周

期性变化。例如，第 10个输出对应的滤波器系数为 h[1], h[4], h[7], h[10]；第 11个输出对应
的滤波器系数为 h[2], h[5], h[8], h[11]；第 12个输出对应的滤波器系数为 h[0], h[3], h[6], h[9]，

如此循环。事实上，这种周期性正是由 h[nD⊕ I + kI] 决定的，其中 {nD⊕ I} = {0, 1, 2}，
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故有三组。其次，注意到每计算 1 个输出需要 4 个输入，但是从动态过程来看，每计算 3
个输出需要 4 个输入。考虑这一过程是在同一个时间内完成的，即 4T1 = 3T2，因此输入、

输出的抽样率之比为

F1

F2

=
T2

T1

=
4

3

表 1.1 例 1.2各输出对应的输入和滤波器系数

n nD ⊕ I h[nD ⊕ I + kI] x [⌊nD/I⌋ − k]

10 1 h[1], h[4], h[7], h[10] x[13], x[12], x[11], x[10]

11 2 h[2], h[5], h[8], h[11] x[14], x[13], x[12], x[11]

12 0 h[0], h[3], h[6], h[9] x[16], x[15], x[14], x[13]

13 1 h[1], h[4], h[7], h[10] x[17], x[16], x[15], x[14]

14 2 h[2], h[5], h[8], h[11] x[18], x[17], x[16], x[15]

15 0 h[0], h[3], h[6], h[9] x[20], x[19], x[18], x[17]

...
...

...
...

此外，也可通过图形化的方式来理解上述过程。图 1.13给出了式(1.5.2)计算的直观示意
图。从图中可以看出，当计算第 10个输出时，输入为 x(10T1), x(11T1), x(12T1), x(13T1)，对

应的滤波器系数为 h(10T3), h(7T3), h(4T3), h(T3)。注意计算是在采样率 F3 下进行的，但由

于输入信号经过零值内插，实际上只有与 x(nT1)重叠位置的滤波器系数参与了计算，其他

系数并无作用。从图中也可以看出 T1 = 3T3。

当计算下一个输出时，输入为 x(11T1), x(12T1), x(13T1), x(14T1)，对应的滤波器系数

为 h(11T3), h(8T3), h(5T3), h(2T3)，相当于滤波器整体向右移动了 4T3 个单位，而这个过

程是在 T2 内完成的，故

T2 = 4T3 =
4

3
T1

同样可以得到抽样率之比为 F1/F2 = 4/3。

图 1.13 例 1.2计算过程示意图，I = 3,D = 4
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结合例 1.2的分析，可将结论推广至一般情况。即对于分数倍抽样率转换系统，若抽取
因子为 D，内插因子为 I，则 FIR 滤波器的系数被分为 I 组，每组系数为 h[nD⊕ I + kI]

且循环使用。每 D 个输入得到 I 个输出，抽样率之比为

F1

F2

=
T2

T1

=
D

I

1.6 应用示例——数字音频系统

本节介绍多抽样率技术在数字音频系统中的应用。语音信号是一种典型的带限信号，通

常人耳能够接收的频率范围是 20Hz∼20kHz，因此合理地选择采样率能够在保证音频质量
的前提下降低数据量。以数字电话系统为例，假设需要保证 4kHz以内的语音信号质量，根
据采样定理，系统最低采样率为 8kHz。然而这意味着模拟抗混叠滤波器的过渡带为零，实
际中是无法实现的。如果放宽过渡带，则会产生混叠，影响 4kHz 以内的频谱。图 1.14给
出了相应的频谱示意图。

图 1.14 数字音频系统（发送端）

现考虑将采样率提高至 16kHz，这样模拟滤波器的过渡带可扩展为 4∼12kHz，因而比
较容易实现。当然，这时在过渡带依然会产生混叠，然而这并不会影响 0∼4kHz 内的音频
信号。至于混叠成分，可以通过数字低通滤波器组滤除，同时数字滤波器是比较容易设计

成具有陡峭的过渡带。随后再进行 2 倍抽取降至 8kHz 的采样率，最终数据量并没有增加。
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图 1.15 给出了这种方式的示意图。这种提高采样率的方式也称为过采样（oversampling）
技术。

图 1.15 改进后的数字音频系统（发送端）
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图 1.15 改进后的数字音频系统（发送端）（续）

在接收端，需要将数字信号转换成模拟信号，这时同样会面临刚才所述的问题。即若

直接采用模拟滤波器提取 0∼4kHz 的频谱，则过渡带须为零，实际中无法实现。若放宽过
渡带，则必然会影响基带信号的频谱。因此，解决的方案是先对信号进行 2 倍内插，将采
样率提高至 16kHz，然后通过数字滤波器进行滤波除去镜像谱。同样地，可以选择足够大
的阶数以保证数字滤波器具有陡峭的过渡带。最后再通过模拟滤波器提取基带信号的频谱，

系统结构如图 1.16所示。由于采样率较高，滤波器的过渡带可以放宽，因而就比较容易实
现。读者可自行画出接收端的频谱示意图。

图 1.16 改进后的数字音频系统（接收端）

通过上述例子可以看出，采用多抽样率技术，可以增加模拟滤波器的过渡带宽，从而

降低滤波器的设计要求。同时利用数字抽样率转换系统，数据量并没有增加。随着多抽样

率技术的发展，这种方式已经广泛应用于数字音频系统。

1.7 抽样率转换的 MATLAB 实现

本节介绍抽样率转换的 MATLABÀ实现方法。MATLAB信号处理工具箱（signal pro-
cessing toolbox）提供了多种函数用于实现抽样率转换，例如，downsample 和 upsample
可分别实现整数倍的下采样和上采样（不涉及滤波操作）；而 decimate和 interp分别用
于实现包含滤波的抽取和内插；此外，resample 可用于实现分数倍的抽样率转换。具体使
用说明见表 1.2。

表 1.2 抽样率转换的 MATLAB 函数

基 本 句 法 说 明

y=downsample(x,D) 整数倍下采样，D 为抽取因子

y=upsample(x,I) 整数倍上采样，I 为内插因子

y=decimate(x,D) 整数倍抽取，默认使用 8 阶切比雪夫 I 型低通 IIR 滤波器

À MATLAB® 是美国 MathWorks 公司出品的商业数学软件，https://ww2.mathworks.cn/products/matlab.html
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续表

基 本 句 法 说 明

y=interp(x,I) 整数倍内插，默认使用由 intfilt 设计的 FIR 插值滤波器
y=resample(x,I,D) 分数倍抽样率转换，使用 firls 设计的低通滤波器
y=upfirdn(x,h,I,D) 使用自定义滤波器 h 进行分数倍抽样率转换

实验 1.1 已知正弦信号 x[n] = cos(πn/8)，分别使用 downsample 和 decimate 对
它进行 2 倍抽取和 8 倍抽取，观察结果差别。

N = 512;
n = 0:N-1;
T = 16;
f = 1/T;
x = cos(2*pi*f*n); %生成正弦信号
D1 = 2;
D2 = 8;
y1 = downsample(x,D1);
y2 = decimate(x,D1);
y3 = downsample(x,D2);
y4 = decimate(x,D2);

记 downsample 和 decimate 的结果分别为 yD[n] 和 ỹD[n]，如图 1.17所示。可以看
出，虽然都是降低采样率，但是两个函数的结果有所不同。特别是当 D = 8 时，差异非

图 1.17 downsample 和 decimate 抽取结果对比
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常大。downsample 的结果在 ±1 间来回波动，而 decimate 的结果几乎为零。这是因为
decimate 包含低通滤波，滤波器的截止频率（理论值）为 π/8，恰好将信号的频率成分滤
去了，因而滤波之后信号没有任何频率分量；而 downsample 只是单纯地抽取，故结果为
yD[n] = (−1)n。此时信号的波形变化更为剧烈，这是由于抽取造成的混叠。
实验 1.2 已知正弦信号 x[n] = cos(πn/2)，分别使用 upsample 和 interp 对它进

行 2 倍内插和 8 倍内插，观察结果差别。

N = 512;
n = 0:N-1;
T = 4;
f = 1/T;
x = cos(2*pi*f*n); %生成正弦信号
I1 = 2;
I2 = 8;
y1 = upsample(x,I1);
[y2,h1] = interp(x,I1);
y3 = upsample(x,I2);
[y4,h2] = interp(x,I2);

记 upsample 和 interp 的结果分别为 yI [n] 和 ỹI [n]，结果如图 1.18所示。可以看出，
两者有明显差异，yI [n] 只是单纯地在原采样点间插入 I − 1 个零值，而 ỹI [n] 经过了除镜

像滤波，结果更为接近正弦波的形式。且随着 I 的提高，波形更加平滑。

图 1.18 upsample 和 interp 内插结果对比
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图 1.19给出了 interp 使用的低通除镜像滤波器的幅频响应。注意到根据理论分析，
滤波器的通带截止频率应为 π/I，但由于实际滤波器存在一定的过渡带，截止频率并非严

格等于 π/I。实际使用中应当考虑过渡带的影响。MATLAB 提供 intfilt 函数用于设计
插值滤波器，具体使用方法可参考帮助文档。

图 1.19 interp 除镜像滤波器的幅频响应

实验 1.3 已知正弦信号 x(t) = sin(10πt)，初始采样率为 F1 = 60Hz。现需要将其转
化采样率为 F2 = 80Hz，画出转换前后的时域波形和频谱。

N = 512;
n = 0:N-1;
f0 = 5;
Fs = 60;
T = 1/Fs;
x = sin(2*pi*f0*n*T); %生成正弦信号
I = 4;
D = 3;
y = resample(x,I,D);

根据 F1/F2 = D/I，易知抽取因子为 D = 3，内插因子为 I = 4。使用 resample 进
行分数倍抽样率转换，结果如图 1.20所示。注意到转换后的信号频谱发生了压缩，这是由

于 ω2 = ω1 ×
D

I
=

3

4
ω1。

图 1.20 正弦波经分数倍抽样率转换前后的时域波形与频谱
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图 1.20 （续）

本章小结

本章介绍了抽样率转换的基本原理。抽取和内插是抽样率转换中的两个基本运算单元，

前者用于降低采样率，后者用于提高采样率，而两者级联可实现任意分数倍的抽样率转换。

1.2∼1.4节详细分析了信号在抽样率转换前后的时域和频域关系。由于抽取后采样率降低，
信号的频谱可能会发生混叠，因此在抽取之前通常需要对信号进行低通滤波处理，该滤波

器称为抗混叠滤波器。而对于内插过程，本质上不会增加信息，但会产生镜像频谱，因此

在内插之后需要利用除镜像滤波器将镜像成分滤除。1.5节从时变滤波的角度分析了抽样率
转换的过程，通过分析可知抽样率转换是一个时变系统。1.6节给出了抽样率转换在数字音
频系统中的应用。通过示例可以看出，采用多抽样率技术可以降低模拟滤波器的设计要求，

这种方法已经广泛应用于工程实际中。最后一节介绍了利用 MATLAB 实现抽样率转换的
基本方法，建议读者上机实践，增强对理论知识的理解。

本章内容是多抽样率信号处理的基础，除书中所介绍的内容之外，读者还可以阅读一

些代表性文献或教程 [6-10]。

习题

1.1 已知信号 x[n] 的频谱如图 1.21（a）所示，其中 B 为信号的带宽，分别画出下

列情况中 y[n] 的频谱。

（1）对于如图 1.21（b）所示的抽取系统，其中 hD[n] 为理想低通滤波器。

（a）D = 2, B = π/3；（b）D = 3, B = π/2。

（2）对于如图 1.21（c）所示的内插系统，其中 hI [n] 为理想低通滤波器。

（a）I = 2, B = π；（b）I = 3, B = 3π/4。

1.2 信号 x[n] 的采样率为 F0 = 8kHz，如果想要在一个音频系统输出该信号，则
需要采样率 F1 = 12kHz 才可以，假设滤波器都是理想的，请画出抽样率转换系统的结构
框图。

1.3 模拟信号 x(t)包含两部分，具体的表达式为 x(t) = 2 cos(2πF1t)+3 cos(2πF2t)，

其中 F1=1kHz，F2=2kHz。当以 Fs = 6kHz 采样后，求经过图 1.22中两种操作后 y[n] 的

数字域频谱。
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图 1.21 习题 1.1 图

图 1.22 习题 1.3 图

1.4 已知如图 1.10所示的 I 倍内插系统。

（1）假设 hI [n] 是零相位的，当 hI [n] 满足什么条件时，输出信号 y[n] 能够精确复制

x[n]，即

y[n] = x
[n
I

]
, n = 0,±I,±2I, · · ·

（2）假设 hI [n]是线性相位、对称、因果 FIR滤波器，长度为 N。若滤波后的信号 y[n]

能够精确复制 x[n]，但存在一个整数延迟 α，即

y[n] = x

[
n− α
I

]
, n− α = 0,±I,±2I, · · ·

则对滤波器长度 N 有何限制?
1.5 已知如图 1.23（a）所示的 D 倍抽取系统，其中 x[n] 为带通信号，其频谱如

图 1.23（b）所示。HBP(z) 为理想带通滤波器，即

HBP(ejω) =

1, (k − 1)
π

D
< |ω| < k

π

D

0, 其他

试分别画出 k = 3 和 k = 4 时 y[n] 的频谱。

1.6 已知 x[n] 的带宽为 3π/14，经过分数倍抽样率转换后 y[n] 为满带信号，即

|ω| < π。试确定内插因子 I 和抽取因子 D。

1.7 如图 1.24（a）所示，其中 H0(z)、H1(z)、H2(z) 分别为理想零相位低通、带

通和高通滤波器，其频率响应如图 1.24（b）所示，如果输入是如图 1.24（c）所示的离散
时间傅里叶变换实序列，画出输出 y0[n]、y1[n]、y2[n] 的幅频曲线。
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图 1.23 习题 1.5 图

图 1.24 习题 1.7 图

1.8 画出 1.6节中改进后的数字音频系统的接收端的频谱示意图。
1.9（MATLAB 练习） 已知信号

x[n] = max(1− |n|/15, 0), n ∈ Z

（1）分别使用 downsample 和 decimate 对它进行 4 倍抽取，对比抽取前后的时域波
形和频谱变化；
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（2）分别使用 upsample 和 interp 对它进行 3 倍内插，对比内插前后的时域波形和
频谱变化。

1.10（MATLAB 练习） 比较 MATLAB 中 interp、resample、upfirdn 三个函
数在抽样率转换中的差异。
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本章要点

• 如何衡量多抽样率系统的计算量？
• 多抽样率系统有哪些等效网络？
• 什么是网络易位？其作用是什么？
• 多抽样率系统的多相结构及其作用是什么？
• 为何多级实现能够降低多抽样率系统的计算量？
• 什么是半带滤波器？该滤波器有何特点？
• 什么是 CIC 滤波器？在多抽样率系统中的作用是什么？

在实际应用中，计算量是影响系统性能的重要因素之一。对于多抽样率系统，计算量

可以用每秒乘法次数（multiplication per second，MPS）来衡量。我们希望多抽样率系统
的计算量较低，换言之，计算应尽量在低抽样率一侧进行。举例来讲，考虑信号先经过 c

倍放大后再进行 D 倍抽取，如图 2.1（a）所示，此时计算在高抽样率一侧进行，计算量为
MPS1 = F1。显然，由于抽取后一部分采样点被舍弃，很多计算是无效的，造成了计算存储

资源的浪费。为了降低计算量，可以先对信号作 D 倍抽取再进行 c 倍放大，如图 2.1（b）
所示，这样计算在低抽样率一侧进行，计算量为 MPS2 = F2 = F1/D = MPS1/D，是前者

的 1/D，而两种计算方式的结果是完全相同的。

图 2.1 信号放大与抽取的实现方案

类似于图 2.1（a）、图 2.1（b）这样的输入、输出关系完全相同，但结构有差异的网络
称为“等效”网络，其中计算量较低的网络称为“高效”网络。本章将详细介绍几类典型

的等效网络，这些等效关系可为设计高效的多抽样率系统提供指导依据。随后介绍多抽样

率系统的几种高效实现方式，包括多相实现与多级实现。



2.1 等效网络

本节介绍一些常见的等效网络，其中一些关系是显而易见的，另一些关系可以借助数

学推导而得出。

2.1.1 简单的等效网络

1. 抽取/内插与常数乘子的等效网络
正如本章开头所给出的例子，抽取、内插与常数乘子可以交换顺序，本书用“⇔”表

示两者的等效关系，如图 2.2所示，其中右侧均为高效网络。

图 2.2 抽取/内插与常数乘子的等效网络

2. 抽取/内插与信号相乘的等效网络
更一般地，两个信号相乘（即调制）与抽取、内插也可交换顺序，等效关系如图 2.3所

示，其中右侧均为高效网络。

图 2.3 抽取/内插与信号相乘的等效网络
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除此之外，加法运算也具有类似乘法运算的等效网络。例如两个信号相加再作抽取，等

效于分别先作抽取再相加，网络结构与图 2.3（a）类似，只需将乘法器替换为加法器，这
里不再单独画出。

2.1.2 抽取/内插与滤波的等效网络

在抽样率转换系统中，经常涉及抽取、内插与滤波器级联组成的网络。我们希望滤波

在低抽样率一侧进行以降低计算量，这就需要运用一些等效关系进行转换。其中有两个非

常重要的等效关系，称为 Noble 恒等式（Noble identity），下面具体介绍。
1. 抽取与滤波的等效网络
设线性滤波器为 H(z)，抽取与滤波具有如图 2.4所示的等效关系。

图 2.4 抽取与滤波的等效网络（Noble 恒等式 I）

上述关系可以通过数学推导证明。为了便于书写，以下采用 z 变换进行推导。对于

图 2.4（a），易知输入、输出的关系式为

Y (z2) = H(z2)V (z2) = H(z2)
1

D

D−1∑
k=0

X(z1W
k
D) (2.1.1)

而对于图 2.4（b），输入、输出关系式为

Y (z2) =
1

D

D−1∑
k=0

U(z1W
k
D) =

1

D

D−1∑
k=0

X(z1W
k
D)H((z1W

k
D)

D)

=
1

D

D−1∑
k=0

X(z1W
k
D)H(zD1 )

z2=z
D
1====== H(z2)

1

D

D−1∑
k=0

X(z1W
k
D) (2.1.2)

上式最后的等式利用了 z2 = ejΩT2 = ejΩDT1 = zD1 。由此可见，图 2.4（a）、图 2.4（b）是
等效的。

结合物理意义来分析，图 2.4（a）是指信号先经过 D 倍抽取再经 H(z2) 滤波，此时

滤波是在低抽样率一侧进行的；而图 2.4（b）是指信号先经 H(zD1 ) 滤波再进行 D 倍抽取，

这种情况下滤波是在高抽样率一侧进行的。对比可知，两者的差异在于滤波时的采样率以

及滤波器的形式。注意，这里用 H(z2)、H(zD1 ) 表示是为了说明滤波器所处的采样率。如

果不考虑具体的采样率，则图 2.4可简化为图 2.5所示的关系。这说明若在低抽样率一侧的
滤波器为 H(z)，则在高抽样率一侧的滤波器为 H(zD)，H(zD) 恰为 H(z) 经内插（即上

采样）得到的。换言之，H(zD) 是 H(z) 在高抽样率下的形式。
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图 2.5 抽取与滤波的等效网络（不考虑具体采样率）

例 2.1 试判断图 2.6所示网络是否等效。

图 2.6 例 2.1图

解: 从形式来看，图 2.6与图 2.4非常相似，只不过是将抽取前后的滤波器分别替换为
H(z1) 和 H(z

1/D
2 )。下面不妨通过数学推导验证两者是否等效。

对于图 2.6（a），输入、输出关系式为

Y (z2) =
1

D

D−1∑
k=0

V (z1W
k
D) =

1

D

D−1∑
k=0

X(z1W
k
D)H(z1W

k
D) (2.1.3)

对于图 2.6（b），输入、输出关系式为

Ŷ (z2) = H(z
1/D
2 )

1

D

D−1∑
k=0

X(z1W
k
D)

z
1/D
2 =z1

======= H(z1)
1

D

D−1∑
k=0

X(z1W
k
D) (2.1.4)

由此可见，两者并不相等。

2. 内插与滤波的等效网络
类似地，可以得出内插与滤波的等效关系，如图 2.7所示。

图 2.7 内插与滤波的等效网络（Noble 恒等式 II）

该关系可通过数学推导证明。图 2.7（a）的输入、输出关系式为

Y (z2) = V (z1) = H(z1)X(z1) (2.1.5)

图 2.7（b）的输入、输出关系式为

Y (z2) = H(zI2)U(z2)
z1=z

I
2===== H(z1)X(z1) (2.1.6)

因此，两者相等。
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若不考虑具体的采样率，则内插与滤波的等效关系也可以简化为如图 2.8所示。该关系
的物理意义是信号先经 H(z) 滤波再作 I 倍内插，等效于先作 I 倍内插再经 H(zI) 滤波，

而 H(zI) 恰为 H(z) 的内插（上采样）版本。

图 2.8 内插与滤波的等效网络（不考虑具体采样率）

例 2.2 试判断图 2.9所示网络是否等效。

图 2.9 例 2.2 图

解: 首先推导两个网络的输入、输出关系式。对于图 2.9（a）：

Y (z2) = H(z2)V (z2) = H(z2)X(z1) (2.1.7)

对于图 2.9（b）：

Ŷ (z2) = U(z1) = H(z
1/I
1 )X(z1) (2.1.8)

注意到 z1 = zI2，因此 H(z
1/I
1 ) = H(z2)，由此得出 Y (z2) = Ŷ (z2)。从数学形式来看，两

者是相等的。

然而结合物理意义来分析，H(z
1/I
1 ) 可能并不存在。例如考虑延迟滤波器 H(z) = z−1，

则 H(z1/I) = z−1/I，这意味着在低抽样率一侧进行 1/I 单位（分数倍）的延迟，是没有物

理意义的À。因此，当遇到类似于 H(z1/I) 的形式，要结合其物理意义来分析是否等效。

例 2.1与例 2.2说明，当多抽样率系统中含有 H(z1/k)（其中 k 为整数）这类形式的滤

波器时要格外谨慎，应当结合其物理意义来分析是否等效，避免得出错误的结论。

2.1.3 抽取与内插级联的等效网络

若多抽样率系统中含有抽取与内插的级联，一般情况下应当按照其顺序进行处理。但

是在一些特殊情况下，也有相应的等效关系。

1. 抽取因子与内插因子相等
当 I = D 时，对信号先作 I 倍内插再作 D 倍抽取等效为恒等算子，即信号没有任何

改变，如图 2.10所示。

À 这并非意味着分数倍延迟不可实现。事实上，分数倍延迟可以通过将信号转换为模拟信号来实现，具体方法可参见文

献 [4]。
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图 2.10 先内插再抽取的等效网络（I = D）

但是应当注意，当 I = D 时，对信号先内插再抽取并不等效于先抽取再内插，即两者

不可交换。事实上，通过计算可以得出后者的输入、输出关系式为

ŷ(nT1) = x(nT1)λ(nT1), λ(nT1) =

1, n = mD,m ∈ Z

0, 其他
(2.1.9)

即信号 x(nT1) 与 λ(nT1) 相乘，采样率保持不变，如图 2.11所示。

图 2.11 先抽取再内插的等效网络（I = D）

2. 抽取因子与内插因子互质
根据上文可知，一般情况下，抽取与内插级联与顺序有关，不能随意交换。但是当抽

取因子与内插因子互质时，两者可以交换，如图 2.12所示。

图 2.12 内插与抽取可交换（I,D 互质）

证明如下。对于图 2.12（a），

Y (z2) = V (z3) =
1

D

D−1∑
k=0

X(z1W
k
D) (2.1.10)

对于图 2.12（b），

Y (z2) =
1

D

D−1∑
k=0

U(z4W
k
D) =

1

D

D−1∑
k=0

X(z1W
kI
D ) (2.1.11)

上式中第二个等式利用了 U(z4) = X(z1) = X(zI4) 和 U(z4W
k
D) = X((z4W

k
D)

I) =

X(z1W
kI
D ), k = 1, 2, · · · , D − 1。
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对比式(2.1.10)与式(2.1.11)，两者的差异在于求和式内的每一项，前者为 X(z1W
k
D)，后

者为 X(z1W
kI
D )。由于 I,D 互质，除 k = 0 之外，X(z1W

k
D) ̸= X(z1W

kI
D )。但是注意到对

任意 k，

W kI
D = e−j2πkI/D = e−j2π(kI−mD)/D =W kI⊕D

D

式中，kI ⊕D 表示 kI 模 D。

由于 I,D 互质，当 k 取 0, 1, · · · , D − 1 时，模 kI ⊕D 也遍历 0 ∼ D − 1 的所有整

数。举例来讲，设 I = 3, D = 4，则 k 与 kI ⊕D 的对应关系为

k 0 1 2 3

↕ ↕ ↕ ↕
kI ⊕D 0 3 2 1

因此，式(2.1.10)与式(2.1.11)的结果是相等的。
除上述介绍的几种典型的等效网络，对于更为复杂的多抽样率网络可以将其视为多个

子网络的组合，再依据相应的等效关系进行转换，在此不再赘述。

2.2 网络的易位

易位（transposition）是系统分析中一种重要的方法。对于单抽样率系统，易位是指把
信号流方向翻转过来，并将输入端、输出端调换位置，同时保留各支路的传递函数不变；而

对于多抽样率系统，除需上述操作之外还应满足： 1⃝保留网络节点处的抽样率不变； 2⃝将
抽样率转换元件（抽取器和内插器）用其易位元件替换，即 ↓ D 替换为 ↑ D ， ↑ I 替

换为 ↓ I 。
未经易位的系统称为原系统，经过易位后的系统称为易位系统。对于单抽样率系统，原

系统与易位系统具有相同的传递函数（即系统函数）。具体证明读者可参考文献 [9]，下面通
过一个例子进行说明。

例 2.3 已知单抽样率系统如图 2.13（a）所示，其易位系统如图 2.13（b）所示，分
别求两者的系统函数。

图 2.13 单抽样率系统及其易位系统
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解: 对于原系统，可以求得各节点上的信号关系式为

Y (z) = b0W (z) + b1z
−1W (z) = (b0 + b1z

−1)W (z)

X(z) = (1 + a1z
−1 + a2z

−2)W (z)

因此系统函数为

H(z) =
Y (z)

X(z)
=

b0 + b1z
−1

1 + a1z−1 + a2z−2

类似地，对于易位系统，可以求得

Ŷ (z) = V (z)

V (z) = b0X̂(z) + b1z
−1X̂(z)− a1z−1Ŷ (z)− a2z−2Ŷ (z)

因此系统函数为

Ĥ(z) =
Ŷ (z)

X̂(z)
=

b0 + b1z
−1

1 + a1z−1 + a2z−2

由此可见，两者的系统函数相等。

对于多抽样率系统，原系统与易位系统具有对偶（也称为互补）运算性质，而并非等效

网络，一般也不能保持其系统函数不变。例如，D 倍抽取的易位为 D 倍内插，如图 2.14所
示。显然，抽取是将信号的采样点减少，从而降低抽样率；内插是将信号的采样点增加，从

而提高抽样率，两个运算具有互补作用。图 2.15给出了 D = 3 时的抽取（原系统）和内插

（易位系统）的输入、输出示意图。

图 2.14 D 倍抽取及其易位

图 2.15 D 倍抽取及其易位的输入、输出关系（D = 3）
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图 2.15 （续）

在多抽样率系统的分析和设计中，经常运用易位的思想将原系统转化为易位系统（或

反之），从而节省系统分析的任务量。例如，考虑分数倍抽样率转换系统，如图 2.16（a）所
示，其抽样率转换之比为 F2/F1 = I/D。该系统的易位系统如图 2.16（b）所示，抽样率
转换之比为 F̂2/F̂1 = F1/F2 = D/I。由于两个系统具有对偶关系，在实际中只需要选取其

中一个进行分析即可。

图 2.16 分数倍抽样率转换系统及其易位

2.3 多抽样率系统的多相结构与高效实现

2.3.1 多相分解

多相分解（polyphase decomposition），又称为多相表示（polyphase representation），
是指将离散序列分解为多个不同的相位成分。例如，已知长度为 N 的 FIR因果滤波器：

H(z) =
N−1∑
n=0

h(n)z−n

现将该滤波器系数按如下方式分成M 组，并假设 N 是M 的整数倍（记 Q = N/M ∈ Z）：
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H(z) = h[0] +h[1]z−1 + · · · +h[M − 1]z−(M−1)

+h[M ]z−M +h[M + 1]z−(M+1) + · · · +h[2M − 1]z−(2M−1)

...
...

...
+h[(Q− 1)M ]z−(Q−1)M +h[(Q− 1)M + 1]z−((Q−1)M+1) + · · · +h[QM − 1]z−(QM−1)

↓ ↓ ↓
第 1 组 第 2 组 · · · 第 M 组

将上述形式整理，得

H(z) =
M−1∑
k=0

Q−1∑
n=0

h[Mn+ k]z−(Mn+k)

=
M−1∑
k=0

z−k
Q−1∑
n=0

h[Mn+ k](zM )−n =
M−1∑
k=0

z−kEk(z
M ) (2.3.1)

由此可见，H(z)可以分解为M 个形如 z−kEk(z
M )的分量，其中 z−k 为延迟滤波器，Ek(z)

是由子序列 h[Mn+ k] 确定的 FIR 滤波器。事实上，h[Mn+ k] 可视为 h[n] 先经过 k 位

移再经过 M 倍抽取后的结果。同时注意上述假设“N 是 M 的整数倍”只是为了便于描

述。事实上，不必要求 N 是 M 的整数倍，如果不满足可以通过补零来修正。此外，上述

分解也不限于因果滤波器。对于非因果滤波器，只需根据实际情况将 Ek(z) 中求和的上下

限进行调整。为了简化分析，本书如无特别说明，默认为因果滤波器。下面给出第一型多

相分解的一般化定义。

定义 2.1（第一型多相分解） 设 FIR 滤波器为 H(z)，第一型多相分解形式如下：

H(z) =
M−1∑
k=0

z−kEk(z
M ) (2.3.2)

其中

Ek(z) =
∑
n

h[Mn+ k]z−n (2.3.3)

为 H(z) 的第 k 个（第一型）多相成分（polyphase component）。
第一型多相分解的结构如图 2.17所示。注意各条支路含有一个延迟滤波器 z−k，整体

构成一个延迟链。同时注意延迟链的位置靠近输入端的一侧，稍后会看到，这样表示是为

了便于推导抽取系统的多相结构。

除第一型多相分解之外，还存在其他的多相分解形式，下面介绍另外两种形式。

定义 2.2（第二型多相分解） 设 FIR 滤波器为 H(z)，第二型多相分解形式如下：

H(z) =
M−1∑
k=0

z−(M−1−k)Rk(z
M ) (2.3.4)
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图 2.17 第一型多相分解结构图

其中

Rk(z) =
∑
n

h[Mn+M − 1− k]z−n (2.3.5)

为 H(z) 的第 k 个（第二型）多相成分。

对比定义 2.1与定义 2.2，易知 Rk(z) = EM−1−k(z)，即第二型多相分解是将第一型多

相分解中的多相成分顺序颠倒过来，结构如图 2.18所示。事实上，第二型多相分解可视为
第一型多相分解的易位网络。注意到此时延迟链靠近输出端的一侧，这样表示是为了便于

推导内插系统的多相结构。

定义 2.3（第三型多相分解） 设 FIR 滤波器为 H(z)，第三型多相分解形式如下：

H(z) =
M−1∑
k=0

zkFk(z
M ) (2.3.6)

其中

Fk(z) =
∑
n

h[Mn− k]z−n (2.3.7)

为 H(z) 的第 k 个（第三型）多相成分。

与第一型多相分解比较，易知

Fk(z) =

E0(z), k = 0

z−1EM−k(z), k = 1, 2, · · · ,M − 1
(2.3.8)
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图 2.18 第二型多相分解结构图

上述介绍的多相分解是以 FIR 滤波器为主体进行的。当然，多相分解的概念可以推广
至 IIR 滤波器及离散信号。事实上，从数学角度来看，无论是数字滤波器还是离散信号都
是离散序列，在 z 变换域均为洛朗多项式（Laurent polynomial）。多相分解是多抽样率信
号处理的核心概念之一，在系统分析、设计中具有重要作用。

2.3.2 多抽样率系统的多相实现

在目前所介绍的抽样率转换系统中，计算都是在高抽样率一侧进行的。以抽取系统为

例，信号先经过抗混叠滤波器再进行抽取，由于抽取后部分采样点被舍弃，与之相关的计

算都是徒劳的。试想如果能够在抽取之后再计算，即只需要计算那些被抽取的采样点，毫

无疑问，计算量将大大降低。本节将多相分解与多抽样率系统结合，讨论抽样率转换的高

效实现方式。

1. 抽取系统的多相实现
已知 D 倍抽取系统如图 2.19（a）所示。现对滤波器 H(z) 进行第一型多相分解：

H(z) =
D−1∑
k=0

z−kEk(z
D) (2.3.9)

于是滤波器被分解为 D 个多相成分，如图 2.19（b）所示。
注意到每个多相成分 Ek(z

D) 依然为滤波器，而所有支路汇总后进行 D 倍抽取。现

将抽取放到每条支路中，利用 Noble 恒等式 I，将 ↓ D 与 Ek(z
D) 交换顺序，故得到如

图 2.19（c）所示的网络结构，该结构称为抽取系统的多相结构。此时，滤波在低抽样率
一侧进行，因此能够有效降低计算量。一般地，设滤波器长度为 N，转换之前的计算量为
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MPS1 = NF1；而采用多相结构，共有 D 个多相滤波器，每个滤波器的长度为 N/D（假

设 N 为 D 的整数倍），计算所处的抽样率为 F2，故计算量为

MPS2 = D ×N/D × F2 = NF2 = MPS1/D (2.3.10)

因此计算量降为原来的 1/D。

图 2.19 抽取系统的多相结构

进一步分析，注意到在图 2.19（c）输入一侧，信号分别经过 k 个 T1 单位的延迟再抽

取，因而每条支路的信号为 x[Dn− k]，k = 0, 1, · · · , D − 1。该过程可以用旋转开关等价

表示，如图 2.19（d）所示，即开关按逆时针（思考为什么？）逐一接通每条支路，在接通
时刻信号通过并进行滤波，最后所有支路信号叠加得到输出。整个过程是在 T2 = DT1 时

间内完成的，因而是一种高效的实现方式。

为了让读者更加直观理解多相结构的高效计算方式，下面通过一个例子来说明。

例 2.4 已知 3 倍抽取系统如图 2.20 所示，其中 H(z) 为 FIR 因果滤波器，长度为
N = 12，试分析该系统的直接实现与多相实现的计算量。

解: 首先来看直接实现，易知输入、输出关系式为

y(nT2) =
11∑
k=0

x[(3n− k)T1]h(kT1) (2.3.11)
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图 2.21（a）展示了该系统的卷积计算过程，可以看出，该计算在采样率 F1 下进行，计算

量为 12F1。

图 2.20 3 倍抽取系统

图 2.21 3 倍抽取系统的直接实现与多相实现
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下面讨论该系统的多相实现，结构如图 2.21（b）所示，不妨记每一支路右端的输出为
ui(nT2), i = 0, 1, 2，易知

u0(nT2) =x(nT2)h(0) + x[(n− 1)T2]h(3T1) + x[(n− 2)T2]h(6T1) + x[(n− 3)T2]h(9T1)

u1(nT2) =x(nT2 − T1)h(T1) + x[(n− 1)T2 − T1]h(4T1) + x[(n− 2)T2 − T1]h(7T1)

+ x[(n− 3)T2 − T1]h(10T1)

u2(nT2) =x(nT2 − 2T1)h(2T1) + x[(n− 1)T2 − 2T1]h(5T1) + x[(n− 2)T2 − 2T1]h(8T1)

+ x[(n− 3)T2 − 2T1]h(11T1)

注意在上述表达式中，每个多相滤波器 Ek(z) 的系数均用 h(kT1) 表示，例如 E0(z)

的系数为 h(0), h(3T1), h(6T1), h(9T1)。这是为了便于说明 Ek(z) 与 H(z) 系数间的对应关

系，即 hk(nT2) = h[(3n+ k)T1]，其中 hk(nT2) 为 Ek(z) 的系数。而实际乘法运算还是在

F2 下进行的。

最后，将所有支路叠加的结果为

y(nT2) = u0(nT2) + u1(nT2) + u2(nT2) =
11∑
k=0

x[(3n− k)T1]h(kT1) (2.3.12)

显然，上述结果与直接实现的结果一致。然而由于所有计算是在采样率 F2 下进行，换言

之，只需要在 T2 = 3T1 时间内完成，因此计算量为 12F2 = 4F1。

可以将例 2.4的结果推广至一般情况，即对于 D 倍抽取系统，设 FIR 滤波器长度为
N，则输入、输出关系式为

y(nT2) =
D−1∑
k=0

uk(nT2) =
D−1∑
k=0

N/D−1∑
m=0

x[nT2 − (Dm+ k)T1]h[(Dm+ k)T1]

=
N−1∑
l=0

x(nT2 − lT1)h(lT1), (T2 = DT1) (2.3.13)

上述结果与直接实现的结果一致。

2. 内插系统的多相实现
类似于抽取系统的分析，对于 I 倍内插系统，如图 2.22（a）所示，对滤波器 H(z) 进

行第二型多相分解：

H(z) =
I−1∑
k=0

z−(I−1−k)Rk(z
I) (2.3.14)

于是滤波器被分解为 I 个多相成分，如图 2.22（b）所示。注意此时延迟链靠近输出端一侧。
将内插放入到每条支路中，再利用 Noble 恒等式 II，将 ↑ I 与 Rk(z

I) 交换顺序，同时

注意到由于延迟链靠近输出端一侧，故不会影响交换操作，于是得到内插系统的多相结构，如

图 2.22（c）所示。此时滤波在低抽样率一侧进行，计算量减少为原来的 1/I，故是一种高效

的实现方式。内插系统的多相高效结构也可等价地表示为换向形式，如图 2.22（d）所示。
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图 2.22 内插系统的多相结构

联系上一节介绍的易位网络的概念，易知内插系统与抽取系统互为易位，因而两者的

多相结构也具有易位的关系。

例 2.5 已知 3 倍内插系统如图 2.23 所示，其中 H(z) 为 FIR 因果滤波器，长度为
N = 12，试分析该系统的直接实现与多相实现的计算量。

图 2.23 3 倍内插系统

解: 对于直接实现，记内插后的信号为 xI，故

xI(nT2) =

x(mT1), n = 3m,m ∈ Z

0, 其他

则输出信号为

y(nT2) =
11∑
k=0

xI [(n− k)T2]h(kT2)

= x(nT1)h(0) + x[(n− 1)T1]h(3T2) + x[(n− 2)T1]h(6T2) + x[(n− 3)T1]h(9T2)
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注意上述计算是在采样率 F2 下进行的，计算量为 12F2，但是由于信号经过内插，实际计

算结果只取决于原始信号的非零值。

图 2.24（a）给出了上述计算过程的示意图，此时各支路信号依次为

x(nT1), 0, 0, x[(n− 1)T1], 0, 0, x[(n− 2)T1], 0, 0, x[(n− 3)T1], 0, 0

图 2.24 3 倍内插系统的直接实现与多相实现

当计算第 n + 1 个输出时，较上一时刻时间间隔为 T2，此时输入信号流依次移动 T2

个时间单位，即各支路信号依次下移，故输出信号为
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y[(n+ 1)T2] = x(nT1)h(T2) + x[(n− 1)T1]h(4T2) + x[(n− 2)T1]h(7T2)

+ x[(n− 3)T1]h(10T2)

类似地，第 n+ 2 个的输出为

y[(n+ 2)T2] = x(nT1)h(2T2) + x[(n− 1)T1]h(5T2) + x[(n− 2)T1]h(8T2)

+ x[(n− 3)T1]h(11T2)

由此可见，每输出一个信号，输入信号流移动 T2 个时间单位，与对应滤波器系数相乘后叠

加，如此反复。

下面讨论该系统的多相实现，结构如图 2.24（b）所示，记经过多相滤波器的各支路输
出为 vi(nT1), i = 0, 1, 2，易知

v0(nT1) = x(nT1)h(2T2) + x[(n− 1)T1]h(5T2) + x[(n− 2)T1]h(8T2) + x[(n− 3)T1]h(11T2)

v1(nT1) = x(nT1)h(T2) + x[(n− 1)T1]h(4T2) + x[(n− 2)T1]h(7T2) + x[(n− 3)T1]h(10T2)

v2(nT1) = x(nT1)h(0) + x[(n− 1)T1]h(3T2) + x[(n− 2)T1]h(6T2) + x[(n− 3)T1]h(9T2)

接下来，各支路信号再经过 3 倍内插，分别得到信号 wi(nT2), i = 0, 1, 2，此时采样率变为

F2。随后，将 w0 与 w1 分别延迟 2T2 与 T2 个时间单位，最后汇总为一路输出。事实上，

上述过程可理解为 w2, w1, w0 按间隔 T2 依次输出，如图 2.25所示。由此可见，多相实现
与直接实现的结果是一致的。但是多相实现的计算在低抽样率一侧进行，因此是一种高效

的实现方式。

图 2.25 3 倍内插系统多相实现的输出示意图
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3. 分数倍抽样率转换系统的多相实现
已知分数倍抽样率转换系统如图 2.26（a）所示。注意到卷积计算是在最高抽样率 F3

（= IF1 = DF2）下进行的，故不是高效实现方式。

为了得到分数倍抽样率转换系统的高效结构，可以将 ↑ I 与滤波器 H(z)视为一个整

体，对它作第二型多相分解，如图 2.26（b）所示。这样卷积计算就在抽样率 F1 下进行，

计算量减为原系统的 1/I。当然，也可以把滤波器 H(z) 与 ↓ D 看作一个整体，对它作第

一型多相分解，如图 2.26（c）所示。此时卷积计算在抽样率 F2 下进行，计算量减为原来

的 1/D。

图 2.26 分数倍抽样率转换系统的多相结构

上述多相结构适用于所有的分数倍抽样率转换系统。进一步，当内插因子与抽取因子互

质时，计算量还可进一步降低，这里涉及一个重要命题，即贝祖恒等式（Bézout’s identity）。
命题 2.1（贝祖恒等式） 已知整数 I,D，记两者的最大公因子为 gcd(I,D)，则存在

整数 p, q 使得

gcd(I,D) = pI + qD (2.3.15)

特别地，若 I,D 互质，则 gcd(I,D) = pI + qD = 1。

下面以 I = 4, D = 3 为例进行说明。

例 2.6 已知分数倍抽样率转换系统中 I = 4, D = 3，试分析该系统的高效结构。
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解: 根据贝祖恒等式，易知 p = 1, q = −1。不妨假设先对系统的内插部分进行多相分
解，如图 2.26（b）所示。注意到抽取器在干路中，不妨将其放到各支路中来，同时将延迟
链中的 z3 表示为 z43z

−3
3 ，于是得到如图 2.27（a）所示的结构。

将各条支路中的延迟滤波器 (z43z
−3
3 )−k 拆分成 (z43)

−k 与 (z−3
3 )−k，利用滤波与内插、

抽取的等效网络，即

将延迟滤波器与内插、抽取交换顺序，并分别置于输入端和输出端一侧，此时结构如

图 2.27（b）所示。

图 2.27 分数倍抽样率转换系统的高效实现（I = 4,D = 3）
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图 2.27 （续）

由于 I,D 互质，故内插与抽取可交换位置，如图 2.27（c）所示。随后，将每条支路的
Rm(z1)与 ↓ 3 视为一个抽取系统，对 Rm(z1)作第一型多相分解，最终得到如图 2.27（d）
所示结构。此时，所有卷积计算都在 F4 = F1/D = F2/I 下进行，是最高效的实现方式。

上述分析过程是先对系统的内插部分进行多相分解。反之，若先对抽取部分进行多相

分解，同样可以得到高效结构，只不过结构略有差异。读者可自行分析，不再赘述。

上文详细分析了基于多相结构的多抽样率系统的高效实现。读者可能注意到，多相结

构与第 1 章介绍的时变网络非常相似。事实上，两者是等价的。回顾 1.5节所引入的表示
h[nD⊕ I + kI]，实际上该表示即为多相分解。因此，基于多相结构的抽样率转换系统即是

一种时变系统。

2.4 抽样率转换的多级实现

本节将介绍另外一种可以有效降低抽样率转换计算量的方式，即多级实现（multistage
implementation）。顾名思义，多级实现即通过多步抽取或内插来实现所需要的抽样率转换。
以抽取系统为例，假设要实现 50 倍的抽取，则可以将抽取因子分解为 D = 25 × 2，通过

先后进行 25 倍抽取和 2 倍抽取而实现。在此基础上，还可以将 25 倍抽取继续分解为两次
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5倍抽取。从形式上看，多级实现增加了系统的复杂度，但为何可以有效降低计算量呢？下
面就来具体分析。

2.4.1 多级实现的原理

由于内插系统与抽取系统互为易位网络，故下面主要以抽取系统为例进行分析。

图 2.28 给出了抽取系统单级实现与多级实现的结构图。

图 2.28 抽取系统的单级实现与多级实现

在抽样率转换过程中，采用每秒乘法次数（MPS）来衡量计算量。设抽取系统中的 FIR
滤波器长度À为 N，滤波器所处采样率为 Fs，则直接实现的计算量为 MPS = NFs。进一

步，如果 FIR 滤波器具有线性相位（滤波器系数对称）并采用多级实现，则计算量可降低
为 MPS = NFs/2D。由此可见，计算量主要取决于 N 与 Fs 两个参数。

由数字滤波器知识可知，滤波器的参数主要包括滤波器的长度 N、通带误差容限 δp、

阻带误差容限Áδs、通带（最高）截止频率 fp 与阻带（最低）截止频率 fs，如图 2.29所示。
这五个参数并非是完全独立的，彼此存在依存关系。特别地，滤波器长度可由其他参数估

计。例如，对于最佳等纹滤波器，有如下估计式Â：

N ≈ D∞(δp, δs)

∆f/Fs
(2.4.1)

式中，∆f/Fs 为归一化过渡带宽，即 ∆f = fs − fp，Fs 为滤波器所处的采样率；

À 滤波器的长度即滤波器系数的个数，有些教材也将长度称为阶数。事实上，阶数 = 长度− 1，两者稍有区别。从数学

角度来看，滤波器的阶数对应于洛朗多项式 H(z) 的阶数，例如延迟滤波器 az−k 的阶数为零，但长度为 1。为了严谨起见，
本书主要采用长度来描述。

Á 误差容限即幅频响应上下波动的幅度值，又称为波纹（ripple）。由于误差容限通常较小，也可用对数坐标系表示：

通带容限：Rp = −20 lg
(
1 − δp

1 + δp

)
阻带衰减：As = −20 lg

(
δs

1 + δp

)

Â 原作 [11] 估计式为

N ≈
D∞(δp, δs)

∆f/Fs
− f(δp, δs)∆f/Fs + 1

式中，f(δp, δs) = 11.012 + 0.51244(lg δp − lg δs)。由于过渡带宽通常要比采样率小得多，即 ∆f ≪ Fs，且 N ≫ 1，因

此可简化为式(2.4.1)。
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D∞(δp, δs) = [a1(lg δp)
2 + a2 lg δp + a3] lg δs − [a4(lg δp)

2 + a5 lg δp + a6]

a1 = 0.005309, a2 = 0.07114, a3 = −0.4761,

a4 = 0.00266, a5 = 0.5941, a6 = 0.4278

图 2.29 滤波器参数示意图

如果采用 Kaiser 窗设计 FIR 滤波器，则估计式À为

N ≈
−20 lg(

√
δsδp)− 13

14.6∆f/Fs
(2.4.2)

综合式(2.4.1)与式(2.4.2)可知，滤波器长度与归一化过渡带宽 ∆f/Fs 成反比，或等价地，与

所处的采样率 Fs 成正比，且与过渡带宽 ∆f 成反比。当然，滤波器长度也与误差容限有

关，但由于其数值较小，影响可以忽略。显然，若要降低计算量，可尝试降低采样率或增

加过渡带宽。但是对于单级实现而言，这是难以实现的。下面通过一个例子来说明。

例 2.7 已知信号为 x(nT0)，抽样率为 F0 = 1/T0 = 5000Hz，信号的最高频率为
60Hz，其中绝大部分能量集中在 40Hz 以内。现对该信号进行 50 倍抽取，记抽取后的信号
为 y(nTK)，其中，FK = 1/TK = 100Hz。并设抗混叠滤波器的通带误差容限为 δp = 0.01，

阻带误差容限为 δs = 0.001。试分析单级实现与多级实现的计算量。

解: 首先来看单级实现。根据题目条件，设抗混叠滤波器的通带截止频率为 fp = 40Hz，
阻带截止频率 fs = FK/2 = 50Hz，过渡带宽 ∆f = 10Hz。采用 FIR 最佳等纹滤波器设计
时，滤波器的长度估计为

N ≈ D∞(δp, δs)

∆f/F0

=
D∞(0.01, 0.001)

10/5000
≈ 1271

因此单级实现的计算量为

MPS =
NF0

2D
=

1271× 5000

2× 50
= 63550

À 原作估计式为

N ≈
−20 lg(

√
δsδp) − 13

14.6∆f/Fs
+ 1

考虑到 N ≫ 1，故常数 1 可忽略不计。
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通过观察可知，计算量偏大的原因在于归一化过渡带宽 ∆f/F0 过小。若想降低计算量，可

以降低采样率或增加过渡带宽。但是单级实现的采样率是固定的，不能改变，唯一可能的

途径是增加过渡带宽。

注意到 ∆f = fs − fp，故要增加过渡带宽，可以增大阻带的截止频率或减小通带的截

止频率。然而，阻带的截止频率不能超过 50Hz，否则会造成混叠；通带的截止频率也不
能小于 40Hz，否则会造成信号成分损失。因此，过渡带宽最大为 ∆f = 50 − 40 = 10Hz。
图 2.30 给出了单级实现中滤波器的幅频响应示意图。为了明确滤波器所处的采样率，这里
采用实际频率而非归一化频率来表示，其中实线为滤波器在一个周期内的幅频响应，虚线

是为了说明抽取后信号频谱的大致位置，以便于分析滤波器的截止频率。综合上述分析，在

单级实现中，计算量不可能降低。

图 2.30 单级实现滤波器的幅频响应示意图

下面分析多级实现。以二级实现为例，假设信号先后经过 25 倍抽取和 2 倍抽取，系
统结构如图 2.31 所示。为了便于分析，不妨设抗混叠滤波器 H1,H2 的通带误差容限均为

δp1 = δp2 = δp/2，阻带误差容限均为 δs1 = δs2 = δs（2.4.2节给出解释）。

图 2.31 50 倍抽取系统的二级实现结构图

对于第一级抽取，滤波器 H1 所处的采样率为 F0 = 5000Hz，通带截止频率为 fp1 =

40Hz，而阻带截止频率可适当增加，例如取 fs1 = 150Hz，此时过渡带宽为 ∆f = fs1−fp1 =

150− 40 = 110Hz，如图 2.32（a）实线所示。显然，若按上述参数进行滤波抽取后信号会
发生混叠，如图 2.32（a）虚线所示，但该混叠成分可由第二级抽取消除，对最终结果没有
影响。故滤波器长度为

N1 ≈
D∞(δp, δs)

∆f1/F0

=
D∞(0.005, 0.001)

110/5000
≈ 126

相应的计算量为

MPS1 =
N1F0

2D1

=
126× 5000

2× 25
= 12600
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图 2.32 二级实现滤波器的幅频响应示意图

对于第二级抽取，滤波器 H2 所处的采样率为 F1 = 200Hz，通带截止频率依然为
fp2 = 40Hz，而为避免混叠，阻带截止频率最高为 fs2 = F2/2 = 50Hz。因此，过渡带宽为
∆f2 = fs2 − fp2 = 10Hz，如图 2.32（b）所示。滤波器长度为

N2 ≈
D∞(δp, δs)

∆f2/F1

=
D∞(0.005, 0.001)

10/200
≈ 56

相应的计算量为

MPS2 =
N2F1

2D2

=
56× 200

2× 2
= 2800

综合上述分析，二级实现的计算量总计为

MPST = MPS1 + MPS2 = 15400

相比于单级实现，计算量减少了约 3/4，是相当可观的。
结合上述例题的分析可知，多级实现的关键在于允许除最后一级之外的各级滤波器的

过渡带宽适当放宽，甚至可以有混叠，同时采样率也在逐级降低，因此能够有效降低计算量。

2.4.2 多级实现中滤波器的技术要求

本节给出多级实现中各级滤波器的具体技术参数。已知 K 级抽取系统如图 2.28（b）
所示，设输入端的采样率为 F0，经第 i 级抽取后的采样率为 Fi，第 i 级滤波器的通带误差

容限为 δpi，阻带误差容限为 δsi，通带截止频率为 fpi，阻带截止频率为 fsi，由于每一级

的采样率在改变，这里采用实际频率来描述，避免因归一化引起混淆。相应地，单级抽取

滤波器的各项参数分别为 δp, δs, fp, fs。

(1) 各级滤波器的通带误差容限 由于各级抽取是级联的，因此

1 + δp = (1 + δp1)(1 + δp2) · · · (1 + δpK)

= 1 + (δp1 + δp2 + · · ·+ δpK) + (δp1δp2 + · · · ) + · · ·

由于误差容限通常较小，即 δpi ≪ 1，故上式可近似为

1 + δp ≈ 1 + (δp1 + δp2 + · · ·+ δpK)
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不妨假设 δp1 = δp2 = · · · = δpK，则

δpi =
δp

K
, i = 1, 2, · · · ,K (2.4.3)

(2) 各级滤波器的阻带误差容限 类似地，根据级联关系

δs = δs1δs2 · · · δsK

不妨假设 δs1 = δs2 = · · · = δsK，由于 δsi ≪ 1，故各级误差相乘依然在单级误差容限之内，

因此可令

δsi = δs, i = 1, 2, · · · ,K (2.4.4)

(3) 各级滤波器的通带截止频率 为保证信号在 0 ⩽ f ⩽ fp 内的成分不损失，各级通

带截止频率应与单级一致，即

fpi = fp, i = 1, 2, · · · ,K (2.4.5)

(4) 各级滤波器的阻带截止频率 阻带截止频率相对比较灵活，不妨先考虑最后一级，

为保证抽取之后信号无混叠，阻带截止频率不能超过抽取后的奈奎斯特频率（采样率的一

半），即

fsK = fs ⩽
1

2
FK (2.4.6)

为保证过渡带宽尽可能大，通常可取 fsK = FK/2，如图 2.33（a）所示。
对于第一级至第 K − 1 级，由于允许过渡带存在混叠，故阻带截止频率可适当增大，

具体分为两种情况。

1⃝ 为保证第 i 级抽取信号在基带（即 0 ⩽ f ⩽ fs）内不发生混叠，阻带截止频率应满

足：

fsi ⩽ Fi − fs, i = 1, 2, · · · ,K − 1 (2.4.7)

通常为保证过渡带宽尽可能大，可取 fsi = Fi − fs，如图 2.33（b）所示。
2⃝ 若只要求第 i 级抽取信号在通带（即 0 ⩽ f ⩽ fp）内无混叠，则阻带截止频率应满

足：

f ′
si ⩽ Fi − fp, i = 1, 2, · · · ,K − 1 (2.4.8)

类似地，通常可取 f ′
si = Fi − fp，如图 2.33（c）所示，这样可以进一步增大过渡带宽，从

而减少滤波器的长度。

在确定各级滤波器的技术参数之后，便可以利用式(2.4.1)或式(2.4.2)对滤波器长度进
行估计，进而得出每级的计算量。至于滤波器的设计，可以采用窗函数法、最佳等纹法等

方法。限于篇幅，本书不再展开介绍，有关内容可参考文献 [4]。
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图 2.33 多级实现滤波器的幅频响应示意图

2.4.3 多级实现的最优组合方案

在一般情况下，抽取因子 D 的分解并非是唯一的，因此在设计多级实现时存在不同的

方案。究竟哪种方案最优？一般而言并无定论，通常可以通过比较不同方案的计算量与存

储量来确定最优方案。

这里首先明确计算量与存储量的评价准则。假设各级滤波器均为线性相位的，同时假

设采用多相高效实现，则第 i 级的计算量为

MPSi =
NiFi−1

2Di

=
NiFi
2

故总计算量为

MPST =
K∑
i=1

MPSi
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而存储量通常与滤波器的长度成正比，这里直接用滤波器长度来衡量。设第 i 级滤波

器的长度为 Ni，则总存储量为

ST =
K∑
i=1

Ni

下面仍以例 2.7为例，来说明最优方案的选取。
例 2.8 试分析例 2.7中不同多级实现的计算量与存储量，并确定最优方案。
解: 首先不妨将所有的组合方案列举出来，如表 2.1所示。

表 2.1 多级实现的各种组合方案

单级 二级 三级

D D1 D2 D1 D2 D3

50

25 2 5 5 2

10 5 5 2 5

5 10 2 5 5

2 25 —–

例 2.7分析了单级实现和二级实现中的 D = 25×2，下面以三级实现中 D = D1×D2×
D3 = 5× 5× 2 为例进行分析。首先确定各级采样率为

F0 = 5000Hz, F1 = 1000Hz, F2 = 200Hz, F3 = 100Hz

各级滤波器的通带误差容限与阻带误差容限分别为

δpi =
1

3
δp = 0.01/3, δsi = δs = 0.001, i = 1, 2, 3

各级滤波器的通带截止频率均为 fpi = fp = 40Hz。
对于第一级滤波器，若保证信号基带无混叠，则阻带截止频率为 fs1 = F1−fs = 950Hz，

过渡带宽为 ∆f1 = fs1 − fp1 = 910Hz，滤波器长度为

N1 ≈
D∞(δp1, δs1)

∆f1/F0

≈ 16

故第一级的计算量为

MPS1 =
N1F1

2
= 8000

第二级滤波器的阻带截止频率为 fs2 = F2−fs = 150Hz，过渡带宽为 ∆f2 = fs2−fp2 =

110Hz，滤波器长度为

N2 ≈
D∞(δp2, δs2)

∆f2/F1

≈ 27
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故第二级的计算量为

MPS2 =
N2F2

2
= 2700

第三级滤波器的阻带截止频率为 fs3 = F3/2 = 50Hz，过渡带宽为 ∆f3 = fs3 − fp3 =

10Hz，滤波器长度为

N3 ≈
D∞(δp3, δs3)

∆f3/F2

≈ 58

故第三级的计算量为

MPS3 =
N3F3

2
= 2900

故总计算量与总存储量分别为

MPST =
3∑
i=1

MPSi = 13600, ST =
3∑
i=1

Ni = 101

表 2.2列出了不同组合方案的计算量和存储量。可以看出，三级实现 D = 5× 5× 2 在

所有组合方案中最优，计算量约为单级的 21.4%，存储量仅为单级的 8%。此外，无论是二
级实现还是三级实现，抽取因子较大的在先，计算量往往更低，例如二级实现中 D = 25×2

的计算量明显要比 D = 2× 25 的更低。这不难理解，因为先进行较大倍数的抽取，可以显

著降低采样率，进而有效降低计算量。

根据上述例子可知，多级实现能够有效降低计算量和存储量，但这并非意味着级数越

多越好。事实上，随着级数的增加，系统的复杂度也在增加，带来不稳定性；而当级数增

加到一定程度，计算量还可能出现不降反升的情况。因此在实际应用中，应当综合计算量、

存储量、系统复杂度等各项因素，选择较为合适的多级实现方案。

表 2.2 各种组合方案的计算量与存储量

组合方案 计算量 (MPS) 存储量 (ST)
D = 50 63550 1271

D1 D2

25 2 15400 182
10 5 15450 173
5 10 21850 293
2 25 42050 697
D1 D2 D3

5 5 2 13600 101
5 2 5 14250 169
2 5 5 19250 169
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2.4.4 基于二倍抽取级联的抽样率转换

本节介绍一种特殊的多级实现，主要由二倍抽取级联组成。这种结构在实际中应用非

常广泛，一方面，2 倍抽取是最简单的抽取系统；另一方面，在 2 倍抽取下有一种特殊的
FIR 滤波器，称为半带滤波器，该滤波器能够进一步降低计算量。
首先明确，K 个 2 倍抽取级联可实现 D = 2K 倍抽取。而如果抽取因子不是 2 的整

数幂，通常可以将其分解为 D =M × 2K，先进行 M 倍抽取，再进行 K 级 2 倍抽取。因
此以下主要考虑 D = 2K 的情况。设第 i 级二倍抽取前的采样率为 Fi−1，则抽取之后的采

样率为 Fi = Fi−1/2，结构如图 2.34所示。结合 2.4.2节的分析可知，若允许信号在过渡带
有混叠，而在通带无混叠（见图 2.33（c）），则通带截止频率与阻带截止频率应满足

fp + fsi = Fi = Fi−1/2 (2.4.9)

或等价地用归一化角频率表示为

ωp + ωs = π (2.4.10)

图 2.34 第 i 级 2 倍抽取示意图

进一步，若滤波器的频率响应满足

H(ejω) +H(ej(π−ω)) = 1 (2.4.11)

则称滤波器为半带滤波器（half-band filter）。
根据半带滤波器的定义，易知 H(ejπ/2) = 1/2，且通带误差容限等于阻带误差容限，即

δp = δs。图 2.35给出了半带滤波器的频率响应示意图。此外，半带滤波器的系数具有如下
性质。

图 2.35 半带滤波器频率响应示意图

命题 2.2 已知 FIR 滤波器 H(z) 为半带滤波器，长度为 N = 2L+ 1，且具有零相

位，则 h[0] = 1/2，而其他偶数项系数均为零。

证明 根据题目条件，FIR 滤波器具有零相位，等价于滤波器系数关于原点对称，即

h[n] = h[−n], |n| ⩽ L
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进一步可知 H(ejω) = |H(ejω)| 为偶函数。
根据半带滤波器的定义，若 H(ejω) +H(ej(π−ω)) = 1，则

H(ejω) +H(ej(π−ω)) =
L∑

n=−L

h[n]e−jωn +
L∑

n=−L

h[n]e−j(π−ω)n

=
L∑

n=−L

h[n]e−jωn +
L∑

n=−L

(−1)nh[n]e−jωn

=
L∑

n=−L

(h[n] + (−1)nh[n]) e−jωn = 1

另一方面，注意到 δ[n]
DTFT←−−−→ 1，故

h[n] + (−1)nh[n] = δ[n] =

1, n = 0

0, 其他

因此当 n = 0 时，h[0] = 1/2；当 n = 2r, r ̸= 0 时，h[n] = 0；而对奇数项系数并无限制。

命题 2.2说明，半带滤波器有近一半的系数均为零，因而在卷积计算中计算量可以大幅
降低。

一般而言，对于 D = 2K 倍抽取，采用半带滤波器与 2 倍抽取级联是最高效的。关于
各级半带滤波器的技术参数，依然可以按照 2.4.2节讨论的方式确定，这里不再赘述。但值
得注意的是，在多级实现中最后一级通常不是半带滤波器。这是因为最后一级滤波器的阻

带截止频率最高为 fsK = FK/2，否则会引起信号的混叠，而半带滤波器的过渡带是允许有

混叠的。

此外，对于更一般的情况，若 D =M × 2K，则可先进行 M 倍抽取，再进行 K 级 2
倍抽取。这里值得一提的是，对于 M 倍抽取，可以采用梳状滤波器（comb filter）进行滤
波，该滤波器由 M 个常数组成，即

h[n] =

1, 0 ⩽ n ⩽M − 1

0, 其他

因此在计算过程中只需要加法运算而没有乘法运算。关于梳状滤波器的具体分析可见文

献 [5]。

2.4.5 内插系统的多级实现

由于内插系统可视为抽取系统的易位，因此内插系统的多级实现可由抽取系统的易位

来得到，如图 2.36所示。
这里需要补充一点关于内插系统“不关心带”（don’t care band）的问题。由于内插之

后信号会产生镜像频谱，这部分是需要滤除的。以 I = 3 为例，假设内插前后信号的频谱
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和如图 2.37（a）。图 2.37（b）所示，滤波器的阻带范围为 fM ⩽ f ⩽ F2 − fM。但是注意

到信号并非满带，频谱存在空隙，在这些空隙地方，滤波器的频率响应可以任意，而不会

影响滤波结果。因此，滤波器的阻带范围只限定在 F1± fM 和 2F1± fM，如图 2.37（c）所
示。这样就放宽了滤波器的设计要求，从而可以减小滤波器的长度。

图 2.36 内插系统的多级实现

图 2.37 信号内插过程（I = 3）
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2.5 CIC 滤波器

在抽样率转换系统中，除了半带滤波器之外，另一种常用的滤波器为级联积分梳状

（cascaded integrator-comb，CIC）滤波器 [12]。（一阶）CIC 滤波器定义为

H(z) =
1− z−M

1− z−1
=

M−1∑
k=0

z−k (2.5.1)

由定义可知，CIC 滤波器由积分器 1/(1 − z−1) 和梳状滤波器 1 − z−M 级联组成，如

图 2.38 所示，这正是其名称的由来。注意到 CIC 结构中只包含延迟器和加法器，因此
实现起来非常简单。另一方面，CIC 滤波器可以转化为由 M 个延迟单元叠加组成，因此

也是一种滑动平均（moving average，MA）滤波器，具有低通滤波的作用。

图 2.38 CIC 滤波器结构

现考虑将 CIC滤波器应用于抽取系统，如图 2.39（a）所示，其中 D =M。利用 Noble
恒等式，可等效转化为图 2.39（b）的形式。由此可见，抽取系统不涉及乘法运算。特别地，
如果 M = 2K，则 M 倍抽取系统可转化为 K 级 2 倍抽取系统的级联，且每一级抽取滤波
器为

Hk(z) = 1 + z−1, k = 1, 2, · · · ,K (2.5.2)

图 2.39 CIC 滤波器应用于抽取系统

利用 Noble 恒等式，容易验证

H(z) = H1(z)H2(z
2) · · ·HK(z

2K−1

) = (1 + z−1)(1 + z−2) · · · (1 + z−2K−1

) =
1− z−2K

1− z−1

(2.5.3)
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图 2.40 画出了该系统的高效实现结构。

图 2.40 CIC 滤波器应用于 M = 2K 倍抽取系统

一阶 CIC 滤波器的频率响应为

H(ejω) =
1− e−jMω

1− e−jω = e−jω(M−1)/2 sinMω/2

sinω/2 (2.5.4)

旁瓣衰减约 13dB。为了提高旁瓣衰减，可以定义 n 阶 CIC 滤波器：

Hn(ejω) =

(
1− e−jMω

1− e−jω

)n
= e−jnω(M−1)/2

∣∣∣∣sinMω/2

sinω/2

∣∣∣∣n (2.5.5)

图 2.41 给出了 1∼3 阶 CIC 滤波器的幅频响应。

图 2.41 CIC 滤波器幅频响应

2.6 抽样率转换中的 FIR 滤波器设计

本节介绍利用 MATLAB设计抽样率转换系统中的 FIR滤波器。FIR滤波器的设计方
法主要包括：加窗法、频率采样法、最优等纹法（Parks-McClellan 算法）等，相关算法的
详细描述可参见数字信号处理教材 [1,4]。MATLAB 提供了相应的滤波器设计函数，具体见
表 2.3。

57



表 2.3 滤波器设计函数

函 数 说 明

designfilt 滤波器设计

fir1 基于加窗法的 FIR 滤波器设计
fir2 基于频率采样法的 FIR 滤波器设计
firls 最小二乘线性相位滤波器设计，resample 默认使用此函数

firpm 最优等纹法

firpmod 最优等纹法 FIR 滤波器阶数估计
intfilt 插值 FIR 滤波器设计，interp 内置使用此函数

实验 2.1 使用 intfilt 设计插值滤波器。

h = intfilt(I,p,alpha);

其中 I 为内插因子, p 为非零插值点个数, 滤波器长度为 2*p*I-1, alpha 为通带截
止频率与 Nyquist 频率之比。
以 I = 5 为例，设 p=4,alpha=0.5，图 2.42 给出了插值滤波器的幅频和相频特性。

图 2.42 I = 5 插值滤波器的幅频响应与相频响应

给定一个信号，用上述生成的滤波器对信号进行插值滤波，结果如图 2.43 所示。注意
为了便于观察内插前后的关系，这里对滤波之后的信号进行了对齐处理。事实上，intfilt
生成的滤波器并非是零相位的，因此实际滤波之后的信号相对于原始信号有一个延迟。
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图 2.43 信号插值前后的波形

具体代码如下。

I = 5;
p = 4;
alpha = 0.5;
h1 = intfilt(I,p,alpha); % 插值滤波器
freqz(h1);

h2 = fir1(40,alpha);
rng('default')
x = filter(h2,1,randn(200,1)); % 原始信号
xr = upsample(x,I);
y = filter(h1,1,xr); % 插值信号

delay = mean(grpdelay(h1));
y(1:delay) = [];
figure
stem(1:I:I*length(x),x,'linewidth',1.5);
hold on
plot(y,'linewidth',1.5);
xlim([200 400]);
legend('原始信号','插值信号');

实验 2.2 使用 firpm 设计半带滤波器。

h = firpm(N,F,A);

其中，N 为滤波器阶数, F 为截止频率向量, A 为幅频响应向量。
在实际使用中，既可以直接指定参数 N，F，A，也可以在指定通带/阻带截止频率、通

59



带/阻带波纹的条件下通过 firpmord函数进行估计。例如，设通带截止频率 ωp = π/2−∆ω，
阻带截止频率 ωs = π/2 + ∆ω，其中过渡带宽为 ∆ω = ωs − ωp = π/16，通带与阻带误差

容限为 δp = δs = 0.01，具体代码如下。

dp = 0.01; % 通带波纹
ds = dp; % 阻带波纹
dw = pi/16; % 通带带宽
wp = pi/2-dw; % 通带截止频率
ws = pi/2+dw; % 阻带截止频率

[N,F,A,~]= firpmord([wp,ws]/pi,[1,0],[dp,ds]);
if rem(N,2)==1

N = N+1;
end
h = firpm(N,F,A);

图 2.44画出了滤波器的冲激响应和幅频响应。可以看出，滤波器的系数关于 n = 0 对

称分布，且除 n = 0 之外的所有偶数项系数均为零。幅频响应关于 ω = π/2 对称，因此该

滤波器为半带滤波器。

图 2.44 半带滤波器的冲激响应和幅频响应

本章小结

本章介绍了多抽样率系统的网络结构和高效实现方式，这些内容对于理解多抽样率系

统的工作原理及实际应用具有重要意义。计算量是影响多抽样率系统性能的重要因素之一，
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多抽样率系统采用每秒乘法次数（MPS）来衡量计算量。在设计系统时，通常希望计算在
低抽样率一侧进行，这就需要运用一些等效网络变换来实现。2.1节详细介绍了几类典型的
等效网络，其中最重要的是 Noble 恒等式，即抽取/内插与滤波的交换关系。在多抽样率
网络分析中，可以借助易位网络的概念将问题化简。例如抽取系统与内插系统互为易位，因

此通常可以选择其中一个分析即可。

多相表示（分解）是多抽样率系统中的一种典型结构，利用该结构可以有效降低计算

量，实现高效的抽样率转换。多相分解也是滤波器组分析与设计中经常采用的一种方法，是

多抽样率信号处理中的核心方法之一。

多级实现是降低计算量的另一种方式，2.4节详细分析了多级实现的原理和滤波器参数
设计要求。尽管多级实现增加了系统的复杂度，但由于该方法能够大幅降低计算量、节约

存储量，同时简化滤波器的设计难度，因此广泛应用于工程实际。特别是对于 2倍级联的抽
取系统，可以选择半带滤波器用于抗混叠滤波，该滤波器在所有非零偶数点上的系数均为

零，因此可以进一步降低计算量。关于多级实现中滤波器的设计方法，读者可参考文献 [6]。
CIC 滤波器也是多抽样率系统中经常使用的滤波器，由于该滤波器只需要加法器和延迟
器，因此能够有效降低抽样率转换过程中的计算量。关于 CIC 滤波器的更多内容，读者可
参考文献 [12]。

习题

2.1 已知多抽样率系统如图 2.45所示，画出下列情况的所有等效网络结构框图。
（1）I = D；（2）I,D 互质。

图 2.45 习题 2.1 图

2.2 当内插因子 I 和抽取因子 D 互质时，分别判断图 2.46所示的系统是否等效并
说明理由。

图 2.46 习题 2.2 图

2.3 已知多抽样率系统如图 2.47所示，试写出 y[n] 与 x[n] 的关系。

61



图 2.47 习题 2.3

2.4 试分别给出下列情况中 IIR 滤波器 H(z) 的第一型多相分解。

（1）H1(z) =
a

1 + cz−1
, |c| < 1

（2）H2(z) =
bz−1

1 + cz−1
, |c| < 1

（3）H3(z) =
a+ bz−1

1 + cz−1
, |c| < 1

（4）H4(z) =
2 + 3.1z−1 + 1.5z−2

1 + 0.9z−1 + 0.8z−2

2.5 设截止频率为 π/M 的理想低通滤波器 H(z) 表示为

H(z) =
M−1∑
k=0

z−kHk(z
M )

证明其每个多相滤波器 Hk(z) 为全通滤波器。

2.6 设 H(z) 是一个 FIR 因果滤波器，长度为 N，即

H(z) =
N−1∑
n=0

h(n)z−n

（1）证明 H(z) 可表示为

H(z) =
[
1 z−1

] [1 1

1 −1

][
H0(z

2)

H1(z
2)

]

其中矩阵

[
1 1

1 −1

]
称为 1 阶哈达玛（Hadamard）矩阵；

（2）定义 k 阶哈达玛矩阵 H2k 为

H2k =

[
H2k−1 H2k−1

H2k−1 −H2k−1

]

证明 H(z) 可表示为

H(z) =
[
1 z−1 · · · z−(L−1)

]
HL


H0(z

L)

H1(z
L)

...
HL−1(z

L)

 , L = 2k
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2.7 需要计算存在于宽带信号中的一个窄带信号频谱。感兴趣频带为 49 ∼ 51Hz，但
混合信号包含了 0 ∼ 100Hz 的频带。现在获得了按 1kHz 抽样的混合信号的 N 点数据序

列 x[n]。

（1）画图说明怎样使用多抽样率方法得到希望的信号频谱；
（2）多抽样率方法比直接 FFT 方法有哪些优势？比较两种方法得到的频谱分辨率。

2.8 已知抽取系统如图 2.48所示，其中 H0(z) 为 FIR 滤波器。

图 2.48 习题 2.8 图

（1）设 D = 8,H0(z) = [(1− z−8)/(1− z−1)]3。若采用 3 级实现，试确定每一级抽取
系统对应的滤波器 Hk(z), k = 1, 2, 3。

（2）判断 Hk(z), k = 1, 2, 3 是否为半带滤波器。

（3）画出以 H0(z) 为传输函数，抽取因子为 2 的 CIC 抽取滤波器结构图，并画出上
述 CIC 抽取滤波器分解后的级联结构图。

2.9（MATLAB 练习） 通过 MATLAB 实验验证 Noble 恒等式。
2.10（MATLAB 练习） 设一个带宽为 4kHz 的音频信号，以 fs = 8kHz 频率取样

后得到离散时间信号 x[n]。现利用一个通带和阻带截止频率分别为 75kHz 和 80kHz 的低
通滤波器，从 x[n] 中分离出 80kHz 以下的低频成分 x0[n]。设滤波器的通带和阻带波纹分

别为 δp ⩽ 10−2 和 δs ⩽ 10−4。

（1）若要无混叠失真地降低 x0[n] 的取样频率，最多允许降低多少倍？

（2）若采用窗函数法（选用 Kaiser 窗）设计一个线性相位 FIR 滤波器来实现低通滤波
器，估计所需要的阶数；

（3）用多级抽取的方法将 x0[n] 的取样频率降低到允许的最大倍数，重新估计每级滤

波器的阶数、过渡带宽、通带和阻带波纹。

2.11（MATLAB 练习） 一个用于将抽样率从 96kHz 降低到 1kHz 的三级抽取滤波
器的框图如图 2.49所示，其抽取因子依次为 8、6、2。

图 2.49 习题 2.11 图

（1）指出在每级输出的抽样率；
（2）若抽取滤波器满足如表 2.4所示的指标，设计满足条件的每级滤波器，并利用

MATLAB 画出其幅频响应；
（3）对于（2）中的抽取滤波器，确定总计算量 MPST 和总存储量 ST。
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表 2.4 滤波器指标

指 标 数 值

输入抽样频率 96kHz
抽取因子 96
通带波纹 0.01dB
阻带衰减 60dB
感兴趣频带 0∼450Hz
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本章要点

• 什么是滤波器组？其基本结构和作用是什么？
• 滤波器组的失真来源有哪些？如何避免失真？
• 两通道滤波器组的基本结构及输入、输出关系是什么？
• 滤波器组无混叠失真和完全重构的条件是什么？
• 什么是两通道正交镜像滤波器组（QMFB）？其特点是什么？
• 什么是两通道共轭正交滤波器组（CQFB）？其特点是什么？
• 什么是仿酉滤波器组？其特点是什么？
• 如何设计满足完全重构的滤波器组？有哪些方法？
• 什么是功率互补滤波器？满足功率互补条件的滤波器是否是线性相位的？

3.1 滤波器组的基本概念

滤波器组（filter bank），顾名思义，是由多个滤波器组成的系统。具体又可分为分析
（analysis）滤波器组和综合（synthesis）滤波器组，结构分别如图 3.1（a）和图 3.1（b）所
示。每个滤波器对应的支路称为通道（channel）。

图 3.1 滤波器组的基本结构



分析滤波器组的作用是将信号分解为多个不同的子带（subband），进而可以对各子带
信号进行单独地处理。这个过程也称为信号分解（signal decomposition）。与之相反，综合
滤波器组的作用是将各子带信号重新组合起来，以形成新的信号。这个过程又称为信号重

构（signal reconstruction）。
在分析端，由于子带信号的带宽通常比输入信号的带宽小得多，因此可以在滤波之后

放置一个 D倍抽取器，以降低各支路的采样率，如图 3.2（a）所示。相应地，在综合端可在滤
波之前先对各子带信号进行 D倍内插，以恢复至原始的采样率，如图 3.2（b）所示。对于M

通道均匀（uniform）滤波器组而言，每个通道的带宽为 2π/M。为了避免子带信号抽取之后

发生混叠，抽取因子应满足 D ⩽M。当 D =M 时，称为最大抽取（maximally decimated）
或临界采样（critically sampled）滤波器组。当 D < M 时，则称为过采样（over-sampled）
或冗余（redundant）滤波器组。本书主要讨论最大抽取滤波器组。

图 3.2 含有抽取与内插的滤波器组结构（D ⩽ M）

通常，信号经过分解和重构之后会产生一定的失真，主要包括：混叠失真（aliasing
distortion，ALD）、幅度失真（amplitude distortion，AMD）、相位失真（phase distortion，
PHD），以及子带量化误差（subband quantization error）等。其中前三类失真源于滤波器组
的内部结构，而最后一类失真发生在子带处理过程中（如量化、编码等），与滤波器组的自身

特性无关。因此在设计滤波器组的过程中，主要考虑前三类失真。如果能够消除这三类失

真，则称该滤波器组是完全重构（perfect reconstruction，PR）的，此时重构信号可以表示
为原始信号的一个延迟，且至多在幅度上相差一个倍数，即

x̂(nT ) = cx[(n− n0)T ] (3.1.1)

式中，c 为非零常数；n0 为整数。

完全重构问题是滤波器组的主要研究内容之一，本章余下部分将进行详细讨论。

3.2 两通道滤波器组

两通道滤波器组是最基本也是最常用的滤波器组，结构如图 3.3所示，其中 H0, G0 为

低通滤波器，H1, G1 为高通滤波器
À。在实际应用中，将信号分解为低频分量和高频分量

À 稍后会解释分析端与综合端的关系。
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是一种十分常见的处理方式。以子带编码为例，已知信号 x(nT1) 的采样率为 F1 = 1/T1，

若采用 16bit 编码，则码率为 16F1bps。假设信号的能量主要集中在低频部分，可以利用
两通道滤波器组对该信号进行分解，得到信号的低频分量 y0(nT2)和高频分量 y1(nT2)。由

于两个子带包含的信息量不同，可以选择不同的字长进行编码。如对 y0(nT2), y1(nT2) 分

别采用 16bit 与 8bit 编码，则总码率为

F1/2× 16 + F1/2× 8 = 12F1 (bps)

其中，F1/2 表示子带信号的采样率。相较于直接编码，码率减少 1/4。因此在保证信号主
要信息不损失的情况下实现了数据压缩。

图 3.3 二通道滤波器组

3.2.1 两通道滤波器组的输入、输出关系

下面分析两通道滤波器组的输入、输出关系。方便起见，以下全部采用 z 变换进行表

示。对于分析端，根据抽样率转换关系，不难得到

Yk(z2) =
1

2

1∑
l=0

Vk(z1W
l) =

1

2

1∑
l=0

X(z1W
l)Hk(z1W

l)

=
1

2
[X(z1)Hk(z1) +X(−z1)Hk(−z1)], k = 0, 1 (3.2.1)

式中，W = e−jπ, z2 = z21。

式(3.2.1)也可写作矩阵形式：[
Y0(z2)

Y1(z2)

]
=

1

2

[
H0(z1) H0(−z1)
H1(z1) H1(−z1)

][
X(z1)

X(−z1)

]
(3.2.2)

对于综合端，易知各支路信号为

X̂k(z1) = V̂k(z1)Gk(z1) = Ŷk(z2)Gk(z1), k = 0, 1 (3.2.3)

故重构信号为

X̂(z1) =
1∑
k=0

X̂k(z1) =
1∑
k=0

Ŷk(z2)Gk(z1) (3.2.4)
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或写成矩阵形式：

X̂(z1) =
[
G0(z1) G1(z1)

] [Ŷ0(z2)

Ŷ1(z2)

]
(3.2.5)

注意到在上述推导过程中使用了 z1, z2 以区分信号所处的采样率。当然也可以利用

z2 = z21 的关系将表达式统一为同一变量，读者可自行写出，不再赘述。

3.2.2 无混叠失真条件

混叠失真源自滤波器组内部的抽样率转换过程，是影响滤波器组性能的主要因素之一，

也是在滤波器组设计过程中首先需要考虑的问题。在理想情况下，滤波器组将信号划分为

互不交叠的子带，进而可以最大抽取因子进行抽取，理论上来讲是没有混叠的。而在实际

应用中，滤波器的过渡带宽不可能为零。为了不丢失原始信息，应尽量保证滤波器通带内

没有严重衰减，所以在实际设计中会把过渡带延伸到相邻滤波器的频带中，从而在过渡带

内会产生混叠。

以两通道滤波器组为例，图 3.4（a）给出了原始输入信号频谱，图 3.4（b）为低通滤
波器 H0 与高通滤波器 H1 的幅频响应示意图（注意这里暂不考虑幅度失真）。可以看出两

个滤波器的过渡带有交叠。相应地，图 3.4（c）、图 3.4（d）分别给出了原始信号经过低
通滤波和高通滤波之后的频谱，图 3.4（e）、图 3.4（f）则为经过 2 倍抽取之后的各子带频
谱。可以明显看出，此时子带信号发生了混叠。对于综合端，各子带信号先经过 2 倍内插，
此时产生了镜像频谱。图 3.4（g）、图 3.4（h）给出了滤除镜像之后的频谱。最后，将两
个子带信号的频谱叠加得到重构信号的频谱，如图 3.4（i）所示。显然，相较于原始信号，
频谱发生了一定的失真，这就是由于混叠造成的。

为了定量描述混叠失真，下面通过数学公式推导重构信号与原始信号的关系。在此不

考虑任何子带处理，故令 Ŷk(z2) = Yk(z2), k = 0, 1，结合式(3.2.2)与式(3.2.5)，有

图 3.4 两通道滤波器组各阶段信号的频谱
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图 3.4 （续）

X̂(z1) =
1

2

[
G0(z1) G1(z1)

] [H0(z1) H0(−z1)
H1(z1) H1(−z1)

][
X(z1)

X(−z1)

]

=
1

2
X(z1)[H0(z1)G0(z1) +H1(z1)G1(z1)]

+
1

2
X(−z1)[H0(−z1)G0(z1) +H1(−z1)G1(z1)] (3.2.6)

注意到上式变量均为 z1，为了便于分析，下面省略下标，并记

T (z) =
1

2
[H0(z)G0(z) +H1(z)G1(z)] (3.2.7)

A(z) =
1

2
[H0(−z)G0(z) +H1(−z)G1(z)] (3.2.8)

于是式(3.2.6)可记作

X̂(z) = T (z)X(z) +A(z)X(−z) (3.2.9)

上式说明，重构信号 X̂(z) 由原始信号 X(z) 与其混叠分量 X(−z) 组成。显然，若要求滤
波器组无混叠失真，应令 A(z) = 0，此时滤波器组的输入、输出关系式为

X̂(z) = T (z)X(z) (3.2.10)

称 T (z)为滤波器组的总体传递函数（overall transfer function）或失真函数（distortion func-
tion）。
结合上述分析，得到两通道滤波器组无混叠的充要条件。
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命题 3.1 两通道滤波器组无混叠的充要条件为[
H0(z) H1(z)

H0(−z) H1(−z)

][
G0(z)

G1(z)

]
=

[
2T (z)

0

]
(3.2.11)

下面分析是否存在相应的 H0,H1 与 G0, G1 满足式(3.2.11)。不妨将式(3.2.11)理解为
线性方程组，记

H(z) =

[
H0(z) H1(z)

H0(−z) H1(−z)

]
(3.2.12)

称 H(z) 为调制矩阵（modulation matrix）À。根据线性代数知识，可得[
G0(z)

G1(z)

]
= H−1(z)

[
2T (z)

0

]
=

2T (z)

detH(z)

[
H1(−z) −H1(z)

−H0(−z) H0(z)

][
1

0

]

=
2T (z)

detH(z)

[
H1(−z)
−H0(−z)

]
(3.2.14)

式中，detH(z) = H0(z)H1(−z)−H1(z)H0(−z)。
式(3.2.14)实际给出了 G0(z), G1(z) 的一般形式。特别地，若取[

G0(z)

G1(z)

]
=

[
H1(−z)
−H0(−z)

]
(3.2.15)

则

2T (z) = H0(z)G0(z) +H1(z)G1(z) = H0(z)H1(−z)−H1(z)H0(−z) = detH(z)

这说明式(3.2.15)是满足无混叠条件的一个解。结合物理意义来看，若 H0(z),H1(z) 分别为

低通和高通滤波器，中心频率分别为 0 和 π。则 G0(z) = H1(−z) 是将 H1(z) 的中心频率

搬移至 0，因此为低通滤波器；类似地，G1(z) = −H0(−z) 为高通滤波器。

3.2.3 完全重构条件

根据式(3.2.10)，在无混叠条件下，重构信号与原始信号的关系完全由总体传递函数
T (z) 刻画。据此还可以得到滤波器组无其他失真的条件。例如，若 T (z) 为全通函数（all-
pass function），即 |T (z)| = c ̸= 0，则

|X̂(z)| = |T (z)X(z)| = c|X(z)| (3.2.16)

À 有些文献也将调制矩阵定义为

H(z) =

[
H0(z) H0(−z)
H1(z) H1(−z)

]
(3.2.13)

与本书定义相比较，两者仅相差一个转置，在一些推导中稍有区别，但不会影响矩阵的性质及相关结论。
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此时滤波器组无幅度失真。

若 T (z) 具有线性相位，即 ∠T (ejω) = −n0ω，则

∠X̂(ejω) = ∠X(ejω) + ∠T (ejω) = ∠X(ejω)− n0ω (3.2.17)

那么滤波器组无相位失真。

若要求滤波器组既无幅度失真也无相位失真，则 T (z)只能是纯延迟，即 T (z) = cz−n0，

其中 c 为非零常数，n0 为整数。此时输入、输出关系为

X̂(z) = cz−n0X(z) (3.2.18)

式(3.2.18)即为式(3.1.1)在 z 变换域的表达。

综合上述分析，得到完全重构滤波器组的充要条件。

命题 3.2 两通道滤波器组完全重构的充要条件为[
H0(z) H1(z)

H0(−z) H1(−z)

][
G0(z)

G1(z)

]
=

[
2cz−n0

0

]
(3.2.19)

式中，c 为非零常数；n0 为整数。

式(3.2.19)还可以扩展为[
H0(z) H1(z)

H0(−z) H1(−z)

][
G0(z) G0(−z)
G1(z) G1(−z)

]
=

[
2cz−n0 0

0 2c(−z)−n0

]
(3.2.20)

式中，等式左端的两个矩阵分别为 H0,H1 和 G0, G1 构成的调制矩阵。特别地，当 n0 为

偶数时，

H(z)GT(z) = 2cz−n0I (3.2.21)

或等价地，

G(z)HT(z) = 2cz−n0I (3.2.22)

因此式(3.2.21)或式(3.2.22)也可作为完全重构的一个充分条件À。

在滤波器组的理论分析中，矩阵是一种常用的形式。其优势在于数学表示更紧凑，同

时可将物理问题抽象为数学问题，并借助数学相关方法来进行分析求解。3.4节将详细讨论
完全重构滤波器组的构造方法。

3.3 正交镜像滤波器组

正交镜像滤波器组（quadrature mirror filter bank，QMFB）是一种典型的两通道滤
波器组，最早应用于语音子带编码 [13] 中。QMFB 分析端的滤波器具有如下关系：

H1(z) = H0(−z) (3.3.1)

À 对于理论分析而言，为了保证结论的严谨性和完整性，通常希望得到滤波器组完全重构的充要条件。而在实际应用中，

目标是设计满足完全重构的滤波器组，这时只要满足充分条件就足够了。本书不刻意强调充分条件和充要条件的差别。
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或在频域表示为

H1(ejω) = H0(ej(ω−π)) (3.3.2)

即 H1(ejω) 是由 H0(ejω) 频移 π 得到的。若 H0(ejω) 是低通滤波器，则 H1(ejω) 是高通滤

波器，两者的幅频响应如图 3.5所示。注意到 |H0(ejω)| 与 |H1(ejω)| 关于 π/2 镜像对称，这
正是其名称中“正交镜像”À的由来。

图 3.5 两通道 QMFB 的幅频特性

若要求 QMFB 无混叠失真，可令综合端的滤波器组为

G0(z) = H1(−z) = H0(z) (3.3.3a)

G1(z) = −H0(−z) = −H1(z) (3.3.3b)

由此可见，无混叠 QMFB 仅由一个滤波器 H0(z) 决定，且分析端和综合端的低通滤波器

完全相同，高通滤波器相差一个负号（这意味着幅频响应相同，相频响应相差 π/2）。以下

讨论均假设 QMFB 无混叠。

3.3.1 QMFB 的多相结构

对 H0(z) 进行第一型多相分解，

H0(z) = E00(z
2) + z−1E01(z

2) (3.3.4)

相应地，

H1(z) = H0(−z) = E00(z
2)− z−1E01(z

2) (3.3.5)

式(3.3.4)与式(3.3.5)可用矩阵形式表示为[
H0(z)

H1(z)

]
=

[
1 1

1 −1

][
E00(z

2)

z−1E01(z
2)

]
(3.3.6)

À “正交”源于英文 quadrature，本意是相位差 π/2，即采样率的四分之一（2π/4），这与几何意义（内积空间）上的

正交（orthogonality）并非同一含义。此外值得说明的是，并非所有的两通道滤波器组都满足式(3.3.1)，但由于 QMFB 的起
源较早，且最具有代表性，以致后续的许多研究者习惯将两通道滤波器组统称为 QMFB，甚至将该名称推广至多通道滤波器
组 [8,14]，这时 QMFB 已经失去了原本的含义。
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图 3.6给出了分析端的多相结构。注意到此时两条支路并非平行的关系，而是有相互作
用，这种结构又称为格形（lattice）结构。

图 3.6 QMFB 分析端的格形结构

类似地，对于综合端的滤波器有

G0(z) = H0(z) = E00(z
2) + z−1E01(z

2) (3.3.7)

G1(z) = −H0(−z) = −E00(z
2) + z−1E01(z

2) (3.3.8)

或写成矩阵形式： [
G0(z)

G1(z)

]
=

[
1 1

−1 1

][
E00(z

2)

z−1E01(z
2)

]
(3.3.9)

由此可以看出，分析端与综合端的滤波器均由 H0(z) 的两个多相成分决定。图 3.7给出了
综合端的多相结构。

图 3.7 QMFB 综合端的格形结构

进一步，利用多抽样率网络的恒等关系，可以将上述的格形结构转换为一种高效结构。

以分析端为例，注意到转换前的计算是在高抽样率一侧。现将 2倍抽取放到各支路中去，再
与 E00(z

2) 和 E01(z
2) 交换顺序，于是便将计算转化为在低抽样率一侧进行。综合端的分

析类似。图 3.8给出了 QMFB 格形结构的高效实现方式。

图 3.8 QMFB 的高效格形结构

不妨具体分析一下转换前后的计算量。假设分析滤波器 H0(z)（同 H1(z)）的长度为

N，采样率为 F，则分析端的总计算量为 2NF（MPS）；若采用高效实现方式，各支路的
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多相滤波器长度为 N/2，抽样率为 F/2，分析端的总计算量为 NF/2（MPS），计算量减
少为原来的 1/4。对于综合端可以得到同样的结果。

3.3.2 QMFB 的误差分析

本节分析两通道QMFB是否满足完全重构。在无混叠条件下，根据式(3.2.6)及式(3.3.3)，
输入、输出关系式为

X̂(z) = T (z)X(z) =
1

2

[
H2

0 (z)−H2
1 (z)

]
X(z) (3.3.10)

因此，完全重构的充要条件为

T (z) =
1

2

[
H2

0 (z)−H2
1 (z)

]
= cz−λ (3.3.11)

于是问题归结为是否存在 H0(z), H1(z) 使得式(3.3.11)成立。
假设 H0(z),H1(z)均为 FIR滤波器，注意到如果 H0(z), H1(z)具有线性相位，则 T (z)

也是线性相位，因此不存在相位失真。反之，若 H0(z), H1(z)不是线性相位，则 T (z)也非

线性相位。因此，为了满足式(3.3.11)应要求 H0(z), H1(z) 都具有线性相位。对 H0(z) 和

H1(z) 进行第一型多相分解，如式(3.3.4)与式(3.3.5)所示，于是得

T (z) =
1

2

[
H2

0 (z)−H2
1 (z)

]
= 2z−1E00(z

2)E01(z
2) (3.3.12)

此时完全重构条件转化为

T (z) = 2z−1E00(z
2)E01(z

2) = cz−λ (3.3.13)

上式成立存在两种可能的情况。第一种为

E00(z
2) =

1

2
cz−(λ−1)/E01(z

2)

这意味着 E00(z)或 E01(z)中至少有一个为有理函数，即 IIR滤波器。进而 H0(z)和 H1(z)

也是 IIR 滤波器，与假设不符。
第二种情况为 E00(z), E01(z) 均为纯延迟，即

E00(z) = c0z
−n0 , E01(z) = c1z

−n1

式中，c0, c1 均为常数；n0, n1 均为整数。于是 T (z) = 2c0c1z
−2(n0+n1)−1，故滤波器组满

足完全重构。然而注意到此时，

H0(z) = c0z
−2n0 + c1z

−2n1−1 (3.3.14)

H1(z) = c0z
−2n0 − c1z−2n1−1 (3.3.15)

74



上述形式的滤波器没有平坦的通带及快速衰减的阻带，实际应用价值不大。举例来讲，令

c0 = c1 = 1/
√
2, n0 = n1 = 0，则得到 Haar 滤波器组：

H0(z) =
1√
2
(1 + z−1) (3.3.16)

H1(z) =
1√
2
(1− z−1) (3.3.17)

相应地，频率响应为

H0(ejω) =
1√
2
(1 + e−jω) =

√
2 cos ω

2
e−jω/2 (3.3.18)

H1(ejω) =
1√
2
(1− e−jω) =

√
2 sin ω

2
e−j(ω−π)/2 (3.3.19)

注意到，|H0(ejω)|, |H1(ejω)| 均为三角函数，结合图 3.9来看，两者既没有平坦的通带，也
没有快速衰减的阻带，因此不具备良好的幅频特性À。

图 3.9 Haar 滤波器组的幅频响应

综合上述分析，QMFB 在要求 H0(z),H1(z) 都是 FIR 线性相位的情况下，既要满足
完全重构，又要使滤波器具有良好的幅频特性是不可行的。在实际应用中，可以考虑以下

折中方案：

1⃝ FIR QMFB：要求 H0(z), H1(z) 都是 FIR 且具有线性相位，在无混叠失真、无相
位失真的条件下，尽可能减小幅度失真，从而近似实现完全重构。

À 尽管 Haar 滤波器组的幅频特性不理想，但它在小波分析理论中尤为重要。注意到滤波器的冲激响应为

h0[n] =
1
√
2
(δ[n] + δ[n− 1])

h1[n] =
1
√
2
(δ[n] − δ[n− 1])

因此 H0(z) 的作用是对信号相邻两点求平均（可忽略倍数上的差异，下同），H1(z) 则为相邻两点求差。经过分析滤波器组，

信号被分解为其平均值（低频信息）和局部差值（高频信息）。这种计算方式即为 Haar 小波变换。
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2⃝ IIR QMFB：要求 H0(z), H1(z) 都是 IIR，保证无混叠失真和无幅度失真，而相位
失真由额外的相位均衡器解决，从而近似实现完全重构。

3⃝ 共轭正交滤波器组：修正 H0(z) 与 H1(z) 的关系，从而实现完全重构。

下面对前两种方案进行简要讨论，第三种方案将在 3.3.3节详细介绍。
1. FIR QMFB 的设计
首先来分析滤波器组幅度失真的原因。幅度失真主要来源于滤波器幅频特性中的波纹

（误差容限）、截止频率的位置以及过渡带的陡峭程度。其中波纹是不可避免的，过渡带宽

主要由滤波器阶数决定，这里主要分析截止频率的位置。以图 3.10为例，若 H0(z), H1(z)

的幅频响应如图 3.10（a）所示，两者在 π/2 处不重叠，则重构信号会在 π/2 附近出现频
谱损失。损失的信息是无法复原的，因此在设计滤波器时应当避免这种情况。也就是说允

许 H0(z)、H1(z) 在 π/2 处有重叠，如图 3.10（b）所示。此时子带信号会有混叠，但混叠
成分可以通过综合滤波器组消除。而最终的重构信号会在 π/2 附近有幅度偏差。因此减小

幅度失真的途径就是优化传递函数 T (ejω)，使其幅度接近于 1（或常数 c）。

图 3.10 FIR QMFB 幅度失真原因分析

以下假设 H0(z), H1(z) 都是具有线性相位的 FIR 滤波器。不妨设滤波器的长度为 N，

则

H0(ejω) = e−jωM |H0(ejω)|

H1(ejω) = H0(ej(ω−π)) = (−1)Me−jωM |H1(ejω)|

式中，M =
N − 1

2
。于是

T (ejω) =
1

2
[H2

0 (ejω)−H2
1 (ejω)]
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=
1

2
e−jω(N−1)

[
|H0(ejω)|2 − (−1)N−1|H1(ejω)|2

]

=


1

2
e−jω(N−1) [|H0(ejω)|2 − |H1(ejω)|2] , N 为奇数

1

2
e−jω(N−1) [|H0(ejω)|2 + |H1(ejω)|2] , N 为偶数

若 N 为奇数，注意到 |H1(ejω)| = |H0(ej(ω−π))|，故

T (ejπ/2) =
1

2
e−jω(N−1)

[
|H0(ejω)|2 − |H1(ejω)|2

]∣∣∣∣
ω=π/2

= 0

这意味着重构信号在 π/2 处有严重的幅度失真。为避免此类情况，N 只能取偶数。此时，

若

|H0(ejω)|2 + |H1(ejω)|2 = c (3.3.20)

则 T (ejω) =
1

2
ce−jω(N−1)，滤波器组满足完全重构。

不失一般性，可以令式(3.3.20)中 c = 1，称满足该式的滤波器 H0(z), H1(z) 为功率互

补滤波器（power-complementary filters）。理论分析表明 [15]，若 H0(z), H1(z) 为功率互补

滤波器，同时又要求具有线性相位，则一般形式为

H0(z) =
1

2
(z−k1 + z−k2), H1(z) =

1

2
(z−k1 − z−k2) (3.3.21)

相应地，幅频响应为

|H0(ejω)| = cos(Kω), |H1(ejω)| = sin(Kω) (3.3.22)

式中，K = (k1 − k2)/2。根据前文的分析，这种设计出来的线性相位滤波器缺乏良好的幅
频特性。因此实际设计中只能要求

|H0(ejω)|2 + |H1(ejω)|2 = |H0(ejω)|2 + |H0(ej(ω−π))|2 ≈ 1 (3.3.23)

Johnston提出一种基于优化的设计方法 [16]，可以得到一组近似完全重构的 FIR QMFB，
最小化目标函数为

E = α

∫π
ωs

|H0(ejω)|2dω + (1− α)
∫π
0

(
1− |H0(ejω)|2 − |H0(ej(ω−π))|2

)2 dω

:= αE1 + (1− α)E2

式中，ωs 为阻带边缘频率；E1 表示阻带的能量；E2 为完全重构误差的能量（即波纹误差

的能量）；α 为权重。具体方法参见文献 [16]。

77



2. IIR QMFB 的设计
实现完全重构的另一种思路是在无混叠失真的条件下，利用 IIR 全通滤波器消除幅度

失真，而相位失真的问题则依靠全通均衡器解决。设 H0(z),H1(z) 的多相分解为

H0(z) = Q00(z
2) + z−1Q01(z

2) (3.3.24a)

H1(z) = Q00(z
2)− z−1Q01(z

2) (3.3.24b)

式中，Q00(z), Q01 均为全通函数，即

Q00(z) =
∏
k

z−1 − ak
1− akz−1

, Q01(z) =
∏
k

z−1 − bk
1− bkz−1

(3.3.25)

于是

T (z) =
1

2
z−1Q00(z

2)Q01(z
2) (3.3.26)

也为全通函数，因而保证了滤波器组无幅度失真。

研究表明 [17-18]，许多典型的滤波器（如具有奇数阶的巴特沃斯、切比雪夫或椭圆半带

滤波器等）都可以表示为两个全通函数的和，这意味着多相表示对 IIR滤波器同样有效。此
外，若 H0(z) 为 IIR 低通滤波器且 |H0(z)| ⩽ 1，则总可以找到一个 IIR 高通滤波器 H1(z)

使得它与 H0(z) 满足功率互补条件
[14,19]，即

|H0(ejω)|2 + |H1(ejω)|2 = 1 (3.3.27)

具体分析及设计实例可参见文献 [19]。

3.3.3 共轭正交滤波器组

根据 3.3.2节的分析，QMFB 在满足完全重构的条件下，滤波器只能是纯延迟的线性
组合形式，幅频特性不佳。造成这一问题的重要因素之一在于约束 H1(z) = H0(−z)。如果
修正 H0(z) 与 H1(z) 的关系，则可以在满足完全重构的条件下，优化滤波器的幅频特性。

下面考虑 H0(z), H1(z) 均为 FIR 且具有如下关系：

H1(z) = −z−NH0(−z−1) (3.3.28)

式中，N 为奇数。称满足式(3.3.28)的滤波器组为共轭正交滤波器组（conjugate quadrature
filter bank，CQFB）[20-21]。注意到如果 H0(z) 为因果滤波器，则 H0(−z−1) 为非因果滤波

器，因此可通过选取合适的 z−N 保证 H1(z) 为因果滤波器。

下面分析 CQFB 是否满足完全重构。令 G0(z) = H1(−z), G1(z) = −H0(−z) 以满足
无混叠条件，根据式(3.2.7)，滤波器组的传递函数为

T (z) =
1

2
[H0(z)H1(−z)−H1(z)H0(−z)]

78



=
1

2
z−N [H0(z)H0(z

−1) +H1(z)H1(z
−1)] (3.3.29)

上式推导利用了 N 为奇数。显然，当

H0(z)H0(z
−1) +H1(z)H1(z

−1) = 1 (3.3.30)

时，滤波器组满足完全重构。这意味着 H0(z),H1(z) 依然是功率互补滤波器。根据 3.3.2节
的分析可知，若 H0(z),H1(z) 满足功率互补条件且具有线性相位，则幅频响应只能是三角

函数的形式。因此，为了设计具有良好幅频特性的滤波器，须放弃 H0(z),H1(z) 为线性相

位的条件，但此时仍可以保证 T (z) 是线性相位的。

现令 P (z) = H0(z)H0(z
−1)，则完全重构等价于

P (z) + P (−z) = 1 (3.3.31)

或在频域表示为

P (ejω) + P (ej(ω−π)) = 1 (3.3.32)

上式表明，P (z) 为半带滤波器。因此，完全重构问题转化为半带滤波器的设计问题。当半

带滤波器 P (z) 确定之后，可依据谱分解定理求得 H0(z)。

上述构造思路最早由 Smith 等人于 1984 年提出 [20]，Mintzer 在文献 [22]中也阐述了
类似的思想。具体的设计方法与实例可参见文献 [20-22]。

3.4 仿酉滤波器组

本节介绍满足完全重构条件的两通道滤波器组的一般形式。首先给出滤波器组的多相

结构，并分析基于多相矩阵的完全重构条件，进而引入仿酉矩阵的概念，并介绍仿酉滤波

器组的设计方法。

3.4.1 两通道滤波器组的多相结构

多相结构是滤波器组的一种高效实现结构。3.3.1节给出了 QMFB 的多相结构，即格
形结构。本节将给出一般的两通道滤波器组的多相结构。

对 H0(z)、H1(z) 作第一型多相分解：[
H0(z)

H1(z)

]
=

[
E00(z

2) E01(z
2)

E10(z
2) E11(z

2)

][
1

z−1

]
= E(z2)

[
1

z−1

]
(3.4.1)

式中，E(z) 的第 k 行元素为 Hk(z) 的多相成分，称 E(z) 为第一型多相矩阵。

类似地，对 G0(z)、G1(z) 作第二型多相分解：[
G0(z)

G1(z)

]
=

[
R00(z

2) R01(z
2)

R10(z
2) R11(z

2)

][
z−1

1

]
= RT(z2)

[
z−1

1

]
(3.4.2)
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注意 R(z) 带有一个转置符号À，故 R(z) 的第 k 列元素为 Gk(z) 的多相成分，称 R(z) 为

第二型多相矩阵。

根据上述关系，可以将两通道滤波器组转化为多相结构，如图 3.11（a）所示，其中，
E(z)、R(z) 的内部结构分别如图 3.11（b）、图 3.11（c）所示。

图 3.11 两通道滤波器组的多相结构

注意到在图 3.11（a）所示的多相结构中，计算均是在高抽样率一侧进行的。根据第 2
章介绍的多抽样率网络的等效关系，可以将多相矩阵 E(z2) 与 2 倍抽取交换，同时将多相
矩阵 R(z2) 与 2 倍内插交换，这样就得到了多相结构的高效实现，如图 3.12（a）所示。进
一步，若不考虑分析端与综合端的中间处理过程，则可以将多相矩阵 E(z)与 R(z)视为一

个整体，记

P (z) = R(z)E(z) (3.4.3)

称 P (z) 为滤波器组的转移矩阵或传递矩阵（transfer matrix），该矩阵决定了滤波器组的
传输特性，如图 3.12（b）所示。稍后会看到，P (z) 与 T (z) 具有固定关系，通过恰当构造

E(z) 与 R(z)，滤波器组就能够实现完全重构。

3.4.2 基于多相矩阵的完全重构条件

本节讨论基于多相矩阵的两通道滤波器组完全重构条件。两通道滤波器组的输入、输

出关系为

X̂(z) =
1

2
X(z)[H0(z)G0(z) +H1(z)G1(z)]

À 稍后会看到，综合端多相矩阵加一个转置符号是为了便于推导。当然也可按照第一型多相矩阵方式定义，推导形式上

有所区别。
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+
1

2
X(−z)[H0(−z)G0(z) +H1(−z)G1(z)] (3.4.4)

图 3.12 两通道滤波器组的多相结构（高效实现）

根据命题 3.2及其扩展形式，完全重构的充要条件为[
G0(z) G1(z)

G0(−z) G1(−z)

][
H0(z) H0(−z)
H1(z) H1(−z)

]
=

[
2cz−n0 0

0 2c(−z)−n0

]
(3.4.5)

为了便于后续推导，这里将原式(3.2.20)等式两端都取了转置。
对 H0(z), H1(z) 进行第一型多相分解，易知多相矩阵 E(z) 与调制矩阵 H(z) 具有如

下关系：

HT(z) =

[
H0(z) H0(−z)
H1(z) H1(−z)

]
= E(z2)

[
1 1

z−1 −z−1

]
(3.4.6)

类似地，对 G0(z), G1(z) 进行第二型多相分解，得

G(z) =

[
G0(z) G1(z)

G0(−z) G1(−z)

]
=

[
z−1 1

−z−1 1

]
R(z2) (3.4.7)

于是式(3.4.5)可以写作[
z−1 1

−z−1 1

]
R(z2)E(z2)

[
1 1

z−1 −z−1

]
=

[
2cz−n0 0

0 2c(−z)−n0

]
(3.4.8)

不难验证，当 E(z), R(z) 满足如下关系时：

R(z)E(z) = cz−λI, λ ∈ Z (3.4.9)

式(3.4.8)成立，此时 n0 = 2λ+ 1。于是得到两通道滤波器组完全重构的充分条件。
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命题 3.3 两通道滤波器组完全重构的充分条件为

P (z) = R(z)E(z) = cz−λI (3.4.10)

式中，c 为非零常数；λ 为整数；I 为单位矩阵。

不妨结合系统框图来验证上述命题。事实上，当 P (z) = cz−λI 时，其作用相当于一

个延迟系统，如图 3.13所示。易知

X̂0(z1) = V0(z2) = cz−λ2 U0(z2) =
1

2
cz−2λ

1 [X(z1) +X(−z1)] (3.4.11)

X̂1(z1) = V1(z2) = cz−λ2 U1(z2) =
1

2
cz

−(2λ+1)
1 [X(z1)−X(−z1)] (3.4.12)

于是

X̂(z1) = z−1
1 X̂0(z1) + X̂1(z1) = cz

−(2λ+1)
1 X(z1) (3.4.13)

因此满足完全重构。

图 3.13 P (z2) = cz−λ
2 I 时的滤波器组结构

3.4.3 仿酉滤波器组的一般形式

命题 3.3给出了构造完全重构滤波器组的一般原则，即如果找到一对多相矩阵 E(z),R(z)

满足式(3.4.10)，则该滤波器组必然满足完全重构。由于纯延迟 cz−λ 并不会影响完全重构的

性质，因此为了便于分析，下面均假设 cz−λ = 1。此时完全重构条件可进一步简化为

R(z)E(z) = I (3.4.14)

是否存在多相矩阵满足式(3.4.14)？如果存在，形式又是怎样的？关于这些问题，可以
借助所谓的仿酉矩阵（paraunitary matrix）来解决。
定义 3.1 称矩阵 E(z) 为仿酉矩阵，如果

Ẽ(z)E(z) = I (3.4.15)

式中，Ẽ(z) 为 E(z) 的共轭转置矩阵À。特别地，若 E(z) 中的元素为实系数多项式，则

Ẽ(z) = ET(z−1)。

À 即对E(z)的元素取共轭后再转置。例如E(z) = [a+bz−1, c+dz−1]T，则 Ẽ(z) = [a∗+b∗z, c∗+d∗z], a, b, c, d ∈
C。
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注意到当 z = 1 时，仿酉矩阵即为复数域上的酉矩阵。因此仿酉矩阵可视为酉矩阵在

多项式域上的推广。仿酉矩阵具有如下性质。

命题 3.4 若 E(z) 为仿酉矩阵，则 detE(z) = ±z−n，其中，n 为整数。
命题 3.5 若 E1(z)、E2(z) 为仿酉矩阵，则 E1(z)E2(z) 也是仿酉矩阵。

上述性质可通过仿酉矩阵的定义直接证明，具体证明过程留给读者。

联系式(3.4.14)，显然，若多相矩阵 E(z) 为仿酉矩阵，则可令 R(z) = Ẽ(z)，这样就

找到了满足完全重构条件的一对多相矩阵。由仿酉矩阵构造的滤波器组称为仿酉滤波器组

（paraunitary FB）或正交滤波器组（orthogonal FB）À。

那么 E(z) 和 R(z) 的具体形式是怎样的？下面进行详细分析。

设二通道分析滤波器组的多相矩阵为

E(z) =

[
E00(z) E01(z)

E10(z) E11(z)

]
(3.4.16)

并假设它为仿酉矩阵。令综合滤波器组的多相矩阵为

R(z) = Ẽ(z) =

[
Ẽ00(z) Ẽ10(z)

Ẽ01(z) Ẽ11(z)

]
(3.4.17)

式中，Ẽij(z) 表示 Eij(z) 的复共轭。特别地，若 Eij(z) 均为实系数多项式，则 Ẽij(z) =

Eij(z
−1)。

另一方面，注意到 E(z) 可逆，故

E−1(z) =
1

detE

[
E11(z) −E01(z)

−E10(z) E00(z)

]
= ±zn

[
E11(z) −E01(z)

−E10(z) E00(z)

]
(3.4.18)

式中，±zn 是由 E(z) 的行列式引入的。

令 Ẽ(z) = E−1(z)，对比式(3.4.17)与式(3.4.18)可知

Ẽ00(z) = ±znE11(z) (3.4.19a)

Ẽ10(z) = ∓znE01(z) (3.4.19b)

Ẽ01(z) = ∓znE10(z) (3.4.19c)

Ẽ11(z) = ±znE00(z) (3.4.19d)

将式(3.4.19a)与式(3.4.19c)代入式(3.4.16)，替换原有的 E10(z) 和 E11(z)，可得

E(z) =

[
E00(z) E01(z)

∓z−nẼ01(z) ±z−nẼ00(z)

]
(3.4.20)

À 这是因为仿酉矩阵也称为正交（orthogonal）矩阵，即矩阵的列向量是正交的。正交滤波器组的概念在小波分析理论中
经常使用。事实上，离散小波变换与滤波器组具有密切联系，第 5 章将详细阐述。
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上式说明，矩阵 E(z) 实际只由 E00(z)、E01(z) 决定。

类似地，将式(3.4.19b)与式(3.4.19d)代入式(3.4.17)，替换原有的 Ẽ10(z) 和 Ẽ11(z)，得

R(z) = Ẽ(z) =

[
Ẽ00(z) ∓znE01(z)

Ẽ01(z) ±znE00(z)

]
(3.4.21)

同样发现，矩阵 R(z) 只由 E00(z)、E01(z) 决定。事实上，利用 R(z) = Ẽ(z) 可得同样

结果。

式(3.4.20)与式(3.4.21)给出了 E(z) 与 R(z) 为仿酉矩阵时的一般形式。注意到两者均

是由多相分量 E00(z) 和 E01(z) 决定，这意味着所有滤波器均可以由分析端的低通滤波器

H0(z) 得到。下面推导仿酉滤波器组的一般形式。为了便于分析，以下假设滤波器均为实

系数，则相应的多相矩阵也为实系数。因此式(3.4.20)与式(3.4.21)又可写作

E(z) =

[
E00(z) E01(z)

∓z−nE01(z
−1) ±z−nE00(z

−1)

]
(3.4.22)

R(z) =

[
E00(z

−1) ∓znE01(z)

E01(z
−1) ±znE00(z)

]
(3.4.23)

根据第一型多相分解，[
H0(z)

H1(z)

]
= E(z2)

[
1

z−1

]
=

[
E00(z

2) E01(z
2)

∓z−2nE01(z
−2) ±z−2nE00(z

−2)

][
1

z−1

]

=

[
E00(z

2) + z−1E01(z
2)

∓z−2n(E01(z
−2)− z−1E00(z

−2))

]
(3.4.24)

由于

H1(z) = ∓z−2n(E01(z
−2)− z−1E00(z

−2)) (3.4.25)

故

H1(−z−1) = ∓z2n(E01(z
2) + zE00(z

2)) = ∓z2n+1H0(z) (3.4.26)

因此

H1(z) = ±z−(2n+1)H0(−z−1) (3.4.27)

于是得到 H1(z) 与 H0(z) 的关系，其中 ± 号及指数中的 n 均是由仿酉矩阵的行列式决定

的。不难发现，上述关系与 CQFB 非常相似。事实上，CQFB 可视为仿酉滤波器组的一种
特例À。

À 尽管 CQFB 是通过截然不同的方式分析得到的，但是由于仿酉滤波器组具有满足完全重构的一般形式，不难预见，
CQFB 也必然满足仿酉滤波器组的一般形式。
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类似地，根据第二型多相分解，[
G0(z)

G1(z)

]
= RT(z2)

[
z−1

1

]
=

[
E00(z

−2) E01(z
−2)

∓z2nE01(z
2) ±z2nE00(z

2)

][
z−1

1

]

=

[
z−1E00(z

−2) + E01(z
−2)

∓z2n(z−1E01(z
2)− E00(z

2))

]
(3.4.28)

注意到

G0(z) = z−1E00(z
−2) + E01(z

−2) = z−1H0(z
−1) = ∓z2nH1(−z) (3.4.29)

G1(z) = ∓z2n(z−1E01(z
2)− E00(z

2)) = ±z2nH0(−z) (3.4.30)

由此得到 G0(z)、G1(z) 与 H0(z)、H1(z) 的关系，其中延迟项 ±z2n 是由仿酉矩阵的行列
式引入的。

综合上述分析，可以得到仿酉滤波器组的一般形式：

H0(z) = H0(z)

H1(z) = ±z−(2n+1)H0(−z−1)

G0(z) = z−1H0(z
−1) = ∓z2nH1(−z)

G1(z) = z−1H1(z
−1) = ±z2nH0(−z)

(3.4.31)

注意若 H0(z)为 FIR因果滤波器，则可以选择恰当的正整数 n，以保证 H1(z)同为因果滤

波器。但此时综合端 G0(z)、G1(z) 可能为非因果的。为保证综合端滤波器同样为因果的，

可以对 G0(z)、G1(z) 乘以一个恰当的延迟 z−L。不难验证，此时

X̂(z) = T (z)X(z) = z−(L+1)X(z)

因此不会影响完全重构的性质。

根据式(3.4.31)，仿酉滤波器组由 H0(z)决定，这是否意味着 H0(z)可以任意选取？答

案是并非如此！事实上，仿酉滤波器组是由仿酉矩阵生成的，这里面即蕴含了一种约束。根

据输入、输出关系，若滤波器组满足完全重构，则

T (z) =
1

2
[H0(z)G0(z) +H1(z)G1(z)]

=
1

2
z−1[H0(z)H0(z

−1) +H0(−z)H0(−z−1)] = z−1 (3.4.32)

上式意味着

H0(z)H0(z
−1) +H0(−z)H0(−z−1) = 2 (3.4.33)
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或用多相分解等价表示为

E00(z
2)E00(z

−2) + E01(z
2)E01(z

−2) = 1 (3.4.34)

显然，当 E(z) 为仿酉矩阵时，式(3.4.34)成立。因此 H0(z) 实际上由仿酉矩阵决定，并非

任意选取。

此外，式(3.4.33)还可以写作

H0(z)H0(z
−1) +H1(z)H1(z

−1) = 2 (3.4.35)

上式说明，H0(z), H1(z) 为一对功率互补滤波器。结合前面几节的分析，所有两通道完全

重构滤波器组中都涉及功率互补条件，这并非是一种巧合。事实上，功率互补是完全重构

的约束条件之一。

3.4.4 基于格形结构的仿酉滤波器组设计与实现

根据前文分析，设计仿酉滤波器组的关键在于仿酉矩阵。依据仿酉矩阵的性质，多个

仿酉矩阵的乘积仍为仿酉矩阵。因此，可以通过简单的仿酉矩阵的乘积形式来构造更复杂

的仿酉矩阵。本节介绍一种基于格形结构的仿酉滤波器组设计方法 [23]，该方法主要包含两

个基本仿酉单元，其中一个为旋转矩阵：

B =

[
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

]
=

[
c s

−s c

]

式中，θ 为任意角度；c = cos θ，s = sin θ。
注意到

B̃ = BT =

[
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

]

因此 B̃B = BB̃ = I。

仿酉单元 B 的结构如图 3.14所示，在前文中介绍过，这种结构即为格形结构。相应
地，输入、输出关系式为[

V0(z)

V1(z)

]
=

[
c s

−s c

][
U0(z)

U1(z)

]
=

[
(cU0 + sU1)(z)

(cU1 − sU0)(z)

]

图 3.14 旋转矩阵 B 的结构
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另一个仿酉单元为

Λ(z) =

[
1 0

0 z−1

]

该矩阵的作用是对第二路信号作一个单位的延迟，结构如图 3.15所示。

图 3.15 矩阵 Λ(z) 的结构

显然，B 与 Λ(z) 的乘积仍是仿酉矩阵。现考虑由多个仿酉单元 Bk 与 Λ(z) 级联组

成的系统，记

E(z) = BN−1Λ(z)BN−2Λ(z) · · ·B1Λ(z)B0 (3.4.36)

其中

Bk =

[
cos θk sin θk
− sin θk cos θk

]
=

[
ck sk

−sk ck

]

故 E(z) 仍是仿酉矩阵，结构如图 3.16所示。注意，矩阵 E(z) 与向量的乘法运算是从右至

左进行的，因此信号先经过 B0，最后经过 BN−1，同时注意延迟单元只存在于两个旋转单

元之间。

图 3.16 由 Bi 与 Λ(z) 级联的仿酉矩阵 E(z)

按照上述结构计算，每一级系统（旋转单元）需要 4次乘法运算，总计需要 4N 次。为

降低计算量，可将 Bk 改写为 Bk = ck

[
1 αk

−αk 1

]
= ckDk，并将所有 Bk 中的系数 ck 合

87



并为一个系数，记为 β =
N−1∏
k=0

ck，于是

E(z) = βDN−1Λ(z)DN−2Λ(z) · · ·D1Λ(z)D0 (3.4.37)

上述形式称为归一化的格形结构，如图 3.17所示。与归一化之前的结构相比较，现在每级系
统（旋转单元）只需要 2 次乘法运算，最后再与系数 β 作 2 次乘法运算，总计需要 2N +2

次。当 N 较大时，计算量大约减小为原来的一半。

图 3.17 E(z) 归一化的级联格形结构，其中 β =
N−1∏∏∏
k=0

ck

类似地，设综合端多相矩阵 R(z) = bz−λẼ(z)，则

R(z) = bz−λβ
[
D̃0Λ̃(z)D̃1Λ̃(z) · · · Λ̃(z)D̃N−1

]
其中

D̃k = DT =

[
1 −αk
αk 1

]
, Λ̃(z) =

[
1 0

0 z

]
= z

[
z−1 0

0 1

]
= zΓ (z)

不妨令 b = 1, λ = N − 1，则

R(z) = βDT
0 Γ (z)DT

1 Γ (z) · · ·Γ (z)DT
N−1

格形结构如图 3.18所示。

图 3.18 R(z) 归一化的级联格形结构

综上所述，两通道仿酉滤波器组的格形网络结构如图 3.19所示，该系统由参数 αk 完

全决定，这些参数为设计最优滤波器提供了可能。

下面分析滤波器与参数 αk 的关系。根据第一型多相分解，[
H0(z)

H1(z)

]
= E(z2)

[
1

z−1

]
(3.4.38)
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不妨设分析端输入为单位冲激 x[n] = δ[n]，则信号经过多相矩阵 E(z2)的输出（抽取之前）

即为滤波器 H0(z)、H1(z)。

图 3.19 两通道仿酉滤波器组的格形网络结构

由于 E(z) 是由 N 级仿酉单元级联组成，记信号经过第 k 级旋转单元之后的输出分

别为 Pk(z)、Qk(z)，如图 3.16所示，易知À[
P0(z)

Q0(z)

]
=

[
1 α0

−α0 1

][
1

z−1

]
=

[
1 + α0z

−1

−α0 + z−1

]
[
Pk(z)

Qk(z)

]
=

[
1 αk

−αk 1

][
1 0

0 z−2

][
Pk−1(z)

Qk−1(z)

]
, k = 1, 2, · · · , N − 1

最后，H0(z) = βPN−1(z),H1(z) = βQN−1(z)。

由此可见，每增加一级仿酉单元，滤波器的阶数增加 2，因此可以利用格形结构逐级

增加滤波器的阶数。并通过优化参数 αk 获得满足设计要求的滤波器。例如，以最小化阻

带能量为目标进行设计，即

αk = arg min
αk

∫π
ωs

|H0(ejω)|2dω

具体设计方法参见文献 [23]。
例 3.1（Haar 滤波器组） 设仿酉矩阵由一级旋转单元构成，并令 θ =

π

4
，则

B =

[
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

]
=

√
2

2

[
1 1

−1 1

]
À 注意图 3.16中的级联结构并未考虑抽样率，事实上，式(3.4.38)中的 E(z2) 表示计算在高抽样率一侧（抽取之前），因

此每一级仿酉单元为 BkΛ(z2)。
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因此 [
H0(z)

H1(z)

]
=

√
2

2

[
1 1

−1 1

][
1

z−1

]
=

√
2

2

[
1 + z−1

−1 + z−1

]

由此得到的滤波器组即为 Haar 滤波器组。
相应地，综合端的多相矩阵为

R(z) = ET(z) =

√
2

2

[
1 −1
1 1

]

因此综合端滤波器组为[
G0(z)

G1(z)

]
= RT(z)

[
z−1

1

]
=

√
2

2

[
1 + z−1

1− z−1

]
=

[
H0(z)

−H1(z)

]

进一步，可得分析端的输入、输出关系式为

y0[n] =

√
2

2
(x[2n] + x[2n− 1])

y1[n] = −
√
2

2
(x[2n]− x[2n− 1])

上式说明，Haar 滤波器组的低频子带为输入信号相邻两点的均值，而高频子带为输入信号
相邻两点的差值。结合物理意义来看，均值反映信号的整体近似信息，而差值反映信号的

局部变化信息。因此 Haar 滤波器组蕴含了多分辨分析的思想。
综合端的输入、输出关系式为

x̂0[n] =


√
2

2
(y0[n]− y1[n]) , n = 2k

0, n ̸= 2k

=

x[2n], n = 2k

0, n ̸= 2k

x̂1[n] =


√
2

2
(y0[n] + y1[n]) , n = 2k

0, n ̸= 2k

=

x[2n− 1], n = 2k

0, n ≠ 2k

因此

x̂[n] = x̂0[n− 1] + x̂1[n] = x[n− 1]

Haar 滤波器组满足完全重构。
格形结构的设计方法基于仿酉矩阵，因而设计出来的 H0(z)、H1(z) 也是功率互补滤

波器。这也意味着无论参数 αk 如何选取，H0(z)H0(z
−1) 始终是一个零相位的半带滤波器。

与 CQFB 的设计方法不同的是，格形结构设计方法避免了谱分解运算。这种结构化的设计
思路在滤波器组设计中经常使用，而且很容易推广至多通道滤波器组，相关内容将在第 4
章介绍。
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3.5 双正交滤波器组

根据前面几节的分析可知，为了得到完全重构滤波器组，H0(z)、H1(z) 应为功率互补

滤波器。然而，在 3.3.2节中也提到，若 H0(z)、H1(z)满足功率互补条件，同时又要求具有

线性相位，则滤波器只能是纯延迟的线性组合形式 [15]，这样就不具有良好的幅频特性。这

也意味着，对于两通道滤波器组而言，功率互补与线性相位是两个互不相容的条件。

在许多实际应用（例如图像处理）中，通常希望滤波器是线性相位的。为此，只能放弃

功率互补条件。事实上，功率互补并非是完全重构的必要条件。两通道滤波器组无混叠条

件下的输入、输出关系式为

X̂(z) = T (z)X(z) =
1

2
[H0(z)H1(−z)−H0(−z)H1(z)] (3.5.1)

若

H0(z)H1(−z)−H0(−z)H1(z) = cz−λ (3.5.2)

则滤波器组能够实现完全重构。于是得到了更宽松的完全重构条件。称满足该条件的滤波

器组为双正交滤波器组（biorthogonal filter bank）。
现假设存在某个滤波器 P (z) 能分解为如下形式：

z−NP (z) = H0(z)H1(−z) (3.5.3)

称式(3.5.3)为广义谱分解。易知此时滤波器组的传递函数为

T (z) =
1

2
[H0(z)H1(−z)−H1(z)H0(−z)] =

1

2
z−N [P (z) + P (−z)] (3.5.4)

若 P (z) + P (−z) = 1，即 P (z) 为半带滤波器，则 T (z) = z−N/2。此时可以实现完全重

构。因此，问题转化为先设计一个半带滤波器 P (z)，再将其分解为式(3.5.3)的形式，同时
保证分解后的 H0(z) 和 H1(−z) 为线性相位。下面给出一个例子。
例 3.2 假设 P (z) = (−z3+9z+16+9z−1−z−3)/32，注意到 P (z)的系数关于 l = 0

对称（零相位），且不含有非零的偶次幂项，因此是一个半带滤波器。令 P0(z) = z−3P (z)，

可以验证，P0(z) 可以分解为如下形式：

H0(z) =
1

8
(−1 + 2z−1 + 6z−2 + 2z−3 − z−4)

H1(−z) =
1

4
(1 + 2z−1 + z−2)

注意到 H0(z) 是低通滤波器，H1(z) 是高通滤波器，两者均为线性相位。此时滤波器组满

足完全重构。
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基于谱分解的设计方法可参见文献 [24-26]。需要指出的是，基于谱分解的设计方法存
在一定的不足。首先，谱分解的形式并不是唯一的。研究表明 [27]，谱分解的形式随着 P (z)

零点的数目呈几何式增长。当零点数目较大时，选择最优分解变得几乎不可能。其次，当

P (z) 阶数较小时，谱分解难以得到较好的滤波器特性。此外，当通道数增加时，谱分解变

得更加困难，因此难以推广至多通道滤波器组。

为了突破谱分解方法的局限，可以采用多相矩阵的构造方法。此时只须要求分析端与

综合端的多相矩阵满足

R(z)E(z) = z−λI (3.5.5)

如果 E(z) 可逆，则可令 R(z) = z−λE−1(z)。显然，相较于仿酉（正交）滤波器组，条

件(3.5.5)更为宽松。
由于双正交滤波器组具有宽松的约束，引起了学术界的广泛研究。早期工作可参见文

献 [28]。在该文献中，采用格形结构设计了一种满足线性相位的完全重构滤波器组，并给出
了具体的设计实例。格形结构的设计思路也可推广至多通道滤波器组，相关工作可参见文

献 [29-30]。其他设计方法主要基于优化理论，包括拉格朗日乘子法 [31]、最小二乘法 [32]、极

小极大法 [33] 等。此外，双正交滤波器组与离散小波变换联系密切，许多学者从滤波器组的

角度设计小波变换 [34-37]，促进了小波理论及应用的发展。第 5 章将详细介绍小波变换。

3.6 利用 MATLAB 设计两通道滤波器组

MATLAB 信号处理工具箱提供的函数 firpr2chfb 可用于设计两通道仿酉滤波器组，
句法为

[h0,h1,g0,g1] = firpr2chfb(n,fp)

其中，输入参数 n 为滤波器的阶数（必须是奇数），fp 是低通滤波器通带边缘频率；输出
h0、h1 为分析端低通和高通滤波器，g0、g1 为综合端低通和高通滤波器。
实验 3.1 使用 firpr2chfb 设计一个两通道完全重构 FIR 滤波器组，其滤波器阶

数为 19，低通滤波器的归一化通带边缘频率为 0.35。
所设计的两通道滤波器组的幅频响应如图 3.20所示，可以看出分析滤波器和综合滤波

器的幅度不相等，这是因为 firpr2chfb 设计出的综合滤波器组满足 G0(z) = 2H1(−z)，
G1(z) = −2H0(−z)，与前文所介绍的综合端表达式在幅度上相差 2倍，但是不会影响滤波
器组实现完全重构。完整代码见附录 A.1。

根据命题 3.2，验证该滤波器组是否满足完全重构：

n = 0:N;
a = conv(g0,((-1).^n.*h0))+conv(g1,((-1).^n.*h1));
t = 1/2*conv(g0,h0)+1/2*conv(g1,h1);
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由图 3.21可以看出 a[n] = 0, t[n] = δ[n− 20]，故该滤波器组满足完全重构。

图 3.20 实验 3.1中的两通道滤波器组幅频响应

图 3.21 无混叠及完全重构条件验证

除了利用 MATLAB 提供的函数直接设计完全重构的两通道滤波器组，也可以利用半
带滤波器自行设计仿酉滤波器组。半带滤波器的设计方法已经在第 2 章给出，下面给出一
个利用半带滤波器设计两通道滤波器组的示例。

实验 3.2 利用半带滤波器设计一个两通道仿酉滤波器组，要求分析端低通滤波器

H0(z) 的设计指标为：采样频率 Fs = 1000Hz，阻带截止频率 fs = 320Hz，阻带最小衰减
大于 α = 17dB。
根据 H0(z) 的设计指标可以确定半带滤波器 P (z) 的设计指标，其阻带截止频率与

H0(z) 相等，即 fs = 320Hz，通带截止频率与阻带截止频率关于 Fs/4 对称，所以 fp =

Fs/2− fs = 180Hz。P (z) 的阻带最小衰减为 As = 2α + 20 lg(2− 10−α/10) ≈ 40dB。通带
波纹 δp 与阻带波纹 δs 相等，即 δp = δs = 10−40/20 = 0.01。

根据上述条件可以设计半带滤波器 P (z)，其幅频响应和零点分布分别如图 3.22（a）和
图 3.22（b）所示，可以看到 P (z) 共有 14 个零点，其中 z1、z2、z3 位于单位圆外，z12、

z13、z14 位于单位圆内，其余则位于单位圆上（实际仿真过程中会存在一定的偏差），且成

对出现，即有 4 对二重零点。对于这些在单位圆上的二重零点，在构造 H0(z) 时只需选择

其中一个（即单根）。其余零点的选取可分为三种情况：若要求 H0(z) 是最小相位，则选取
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单位圆内的全部零点，即 z12、z13、z14；若要求 H0(z) 是最大相位，则选取单位圆外的全

部零点，即 z1、z2、z3；若对相位无特殊要求，则只需任选一半即可。三种情况下构造的

H0(z) 的幅频响应相同。本实验以最小相位为例进行分析，由 H0(z) 可以确定其他三个滤

波器，其幅频响应如图 3.23所示。可以验证 H0(z) 的阻带最小衰减为 18dB，满足设计要
求。完整代码见附录 A.1。

图 3.22 P (z) 的幅频响应和零点分布图

图 3.23 实验 3.2中的两通道滤波器组的幅频响应

本章小结

本章介绍了滤波器组的基本概念和结构。失真是影响滤波器组性能的重要因素，失真

的来源主要包括混叠失真、幅度失真、相位失真及子带量化误差。其中前三者与滤波器组

自身特性有关，如果能够消除这三类失真，则称该滤波器组是完全重构的。此时滤波器组

相当于一个延迟系统。本章以两通道滤波器组为主要对象详细分析了滤波器组的输入、输

出关系、无混叠条件及完全重构条件。同时介绍了几类典型的两通道滤波器组，包括正交

镜像滤波器组（QMFB）、共轭正交滤波器组（CQFB）、仿酉（正交）滤波器组及双正交
滤波器组。表 3.1总结了各类滤波器组的特点。最后介绍了利用 MATLAB 设计两通道滤
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波器组的基本方法。

表 3.1 几类两通道滤波器组的比较

FIR QMFB IIR QMFB CQFB/仿酉 1 双正交

分析端 H1(z) = H0(−z) H1(z) = −z−(2n+1)H0(−z−1) 无显式关系

综合端 2
G0(z) = H1(−z)

G1(z) = −H0(−z)

H0(z) 相位特点 线性 非线性 非线性 线性

功率互补条件 近似功率互补 功率互补 功率互补 非功率互补

混叠失真 无 无 无 无

幅度失真 尽量减小 无 无 无

相位失真 无 有 无 无

完全重构 近似完全重构 近似完全重构 完全重构 完全重构

1 由于 CQFB 与仿酉滤波器组性质基本一致，这里合并列出。
2 这里仅考虑满足无混叠的基本关系。

完全重构问题是滤波器组理论研究的重要内容之一。自 20 世纪 80 年代起，众多学者
投入到此问题的研究中，产生了大量成果。除了前面提到的一些代表性工作，读者还可以

阅读 Vaidyanathan，Vetterli等的论著 [8,14,18,27,34-35,38]。此外，两通道滤波器组的分析思路

及相关结论可以拓展到 M 通道滤波器组，第 4 章将详细论述。

习题

3.1 根据命题 3.2，写出两通道滤波器组完全重构条件的时域表示（即用冲激响应表
示）。

3.2 考虑如图 3.24所示的滤波器组。

图 3.24 习题 3.2 图

（1）若要求滤波器组完全重构，分析端与综合端的滤波器应满足什么条件？
（2）令分析滤波器组 H1(z) = H0(−z)，试确定 IIR 滤波器 G0(z) 和 G1(z) 满足完全

重构。

（3）令分析滤波器组 H0(z) = 1 + 2z−1 + 3z−2 + 2z−3 + z−4，H1(z) = H0(−z)。确定
一个因果 FIR 滤波器 G0(z) 和 G1(z) 满足完全重构。
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（4）如果分析滤波器组 H0(z) 和 H1(z) 是长度为 N 的功率互补 FIR 滤波器，且综合
滤波器 G0(z) = z−NH0(z

−1), G1(z) = z−NH1(z
−1)，证明该滤波器组满足完全重构。

（5）为了保证（4）中的 G0(z) 和 G1(z) 为因果滤波器，N 应如何选取？

3.3 对于两通道滤波器组，如果 H0(z)、H1(z)都是具有线性相位的 FIR滤波器，证
明若要满足功率互补条件，则 H0(z)、H1(z)只能取纯延迟的形式，即滤波器组不能实现完

全重构。

3.4 考虑图 3.25中的两通道滤波器组结构，其中 Ai(z) 是稳定的全通传输函数。设

E(z) 和 R(z) 分别为分析和综合滤波器的多相矩阵。

（1）用 Ai(z) 来表示 E(z) 和 R(z)；

（2）E(z) 是否为仿酉矩阵？

（3）用 E(z) 表示 R(z)；

（4）滤波器组是否满足完全重构？

图 3.25 习题 3.4 图

3.5 若 QMFB 的 FIR 低通滤波器 H0(z) 的长度为 N，N 为偶数。

（1）实现 QMFB 一共需要多少计算量？
（2）如果 QMFB 无幅度失真，则分析和综合滤波器可以由 IIR 全通滤波器之和得到，

那么分析端和综合端共需要多少计算量？

3.6 分析如图 3.26所示的结构并确定输入、输出关系。

图 3.26 习题 3.6 图

3.7 具有相同传输函数 H(z) 的两个独立的单输入、单输出 LTI 离散时间系统，是
利用如图 3.27所示的流水线交错（pipeline interleave，PI）技术由一个双输入、双输出多
抽样率离散时间系统得到的。证明图 3.27中的系统是时不变的，并确定从输入到输出的传
输函数。
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图 3.27 习题 3.7 图

3.8 证明如图 3.28所示的多抽样率系统是时不变的，并确定它的传输函数。

图 3.28 习题 3.8 图

3.9 已知两通道正交滤波器组的分析滤波器为

H0(z) =
1

2
[1− 2z−1 + 21z−2 − 27z−3 − 10z−4 − 5z−5]

（1）证明 H0(z) 是功率对称函数，即

H(z)H(z−1) +H(−z)H(−z−1) = 1

（2）确定滤波器组的其他三个滤波器的传输函数。
3.10 已知两通道完全重构滤波器组，其分析滤波器为 H0(z) 和 H1(z)，综合滤波器

为 G0(z) 和 G1(z)。若将 G0(z) 和 G1(z) 用作分析滤波器，而 H0(z) 和 H1(z) 用作综合

滤波器，那么这个两通道滤波器组还是一个完全重构的系统吗？证明你的结论。

3.11（MATLAB 练习） 设计一个两通道完全重构滤波器组，使其低通分析滤波器

H0(z) 的长度为 4，并且在 z = −1 处有二阶零点。能否设计一个线形相位的分析滤波器且
在 z = −1 处有二阶零点？

3.12（MATLAB 练习） 用 MATLAB 设计一个阻带截止频率为 0.6π，最小阻带衰
减为 30dB 的实系数功率对称 FIR 低通滤波器 H0(z)。然后基于 H0(z) 设计一个两通道正

交镜像滤波器组。给出所有 4 个滤波器的传输函数，并在同一幅图中画出两个分析滤波器
的幅频响应。
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本章要点

• M 通道滤波器组的结构是怎样的？它与两通道滤波器组有何联系和区别？

• M 通道滤波器组的完全重构条件是什么？如何构造满足完全重构的 M 通道滤波

器组？

• 什么是均匀 DFT 滤波器组？其特点是什么？是否满足完全重构？
• 什么是余弦调制滤波器组？它是否满足完全重构？
• 滤波器组的平行结构与树形结构是怎样的？两者有何关系？

4.1 M 通道完全重构滤波器组

4.1.1 M 通道滤波器组的输入、输出关系

M 通道滤波器组可视为两通道滤波器组的推广，结构如图 4.1 所示。

图 4.1 M 通道滤波器组

在分析端，各支路的输入、输出的关系式为

Yk(z2) =
1

M

M−1∑
l=0

Uk(z1W
l) =

1

M

M−1∑
l=0

X(z1W
l)Hk(z1W

l), k = 0, 1, · · · ,M − 1 (4.1.1)



式中，W = e−j2π/M。这里为了便于书写，省略了下标 M。

在综合端，各支路的输入、输出关系式为

X̂k(z1) = Vk(z1)Gk(z1) = Yk(z2)Gk(z1), k = 0, 1, · · · ,M − 1 (4.1.2)

综合式(4.1.1)与式(4.1.2)，可以得到 M 通道滤波器组总的输入、输出关系式为

X̂(z1) =
M−1∑
k=0

X̂k(z1) =
1

M

M−1∑
k=0

M−1∑
l=0

X(z1W
l)Hk(z1W

l)Gk(z1)

=
1

M

M−1∑
l=0

X(z1W
l)
M−1∑
k=0

Hk(z1W
l)Gk(z1) (4.1.3)

注意到上式各分量均以 z1 为自变量，为了书写方便可以将下标省略。记

Al(z) =
1

M

M−1∑
k=0

Hk(zW
l)Gk(z), l = 0, 1, · · · ,M − 1 (4.1.4)

则输入、输出关系式可简写为

X̂(z) = X(z)A0(z) +
M−1∑
l=1

X(zW l)Al(z) (4.1.5)

由此可见，重构信号 X̂(z) 由原输入信号 X(z) 及其混叠分量 X(zW l), l = 1, 2, · · · ,M − 1

叠加组成。显然，如果 Al(z) = 0, l = 1, 2, · · · ,M − 1，则滤波器组无混叠。进一步，如果

A0(z) = cz−n0，则滤波器组可实现完全重构。下面将详细讨论 M 通道滤波器组的完全重

构条件及构造方法。

4.1.2 M 通道滤波器组的多相结构

与两通道滤波器组类似，M 通道滤波器组同样具有多相结构。对 Hk(z) 和 Gk(z) 分

别作第一型和第二型多相分解，并用矩阵形式表示为
H0(z)

H1(z)
...

HM−1(z)

 =


E00(z

M ) E01(z
M ) · · · E0,M−1(z

M )

E10(z
M ) E11(z

M ) · · · E1,M−1(z
M )

...
... . . . ...

EM−1,0(z
M ) EM−1,1(z

M ) · · · EM−1,M−1(z
M )




1

z−1

...
z−(M−1)


:= E(zM )

[
1, z−1, · · · , z−(M−1)

]T
(4.1.6)

G0(z)

G1(z)
...

GM−1(z)

 =


R00(z

M ) R01(z
M ) · · · R0,M−1(z

M )

R10(z
M ) R11(z

M ) · · · R1,M−1(z
M )

...
... . . . ...

RM−1,0(z
M ) RM−1,1(z

M ) · · · RM−1,M−1(z
M )




z−(M−1)

z−(M−2)

...
1


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:= RT(zM )
[
z−(M−1), z−(M−2), · · · , 1

]T
(4.1.7)

式中，E(z),R(z)分别为分析端和综合端的多相矩阵。注意综合端的多相矩阵带有转置，这

意味着 R(z) 的第 k 列为 Gk(z) 的多相成分。这样标记是为了便于后续推导。

图 4.2（a）给出了 M 通道滤波器组的多相结构。进一步地，利用多抽样率系统的等

效关系，可以将该结构转化为高效的多相结构，如图 4.2（b）所示。

图 4.2 M 通道滤波器组的多相结构

读者可自行写出各节点的输入、输出关系，不再赘述。

4.1.3 M 通道滤波器组的完全重构条件

根据 4.1.1节的分析，当 A0(z) = cz−n0 且 Al(z) = 0, l ̸= 0 时，滤波器组完全重构。这

意味着 Hk(z) 与 Gk(z) 须满足：
H0(z) H1(z) · · · HM−1(z)

H0(zW ) H1(zW ) · · · HM−1(zW )
...

... . . . ...
H0(zW

M−1) H1(zW
M−1) · · · HM−1(zW

M−1)




G0(z)

G1(z)
...

GM−1(z)

 =


Mcz−n0

0
...
0

 (4.1.8)

其中，等式左侧的矩阵的第 k 列为 Hk(z) 的不同频移分量，记
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HAC(z) =
[
Hk(zW

l)
]
0⩽l,k⩽M−1

(4.1.9)

称该矩阵为调制矩阵或混叠分量（alias-component，AC）矩阵À。

与两通道滤波器组分析类似，假设在 Hk(z)(k = 0, 1, · · · ,M − 1) 全部已知的情况下，

可以通过解方程组的方式得到 Gk(z)，即
G0(z)

G1(z)
...

GM−1(z)

 = H−1
AC(z)


Mcz−n0

0
...
0

 =
adjHAC(z)

detHAC(z)


Mcz−n0

0
...
0


式中，adjHAC(z) 是 HAC(z) 的伴随矩阵，detHAC(z) 是 HAC(z) 的行列式。

然而当 M 较大时，求 HAC(z) 的逆并非易事。同时注意到 adjHAC(z)/detHAC(z)

是一个有理函数，这意味着所有 Gk(z) 是 IIR 滤波器（即使 Hk(z) 是 FIR 滤波器）。此外，
很难保证 detHAC(z) 的零点在单位圆内，因此 Gk(z) 可能不稳定。退一步讲，即使不要

求滤波器组完全重构而只要求无混叠，这时可令

MA0(z) = cz−n0 detH(z) (4.1.10)

这样所有的 Gk(z) 都是 FIR 滤波器，但 Gk(z) 由 adjH(z) 决定，阶次会很高，频率特性

也很难控制。综上所述，通过解方程组的方式来设计 M 通道滤波器组并不可行。因此需要

寻找其他的方法。

下面采用多相表示进行分析。对混叠分量矩阵中的所有元素作第一型多相分解，即

Hk(zW
l) =

M−1∑
m=0

(zW l)−kEkm(z
M ), 0 ⩽ k, l ⩽M − 1 (4.1.11)

记多相矩阵 E(z) = [Ekm(z)]0⩽k,m⩽M−1，可以得出混叠分量矩阵与多相矩阵具有如下关系：

HAC(z) =


1 z−1 · · · z−(M−1)

1 (zW )−1 · · · (zW )−(M−1)

...
... . . . ...

1 (zWM−1)−1 · · · (zWM−1)−(M−1)

ET(zM ) (4.1.12)

=


1 1 · · · 1

1 W−1 · · · W−(M−1)

...
... . . . ...

1 W−(M−1) · · · W−(M−1)(M−1)




1 0 · · · 0

0 z−1 · · · 0
...

... . . . ...
0 0 · · · z−(M−1)

ET(zM )

(4.1.13)

À 有些文献将 AC 矩阵定义为 HAC(z) =
[
Hk(zW

l)
]
0⩽k,l⩽M−1

，即各行为相应的混叠分量。表达形式稍有不同，本

质上没有区别。
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或简记为

HAC(z) = W ∗D(z)ET(zM ) (4.1.14)

式中，W ∗ 为 DFT 矩阵的复共轭；D(z) = diag(1, z−1, · · · , z−(M−1))。

对 Gk(z) 作第二型多相分解，如式(4.1.7) 所示，于是得到
A0(z)

A1(z)
...

AM−1(z)

 =
1

M
HAC(z)


G0(z)

G1(z)
...

GM−1(z)

 =
1

M
W ∗D(z)ET(zM )RT(zM )


z−(M−1)

z−(M−2)

...
1


=

1

M
W ∗D(z)PT(zM )D̄(z)e

式中，P (z) = R(z)E(z) 为滤波器组的转移矩阵；D̄(z) = diag(z−(M−1), z−(M−2), · · · , 1)；
e = [1, 1, · · · , 1]T。
若 Al(z) = 0, l = 1, · · · ,M − 1，则滤波器组无混叠，此时

D(z)PT(zM )D̄(z)e = W


A0(z)

0
...
0

 = A0(z)e (4.1.15)

因此，只需找到满足式(4.1.15)的转移矩阵 P (z) 即可。

不妨先来分析一下式(4.1.15)所表示的意义。为了便于说明问题，记 D(z)PT(zM )D̄(z) =

M(z)，则式(4.1.15)化简为

M(z)e = A0(z)e (4.1.16)

该式说明 e 是M(z) 的右特征向量，相应的特征值为 A0(z)。这也意味着M(z) 的每一行

之和均为 A0(z)。显然，M(z) = A0(z)I 即满足该条件。除此之外，数学上有一类特殊结

构的矩阵也满足该条件，即循环矩阵。

定义 4.1 称 C ∈ CM×M 为循环矩阵（circulant matrix），如果具有如下形式：

C =



c0 cM−1 · · · c2 c1

c1 c0 cM−1 · · · c2

c2 c1 c0
. . . ...

...
... . . . . . . cM−1

cM−1 cM−2 · · · c1 c0


类似地，可以定义多项式域上的循环矩阵 C(z)，即矩阵元素均为洛朗多项式。
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循环矩阵是一种特殊的 Toeplitz 矩阵À，它由列向量 [c0, c1, · · · , cM−1]
T 的循环移位构

成，故各列元素之和为常数，即 CTe = a0e，其中 a0 =
M−1∑
i=0

ci。当然，循环矩阵也可按照

行向量的循环移位定义。单位矩阵是最简单的循环矩阵。据此，当M(z) 为循环矩阵时，

M(z)e = D(z)PT(zM )D̄(z)e = CT(z)e = A0(z)e (4.1.17)

其中 A0(z)=
M−1∑
i=0

ci(z)，此时式(4.1.15)成立。接下来的问题就是否存在 P (z)满足式 (4.1.17)？

如果存在，P (z) 的一般形式是什么？为回答此问题，下面引入伪循环矩阵的定义。

定义 4.2 已知 P (z) = [Pi,j(z)]0⩽i,j⩽M−1 为 M ×M 的 Toeplitz 矩阵，如果满足：

Pk,0(z) = z−1P0,M−k(z), 1 ⩽ k ⩽M − 1 (4.1.18)

则称 P (z) 为伪循环矩阵（pseudo-circulant matrix）。
根据定义 4.2，伪循环矩阵的一般形式可以写成

P (z) =



p0(z) p1(z) · · · pM−2(z) pM−1(z)

z−1pM−1(z) p0(z) p1(z) · · · pM−2(z)

z−1pM−2(z) z−1pM−1(z) p0(z)
. . . ...

...
... . . . . . . p1(z)

z−1p1(z) z−1p2(z) · · · z−1pM−1(z) p0(z)


(4.1.19)

式中，p0(z), p1(z), · · · , pM−1(z) 均为洛朗多项式。由此可见，伪循环矩阵中的第 k 行元素

是将第 0行元素进行 k 个单位的循环移位，并将所有下三角元素乘以 z−1 而得到的。显然，

当 P (z)为伪循环矩阵时，P (zM )也是伪循环矩阵。可以验证，此时 D(z)PT(zM )D̄(z)即

为循环矩阵。于是得到无混叠的充要条件。

命题 4.1 M 通道滤波器组无混叠的充要条件是 P (z) 为伪循环矩阵。

由于伪循环矩阵的元素有 M 个，当 M 较大时会增加滤波器组的设计复杂度。因此，

在实际中通常考虑仅由少量非零元素构成的伪循环矩阵。最简单的情况是仅有一个非零元

素，这样就得到无混叠的一个充分条件。

À Toeplitz 矩阵具有如下形式：

T =



t0 t−1 · · · t2−M t1−M

t1 t0 t−1 · · · t2−M

t2 t1 t0
. . .

...
...

...
. . .

. . . t−1

tM−1 tM−2 · · · t1 t0


即所有斜对角元素相同，Ti,j = ti−j。
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命题 4.2 M 通道滤波器组无混叠的充分条件为

P (z) = Q(z)

[
0 IM−r

z−1Ir 0

]
(4.1.20)

式中，Ir 是 r × r 单位矩阵，Q(z) 为 P (z) 中的非零元素。

以 M = 4 为例，假设伪循环矩阵只有一个非零元素，若 r = 2，则形式为

P (z) = Q(z)

[
0 I2

z−1I2 0

]
=


0 0 Q(z) 0

0 0 0 Q(z)

z−1Q(z) 0 0 0

0 z−1Q(z) 0 0


若 r = 3，则形式为

P (z) = Q(z)

[
0 1

z−1I3 0

]
=


0 0 0 Q(z)

z−1Q(z) 0 0 0

0 z−1Q(z) 0 0

0 0 z−1Q(z) 0


由此可见，转移矩阵完全由参数 Q(z) 决定。图 4.3 画出了 r = 2 时滤波器组的结构，易知

X̂(z) = A0(z)X(z) = z−5Q(z4)X(z)

此时滤波器组无混叠。

更一般地，当 P (z) 具有如式(4.1.20)的形式时，可以验证（见习题 4.5）：

X̂(z) = A0(z)X(z) = z−(M−1+r)Q(zM )X(z) (4.1.21)

进一步，若 Q(z) = cz−λ，则系统不仅无混叠而且可以实现完全重构。据此，得到 M 通道

滤波器组完全重构的充分条件。

命题 4.3 M 通道滤波器组完全重构的充分条件为

P (z) = cz−λ

[
0 IM−r

z−1Ir 0

]
(4.1.22)

此时

X̂(z) = cz−(M−1+Mλ+r)X(z) (4.1.23)

第 3 章在分析两通道滤波器组的完全重构条件时，得到了完全重构的一个条件，即
P (z) = cz−λI，此时 X̂(z) = cz−(2λ+1)X(z)。显然，该条件即为命题 4.3的一个特例。除此

之外，若 P (z) = cz−λ

[
0 1

z−1 0

]
，则 X̂(z) = cz−(2λ+2)X(z)，同样可以实现完全重构。
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图 4.3 4 通道无混叠滤波器组

4.1.4 M 通道完全重构滤波器组的构造方法

命题 4.3为设计 M 通道完全重构滤波器组提供了一般原则。当然在实际应用中，为了

简化设计的复杂度，通常考虑 P (z) = cz−λI 就足够了。类似于两通道滤波器组的设计思

路，若 E(z) 为 M ×M 的仿酉矩阵，则可令

R(z) = cz−λẼ(z) (4.1.24)

这样就避免了矩阵求逆。因此完全重构问题转化为仿酉矩阵的设计问题。

第 3 章介绍了 M = 2 时仿酉矩阵的一种构造方法，即通过旋转矩阵 B 与对角矩阵

Λ(z)的级联，或所谓的格形结构。该方法可以直接推广至多通道的情况。Vaidyanathan在
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文献 [39]中给出了 M 通道格形结构的设计方法。下面以 M = 3 为例简要说明，此时的旋

转矩阵 B 和延迟对角矩阵 Λ(z) 分别为

B =


c0 s0 0

−s0 c0 0

0 0 1



1 0 0

0 c1 s1

0 −s1 c1



c2 0 −s2
0 1 0

s2 0 c2



µ0

µ1

µ2

 ,Λ(z) =


1

1

z−1


式中，si = sin θi, ci = cos θi, µi = ±1, i = 1, 2, 3。

相应地，一级格形结构如图 4.4所示。由于 B 与 Λ(z) 都是仿酉矩阵，因此通过多个

B 与 Λ(z) 的级联便可以构造指定阶数的滤波器组。图 4.5给出了文献 [39]中所设计的三通
道分析滤波器组的幅频响应。然而，由于该方法参数过多，且旋转矩阵的形式随维度 M 增

大而愈加复杂，因此计算复杂度较高。下面介绍另外一种仿酉矩阵的设计方法，该方法由

Vaidyanathan 提出，称为并矢（dyadic）分解法 [39]。

图 4.4 三通道一级格形结构

图 4.5 三通道分析滤波器组的幅频响应

设多相矩阵具有如下形式：

E(z) =
N∑
k=0

z−kEk (4.1.25)
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式中，Ek ∈ CM×M；N 为矩阵的阶数。

若 E(z) 为一阶仿酉矩阵，可以证明存在以下分解式：

E(z) =
[
I − vvH + z−1vvH]K0 (4.1.26)

式中，v 是 M 维单位复向量，即 v ∈ CM 且 vHv = 1，上标 H 表示共轭转置；K0 =

E(1) = E0 +E1 为酉矩阵。

更一般地，若 E(z) 为 N 阶仿酉矩阵，则可以分解为如下形式：

E(z) = KN (z) · · ·K1(z)K0 (4.1.27)

式中 K0 = E(1)，
Km(z) = I − vmv

H
m + z−1vmv

H
m, 1 ⩽ m ⩽ N (4.1.28)

vm ∈ CM 且 vH
mvm = 1。

vmv
H
m 称为并矢张量（dyadic tensor），故式(4.1.28)的分解形式称为并矢形式，读者可

自行验证具有该形式的矩阵为仿酉矩阵（见习题 4.2）。
对于酉矩阵 K0，可进一步作 Householder 分解：

K0 = U1 · · ·UM−1D (4.1.29)

式中，Ui = I − 2uiu
H
i , 1 ⩽ i ⩽M − 1；D 为对角矩阵。

于是，多相矩阵 E(z) 完全由 vm,ui 决定。通过对 vm,ui 的优化，就可以获得所需要

的滤波器组。具体优化方法参见文献 [8]。

4.2 均匀 DFT 滤波器组

均匀 DFT 滤波器组是最具有代表性的一类多通道滤波器组，其分析端滤波器满足

Hk(z) = H0(zW
k
M ), k = 1, 2, · · · ,M − 1 (4.2.1)

式中，WM = e−j 2π
M。或在时域或频域等价地表示为

hk[n] = h0[n]ej 2πk
M n, k = 1, 2, · · · ,M − 1 (4.2.2)

Hk(ejω) = H0(ej(ω− 2πk
M )), k = 1, 2, · · · ,M − 1 (4.2.3)

由于 Hk(z) 是由 H0(z) 频移 2πk/M 得到的，故 H0(z) 称为原型滤波器（prototype
filter）。如果 H0(z) 是理想低通滤波器，通带范围为 [−π/M,π/M ]，则 Hk(z) 为带通滤波

器，通带范围为 [(2k− 1)π/M, (2k+ 1)π/M ]。因此滤波器组将频带均匀地分成 M 个子频

带，这正是其名称中“均匀”的由来。当然，实际中理想低通滤波器并不存在，因此相邻

的滤波器在通带或过渡带会有重叠，如图 4.6 所示。这意味着子带信号会有混叠。
类似地，综合端同样可以利用一个原型滤波器 G0(z) 定义：

Gk(z) = G0(zW
k
M ), k = 1, 2, · · · ,M − 1 (4.2.4)
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图 4.6 均匀 DFT 滤波器组幅频特性

不难验证，均匀 DFT 滤波器组的重构信号与原始信号的关系式为

X̂(z) =
1

M

M−1∑
l=0

X(zW l
M )

M−1∑
k=0

Hk(zW
l
M )Gk(z) =

M−1∑
l=0

X(zW l
M )Al(z) (4.2.5)

其中 Al(z)，1 ⩽ l ⩽ M − 1 为混叠分量的系数。根据 4.1节分析可知，通过恰当构造综合
滤波器组，可以消除重构信号中的混叠成分。

4.2.1 均匀 DFT 滤波器组的实现过程

首先来看均匀 DFT 滤波器组的分析端。图 4.7（a）给出了第 k 通道的结构，易知输

入、输出关系式为

yk[n] = vk[Dn] =
∑
m

x[m]hk[Dn−m] =
∑
m

x[m]h0[Dn−m]ej 2π
M k(Dn−m) (4.2.6)

将上式改写为

yk[n] =

(∑
m

(
x[m]e−j 2π

M km
)
h0[Dn−m]

)
ej 2π

M kDn (4.2.7)

上式可理解为先对信号 x[n]进行调制，随后进行低通滤波，再进行 D 倍抽取，最后再经过

一次调制。过程如图 4.7（b）所示。因此，原带通滤波过程可以转化为低通滤波过程。特
别地，当 D =M 时，由于 ej 2π

M knD = 1，故抽取之后的调制可以省略。

图 4.7 分析滤波器组第 k 通道的实现过程
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对于综合端，第 k 通道如图 4.8（a）所示，输入、输出关系式为

x̂k[n] =
∑
l

v̂k[l]gk[n− l] =
∑
m

ŷk[m]g0[n−Dm]ej 2π
M k(n−Dm) (4.2.8)

将上式改写为

x̂k[n] =

(∑
m

(
ŷk[m]e−j 2π

M kDm
)
g0[n−Dm]

)
ej 2π

M kn (4.2.9)

图 4.8（b）给出了上式实现过程。由此可见，综合端可视为分析端的逆过程，且带通滤波
同样可以转化为低通滤波。

图 4.8 综合滤波器组第 k 通道的实现过程

4.2.2 均匀 DFT 滤波器组的多相结构

均匀 DFT 滤波器组可采用多相结构来实现，这种结构能够有效降低计算量。下面以
最大抽取滤波器组为例进行分析。

对 H0(z) 作第一型多相分解：

H0(z) =
M−1∑
l=0

z−lEl(z
M ) (4.2.10)

其中

El(z) =
∑
n

h0[Mn+ l]z−n, 0 ⩽ l ⩽M − 1 (4.2.11)

将式(4.2.10)中的 z 替换为 zW k
M，便得到 Hk(z) 的第一型多相分解：

Hk(z) = H0(zW
k
M ) =

M−1∑
l=0

(zW k
M )−lEl((zW

k
M )M )

=
M−1∑
l=0

(zW k
M )−lEl(z

M ), k = 0, 1, · · · ,M − 1 (4.2.12)
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或写成矩阵形式：
H0(z)

H1(z)
...

HM−1(z)

 =


1 1 · · · 1

1 W−1
M · · · W

−(M−1)
M

...
... . . . ...

1 W
−(M−1)
M · · · W

−(M−1)(M−1)
M




E0(z

M )

z−1E1(z
M )

...
z−(M−1)EM−1(z

M )



:= W ∗
MD(z)


E0(z

M )

E1(z
M )

...
EM−1(z

M )

 (4.2.13)

式中，W ∗
M 为 M ×M 的 DFT 矩阵的复共轭；D(z) = diag(1, z−1, · · · , z−(M−1))。

根据上述关系可将均匀 DFT 滤波器组的分析端转化为如图 4.9所示的多相结构，注意
到该结构中包含一个 M 点逆 DFT（IDFT）运算，这正是其名称中“DFT”的由来。

X(z 

1)

 

T0(z 

1)

T1(z 

1)

TM-1(z 

1)

V0(z 

1)

V1(z 

1)

VM-1(z 

1)

Y0(z 

2)

Y1(z 

2)

YM-1(z 

2)
¯ M

¯ M

¯ M

z 

1
-1

z 

1
-1

z 

1
-1

E0 (z 

1  )M

E1 (z 

1  )M

EM-1 (z 

1  )M

M点
IDFT
W  *

图 4.9 DFT 滤波器组分析端的多相结构

注意到上述计算全部在 F1（即抽取之前）进行。进一步对图 4.9进行等效变换，可得到
高效结构，如图 4.10所示。相比直接实现形式，高效结构能够有效减少计算量。例如，假
设 H0(z) 为长度为 N 的 FIR 滤波器，则直接实现 M 通道共需要 N ×M 次乘法计算。而
高效结构中每通道滤波器长度为 N/M，M 通道共需要 N/M ×M = N 次乘法，再考虑

M 点 DFT 运算需要 M log2M 次乘法，所以总计需要 N +M log2M 次乘法。

图 4.10 DFT 滤波器组分析端的高效实现
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对于综合端，对 Gk(z) 进行第二型多相分解：

Gk(z) = G0(zW
k
M ) =

M−1∑
l=0

(zW k
M )−(M−1−l)Rl

(
(zW k

M )M
)

=
M−1∑
l=0

(zW k
M )−(M−1−l)Rl(z

M ), k = 0, 1, · · · ,M − 1 (4.2.14)

其中

Rl(z) =
∑
m

g0[Mm+M − 1− l]z−m, 0 ⩽ l ⩽M − 1 (4.2.15)

记综合端第 k 通道输入为 Ŷk(z)，经过 M 倍内插与滤波之后为

X̂k(z1) = V̂k(z1)Gk(z1) = Ŷk(z2)Gk(z1) (4.2.16)

最后重构信号为

X̂(z1) =
M−1∑
k=0

X̂k(z1) =
M−1∑
k=0

Ŷk(z2)Gk(z1) (4.2.17)

将 Gk(z) 的多相分解代入上式，得

X̂(z1) =
M−1∑
k=0

Ŷk(z2)
M−1∑
l=0

(z1W
k
M )−(M−1−l)Rl(z

M
1 )

=
M−1∑
l=0

(
M−1∑
k=0

Ŷk(z2)W
k(1+l)
M

)
z
−(M−1−l)
1 Rl(z

M
1 ) (4.2.18)

记

Sl(z2) =
M−1∑
k=0

Ŷk(z2)W
k(1+l)
M (4.2.19)

则

X̂(z1) =
M−1∑
l=0

Sl(z2)z
−(M−1−l)
1 Rl(z

M
1 ) =

M−1∑
l=0

Sl(z2)Rl(z2)z
−(M−1−l)
1 (4.2.20)

上式可理解为 Ŷk(z2)先经过M 点DFT运算À，再分别经过滤波器Rl(z
M
1 )和延迟 z

−(M−1−l)
1 。

图 4.11 给出了综合端的多相结构及高效实现。
À 根据 DFT 的计算式，

Ql(z2) =

M−1∑
k=0

Ŷk(z2)W
kl
M (4.2.21)

对比式(4.2.19)，易知 Sl(z2) = Ql+1(z2)，这说明 DFT 之后还有一个移位运算。但移位不会影响到滤波器组的特性，因此
为了简化分析，通常忽略移位过程。
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图 4.11 DFT 滤波器组综合端的多相结构及其高效实现

同其他滤波器组一样，在设计均匀 DFT 滤波器组时也需要考虑完全重构问题。这里
不妨将分析端和综合端合并，如图 4.12所示。由于 W ∗W =MI，因此 DFT 变换可以等
效为全通系统。根据图 4.12易知，若各通道的多相分量 Ek(z) 和 Rk(z) 相乘结果相等，则

可以实现完全重构。这里存在两种情况，一种为 Ek(z) 和 Rk(z) 乘积结果为常数（不妨设

为 1），即

Rk(z) = 1/Ek(z) (4.2.22)

另一种情况可以令

Rk(z) =
∏
l ̸=k

El(z) (4.2.23)

图 4.12 DFT 滤波器组
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此时 Ek(z)Rk(z) =
M−1∏
l=0

El(z)，滤波器组可以实现完全重构。

然而，根据式(4.2.22)构造的综合滤波器组为 IIR滤波器，不稳定。若选择式(4.2.23)的
构造方法，则综合滤波器 Gk(z)的阶次远大于分析滤波器Hk(z)的阶次。因此上述构造方法

都存在一定的局限性。关于完全重构 DFT 滤波器组的设计与改进，可参见文献 [14,40-41]。

4.3 余弦调制滤波器组

4.3.1 近似完全重构余弦调制滤波器组的构造方法

4.2节讨论的 DFT 滤波器组是一种复数调制滤波器组，即滤波器组的冲激响应是复数，
这样对于实信号来说，经过滤波器组后的输出信号就会变为复信号。本节介绍余弦调制滤

波器组（cosine modulated filter bank，CMFB），这类滤波器组的冲激响应为实数，故可
以克服 DFT 滤波器组的局限。
实现 CMFB 一个直接的思路是，若给定一个实系数的 FIR 原型低通滤波器 H(z)，则

H(z)具有线性相位。令其截止频率为 ± π
2M
，带宽为

π

M
。对它进行复调制并作

(2k + 1)π

2M
的频移，时域上有

h+k (n) = h(n)W
−(k+0.5)n
2M (4.3.1a)

h−k (n) = h(n)W
(k+0.5)n
2M (4.3.1b)

将二者结合起来即可得到一个实的滤波器，即

hk(n) = h+k (n) + h−k (n) = 2h(n) cos
[
(2k + 1)πn

2M

]
, k = 0, 1, · · · ,M − 1 (4.3.2)

从而产生 M 个实的且是均匀抽取的分析滤波器组，但是这样生成的滤波器组会产生幅度、

相位以及混叠失真。

20世纪 80年代初，Nussbaumer首先提出了伪QMF的概念 [42]。Rothweiler [43]、Chu [44]、

Masson 和 Picel [45] 进行了深入研究，提出了近似完全重构余弦调制滤波器组的设计方法。

文献 [46]给出了近似完全重构的余弦滤波器组的一般形式À：

hk(n) = 2h(n) cos
[
(k + 0.5)

(
n− N − 1

2

)
π

M
+ (−1)k π

4

]
, k = 0, 1, · · · ,M − 1 (4.3.3)

gk(n) = 2h(n) cos
[
(k + 0.5)

(
n− N − 1

2

)
π

M
− (−1)k π

4

]
, k = 0, 1, · · · ,M − 1 (4.3.4)

式中，N 是原型滤波器的长度。

下面给出简要的推导过程。令

À 相位项选取方式不唯一，这里的相位项 (−1)k
π

4
是根据文献 [43]选取的一种可能方式。
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Hk(z) = akUk(z) + a∗kVk(z), k = 0, 1, · · · ,M − 1 (4.3.5)

Gk(z) = bkUk(z) + b∗kVk(z), k = 0, 1, · · · ,M − 1 (4.3.6)

其中

Uk(z) = ckH(zW
(k+0.5)
2M ), k = 0, 1, · · · , 2M − 1 (4.3.7a)

Vk(z) = c∗kH(zW
−(k+0.5)
2M ), k = 0, 1, · · · , 2M − 1 (4.3.7b)

式中，ak，bk，ck 均是模为 1的常数。通过适当选取这三个参数，可以去除相位失真以及相
邻滤波器组之间的混叠。根据文献 [43]，为了将相邻两个通道之间的混叠抵消，即伪 QMF，
参数 ak，bk 需要满足

akb
∗
k + ak−1b

∗
k−1 = 0 (4.3.8)

而去除相位失真对参数 ak，bk 及 ck 的制约如下

ck =W
(k+0.5)(N−1)/2
2M (4.3.9)

a∗k = bk = ejθk (4.3.10)

式中，θk = (−1)k π
4
。至此，三个参数均可指定。由此可以得到 hk(n) 和 gk(n) 的闭合表达

式。此时，传递函数 T (z) 可以表示为

T (z) =
1

M

M−1∑
k=0

[U2
k (z) + V 2

k (z)] (4.3.11)

由式(4.3.3)和式(4.3.4)可知，M 通道 CMFB 的设计最后可以归结到对于原型低通滤
波器 H(z) 的设计。综合式(4.3.7)和式(4.3.11)可以分析出，若 H(ejω) 满足 [43]

|H(ejω)|2 + |H[ej(ω−π/M)]|2 = 1, 0 ⩽ ω ⩽ π/M (4.3.12)

则 |T (ejω)| = 1，从而去除幅度失真。去除混叠失真则要求 H(ejω) 满足

|H(ejω)| = 0, ω > π/M (4.3.13)

然而在实际设计滤波器的过程中上述两个条件只能近似满足。可以使用数值优化的方法得

到近似完全重构的 CMFB [47-48]。

4.3.2 余弦调制滤波器组的完全重构条件

从提出余弦滤波器组开始，很多学者就在讨论如何设计具有完全重构性质的 CMFB。
Vetterli 和 Gall 将滤波器长度 N 限制为 N = 2M，并给出了设计完全重构 CMFB 时原型
滤波器应满足的条件 [49]。随后，Malvar等将完全重构问题看作是重叠正交变换（LOT）[50]

的推广，并进一步讨论了 N 为 2M 的整数倍时的完全重构问题 [51]。但是该方法在通道数
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M 较大时，需要优化的参数较多。为此，Koilpillai 和 Vaidyanathan 进一步提出了基于多
相结构的 CMFB 实现完全重构，并讨论了伪 QMF 在限制 N 为 2M 的整数倍时也可以满

足完全重构 [46,52]。下面进行简要介绍。

假定原型滤波器的长度 N 是 2M 的整数倍，即 N = 2mM（m 为正整数）。对分析滤

波器组进行第一型多相分解，有
H0(z)

H1(z)
...

HM−1(z)

 = E(zM )
[
1, z−1, · · · , z−(M−1)

]T
(4.3.14)

其中

E(z) = C1

[
h0(−z2)

z−1h1(−z2)

]

h0(z) = diag(E0(z), E1(z), · · · , EM−1(z))

h1(z) = diag(EM (z), EM+1(z), · · · , E2M−1(z))

所以，分析滤波器组可以进一步表示为
H0(z)

H1(z)
...

HM−1(z)

 = C1


E0(−z2M )

z−1E1(−z2M )
...

z−(2M−1)E2M−1(−z2M )

 (4.3.15)

其中，El(z) =
∑
j

h(2jM + l)z−j , l = 0, 1, · · · , 2M − 1 是原型滤波器 H(z) 的 2M 个多相

分量，C1 是 M × 2M 的余弦调制矩阵，这里采用和伪 QMF 相同的形式，即

[C1]k,n = 2 cos
[(
k +

1

2

)(
n− N − 1

2

)
π

M
+ (−1)k π

4

]
(4.3.16)

下面给出式(4.3.15)的简要分析过程。
根据余弦调制分析滤波器组和原型滤波器组的关系，可以得到

Hk(z) =
N−1∑
n=0

hk(n)z
−n =

2mM−1∑
n=0

[C1]k,nh(n)z
−n

=
2M−1∑
l=0

m−1∑
j=0

[C1]k,2jM+lh(2jM + l)z−2jM+l (4.3.17)
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根据余弦变换的周期性，有 [C1]k,2jM+l = (−1)j [C1]k,l，则式(4.3.17)化简得

Hk(z) =
2M−1∑
l=0

z−l[C1]k,l

m−1∑
j=0

(−1)jh(2lM + j)z−2jM =
2M−1∑
l=0

[C1]k,lz
−lEl(−z2M ) (4.3.18)

写成矩阵的形式即为式(4.3.15)。余弦调制分析滤波器组的多相结构如图 4.13 所示。

图 4.13 余弦调制分析滤波器组的多相结构

同理，综合滤波器组的多相结构可以表示为

g(z) = RT(zM )
[
z−(M−1), z−(M−2), · · · , 1

]T
(4.3.19)

其中

R(z) =
[
z−1g1

(
−z2

)
, g0

(
−z2

)]
CT

2

[C2]k,l = 2 cos
[(
k +

1

2

)(
2M − 1− l − N − 1

2

)
π

M
− (−1)k π

4

]
g0(z) = diag(RM−1(z), RM−2(z), · · · , R0(z))

g1(z) = diag(R2M−1(z), R2M−2(z), · · · , RM (z))

由 4.1.4节可知，要想得到M 通道完全重构滤波器组，须满足条件 P (z) = E(z)R(z) =

cz−λI，于是将分析滤波器组的多相矩阵设计成仿酉矩阵，即满足 Ẽ(z)E(z) = I，这样得

到综合滤波器 R(z) = cz−λẼ(z)。对于 CMFB 该问题就转换成原型滤波器满足什么条件
才能保证分析滤波器组的多相矩阵是仿酉矩阵。根据文献 [46]，若实系数原型滤波器 H(z)

的多相分量满足功率互补条件，即

Ẽl(z)El(z) + Ẽl+M (z)El+M (z) =
1

2M
, l = 0, 1, · · · ,M − 1 (4.3.20)

那么余弦调制分析滤波器组的多相矩阵为仿酉矩阵，即滤波器组具有完全重构性质，又称

仿酉或正交余弦调制滤波器组。仿酉余弦调制滤波器组可以通过迭代最小二乘法 [53-54]、利

用 2 的幂级数之和作为系数实现无乘法运算 [54] 等方法实现。
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由于滤波器长度越长，系统延迟就越大，要想减少系统延迟，滤波器长度就要减少，这

样滤波器就无法保证良好的衰减性。因此对于仿酉余弦滤波器组，系统的延迟和滤波器性

能之间存在着矛盾。为了解决上述矛盾，有学者提出了双正交余弦调制滤波器组 [41,55-59]，

其原型滤波器可以通过二次约束最小二乘（quadratic-constrained least squares，QCLS）方
法设计 [55]。在双正交余弦调制滤波器组中，分析滤波器组和综合滤波器组的原型可以不是

同一个滤波器，二者的长度也可以不同，这样会得到更小的系统延迟，且系统延迟独立于

滤波器长度和通道数，同时设计自由度更大，详细设计思路可参考文献 [41]。

4.4 滤波器组的平行结构与树形结构

前面章节主要介绍的是平行结构的滤波器组。除此之外，滤波器组还有另外一种结

构，即树形结构。树形结构由多个平行滤波器组级联组成，上一级输出作为下一级的输

入，从而呈树形分支状。以两通道滤波器组为例，分析端和综合端的二级树形结构分别如

图 4.14（a）和图 4.14（b）所示。

图 4.14 两通道滤波器组的二级树形结构
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树形结构滤波器组的各级分支数并不限定为两个，可以根据实际需要灵活设计。图 4.15
给出了一个更一般的树形结构滤波器组，其中，第一级为两通道，而第二级仅在第一条分

支有三个通道，最终形成四个子带。注意这里抽取因子均等于通道数，因此是最大抽取滤

波器组。综合端各级结构与分析端是对应的。

图 4.15 各级分支情况不同的树形结构滤波器组

利用多抽样率等效网络，可以将树形结构转换为平行结构。仍以图 4.14为例，从输入
信号 x(nT1) 到输出信号 x

(2)
0 (nT3) 的过程即为两级抽取过程，如图 4.16（a）所示。利用

Noble 恒等式，将第二级的滤波与第一级的抽取交换顺序，从而得到如图 4.16（b）所示结
构。进一步地，两个低通滤波器等效为一个低通滤波器，两个 2 倍抽取等效为 4 倍抽取，
从而可将两级 2 倍抽取系统等效为一级 4 倍抽取系统，如图 4.16（c）所示。类似地，其
他支路均可按上述方式转换。因此最后得到一个四通道的平行滤波器组，如图 4.17 所示。
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而对于一般的树形结构滤波器组（例如图 4.15），也可按照上述方式进行转换。因此，
从最后输出结果来看，树形结构与平行结构是等效的。

图 4.16 等效变换过程

图 4.17 4 通道平行滤波器组

那么，树形结构滤波器组有何优势呢？从实现过程来看，树形结构可以对信号逐级进

行分解，这样就可以得到信号在不同抽样率下的频率成分。同时，树形结构的各级滤波器

及分支数可以依据实际需要灵活选取，这就为各子带信号的处理提供了更大的灵活性。以

图 4.18为例，该滤波器组具有三级树形结构，其中 H
(k)
0 (z),H

(k)
1 (z), (k = 1, 2, 3) 分别为低

通和高通滤波器，而每一级仅对上一级的低频分量作分解。假设各级都是均匀滤波器组，则

每一级是将上一级的低频分量的频谱进行等分，最后各子带信号的频谱如图 4.19所示。从
整体来看，这种频谱划分的方式并非是均匀的，这类滤波器组称为非均匀滤波器组。

从频谱来看，图 4.19中的 Y0(ejω4)是 X(ejω1)的低频部分，因而 y0(nT4)可作为 x(nT1)

在最低抽样率（F4 = F1/8）下的近似。当然这种近似是粗略的。为了增加近似的精度，可

以将带通子带 Y1(ejω4) 加入到 Y0(ejω4) 中。事实上，这里所谓的“加入”需要利用综合滤

波器组来实现，即得到采样率 F3 下的重构信号。类似地，利用综合滤波器组可以将子带信
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号逐级进行重构，从而得到原始信号在不同抽样率下的近似。如果分析和综合滤波器组构

成完全重构系统，则重构信号 x̂(nT1) 包含 x(nT1) 的全部信息。

图 4.18 三级树形结构滤波器组

图 4.19 子带划分示意图

在实际应用中，可以依据子带信号包含的信息的重要程度进行独立处理。例如，如果

一些子带只包含信号的细微信息，则可在编码中使用较短的字长。这样就实现了数据压缩。

又如，对于含噪信号而言，噪声通常包含在高频子带中，因此可对高频子带进行阈值处理，

从而有效去除噪声。当然，平行结构也可以进行相应的处理，但不如树形结构灵活。

除此之外，在滤波器组设计中，树形结构只需考虑各级分析端与综合端滤波器构成完
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全重构系统即可，因此大大简化了滤波器组的设计复杂度。以上诸多优点，使得树形结构

的滤波器组在实际应用中更为常用。

4.5 非均匀滤波器组

前面章节所介绍的滤波器组主要是均匀滤波器组，即信号被分解成多个带宽相等的子

带，但是在一些应用中，在对信号进行分析时希望在不同的时频段有不同的分辨率，所以

相应地要求滤波器组中各滤波器所占带宽不相等，即非均匀滤波器组。非均匀滤波器组的

子带中抽样率变换有整数倍和分数倍两种形式。若抽取和内插因子为整数，M 通道非均匀

滤波器组的基本结构如图 4.20 所示，对于不同子带来说抽取和内插因子 nk 不同，各分析

滤波器的带宽不同，其幅频响应如图 4.21 所示。

图 4.20 M 通道整数倍抽样率转换非均匀滤波器组

图 4.21 M 通道整数倍抽样率转换非均匀分析滤波器组幅频响应

为了保证分析滤波器组输出端的平均采样率，nk 应满足约束条件

M−1∑
k=0

1

nk
= 1 (4.5.1)

此时分析端和综合端的输入、输出关系式为

Yk(z2) =
1

nk

nk−1∑
l=0

X(z1W
l
nk
)Hk(z1W

l
nk
) (4.5.2)

X̂k(z1) =
M−1∑
k=0

Gk(z1)Yk(z2) (4.5.3)
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综合式(4.5.3)和式(4.5.2)，可以得到抽样率转换为整数倍时，M 通道非均匀滤波器组总的

输入、输出关系式为

X̂(z) =
M−1∑
k=0

Gk(z)
1

nk

nk−1∑
l=0

X(zW l
nk
)Hk(zW

l
nk
) (4.5.4)

需要注意的是，与均匀滤波器组不同，式(4.5.4)的两个求和项次序不能交换。
若非均匀滤波器组采样因子为分数时，根据第 2 章可知，如果希望对给定的信号进行

pk
qk
倍抽样率转换，考虑到抽取会减少采样点，可能产生信息的丢失，一个合理的方式为先

对信号进行 pk 倍的内插，再进行 qk 倍的抽取。同样要求
pk
qk
应满足

M−1∑
k=0

pk
qk

= 1 (4.5.5)

此时非均匀滤波器组的结构如图 4.23所示，各分析滤波器组的幅频响应如图 4.22所示。根
据分数倍多抽样率转换关系，可以得到输入、输出关系式为

X̂(z) =
M−1∑
i=0

1

piqi

pi−1∑
k=0

qi−1∑
l=0

Hi(z
1/piW l

qi
W k
pi
)Gi(z

1/piW k
pi
)X(zW pil

qi
) (4.5.6)

图 4.22 M 通道分数倍抽样率转换非均匀分析滤波器组幅频响应

图 4.23 M 通道分数倍抽样率转换非均匀滤波器组

对于非均匀滤波器组，完全重构问题同样很重要。Cox 首先提出合并均匀滤波器组实
现非均匀滤波器组的思想，但由于当时没有出现 M 通道完全重构均匀滤波器组的设计方
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法，所以设计出来的非均匀滤波器组是近似完全重构的 [60]。后来，Hoang和 Vaidyanathan
提出将非均匀滤波器组转化成均匀滤波器组，从而实现完全重构，并给出了 M 通道非均

匀滤波器组消除混叠的必要条件 [61]。但是该方法将抽取和内插因子限制为整数，为非整数

时不能消除混叠失真，因此具有一定的局限性。此外，Kovacevic 和 Vetterli 提出了构造采
样因子为分数形式的完全重构的非均匀滤波器组 [62]。为了将整数倍和分数倍采样因子的非

均匀滤波器组的完全重构问题统一于一个框架之下，一些学者提出了完全重构非均匀滤波

器组的时域或频域设计方法 [63-65]。

若非均匀滤波器组可以实现完全重构，根据前面几节的讨论可知传递函数 T (z) 一定

是线性相位，而分析和综合滤波器是非线性相位的。但是一些应用要求滤波器组是线性相

位，比如图像编码，因此只能在保证滤波器组是线性相位的同时尽可能实现信号的完全重

构，即近似完全重构。近似完全重构的线性相位非均匀滤波器组的具体设计方法可以参考

文献 [66-67]。
随着余弦调制滤波器组理论的逐渐成熟，很多学者考虑用余弦调制滤波器组设计非均

匀滤波器组。一些学者采用多个不同的原型滤波器或者结合均匀余弦调制滤波器组的相

邻通道设计非均匀滤波器组 [68-69]，但这两种方法设计出的滤波器组均是近似完全重构的。

Chan 等基于 Cox 的想法，通过合并均匀余弦调制滤波器组设计出了具有完全重构性质的
非均匀滤波器组 [70]。

非均匀滤波器组也可以通过树形结构实现完全重构，读者可以参考文献 [71-73]，此处
不再赘述。此外，非均匀滤波器组与小波变换关系密切，将在第 5 章详细介绍。

本章小结

本章介绍了 M 通道滤波器组的基本结构及相关性质。M 通道滤波器组是两通道滤波

器组的推广，因此分析思路有相似之处，但由于通道数的增加，数学形式变得相对复杂。

本章首先分析了 M 通道滤波器组的完全重构条件。理论分析表明，当转移矩阵 P (z)

为伪循环矩阵时，滤波器组能够实现无混叠。在此基础上，可以得到 P (z) 的一般形式，即

P (z) = Q(z)

[
0 IM−r

z−1Ir 0

]

特别地，若 Q(z) = cz−λ，则滤波器组能够实现完全重构。在实际应用中，通常选取 P (z) =

cz−λI。在此条件下，利用仿酉矩阵可以构造完全重构滤波器组，代表方法包括由

Vaidyanathan 提出的格形结构法和并矢分解法 [14,39]。此外，很多学者对 M 通道滤波器

组进行了研究，相关工作可参考文献 [74-80]。
4.2 节和 4.3 节分别介绍了两类典型的 M 通道滤波器组，即均匀 DFT 滤波器组和余

弦调制滤波器组。4.4节介绍了滤波器组的平行结构和树形结构。根据多抽样率系统的等效
关系，两者可以相互转化。而树形结构的优点在于设计与实现更加灵活，因此在实际应用

中更为常用。最后，4.5节介绍了非均匀滤波器组的基本结构，非均匀滤波器组的研究经历
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了从采样因子为整数到分数、从近似完全重构到完全重构的过程，并与小波变换密切相关，

详细内容将在第 5 章介绍。

习题

4.1 分别写出如图 4.2（a）和 4.2（b）所示的 M 通道滤波器组各节点的输入、输

出关系式。

4.2 证明具有如下形式的矩阵为仿酉矩阵：

K(z) = I − vvH + z−1vvH

式中，v ∈ CM 且 vHv = 1。

4.3 试写出如图 4.9所示的 DFT 分析滤波器组多相结构中各节点的输入、输出关系
式，并验证多相结构的计算过程。

4.4 已知三通道滤波器组的多相结构如图 4.24 所示，其中

P (z) = R(z)E(z) = Q(z)

[
0 1

z−1I2 0

]

I2 为单位矩阵。求 X̂(z) 与 X(z) 的关系式，并判断该滤波器组是否满足完全重构。

图 4.24 习题 4.4 图

4.5 证明当转移矩阵 P (z) 具有如式(4.1.20)的形式时，滤波器组的输入、输出关
系式为

X̂(z) = A0(z)X(z) = z−(M−1+r)Q(zM )X(z)

4.6 如图 4.25（a）所示的四通道分析滤波器组由一组四个传输函数 Hi(z) = Yi(z)/

X(z)(i = 0, 1, 2, 3) 描述，其中，W 是一个 4× 4 的 DFT 矩阵。
（1）写出 Hi(z)(i = 0, 1, 2, 3) 的表达式。

（2）如果分析滤波器 H2(z) 的幅频响应如图 4.25(b) 所示，试画出其他分析滤波器的
幅频响应。
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（3）若 Ek(z)(k = 0, 1, 2, 3) 是稳定的全通函数，证明分析滤波器组是功率互补的，即

3∑
k=0

|Hk(ejω)|2 = 1

图 4.25 习题 4.6 图

4.7 已知三通道分析滤波器组的多相矩阵为

E(z) =


1 1 1

1 −1 1

1 0 −1


（1）求分析端的滤波器组 Hi(z), (i = 0, 1, 2)。

（2）若要求滤波器组的输出为 y[n] = x[n− 2]，求综合滤波器组的多相矩阵 R(z) 及综

合滤波器组 Gi(z), (i = 0, 1, 2)。

4.8 已知三通道分析滤波器组为
H0(z)

H1(z)

H2(z)

 =


1 1 2

2 3 1

1 2 1




1

z−1

z−2


求满足完全重构的综合滤波器组 Gi(z)(i = 0, 1, 2)。
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4.9 已知三通道滤波器组如图 4.26所示，其中抽取因子为 2，这种非最大抽取的滤

波器组称为冗余滤波器组。

（1）试写出滤波器组的输入、输出关系式。
（2）当 P (z) 满足什么条件时，滤波器组是无混叠的？

（3）判断滤波器组是否满足完全重构。

图 4.26 习题 4.9 图

4.10 已知 M 通道滤波器组如图 4.27 所示，其中 Ck(z) 代表第 k 通道的幅度和相

位失真。假设 Ck(z)，Hk(z) 和 Gk(z) 是有理和稳定的。

图 4.27 习题 4.10 图

（1）如果不含 Ck(z) 的 Hk(z) 和 Gk(z) 为无混叠系统，现在系统含有 Ck(z)，确定一

组综合滤波器 G′
k(z) 满足无混叠特性；

（2）如果不含 Ck(z) 的 Hk(z) 和 Gk(z) 为无混叠且无幅度失真系统，现在系统含有

Ck(z)，确定一组综合滤波器 G′
k(z) 满足无混叠且无幅度失真特性；

（3）如果不含 Ck(z) 的 Hk(z) 和 Gk(z) 为完全重构系统，现在系统含有 Ck(z)，确定

一组综合滤波器 G′
k(z) 满足完全重构特性。

4.11 证明 M 通道仿酉滤波器组的分析滤波器和综合滤波器分别满足功率互补条

件，即

M−1∑
k=0

|Hk(ejω)|2 = 1

4.12 某树形结构滤波器组如图 4.28（a）所示。
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（1）画出与之等效的平行滤波器组。
（2）若输入信号 x(nT1) 的频谱如图 4.28（b）所示，H0(ejω1)、H1(ejω1) 与 G0(ejω2) 的

幅频响应分别如图 4.28（c）、图 4.28（d）、图 4.28（e）所示，画出各通道输出信号的频谱。

图 4.28 习题 4.12 图

4.13（MATLAB 练习） 利用 MATLAB 中的函数 firpm 设计一个最优等波纹
21 阶 FIR 滤波器，用它作为一个 8 通道均匀余弦调制滤波器组的原型低通滤波器，用
MATLAB 画出余弦调制滤波器组的幅频响应。设滤波器的阻带波纹等于 0.05，预设的逼
近误差为 10−5。
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本章要点

• 什么是小波变换？它与短时傅里叶变换有何联系和区别？
• 短时傅里叶变换的基本原理是什么？它与滤波器组有何联系？
• 什么是 Haar 小波变换？如何实现 Haar 小波变换？
• 离散小波变换与滤波器组有何联系？
• 什么是小波提升变换？提升变换有哪些优势？

5.1 小波的由来

小波（wavelet）一词源自法语“ondelette”，直译即“很小的波形”。该名称最初由法国
地球物理学家 Morlet 命名。20 世纪 80 年代，Morlet 在分析人造地震数据时遇到了一个
问题。人造地震数据是典型的非平稳信号，如图 5.1所示，信号在起始时刻剧烈震荡，随后
快速衰减。传统的傅里叶变换只能提供信号的频率信息，无法准确给出某个频率发生的时

刻；而短时傅里叶变换（short-time Fourier transform，STFT）虽然能够刻画局部时频信
息，但由于时频分辨率固定，依然具有局限性。Morlet 借鉴 Gabor 变换À的思想，在窗函

数中引入一个尺度因子，从而得到一种具有尺度伸缩且震荡衰减的基函数，如图 5.2所示，
即 Morlet 小波。然而该方法缺乏良好的重构性质，遭受了一些学者的质疑。在其好友数学
家 Grossman 的帮助下，两人将分析方法完善，诞生了小波分析的雏形。

随后，在 Meyer，Mallat，Daubechies 等学者的工作推动之下，小波分析快速发展起
来。特别是多分辨分析（multiresolution analysis，MRA）理论的建立，使得小波变换具有
离散化算法，并同工程中广泛使用的滤波器组联系起来，促进了小波变换在工程中的应用。

小波分析融合了应用数学、物理学、电子工程、计算机科学、信息科学等学科知识，成为

一门新兴的学科分支，在学科发展史上具有里程碑式的意义。

À Gabor 变换是指高斯窗的短时傅里叶变换，该变换由 Gabor 于 1946 年提出。



图 5.1 人造地震数据 图 5.2 Morlet 小波

概括来讲，小波变换可分为连续小波变换（continous wavelet transform，CWT）和离
散小波变换（discrete wavelet transform，DWT），两者的区别在于参数是否连续。连续小
波变换定义为

Wf(s, u) =

∫∞

−∞
f(t)

1√
s
ψ∗
(
t− u
s

)
dt (5.1.1)

式中，ψ(t) 即为小波函数，∗ 表示复共轭，s > 0 为尺度因子，u 为平移因子，两者均为

实数。

连续小波变换将信号映射为二维时间-尺度平面。当尺度因子较大时，反映的是信号的
整体信息；反之，当尺度因子较小时，则能够刻画信号的局部信息。这种尺度伸缩性质是

小波变换最具特色之处。恰是因为如此，小波变换被形象地称为“数学显微镜”。

实际应用中通常需要将尺度因子和平移因子离散化，若以二进制对尺度因子进行离散

化，即 s = 1/2j , j ∈ Z，同时平移因子 k 为整数，则得到离散小波变换：

Wf(j, k) =

∫∞

−∞
f(t)
√
2jψ∗(2jt− k)dt (5.1.2)

本书主要讨论离散小波变换。稍后会看到，离散小波变换与滤波器组具有密切联系，它

可以通过两通道滤波器组来实现。

5.2 短时傅里叶变换与滤波器组

5.2.1 短时傅里叶变换的概念

在介绍小波变换之前，首先回顾短时傅里叶变换，并通过滤波器组的观点阐释短时傅

里叶变换的实现过程。

短时傅里叶变换的基本思想是在傅里叶变换的基础上，引入一个（时间）窗函数，使

得变换能够刻画信号的时频局部特征。设信号为 f(t)，窗函数为 g(t)，短时傅里叶变换定
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义为

Sf(ω, u) =
∫
R
f(t)e−jωtg∗(t− u)dt = ⟨f(t), ejωtg(t− u)⟩ (5.2.1)

式中，ω 为频率变量À；u 为窗函数的中心位置。由此可见，短时傅里叶变换将信号映射为

二维时频平面，从而能够提供信号在某段时间或某个时刻的频率信息。

窗函数的选取对短时傅里叶变换至关重要。假设对信号 f(t) 在时刻 t = τ 附近的频率

感兴趣，最简单的方法是取矩形窗函数：

gτ (t) =


1

|Iτ |
, t ∈ Iτ

0, 其他

(5.2.2)

式中，Iτ 为以 τ 为中心的有限区间，|Iτ | 为区间长度。此时，短时傅里叶变换即是对 Iτ 这

段时间内的信号作傅里叶变换：

Sf(ω, τ) = 1

|Iτ |

∫
Iτ

f(t)e−jωtdt

显然，|Iτ | 越小越能反映信号的局部信息。当 |Iτ | → 0 时，gτ (t)→ δ(t− τ)。利用 δ-函数
的筛选性质可知

Sf(ω, τ) =
∫
R
f(t)δ(t− τ)e−jωtdt = f(τ)e−jωτ

由此可见，当窗函数为 δ-函数时，时间分辨率极高，但失去了频率分辨能力。
进一步分析，窗函数可视为对原始信号在某个时段内的加权。为了突出信号的时间局

部性，一个自然的想法是窗函数在中心时刻 t = τ 的权值应当最大，而随着距中心位置的

距离增大，权值逐渐衰减乃至趋向于零。显然，由于矩形窗函数的权重是相等的，因此局

部刻画能力有限。Gabor 在 1946 年提出了利用具有无穷光滑（可微）的高斯函数作为窗
函数：

gσ(t) =
1√
2πσ

exp
(
− t2

2σ2

)
(5.2.3)

以高斯函数为窗函数的短时傅里叶变换又称为 Gabor变换。由于时域的高斯函数在频域依
然为高斯函数，即

1√
2πσ

exp
(
− t2

2σ2

)
F←→ exp

(
−σ

2ω2

2

)
因此采用高斯窗函数在时域和频域均具有较好的局部刻画能力。

À 为了便于书写，本章频率变量均采用 ω 表示，对其物理意义（真实频率或归一化频率）可结合变换定义来理解。
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此外，B 样条（B-spline）函数也可用于窗函数。m 阶 B 样条函数定义为

Nm(t) = Nm−1(t) ∗N1(t) (5.2.4)

其中，N1(t) 为 1 阶 B 样条：

N1(t) =

1, 0 < t < 1

0, 其他
(5.2.5)

m阶 B样条是 m−1阶分段光滑的（存在 m−1阶导数），且具有紧支集 [0,m]À，图 5.3画
出了 3 阶以内的 B 样条函数。

图 5.3 B 样条函数

根据傅里叶变换的卷积定理：

f(t)g(t)
F←→ 1

2π
f̂(ω) ∗ ĝ(ω) (5.2.6)

这里用“ ˆ”表示信号的傅里叶变换。可见，加窗信号的频谱相当于对原始信号的频谱进

行了“加权组合”。我们希望加窗信号的频谱与原始信号的频谱尽可能接近。这意味着 ĝ(ω)

的频宽应尽可能窄，最理想情况为 δ(ω)，此时两者完全相同。然而根据傅里叶变换的尺度

性质：

gs(t) =
1√
s
g

(
t

s

)
F←→ ĝs(ω) =

√
sĝ(sω) (5.2.7)

频宽变小意味着时宽变大，故失去了时域局部刻画能力。反之，时宽变小则频宽变大，加

窗信号的频谱变得更加模糊。以矩形窗函数为例，如图 5.4 所示，设时宽为 2T，它对应的

À 称集合 {t : f(t) ̸= 0} 为函数 f 的支撑集（support）。如果该集合是闭的，则称为紧（compact）支集。
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频域为 sinc 函数，频宽（主瓣宽度）为 2π/T，显然两者成反比。这说明，时宽与频宽存

在制约关系。

图 5.4 时宽与频宽的关系

也可从时频分析的角度来描述时频制约关系。设窗函数与其傅里叶变换 g
F←→ ĝ，定义

时域和频域的中心位置分别为

t0 =
1

∥g∥2

∫∞

−∞
t|g(t)|2dt (5.2.8)

ω0 =
1

2π∥ĝ∥2

∫∞

−∞
ω|ĝ(ω)|2dω (5.2.9)

时宽和频宽分别为

σt =

(
1

∥g∥2

∫∞

−∞
(t− t0)2|g(t)|2dt

)1/2

(5.2.10)

σω =

(
1

2π∥ĝ∥2

∫∞

−∞
(ω − ω0)

2|ĝ(ω)|2dω
)1/2

(5.2.11)

根据不确定性原理（uncertainty principle）[81]，时宽与频宽的乘积具有如下关系：

σtσω ⩾ 1

2
(5.2.12)

当且仅当 f 为高斯函数时，上式取等号。这说明两者不可能同时充分地小。

综合上述分析可知，对于短时傅里叶变换，一旦窗函数取定，其时宽与频宽也就固定

下来，因此时频分辨率也是固定的。然而实际中更希望时频分辨率是可调节的。具体来说，

通常信号的高频信息主要体现在变化比较剧烈的部分，这时希望时宽窄一些，以便刻画这

种短时间内的突变信息；而信号的低频信息主要蕴含在变化比较平缓的部分，这时时宽可
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以宽一些，以反映信号整体的信息。短时傅里叶变换不具备这种特性。而小波变换通过引

入一个尺度因子，使得变换具有尺度伸缩的功能，这样就克服了短时傅里叶变换的不足。根

据连续小波定义式(5.1.1) 及时频尺度性质，小波在低频（大尺度）部分时宽较大、频宽较
窄，而在高频（小尺度）部分恰好反之。图 5.5 画出了四类不同表示在时频平面上的划分，
其中图 5.5（a），图 5.5（b）分别为时域和频域表示，两者不具备时频局部化能力。短时傅
里叶变换的时频单元是固定的，如图 5.5（c）所示。而小波变换的时频单元随尺度伸缩变
化，如图 5.5（d）所示，因而更适合分析非平稳信号。有关时频分析的更多内容不在本书
的讨论范围之内，感兴趣的读者可参阅相关论著 [81-82]。

图 5.5 四种表示的时频单元

5.2.2 短时傅里叶变换与分析滤波器组

本节分析短时傅里叶变换与滤波器组的关系。已知离散时间信号为 x[n]，定义离散时

间短时傅里叶变换（DT-STFT）为：

X(ejω,mD) =
∑
n

x[n]w∗[n−mD]e−jnω (5.2.13)

式中，ω 为归一化角频率；w[n−mD] 是以 t = mDT 为中心的窗函数À。由于窗函数一般

为实的，故共轭可以省略。为了保证时域采样信息不丢失，通常假设窗函数的宽度 L ⩾ D，

À 这里 t = mDT 以连续时间为单位，其中 T 为采样间隔。但对于离散时间信号，也可以忽略采样间隔。
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即相邻窗函数允许有重叠部分。图 5.6 给出了当窗函数为三角窗，且 L = D 时的示意图。

图 5.6 三角窗示意图

离散时间短时傅里叶变换的实现过程可以从滤波器组的角度来阐释，其中包括低通滤

波与带通滤波两种实现过程。下面进行详细介绍。

1. 低通滤波实现
为了便于分析，不妨先将 ω 取值固定，记 ω = ωk，假设窗函数为实的，将式(5.2.13)重

新整理为

X(ejωk ,mD) =
∑
n

(
x[n]e−jnωk

)
w[n−mD] (5.2.14)

记 sk[n] = x[n]e−jnωk，则 sk[n] 是 x[n] 的复指数调制，两者的频谱关系为

Sk(ejω) = X(ej(ω+ωk))

若 X(ejω) 的中心频率为零，则 Sk(ejω) 相当于将前者搬移到中心频率位于 ω = −ωk 的
位置。

继续将式(5.2.14)改写为

X(ejωk ,mD) =
∑
n

sk[n]w̄[mD − n] = (sk ∗ w̄)[mD] (5.2.15)

式中，w̄[n] = w[−n]。
式(5.2.15)可以理解为信号 sk[n] 与 w̄[n] 进行卷积，随后再进行 D 倍抽取，过程如

图 5.7 所示。

图 5.7 短时傅里叶变换的低通滤波实现过程

下面分析式(5.2.15)的物理意义。根据卷积定理，

sk[n] ∗ w̄[n]
DTFT←−−−→ Sk(ejω)W̄ (ejω)
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假设 w̄[n] 关于 n = 0 对称（如图 5.6 所示的三角窗），则 W̄ (ejω) 亦关于 ω = 0 对称，其

作用类似于低通滤波器。Sk(ejω) 与 W̄ (ejω) 相乘即滤出 Sk(ejω) 在 ω = 0 附近的频率成

分。又由于 Sk(ejω) = X(ej(ω+ωk))，实际上滤出的是 X(ejω) 在 ω = ωk 附近的频率成分。

图 5.8 给出了上述过程的示意图。

图 5.8 低通滤波实现过程示意图

上述分析过程对任意取值的 ω 都成立。由于离散时间短时傅里叶变换的频谱是以 2π

为周期的，故通常只需考虑一个周期即可。现不妨取 ωk = 2πk/D(0 ⩽ k ⩽ D − 1)，此时

短时傅里叶变换恰好构成一个 D 通道的均匀滤波器组，结构如图 5.9所示，其中每条支路
滤出的是信号 x[n] 在 t = mDT，ω = ωk 附近的频率成分。由此可见，短时傅里叶变换具

有频谱分析的作用，又称为频谱分析器。

图 5.9 短时傅里叶变换分析滤波器组（低通滤波实现）

2. 带通滤波实现
短时傅里叶变换还可以通过带通滤波的方式来实现。与上面的分析类似，令 ω = ωk，

将式(5.2.13)整理为如下形式：
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X(ejωk ,mD) =
∑
n

x[n]w[n−mD]e−jnωk

= e−jmDωk

∑
n

x[n]w[n−mD]e−j(n−mD)ωk

= e−jmDωk

∑
n

x[n]w̄[mD − n]ej(mD−n)ωk

= e−jmDωk(x ∗ rk)[mD] (5.2.16)

式中，rk[n] = w̄[n]ejnωk = w[−n]ejnωk。

式(5.2.16)的实现过程如图 5.10 所示，下面分析其物理意义。假设 w̄[n] 依然为低通滤

波器，则 rk[n] 为带通滤波器，中心频率位于 ωk。信号 x[n] 经过带通滤波再经 e−jnωk 调

制，即将频谱中心移至原点，该过程如图 5.11 所示。对比低通滤波的结果可知，两种实现
过程完全等价。

图 5.10 短时傅里叶变换的带通滤波实现过程

图 5.11 带通滤波实现过程示意图

进一步，若取 ωk = 2πk/D(k = 0, 1, · · · , D− 1)，则上述过程构成一个 D 通道均匀滤

波器组，结构如图 5.12 所示。
综合上述分析可知，无论是低通滤波实现还是带通滤波实现，其中关键在于将短时傅

里叶变换式转化为卷积的形式，即式(5.2.15)或式(5.2.16)。相应地，w̄[n] 可视为低通滤波
器，而 rk[n] 则视为带通滤波器。两种实现方式本质上都是提取信号在 t = mDT，ω = ωk
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附近的频率成分。而随着 m 与 k 的变化，X(ejωk ,mD) 形成了一幅二维时频谱，如图 5.13
所示。

图 5.12 短时傅里叶变换分析滤波器组（带通滤波实现）

图 5.13 短时傅里叶变换时频谱

5.2.3 逆短时傅里叶变换与综合滤波器组

本节讨论信号重构过程。假设窗函数为实的，记加窗信号 xm[n] := x[n]w[n−mD]，注

意到它与时频谱的关系为：xm[n]
DTFT←−−−→ X(ejω,mD)，根据逆离散时间傅里叶变换可知

xm[n] =
1

2π

∫
2π

X(ejω,mD)ejnωdω (5.2.17)

因此接下来的问题便是如何根据加窗信号 xm[n] 重构原始信号 x[n]。注意到∑
m

xm[n]w
a[n−mD] =

∑
m

x[n]wa+1[n−mD] = x[n]
∑
m

wa+1[n−mD] (5.2.18)

式中，a 为任意常数。

若 ∑
m

wa+1[n−mD] ̸= 0 (5.2.19)
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则 x[n] 可按如下方式重构：

x[n] =

∑
m

xm[n]w
a[n−mD]∑

m

wa+1[n−mD]
(5.2.20)

上述重构方法称为重叠相加（overlap-add）法，其中式(5.2.19)为非零重叠相加（nonzero
overlap-add，NOLA）条件。进一步地，若∑

m

wa+1[n−mD] = C (5.2.21)

则称为常数重叠相加（constant overlap-add，COLA）条件。注意上述条件均为信号重构的
充分条件。

根据重叠相加法，可以定义逆短时傅里叶变换（ISTFT）为

x̂[n] =
∑
m

xm[n]w
a[n−mD] =

1

2π

∑
m

wa[n−mD]

∫
2π

X(ejω,mD)ejnωdω (5.2.22)

式中，a 通常可取 a = 0 或 a = 1。

下面从滤波器组的角度分析 ISTFT 的实现过程。由于综合端是分析端的逆过程，因
此可以直接根据分析端的形式得到综合端的形式。以带通滤波实现为例，记分析端第 k 条

支路得到的输出为 yk[m] = X(ejωk ,mD)，根据图 5.10 易知 yk[m] 是在低抽样率一侧的信

号。因此在综合端，可以先通过 D 倍内插将 yk[m] 恢复至高抽样率一侧，再经过复指数调

制与除镜像滤波，得到第 k 条支路的重构信号 x̂k[n]，如图 5.14（a）所示。为了降低计算
量，根据内插与乘法运算的等效关系，图 5.14（a）还可以转化为图 5.14（b）的形式。

图 5.14 综合滤波器组的第 k 条支路

最后，将所有支路的重构信号叠加便得到重构信号 x̂[n]，结构如图 5.15 所示。
以上介绍了 ISTFT通过滤波器组的实现过程，对于综合端的滤波器 fk[n]的具体形式

并没有详细讨论。事实上，fk[n]与窗函数 w[n]密切联系。而为保证 ISTFT满足完全重构，
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窗函数应满足 NOLA 或 COLA 条件。此外，实际中还需考虑数值计算精度的问题。限于
篇幅，本书不再作详细分析，有关内容读者可参见文献 [83]。

图 5.15 ISTFT 综合滤波器组

5.3 Haar 小波变换与滤波器组

5.3.1 近似与细节

Haar 小波À是学术界公认的第一个小波系统，该系统由 Haar 在研究正交函数系统理
论中提出 [84]。Haar 小波基是一种具有有限支撑且正交的基函数，它的形式非常简单，但
蕴含的多分辨分析（multi-resolution analysis，MRA）思想却极其深刻。为了让读者更加直
观地理解 Haar 小波变换，本节首先通过一个例子说明该变换的计算过程，随后再对相关
理论进行详细介绍。

考虑一个长度为 2 的离散信号 x = {x0, x1}，对它作如下运算：

a = (x0 + x1)/2 (5.3.1a)

d = x0 − x1 (5.3.1b)

a, d 分别称为信号 x 的近似（approximation）与细节（detail）。
注意到

x0 = a+ d/2 (5.3.2a)

x1 = a− d/2 (5.3.2b)

这说明原始信号可从近似与细节中恢复，换言之上述计算过程是可逆的。因此得到原始信

号的一种等价的表示：x = {a, d}。

À 事实上 Haar 在研究时还没有“小波”的概念。
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这样表示有何优势呢？一方面，实际的信号在平滑区域往往具有很强的局部相关性，即

相邻时刻的幅值很接近（如 x0 ≈ x1）。因此可以由 a 近似信号的真实值 x0, x1，误差为

±d/2。由于 d 很小，故可以用较少的字节进行编码，这样就能实现信号压缩。另一方面，

较大的 d 意味着信号发生了突变，突变可能是信号的重要信息（如图像中的边缘），也可能

是噪声或异常值。因此通过 d 可以准确刻画突变的幅度及位置，这对于分析非平稳信号尤

其有利。

上述计算方式可以推广至任意长度的信号。为了便于描述，考虑长度 L = 2N 的信号

x = {xn, 0 ⩽ n ⩽ 2N − 1}，按如下方式进行计算：

a1,n = (x2n + x2n+1)/2, 0 ⩽ n ⩽ 2N−1 − 1 (5.3.3a)

d1,n = x2n − x2n+1, 0 ⩽ n ⩽ 2N−1 − 1 (5.3.3b)

于是得到原始信号的等价表示：x = {a1, d1}。
由于 a1 是原始信号的近似，可以对 a1 继续执行上述计算，即

a2,n = (a1,2n + a1,2n+1)/2, 0 ⩽ n ⩽ 2N−2 − 1 (5.3.4a)

d2,n = a1,2n − a1,2n+1, 0 ⩽ n ⩽ 2N−2 − 1 (5.3.4b)

于是原始信号可以表示为 x = {a2, d2, d1}。以此类推，计算可以逐级进行。图 5.16 给出了
L = 4 的二级分解示意图，注意到由下至上信号长度（采样率）逐级减半，类似于金字塔的

结构，因此也称为金字塔分解（pyramid decomposition）。

图 5.16 二级金字塔分解示意图（L = 4）

上述计算过程即为 Haar 小波变换，该变换蕴含了 MRA 的思想，即将信号逐级分解，
从而得到不同分辨率À下的近似与细节。其中，近似表示信号的整体平均信息，细节表示信

号的局部变化信息。相比于基于傅里叶变换的时频分析方法，小波变换为信号分析提供了

一种新的视角。

À 分辨率（resolution）是指单位空间（如距离、面积）上的采样点数。对于一维信号，由于通常以“时间”为自变量，因
此单位时间的采样点数即为采样率。由于分辨率的含义更宽泛，因此本章使用“分辨率”进行表述。
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5.3.2 Haar 尺度函数与小波函数

本节将采用更为严格的数学语言描述 Haar 小波变换的原理，其中涉及两个重要的函
数，即 Haar 尺度函数（scaling function）与 Haar 小波函数（wavelet function）。

定义 5.1 令 φ(t) 为 [0, 1) 区间上的指示函数，即

φ(t) = χ[0,1)(t) =

1, t ∈ [0, 1)

0, 其他
(5.3.5)

定义

ψ(t) = φ(2t)− φ(2t− 1) (5.3.6)

分别称 φ(t)、ψ(t) 为 Haar 尺度函数和 Haar 小波函数。
Haar 尺度函数和 Haar 小波函数如图 5.17 所示。

图 5.17 Haar 尺度函数与小波函数

现考虑由 {φ(t− k)}k∈Z 张成的线性空间的闭包，记为
ÀV0 = span{φ(t− k)}k∈Z，于是

对于任意 f(t) ∈ V0 可表示为

f(t) =
∑
k

akφ(t− k) (5.3.7)

注意到

⟨φ(t− k1), φ(t− k2)⟩ =
∫
R
φ(t− k1)φ∗(t− k2)dt = δ(k1 − k2) (5.3.8)

À 已知一组函数集 {gn}n∈I，其中 I 为索引集，由 {gn}n∈I 中任意有限个元素的线性组合构成的集合称为 {gn}n∈I

张成的线性空间，记为 span{gn}n∈I。即对于任意 f ∈ span{gn}n∈I，f =
∑

k∈K ckgk，其中 K ⊂ I 为有限可数集。对于
无限项的线性组合（即级数），通常不能保证级数收敛。为此，一般考虑线性张成空间的闭包（closure），记为 span{gn}n∈I，

即如果 f ∈ span{gn}n∈I，意味着对任意的 ε > 0，存在 g ∈ span{gn}n∈I，使得 ||f − g|| < ε。
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式中，∗表示复共轭。因此 {φ(t−k)}k∈Z构成 V0中的一组标准正交基，即对于任意 f(t) ∈ V0，

f(t) =
∑
k

akφ(t− k) =
∑
k

⟨f(t), φ(t− k)⟩φ(t− k) (5.3.9)

结合物理意义来看，{φ(t − k)}k∈Z 可用于表示任意在整数点（时刻）上不连续的分段

恒值信号（piecewise constant signal），如图 5.18所示。当然，这种表示具有很大的局限性。
试想一个信号若在非整数点发生突变，则 {φ(t− k)}k∈Z 无法精确刻画突变的位置及幅度。

这是因为基函数的支撑集长度均为 1。为此，可以考虑具有更短支撑集的基函数。

图 5.18 分段恒值信号

定义尺度伸缩算子和平移算子：

Dαf(t) =
√
αf(αt), α > 0 (5.3.10)

Tτf(t) = f(t− τ), τ ∈ R (5.3.11)

现对 φ(t) 作整数平移与二进尺度伸缩变换，即

φj,k(t) = D2jTkφ(t) =
√
2jφ(2jt− k), j, k ∈ Z (5.3.12)

注意到 φj,k(t) 的支撑集为 [k/2j , (k + 1)/2j)，j 越大，支撑集越小，对信号局部信息的分

辨能力就越强。因此 j 也可用于表示分辨率的大小。

记 Vj = span{φj,k(t)}k∈Z，即 Vj 包含所有在 k/2j(k ∈ Z) 上不连续的分段恒值信号，
称 Vj 为近似空间。对于任意固定的 j，易知

⟨φj,k1 , φj,k2⟩ =
∫
R
φj,k1(t)φ

∗
j,k2

(t)dt = δ(k1 − k2) (5.3.13)

因此 {φj,k(t)}k∈Z 构成 Vj 的一组标准正交基。于是对于任意 f(t) ∈ Vj，

f(t) =
∑
k

aj,kφj,k(t) =
∑
k

⟨f, φj,k⟩φj,k(t) (5.3.14)

下面结合上一节给出的两点信号 x = {x0, x1} 说明尺度函数在信号表示中的作用。
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例 5.1 设 [0, 1) 上恒值持续时间为 1/2 的分段恒值信号：

f(t) =x0χ[0, 12 )
(t) + x1χ[ 12 ,1)

(t)

如图 5.19（a）所示。事实上，f(t) 即为离散信号 x = {x0, x1} 连续化的结果。

图 5.19 分段恒值信号的多尺度表示

注意到 χ[0, 12 )
(t) = φ1,0(t)/

√
2，χ[ 12 ,1)

(t) = φ1,1(t)/
√
2，因此 f(t) 可表示为

f(t) = (x0φ1,0(t) + x1φ1,1(t))/
√
2

类似地，由于 a = (x0 + x1)/2 是 x 的近似，故可视为 [0, 1) 上恒值持续时间为 1 的
分段恒值信号，如图 5.19（b）所示，易知

g(t) = aχ[0,1)(t) = aφ0,0(t)

记 e(t) = f(t)− g(t)，如图 5.19（c）所示，易知

e(t) = f(t)− g(t) = d(φ1,0(t)− φ1,1(t))/2
√
2 (5.3.15)

e(t) 表示 g(t) 相较于 f(t) 缺失的细节信息。

注意到若 f(t) ̸= g(t)，则 e(t) ̸= 0。此时 e(t) ∈ V1 但 e(t) /∈ V0，这说明 V0 ⊂ V1。事

实上，由于 V0 包含恒值持续时间为 1 的信号，而 V1 包含恒值持续时间为 1/2 的信号，因

此后者的分辨率更高。更一般地，对于任意的 j ∈ Z，Vj ⊂ Vj+1。对于 Vj+1 中的信号，如

果用低一级分辨率去近似，则必然会丢失细节信息。从数学角度来描述，细节信息属于 Vj

的正交补ÀWj，称 Wj 为细节空间。Vj+1 = Vj ⊕Wj , 三者的关系如图 5.20 所示。

À 设 V 是内积空间 U 的子空间，V 的正交补空间是所有与 V 正交，且在 U 中的向量集合，即

W = {w ∈ U : ⟨v, w⟩ = 0, v ∈ V }

如果 U 是有限维空间，则对于任意 u ∈ U，可以唯一地表示为 u = v + w，其中 v ∈ V,w ∈ W，记为

U = V ⊕W

⊕ 表示空间直和（direct sum）。
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图 5.20 Vj ,Wj , Vj+1 的关系图

如何表示细节信息呢？注意到式(5.3.15)可以化简为

e(t) = f(t)− g(t) = dψ(t)/2 (5.3.16)

故细节恰好可以用 Haar 小波函数来表示。对于一般情况，下述定理表明，Haar 小波函数
构成细节空间的一组基。

定理 5.1 已知 Haar 小波函数如式(5.3.6)所示，定义 Haar 小波函数的平移与尺度
伸缩：

ψj,k(t) = D2jTkψ(t) =
√
2jψ(2jt− k), j, k ∈ Z (5.3.17)

并记 Wj = span{ψj,k(t)}k∈Z，则 {ψj,k(t)}k∈Z 构成 Wj 中的一组标准正交基，且 Wj 为 Vj

的正交补空间。

证明 首先考虑 j = 0 的情况。根据 Haar 小波函数的定义式(5.3.6)，易知 ψ(t) ∈ V1，

且

⟨ψ(t− k1), ψ(t− k2)⟩ =
∫
R
ψ(t− k1)ψ∗(t− k2)dt = δ(k1 − k2)

⟨ψ(t− k1), φ(t− k2)⟩ =
∫
R
ψ(t− k1)φ∗(t− k2)dt = 0,∀k1, k2 ∈ Z

令 W0 = span{ψ(t− k)}k∈Z，于是 {ψ(t− k)}k∈Z 构成 W0 中的一组标准正交基，且 W0 为

V0 的正交补空间。

对于 j ̸= 0 的情况，证明与上述过程类似，读者可自行推导。

根据定理 5.1，对于任意 f(t) ∈Wj，

f(t) =
∑
k

dj,kψj,k(t) =
∑
k

⟨f, ψj,k⟩ψj,k(t) (5.3.18)

综合上述分析可知，{φj,k(t)}k∈Z 为 Vj 中的一组标准正交基，{ψj,k(t)}k∈Z 为 Wj 中

的一组标准正交基。两者分别用于表示信号在分辨率 j 下的近似与细节。j 越大，基函数

刻画细节的能力就越强。当 j →∞ 时，Vj 逼近 L2(R)À。下述定理说明，尺度函数与小波

函数共同构成 L2(R) 中的一组基。

À L2(R) 指平方可积空间，即

L
2
(R) =

{
f(t)

∣∣∣∣∫
R

∣∣∣∣ f(t)∣∣∣∣2 dt < ∞
}
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定理 5.2 Haar 尺度函数与 Haar 小波函数 {φJ,k(t), ψj,k(t), j ⩾ J}k∈Z 构成 L2(R)
中的一组标准正交基，其中 J 为固定整数。对于任意 f(t) ∈ L2(R)，

f(t) =
∑
k

aJ,kφJ,k(t) +
∑
j⩾J

∑
k

dj,kψj,k(t) = fJ(t) +
∑
j⩾J

wj(t) (5.3.19)

或用函数空间表示为

L2(R) = VJ ⊕WJ ⊕WJ+1 ⊕ · · · (5.3.20)

上述定理的详细证明参见文献 [85]。式(5.3.19)说明，任意信号可以表示为分辨率 j = J

下的近似以及分辨率 j ⩾ J 的细节。这就是多分辨分析或多尺度表示（multi-scale repre-
sentation）的思想。

5.3.3 Haar 小波变换的分解与重构算法

Haar 小波变换即是将高分辨率空间中的信号分解为低分辨率空间中的近似与其正交
补空间中的细节。假设信号 f(t) 在 Vj 中的近似为

fj(t) =
∑
k

aj,kφj,k(t) =
∑
k

⟨fj , φj,k⟩φj,k(t) (5.3.21)

因为 Vj = Vj−1 ⊕Wj−1，故 fj(t) 又可以表示为

fj(t) =
∑
k

aj−1,kφj−1,k(t) +
∑
k

dj−1,kψj−1,k(t) (5.3.22)

下面求系数 aj−1,k 与 dj−1,k。

首先，由于 {φj−1,k(t)}k∈Z 是 Vj−1 中的一组标准正交基，且 Vj−1 与 Wj−1 正交，故

aj−1,k = ⟨fj , φj−1,k⟩

同理可得

dj−1,k = ⟨fj , ψj−1,k⟩

注意到

φj−1,k(t) =
1√
2
(φj,2k(t) + φj,2k+1(t)) (5.3.23)

ψj−1,k(t) =
1√
2
(φj,2k(t)− φj,2k+1(t)) (5.3.24)

因此，

aj−1,k = ⟨fj , φj−1,k⟩ =
1√
2
(⟨fj , φj,2k⟩+ ⟨fj , φj,2k+1⟩) =

1√
2
(aj,2k + aj,2k+1) (5.3.25a)

dj−1,k = ⟨fj , ψj−1,k⟩ =
1√
2
(⟨fj , φj,2k⟩ − ⟨fj , φj,2k+1⟩) =

1√
2
(aj,2k − aj,2k+1) (5.3.25b)
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或写成矩阵形式： [
aj−1,k

dj−1,k

]
=

1√
2

[
1 1

1 −1

][
aj,2k

aj,2k+1

]
(5.3.26)

由此可见，信号 f(t) 在 Vj−1,Wj−1 中的系数均可由 Vj 中的系数计算得出。事实上，

这是由基函数的多尺度关系，即式(5.3.23)与式(5.3.24)决定的。式(5.3.25)或式(5.3.26)即为
Haar 小波变换的分解算法。
注意与 5.3.1节介绍的 Haar小波变换相比较，两者在变换系数上有所区别。但这并不影

响 Haar小波变换的物理意义及性质。这里不妨用矩阵形式将 5.3.1节定义的形式再次写出：[
aj−1,k

dj−1,k

]
=

[
1/2 1/2

1 −1

][
aj,2k

aj,2k+1

]
(5.3.27)

将式(5.3.26)所定义的形式称为标准化 Haar 小波变换；而式(5.3.27)称为非标准化 Haar 小
波变换。此外值得一提的是，Haar小波变换的系数矩阵也不局限于式(5.3.26)或式(5.3.27)的
形式。例如将式(5.3.26)中的系数矩阵两列交换，这意味着差变为奇数次项减偶数次项，与
之前结果相比相差一个负号，这并不影响变换的性质。

根据式(5.3.26)，很容易得到标准化 Haar 小波变换的重构算法：

aj,2k =
1√
2
(aj−1,k + dj−1,k) (5.3.28a)

aj,2k+1 =
1√
2
(aj−1,k − dj−1,k) (5.3.28b)

或写作： [
aj,2k

aj,2k+1

]
=

1√
2

[
1 1

1 −1

][
aj−1,k

dj−1,k

]
(5.3.29)

这说明 Haar小波变换是可逆的。读者可以自行写出非标准化 Haar小波变换的重构表达式。
下面来看一个例子。

例 5.2 已知时长 1s 的信号 f(t) 如图 5.21（a）所示，它在 t = 0.2 与 t = 0.6 时刻

存在突变。现以采样率 Fs = 256Hz 对它进行采样，可得

f(t) ≈ f8(t) =
28−1∑
k=0

a8,kφ(2
8t− k)

其中Àa8,k ≈ f(k/28)。信号波形如图 5.21（b）所示。
对该信号进行 Haar 小波变换Á，为了保证近似信号的动态范围与原始信号一致，这里

选择用式(5.3.27)定义的形式。图 5.21（c）展示了 f 在 V7 中的近似信号。可以看出，近

À 严格来讲，aj,k = ⟨f, φj,k⟩，除非 f ∈ Vj，否则一般情况下 aj,k ̸= f(k/2j)。因此这里用约等号表示。在实际应用

中，一般将原始的采样信号视为最高分辨率，因此这种近似是可接受的。

Á 本例采用 MATLAB小波工具箱（wavelet toolbox）所提供的一维离散小波变换函数 wavedec，详细代码见附录 A.2。
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似信号基本保留了原始信号的波形，但由于分辨率降低（基函数的支撑集宽度由 1/28 变为

1/27），波形出现了明显的阶梯状。图 5.21（d）表示 f 在 W7 中的细节系数。可以看出，

在 t = 0.2 与 t = 0.6 时刻细节幅度变化较大，这恰好对应原始信号发生突变的位置；而在

其他时刻，细节幅度主要在 0 附近波动。由此可见，小波变换的细节系数能够同时刻画信
号变化的幅度与位置，因而具有时频局部化的表示能力。此外，在信号奇异部分（如边缘、

突变等），细节系数绝对值较大；在正则（平滑）部分，细节系数绝对值较小，因此具有稀

疏表示的特点。

继续对 a7 进行分解，图 5.21（e）∼ 图 5.21（h）分别展示了 V6, V5 中的近似及细节

系数。显然，随着分辨率的降低，信号的阶梯状愈加明显，这意味着损失的细节信息增多，

但整体依然保留了原始信号的形式。

图 5.21 Haar 小波变换分解示例

5.4 离散小波变换与滤波器组

5.3 节详细介绍了 Haar 小波变换的原理及算法。而 Haar 小波仅是小波家族中的成员
之一。自 20 世纪 80 年代起，在诸多学者的工作推动之下，小波理论快速发展，产生了众
多不同的小波。特别是 Mallat 与 Meyer 建立了多分辨分析理论 [81,86]，使得小波变换具有

快速离散化算法，同时可与滤波器组联系起来。本节将从一般形式讨论离散小波变换的原

理，首先简要介绍多分辨分析理论，随后给出离散小波变换算法及它与滤波器组的关系。
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5.4.1 多分辨分析

首先给出多分辨分析（multiresolution analysis，MRA）的定义。
定义 5.2 已知 {Vj}j∈Z 是 L2(R) 中一系列子空间，称 {Vj}j∈Z 为多分辨分析，如果

满足如下条件：

(1) Vj ⊂ Vj+1,∀j ∈ Z；
(2) ∪jVj = L2(R)；
(3) ∩jVj = {0}；
(4) f(t) ∈ Vj 当且仅当 f(2−jt) ∈ V0；

(5) 存在 φ(t) ∈ L2(R)，使得 {φ(t− k)}k∈Z 为 V0 的一组标准正交基，且

V0 = span{φ(t− k)}k∈Z

称 φ(t) 为尺度函数。

根据定义 5.2，尺度函数在多分辨分析理论中具有至关重要的作用。5.3 节中，由 Haar
尺度函数及其平移 {φ(t − k)}k∈Z 构成 V0 空间中的一组标准正交基，进而 {φj,k(t) =
√
2jφ(2jt− k)}k∈Z 构成 Vj 空间中的一组标准正交基，这里

Vj = span{φj,k(t)}k∈Z, j ∈ Z (5.4.1)

因此 {Vj}j∈Z 是由 Haar尺度函数生成的。读者可以验证，{Vj}j∈Z 满足多分辨分析的定义。

可以利用上述思路构造一般的多分辨分析。如果存在某函数 g(t)，其平移 Tkg(t) =

g(t− k), k ∈ Z 构成一组标准正交集，那么可以定义由 {Tkg(t)}k∈Z 张成的子空间：

V0 = span{g(t− k)}k∈Z

于是 {Tkg(t)}k∈Z 是 V0 的一组标准正交基。进而可以利用尺度伸缩变换生成子空间 Vj，即

Vj = {f(t) : f(2−jt) ∈ V0}

可以验证，{2j/2g(2jt − k)}j,k∈Z 是 Vj 的一组标准正交基，且 {Vj}j∈Z 满足多分辨分析的

定义。

例 5.3（香农多分辨分析） 已知 V0 为所有在 [−π,π] 上带限的函数集合，并令

φ(t) =
sinπt
πt

可以验证，{φ(t− k)}k∈Z 构成标准正交基。

根据采样定理，对于任意的 f(t) ∈ V0，

f(t) =
∑
k

f(k)φ(t− k) =
∑
k

f(k)
sinπ(t− k)
π(t− k)

于是 {φ(t− k)}k∈Z 为 V0 的一组标准正交基。事实上，V0 = span{g(t− k)}k∈Z。

进一步定义

Vj = {f(t) : f(2−jt) ∈ V0}

即 Vj 包含所有在 [−2jπ, 2jπ] 上带限的函数集合。可以验证，Vj 满足多分辨分析定义中的
条件 (1)∼(4)，因此 {Vj}j∈Z 构成一个多分辨分析。
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5.4.2 尺度函数与小波函数

5.3节介绍了 Haar 小波变换，该变换的基本思想是将信号分解为不同分辨率下的近似
与细节，其中 Haar 尺度函数与 Haar 小波函数至关重要，两者分别决定了近似空间 Vj 与

细节空间 Wj 的基函数。对于一般的小波变换，依然延续了 Haar小波变换的思想，即包括
一个尺度函数和一个小波函数À，只不过形式更加丰富。本节的相关结论可以类比于 Haar
小波得到，下面不加证明地给出。关于这些定理的证明，已超出本书所讨论的范围，感兴

趣的读者可参考小波分析相关文献 [85]。

定理 5.3 设 {Vj}j∈Z 是由 φ(t) 生成的多分辨分析，则对于任意的 j ∈ Z，

{φj,k(t) = 2j/2φ(2jt− k)}k∈Z

是 Vj 的一组标准正交基。

注意到 φ(t) ∈ V0 ⊂ V1，根据定理 5.3，φ(t) 可以用 V1 中的基函数来表示，即

φ(t) =
∑
k

hkφ1,k(t) =
∑
k

hk
√
2φ(2t− k) (5.4.2)

式中，hk 表示系数，以下假设 hk 是实的。式(5.4.2)刻画了尺度函数在 V0 与 V1 之间的关

系，称为两尺度方程（two-scale equation）。相应地，两尺度方程在频域的表示为

φ̂(ω) =
1√
2
H
(ω
2

)
φ̂
(ω
2

)
(5.4.3)

式中，H(ω) =
∑
k

hke−jωk 称为尺度滤波器。根据尺度函数的正交性，尺度滤波器具有如下

性质。

命题 5.1 尺度滤波器具有如下性质：

(1)
∑
k

hk =
√
2 (5.4.4)

(2)
∑
k

h2k =
∑
k

h2k+1 = 1/
√
2 (5.4.5)

(3)
∑
k

hkhk−2n = δ(n) (5.4.6)

(4) |H(ω)|2 + |H(ω + π)|2 = 2 (5.4.7)

将上述性质的证明留给读者，见习题 5.3。稍后会看到，离散小波变换算法与尺度滤波
器密切联系。特别是性质（命题 5.1(4)）保证了小波滤波器组能够实现完全重构。
根据多分辨分析的嵌套性质，即 Vj ⊂ Vj+1，若信号 f(t) ∈ Vj+1，则在 Vj 中表示必然

会丢失一部分细节。类似于 Haar 小波变换的分析，需要构造 Vj 的正交补空间的一组基，

用以表示这类细节信息。这就引出了小波函数。

À 本节依然使用 φ(t) 和 ψ(t) 分别表示尺度函数和小波函数。
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定义 5.3 设 {Vj}j∈Z 是由 φ(t) 生成的多分辨分析，hk 为尺度滤波器。定义小波

函数为

ψ(t) =
∑
k

gkφ1,k(t) =
∑
k

gk
√
2φ(2t− k) (5.4.8)

其中À

gk = (−1)kh1−k (5.4.9)

可以验证，ψ(t) ∈ V1 且 ψ(t) ⊥ V0。下述定理表明，由小波函数伸缩和平移组成的函

数集构成正交补空间的一组基。

定理 5.4 已知小波函数如定义(5.3)所示，定义小波函数的伸缩与平移：

ψj,k(t) =
√
2jψ(2jt− k), j, k ∈ Z (5.4.10)

并令 Wj = span{φj,k(t)}k∈Z，则 Wj 为 Vj 的正交补空间，且 {ψj,k(t)}k∈Z 构成 Wj 中的

一组标准正交基。

式(5.4.8)称为小波方程，在频域表示为

ψ̂(ω) =
1√
2
G
(ω
2

)
φ̂
(ω
2

)
(5.4.11)

式中，G(ω) =
∑
k

gke−jωk 称为小波滤波器，具有如下性质。

命题 5.2 小波滤波器具有如下性质：

(1)
∑
k

gk = 0 (5.4.12)

(2)
∑
k

gkgk−2n = δ(n) (5.4.13)

(3)
∑
k

gkhk−2n = 0 (5.4.14)

(4) G(ω) = e−j(ω+π)H∗(ω + π) (5.4.15)

定理 5.5 {φJ,k(t), ψj,k(t), j ⩾ J}k∈Z 构成 L2(R) 中的一组标准正交基，其中 J 为

某一整数。

根据定理 5.5，对任意的 f(t) ∈ L2(R)，

f(t) =
∑
k

aJ,kφJ,k(t) +
∑
j⩾J

∑
k

dj,kψj,k(t) = fJ(t) +
∑
j⩾J

wj(t) (5.4.16)

式中，aJ,k = ⟨f, φJ,k⟩, dj,k = ⟨f, ψj,k⟩, j ⩾ J。fJ(t) 可视为 f(t) 在 VJ 中的近似，而

wj(t)(j ⩾ J) 则为 VJ 之外的细节。式(5.4.16)给出了原始信号的多尺度表示。具体计算过
程可以通过滤波器组来实现。

À 式(5.4.9)是根据小波函数与尺度函数的正交性得到的，具体推导过程参见文献 [85]。
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5.4.3 离散小波变换算法及滤波器组实现

本节介绍离散小波变换的分解与重构算法。以一级变换为例，假设信号 f(t) 在 Vj 中

的近似为

fj(t) =
∑
k

aj,kφj,k(t) (5.4.17)

式中，aj,k = ⟨fj , φj,k⟩。因为 Vj = Vj−1 ⊕Wj−1，故 fj(t) 又可以表示为

fj(t) =
∑
k

aj−1,kφj−1,k(t) +
∑
k

dj−1,kψj−1,k(t) (5.4.18)

式中，aj−1,k = ⟨fj , φj−1,k⟩, dj−1,k = ⟨fj , ψj−1,k⟩。
小波变换的分解算法即通过式(5.4.17)求式(5.4.18)。或等价地转化为已知系数 aj,k 求

系数 aj−1,k 与 dj−1,k。而重构算法反之。下面首先来看分解算法。

根据两尺度方程(5.4.2)，易知对任意固定的 j, k ∈ Z，

φj,k(t) = D2jTkφ(t) = D2jTk

(∑
n

hnφ1,n(t)

)

=
∑
n

hnD2jTkD2Tnφ(t)

=
∑
n

hnD2jD2T2kTnφ(t)

=
∑
n

hnφj+1,2k+n(t) =
∑
n

hn−2kφj+1,n(t) (5.4.19)

因此

aj−1,k = ⟨f, φj−1,k⟩ =

〈
f,
∑
n

hn−2kφj,n

〉
=
∑
n

hn−2k⟨f, φj,n⟩ =
∑
n

hn−2kaj,n (5.4.20)

类似地，可得细节系数

dj−1,k =
∑
n

gn−2kaj,n (5.4.21)

式(5.4.20)与式(5.4.21)即为离散小波变换的分解算法。
而对于重构算法，根据式(5.4.18)，可得

fj(t) =
∑
k

aj−1,kφj−1,k(t) +
∑
k

dj−1,kψj−1,k(t)

=
∑
k

aj−1,k

(∑
n

hn−2kφj,n(t)

)
+
∑
k

dj−1,k

(∑
n

gn−2kφj,n(t)

)
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=
∑
n

(∑
k

hn−2kaj−1,k +
∑
k

gn−2kdj−1,k

)
φj,n(t) (5.4.22)

根据正交基系数的唯一性可知

aj,n =
∑
k

hn−2kaj−1,k +
∑
k

gn−2kdj−1,k (5.4.23)

为了与分解算法的序号一致（统一为 k），上式也可改写为

aj,k =
∑
n

hk−2naj−1,n +
∑
n

gk−2ndj−1,n (5.4.24)

式(5.4.24)即为小波变换的重构算法。
从形式上来看，小波变换的计算过程只需要系数 hk 与 gk，但该计算本质上依赖于尺

度函数与小波函数的多尺度关系。这恰恰是小波变换的精髓所在。因此，小波变换具有“与

生俱来”的离散化算法，而多分辨分析则为该算法提供了坚实的理论支撑。

离散小波变换可以通过两通道滤波器组来实现。对于分解算法，将分解式(5.4.20)与
式(5.4.21)改写为À

aj−1(k) =
∑
n

h(n− 2k)aj(n) =
∑
n

h̄(n)aj(2k − n) = (aj ∗ h̄)(2k) (5.4.25)

dj−1(k) =
∑
n

g(n− 2k)aj(n) =
∑
n

ḡ(n)aj(2k − n) = (aj ∗ ḡ)(2k) (5.4.26)

式中，h̄(n) = h(−n), ḡ(n) = g(−n)。
上式可理解为 aj 分别与 h̄, ḡ 作卷积计算，再进行 2 倍抽取，得到对应的系数 aj−1 和

dj−1。因此整个分解过程可以用两通道滤波器组来实现，如图 5.22（a）所示。

图 5.22 小波变换的滤波器组实现

结合物理意义来分析，由于 aj−1 和 dj−1 分别为 aj 的近似与细节，因此 h̄ 和 ḡ 可分

别视为低通滤波器和高通滤波器。以 Haar 小波变换为例，

h = [h0, h1] = [1, 1]/
√
2 (5.4.27)

g = [g0, g1] = [1,−1]/
√
2 (5.4.28)

两者分别等效为平均与作差。

À 为了便于分析，这里序号用括号的形式代替下标的形式。
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下面来看重构算法。将式(5.4.24)改写为

aj(k) =
∑
n

h(k − 2n)aj−1(n) +
∑
n

g(k − 2n)dj−1(n) (5.4.29)

记 aj−1 与 dj−1 的 2 倍内插分别为

ǎj−1(m) =

aj−1(n), m = 2n

0, m = 2n+ 1
, ďj−1(m) =

dj−1(n), m = 2n

0, m = 2n+ 1
(5.4.30)

则式(5.4.29)转化为

aj(k) =
∑
n

h(k − 2n)ǎj−1(2n) +
∑
n

g(k − 2n)ďj−1(2n)

= (ǎj−1 ∗ h)(k) + (ďj−1 ∗ g)(k) (5.4.31)

上式说明，重构算法可以通过综合滤波器组来实现，即先对 aj−1, dj−1 作 2 倍内插，再分
别经过 h, g 滤波，最后叠加得到 aj，如图 5.22（b）所示。
注意到分析滤波器组 (h̄, ḡ) 恰好是综合滤波器组 (h, g) 的时序反转，即

H̄(z) = H(z−1), Ḡ(z) = G(z−1) (5.4.32)

同时根据式(5.4.9)可知

G(z) = −z−1H(−z−1) (5.4.33)

由滤波器组知识，可以得到重构信号与原始信号的关系为

X̂(z) =
1

2
[H(z−1)H(z) +G(z−1)G(z)]X(z) +

1

2
[H(−z−1)H(z) +G(−z−1)G(z)]X(−z)

=
1

2
[H(z)H(z−1) +H(−z)H(−z−1)]X(z) (5.4.34)

根据尺度滤波器的性质（见命题 5.1(4)），可知

H(z)H(z−1) +H(−z)H(−z−1) = 2 (5.4.35)

因此 X̂(z) = X(z)。这说明，离散小波变换等效为两通道完全重构滤波器组。

注意到上述讨论只考虑了一级小波变换。事实上，根据多分辨分析理论，可以逐级对

信号进行分解，得到不同分辨率下的近似 aj 与细节 dj。而由于多分辨分析的嵌套关系，一

般只需保留最后一级近似 aJ，以及所有细节 dj(j ⩾ J) 即可，即式(5.4.16)所示。因此多
级小波变换可以通过两通道滤波器组的树形结构实现。由于每一级变换只对近似进行分解，

实际上构成了一种非均匀滤波器组。图 5.23 给出了滤波器组的通带示意图。
离散小波变换的滤波器组实现是由法国数学家 Mallat 提出，因此又称为 Mallat 算法。

该算法使得小波变换不再限于抽象的数学分析，而是具备了实际应用的潜力。自 Mallat 算
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法提出之后，小波变换逐渐在工程各个领域被采用，展现出在时频局部化方面所具有的独

特优势。同时，从滤波器组角度来分析设计小波变换成为一种广泛采用的思路，促进了小

波理论的发展。

图 5.23 小波滤波器组的幅频响应

需要说明的是，本节所讨论的小波变换及滤波器组是由一组滤波器 (h, g) 决定的，而

本质上又是由尺度函数 φ 与小波函数 ψ 的多尺度性质与正交性质决定的。这类小波称为

正交小波，相应的滤波器组称为正交滤波器组。理论研究表明，除了 Haar 小波之外，正
交小波所对应的滤波器不具有线性相位，该结论在分析滤波器组完全重构问题时也曾提到

过。为了克服这一弊端，可以考虑一对对偶的尺度函数 (φ, φ̃) 与小波函数 (ψ, ψ̃) 满足双正

交关系，即

⟨φ(t− k), φ̃(t− n)⟩ = δk,n, ⟨ψ(t− k), ψ̃(t− n)⟩ = δk,n (5.4.36)

此时不再要求 φ 与 ψ 正交（φ̃ 与 ψ̃ 亦然）。由此得到双正交小波，相应的滤波器组称为双

正交滤波器组。分析端与综合端分别由两组滤波器 (h̃, g̃) 和 (h, g) 决定À，如图 5.24 所示。
注意分析端滤波器组含有一个时序反转，这是由双正交性质决定的。

图 5.24 双正交小波的滤波器组结构

双正交滤波器组为小波的构造提供了更大的灵活性。但限于篇幅，本书不再展开详细

介绍，有关内容读者可参阅小波分析相关教材 [85,87]。

5.5 小波提升变换

提升结构（lifting scheme）是实现离散小波变换的另一种方式，最初由 Sweldens 等提
出 [89-92]。相比于 Mallat 结构，提升结构能够有效降低计算量。此外，该结构为小波的构

À 在双正交小波滤波器组中，习惯将分析端表示为 (h̃, g̃)，这里的 ˜ 表示对偶关系，与第 3 章仿酉矩阵中所使用的含义
不同。
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造提供了一种新的途径。这种构造方法完全在时域进行，不依赖于傅里叶变换，因而能够

构造具有不规则支撑集、自适应性、整数映射等不同性质的小波变换，扩展了小波家族的

范围。通过提升结构构造的小波又称为“第二代小波”。

5.5.1 预测与更新

为了让读者直观理解小波提升变换的计算过程，仍以长度为 2 的信号为例，设 x =

{x0, x1}，回顾求近似与细节的计算式À：

a = (x0 + x1)/2 (5.5.1a)

d = x1 − x0 (5.5.1b)

通常，上面两式可以并行计算，这意味着需要额外的存储空间来保存新的变量 a, d。现

在考虑按如下方式计算：

d = x1 − x0 (5.5.2a)

a = x0 + d/2 (5.5.2b)

即先通过式(5.5.2a)计算出 d，然后将 d 存储至原 x1 的位置，得到 {x0, d}。虽然此时原始
信号 x1 已被覆盖，但仍可以通过式(5.5.2b)来求得 a。最后，可将 a 存储至 x0 的位置。这

样，整个计算过程不需要额外的存储空间。这种方式称为原位（in-place）计算。对于大规
模计算而言，节省的存储量是非常可观的。

同时注意到，上述计算过程是可逆的。事实上，只需要将该计算过程反向执行：

x0 = a− d/2 (5.5.3a)

x1 = x0 + d (5.5.3b)

若用程序语言（如 C 语言）来描述，则代码非常简洁：

正变换

d− = a;
a+ = d/2;

←→
逆变换

a− = d/2;
d+ = a;

注意到正反变换只需改动代码顺序及 ± 号。
上述计算过程即为 Haar 小波变换的提升算法，其中式(5.5.2a)称为预测（prediction），

即通过 x0 来预测 x1（反之亦可），结果 d 称为预测残差（residual），它与前文提到的“细
节”的概念本质上是相同的；式(5.5.2b)称为更新（update），即通过余下的信号 x0 与预测

残差 d 得到原始信号的近似 a。

可以将上述思想推广至一般的情况。设信号 x = {xn, 0 ⩽ n ⩽ L−1}，并假设 L = 2N，

提升变换包含三个基本步骤：

À 注意与 5.3.1节计算相比较，细节 d 相差一个负号，这是为了便于推导提升算法。
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（1）分裂（split）：将信号分为奇偶子列，记作

(xe, xo) = S(x) (5.5.4)

式中，S 表示分裂算子，xe = {x2n, 0 ⩽ n ⩽ L/2− 1}, xo = {x2n+1, 0 ⩽ n ⩽ L/2− 1}。实
际中可通过 2 倍抽取和延迟来分别得到奇偶子列。
（2）预测：用 xe 预测 xo，记录预测残差：

d = xo − P(xe) (5.5.5)

式中，P 表示预测算子。
（3）更新：用 xe 与 d 更新信号，得到近似：

a = xe + U(d) (5.5.6)

式中，U 表示更新算子。
预测与更新是提升变换的核心。对于线性滤波而言，预测算子与更新算子即为线性波

器。结合物理意义来看，两者可分别视为高通滤波与低通滤波过程。图 5.25（a）给出了分
析端的提升结构。特别地，若取 P = 1,U = 1/2，即为 Haar 小波提升分解算法。
提升逆变换即为正变换的反向过程，具体包括：

（1）反更新：

xe = a− U(d)

（2）反预测：

xo = xe + P(d) (5.5.7)

（3）合并（merge）：将奇偶子列合并为重构信号，记作

x =M(xe, xo) (5.5.8)

式中，M 表示合并算子。注意，由于 xe, xo 的分辨率比 x 低，实际应先对 xe, xo 内插，并

对 xo 延迟，再进行叠加。图 5.25（b）给出了综合端的提升结构。

图 5.25 小波变换的提升结构
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以上阐述了提升变换的基本步骤，即将信号分解为奇偶子列，然后利用预测和更新分

别得到信号的细节与近似。据此也可以看出，提升结构是两通道滤波器组的一种特殊结构。

一个自然的问题是，对于一般的小波变换，是否存在相应的提升实现？关于这个问题，需

要借助提升分解定理来回答。

5.5.2 提升分解定理

提升分解定理源自两通道滤波器组。在介绍该定理之前，不妨先来回顾一下滤波器组

的多相结构。已知两通道双正交滤波器组如图 5.26（a）所示，其中 (h̃, g̃) 为分析滤波器组，

(h, g) 为综合滤波器组。注意分析端滤波器组含有一个时序反转，这是由双正交性质决定

的。定义综合端的多相矩阵：

R(z) =

[
he(z) ge(z)

ho(z) go(z)

]
(5.5.9)

式中，矩阵每列元素分别为 h、g 的第一型多相成分，分析端的多相矩阵 E(z) 定义类似À。

相应地，该滤波器组的多相结构如图 5.26（b）所示。注意分析端的多相矩阵变量为 z−1，

这与分析滤波器 H̃(z−1)、G̃(z−1)相对应，而输入端的延迟变为 z。根据第 3章的讨论，当
多相矩阵满足

R(z)ET(z−1) = I (5.5.10)

滤波器组满足完全重构。此时，R(z) 与 E(z) 的行列式均为单项式。不失一般性，以下假

设行列式均为 1。

图 5.26 双正交小波滤波器组

À 与第 3 章有所不同，这里考虑分析端与综合端同为第一型多相分解。即

H(z) = he(z
2
) + z

−1
ho(z

2
) =

∑
k

h2kz
−2k

+
∑
k

h2k+1z
−(2k+1)

此外无论分析端还是综合端，多相矩阵的各列为对应的多相成分。
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定理 5.6（提升分解定理）[92] 已知滤波器组 (h, g)及相应的多相矩阵 R(z)，且 detR(z)

= 1，则 R(z) 可分解为如下形式：

R(z) =

[
he(z) ge(z)

ho(z) go(z)

]
=

m∏
i=1

[
1 si(z)

0 1

][
1 0

ti(z) 1

][
K 0

0 1/K

]
(5.5.11)

式中，si(z) 和 ti(z) 均为 Laurent 多项式，K 为非零常数。
该定理的证明涉及 Laurent 多项式的欧几里得算法，具体可参见文献 [92]。
对于分析端的多相矩阵 E(z)，同样可应用定理 5.6得到相应的提升分解形式。当然，也

可根据完全重构条件推导。根据式(5.5.10)，注意到 R(z) 是可逆的，故

ET(z−1) = R−1(z) =

[
1/K 0

0 K

]
1∏

i=m

[
1 0

−ti(z) 1

][
1 −si(z)
0 1

]
(5.5.12)

因此，

E(z) = R−T(z−1) =
m∏
i=1

[
1 0

−si(z−1) 1

][
1 −ti(z−1)

0 1

][
1/K 0

0 K

]
(5.5.13)

注意到，若 E(z) = R(z)，即正交滤波器组，则式(5.5.11)与式(5.5.13)分别给出了两种不同
的提升分解形式。这说明，提升分解形式并不是唯一的。

图 5.27 给出了两通道滤波器组的提升结构。

图 5.27 两通道滤波器组的提升结构

例 5.4 已知（非标准化）Haar 小波变换的分析滤波器组和综合滤波器组分别为

分析端

H̃(z) = (1 + z−1)/2

G̃(z) = −1 + z−1
, 综合端

H(z) = 1 + z−1

G(z) = (−1 + z−1)/2
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根据提升分解定理，R(z) 可分解为如下形式：

R(z) =

[
He(z) Ge(z)

Ho(z) Go(z)

]
=

[
1 −1/2
1 1/2

]
=

[
1 0

1 1

][
1 −1/2
0 1

]

相应地，

ET(z) =

[
H̃e(z) H̃o(z)

G̃e(z) G̃o(z)

]
=

[
1/2 1/2

−1 1

]
=

[
1 1/2

0 1

][
1 0

−1 1

]

结合滤波器组的多相结构，易知[
a(z)

d(z)

]
= ET(z−1)

[
xe(z)

xo(z)

]
=

[
1 1/2

0 1

][
1 0

−1 1

][
xe(z)

xo(z)

]

=

[
1 1/2

0 1

][
xe(z)

xo(z)− xe(z)

]
=

[
(xe(z) + xo(z))/2

xo(z)− xe(z)

]

式中，xe(z) =
∑
k

x2kz
−k, xo(z) =

∑
k

x2k+1z
−k。

上式恰好反映了 Haar 小波一级提升分解过程，即

分裂：{xe[n], xo[n]} = S(x[n])

预测：d[n] = xo[n]− xe[n]

更新：a[n] = xe[n] + d[n]/2

读者可自行写出 Haar 小波提升变换的重构算法。
例 5.5 CDF 5-3 小波是双正交样条小波家族的成员之一，该小波家族以 Cohen，

Daubechies，Feauveau三位学者的姓氏首字母命名 [93]。由于分析端与综合端的尺度（低通）

滤波器分别有 5 个系数和 3 个系数，因此得名 5-3 小波。
具体来说，分析端的滤波器组为

H̃(z) = −1

8
z−2 +

1

4
z−1 +

3

4
+

1

4
z − 1

8
z2

G̃(z) = −1

2
(z−2 − 2z−1 + 1)

相应地，提升分解形式为

ET(z) =

[
H̃e(z) H̃o(z)

G̃e(z) G̃o(z)

]
=

[
3/4− (z + z−1)/8 (1 + z)/4

−(1 + z−1)/2 1

]

=

[
1 (1 + z)/4

0 1

][
1 0

−(1 + z−1)/2 1

]
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根据[
a(z)

d(z)

]
= ET(z−1)

[
xe(z)

xo(z)

]
=

[
1 (1 + z−1)/4

0 1

][
1 0

−(1 + z)/2 1

][
xe(z)

xo(z)

]

可得 5-3 小波的提升分解算法为

分裂： {xe[n], xo[n]} = S(x[n])

预测： d[n] = xo[n]−
1

2
(xe[n] + xe[n+ 1])

= x[2n+ 1]− 1

2
(x[2n] + x[2n+ 2])

更新： a[n] = xe[n] +
1

4
(d[n− 1] + d[n])

=
3

4
x[2n] +

1

4
(x[2n− 1] + x[2n+ 1])− 1

8
(x[2n− 2] + x[2n+ 2])

由于 CDF 5-3 小波的滤波器系数是对称的，即具有线性相位，因此广泛应用于图像处
理中。JPEG2000 压缩标准 [94] 即选择了 CDF 5-3 小波作为图像变换之一，另一个为 CDF
9-7 小波，两者均采用提升算法来实现。
提升结构相比于 Mallat结构，具有以下几点优势。首先，提升结构可以实现原位计算，

这意味着不需要额外的存储空间，降低了存储成本。同时，提升结构能够减少计算量。理

论分析表明，当滤波器长度充分大时，计算量能够降低为 Mallat 结构的一半。此外，提升
结构是可逆的，因而保证了完全重构。这对于子带编码等应用而言是一条非常理想的性质。

提升结构不仅可以实现小波变换，同时为小波的构造提供了一种新的途径。由于提升

结构是可逆的，这意味着无论预测与更新滤波器如何选取，变换及滤波器组总能保证完全

重构。因此，在构造新的小波变换时，只需将重点放在预测与更新滤波器的设计上。例如

可以选择整数量化的预测与更新滤波器，实现整数映射的小波变换，这对于无损压缩是非

常重要的。又如，如果预测与更新滤波器为非线性滤波器，则小波变换也具有非线性。此

外，提升结构也可以推广至高维或非规则空间上。而传统基于傅里叶分析的小波设计方法

是非常困难的。

综上所述，提升结构提供了一种灵活而有效的小波构造模式，扩展了小波家族的范围，

采用提升结构设计的小波被称为第二代小波。

本章小结

小波变换是在短时傅里叶变换的基础上发展起来的一种新的时频分析工具。本章首先

介绍了短时傅里叶变换及滤波器组的实现过程。通过分析可知，短时傅里叶变换是一种均

匀滤波器组，能够刻画信号的时频局部信息。然而，短时傅里叶变换的时频局部性依赖于

窗函数。一旦窗函数确定，时频分辨率也就固定。因此在分析非平稳信号方面存在一定的
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局限性。小波变换通过引入一个尺度因子，从而具有尺度伸缩的能力，突破了短时傅里叶

变换的局限。本章从最简单的小波变换——Haar 小波出发，介绍了 Haar小波变换的计算
过程，并阐述了它所蕴含的多分辨分析思想。随后，将相关结论推广至一般的离散小波变

换，重点阐述了尺度函数与小波函数在信号表示中的作用，由此引出小波变换离散算法及

滤波器组的实现过程。通过分析可知，一级小波变换可通过两通道滤波器组来实现，而多

级变换则构成了非均匀滤波器组。这种形式即为多分辨分析或多尺度表示的体现。本章还

介绍了小波变换的另一种实现方式，即小波提升变换。提升变换具有原位计算、过程可逆、

计算复杂度低等优点。同时，提升结构还提供了一种设计小波的新方法。本章主要介绍小

波变换的基本原理与实现过程，更多详细内容读者可参考小波领域的经典论著 [81,95] 以及

国内外教材 [87,96-99] 等。

习题

5.1 定义离散短时傅里叶变换：

X(k,m) =
∑
n

x[n]w∗[n−mN ]W kn
N

式中，WN = e−j2π/N，w[n] 为窗函数。试分析它与离散时间短时傅里叶变换的关系。

5.2 证明两尺度方程（式(5.4.2)）与小波方程（式(5.4.8)）在频域的表示为

φ̂(ω) =
1√
2
H
(ω
2

)
φ̂
(ω
2

)
ψ̂(ω) =

1√
2
G
(ω
2

)
φ̂
(ω
2

)
式中，H(ω) =

∑
k

hke−jωk 为尺度滤波器；G(ω) =
∑
k

gke−jωk 为小波滤波器。

5.3 证明命题 5.1与命题 5.2。
5.4 如果小波函数 ψ(t) 满足：∫∞

−∞
tnψ(t)dt = 0, n = 0, 1, · · · , N − 1

则称 ψ(t) 具有 N 阶消失矩。证明：小波函数具有 N 阶消失矩的等价条件为

（1） dn
dωn ψ̂(ω)

∣∣∣∣
ω=0

= 0, n = 0, 1, · · · , N − 1

（2） dn
dωnG(ω)

∣∣∣∣
ω=0

= 0, n = 0, 1, · · · , N − 1

（3）
∑
k

g(k)kn = 0, n = 0, 1, · · · , N − 1

提示：利用傅里叶变换的微分性质及小波方程。
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5.5 Daubechies 小波是一类具有紧支撑集的正交小波 [100]，考虑尺度滤波器的系数

如下：

h0 =
1 +
√
3

4
√
2
, h1 =

3 +
√
3

4
√
2
, h2 =

3−
√
3

4
√
2
, h3 =

1−
√
3

4
√
2

上述滤波器的长度为 4，故称为 D4 小波。
（1）求小波滤波器的系数 gk；

（2）证明 D4 小波 ψ(t) 具有 2 阶消失矩；
（3）写出 D4 小波的多相矩阵及提升分解格式。

5.6（MATLAB 练习） MATLAB 信号处理工具箱（signal processing toolbox）提
供了短时傅里叶变换函数 stft。编程绘制以下信号的时频谱：
（1）f(t) = 5 sin(250πt) + cos(100πt), t ∈ (0, 1)，采样率为 1kHz；
（2）g(t) = cos(200πt2), t ∈ (0, 1)，采样率为 1kHz；
（3）s(t) = cos(200πt3) + sin(100πt2), t ∈ (0, 1)，采样率为 1kHz。
提示：可利用 MATLAB 函数 chirp 生成不同调频（chirp）信号。
5.7（MATLAB 练习） MATLAB小波工具箱（wavelet toolbox）提供了一维离散小

波变换函数：wavedec（分解）与 waverec（重构）。设信号 f(t) = e−t2/4(sin(2πt2) +
2 cos(5πt)) + 0.2 cos(50πt), t ∈ (0, 1)，采样点 N = 256。

（1）利用 wavedec 对 f(t) 进行 4 级 Haar 小波分解，并绘制每一级的子带图形；
（2）利用 waverec 对变换系数进行重构，并验证最终结果是否满足完全重构；
（3）若只选择每一级的低频系数进行重构（即高频系数置零），计算每一级重构信号与

原始信号的均方误差；

（4）选择其他小波基重复（1）∼（3）；并与 Haar 小波变换结果进行对比。
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本章要点

• 分数阶傅里叶变换是如何定义的？它与傅里叶变换有什么关系？有哪些性质？
• 均匀采样信号在分数域的谱是怎样的？它与连续时间信号的谱有何关系？能否通过
采样信号的分数域谱重构原始连续时间信号？

• 离散时间分数阶傅里叶变换是如何定义的？它与采样信号的分数域谱有何关系？
• 抽取、内插以及分数倍抽样率转换所对应的分数域谱如何变化？
• 如何通过数值方法计算分数阶傅里叶变换？

6.1 分数阶傅里叶变换

分数阶傅里叶变换（fractional Fourier transform，FrFT）是在傅里叶变换基础上发展
起来的一种新的时频变换工具，它保留了傅里叶变换的性质和特点，又添加了一些特有的

性质。分数阶傅里叶变换有若干种不同的定义方式。下面介绍一种常用的定义方式 [101]。

定义 6.1 定义函数 f(t) 的 p 阶分数阶傅里叶变换为

Fp(u) = Fp[f ](u) =
∫∞

−∞
Kα(u, t)f(t)dt (6.1.1)

式中，Kα(u, t) 为分数阶傅里叶变换的核函数：

Kα(u, t) =


Aα exp

(
j t

2 + u2

2
cotα− jtu cscα

)
, α ̸= nπ

δ(u− t), α = 2nπ

δ(u+ t), α = (2n± 1)π

(6.1.2)

式中，Aα =
√
(1− j cotα)/2π，α = pπ/2 表示时频平面的旋转角。

分数阶傅里叶变换的阶次 p 与旋转角 α 有关，注意到

Kα(u, t) = Kα+2nπ(u, t), ∀n ∈ Z (6.1.3)



因此通常考虑一个主值区间（如 α ∈ [0, 2π] 或 α ∈ [−π,π]）即可。
当 α = 0 时，p = 0，

F0(u) = F0[f ](u) =

∫∞

−∞
δ(u− t)f(t)dt = f(u) (6.1.4)

即 F0 为恒等算子。

当 α = π/2 时，p = 1，

F1(u) = F1[f ](u) =
1√
2π

∫∞

−∞
e−jutf(t)dt (6.1.5)

这就是标准化的傅里叶变换。

当 α = π，时，p = 2，

F2(u) = F2[f ](u) =

∫∞

−∞
δ(u+ t)f(t)dt = f(−u) (6.1.6)

相当于连续作了两次傅里叶变换，即 F2 = F1F1。

性质 6.1 分数阶傅里叶变换具有如下性质 [102]：

（1）可逆性（酉性）：F−1
p = F−p (6.1.7)

（2）周期性：Fp+4n = Fp, n ∈ Z (6.1.8)

（3）线性：Fp [f1 + f2] = Fp [f1] + Fp [f2] (6.1.9)

（4）交换律：Fp1Fp2 = Fp2Fp1 (6.1.10)

（5）结合律： (Fp1Fp2)Fp3 = Fp1 (Fp2Fp3) (6.1.11)

（6）阶次可加性：Fp1Fp2 = Fp1+p2 (6.1.12)

（7）能量守恒（帕塞瓦尔定理）：
∫+∞

−∞
|f(t)|2dt ≡

∫+∞

−∞
|Fp(u)|2du (6.1.13)

考虑阶次 p从 0逐渐变到 1，则分数阶傅里叶变换将信号从时域连续变化到频域。反之，
当 p从 1逐渐变到 0，信号从频域连续过渡到时域。图 6.1画出了矩形函数 f(u) = rect(u)
变换到 F1(u) = sinc(u) 的过程。可见分数阶傅里叶变换以从阶次 p 为参数将信号映射为

介于时域和频域之间的分数域，这就是其名称中“分数”的物理意义。分数阶傅里叶变换

可以提供信号的时频联合表示，可视为广义的傅里叶变换。

分数阶傅里叶变换的实现过程可以分为三步，如图 6.2 所示。
（1）时域信号 f(t) 与时域线性调频（chirp）信号 ejt2 cotα/2 相乘，即时域调制；

（2）对（1）步的乘积结果作傅里叶变换，并将变量替换为 u cscα；
（3）将（2）的结果与频域线性调频（chirp）信号 Aαeju2 cotα/2 相乘，即频域调制。

关于分数阶傅里叶变换的更多内容读者可参考文献 [102-105]。
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图 6.1 矩形函数的分数阶傅里叶变换

图 6.2 分数阶傅里叶变换过程

6.2 分数域采样定理

奈奎斯特–香农采样定理是信号处理的重要结论之一，该定理明确了连续时间信号与均
匀采样信号的频谱关系，并给出了相应条件下的重构公式。分数阶傅里叶变换作为傅里叶

变换的广义形式，一个自然的问题是，采样信号在分数阶傅里叶变换域（简称为分数域）上

的谱是怎样的？能否通过采样信号的分数域谱重构原始信号？本节即介绍分数域采样定理

和重构公式，该结论也是研究分数域多抽样率理论的基础。

6.2.1 均匀采样信号的分数域谱

本节介绍均匀采样信号的分数阶傅里叶变换。假设模拟信号 x(t)被一冲激序列以采样

周期 Ts 均匀采样，可得采样信号为

xs(t) = x(t)c(t) = x(t)
∞∑

n=−∞

δ(t− nTs) (6.2.1)

为了得到采样信号的分数域谱，下面首先给出分数域乘积定理。

定理 6.1（分数域乘积定理） [106] 已知 Xp(u), Yp(u) 分别为 x(t), y(t) 的分数阶傅里

叶变换，则 z(t) = x(t)y(t) 的分数阶傅里叶变换为

Zp(u) =
| cscα|√

2π
eju2 cotα/2 ·

[
Xp(u)e−ju2 cotα/2 ∗ Y1(u cscα)

]
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=
| cscα|√

2π
eju2 cotα/2 ·

∫∞

−∞
Xp(v)e−jv2 cotα/2Y1((u− v) cscα)dv (6.2.2)

根据定理 6.1，xs(t) 的分数阶傅里叶变换可以表示为

Xsp(u) = Fp [xs] (u) = Fp[x · c](u) (6.2.3)

=
| cscα|√

2π
eju2 cotα/2

[
Xp(u)e−ju2 cotα/2 ∗ F1[c](F1[c](u cscα))

]
(6.2.4)

式中，Xp(u) 为连续时间信号 x(t) 的分数阶傅里叶变换；F1[c](u) 为冲激序列的傅里叶

变换。

注意到 c(t) 的傅里叶变换依然是冲激序列，即

F1[c](u) =

√
2π

Ts

∞∑
n=−∞

δ

(
u− 2πn

Ts

)
(6.2.5)

将式(6.2.5)代入式(6.2.3)可得

Xsp(u) =
| cscα|
Ts

eju2 cotα/2

[
Xp(u)e−ju2 cotα/2 ∗

∞∑
n=−∞

δ

(
u cscα− 2πn

Ts

)]
(6.2.6)

利用如下关系式：

Xp(u) ∗ δ(au− b) =
1

|a|
Xp(u) ∗ δ

(
u− b

a

)
(6.2.7)

可以将式(6.2.6)化简为

Xsp(u) =
1

Ts
eju2 cotα/2

[
Xp(u)e−ju2 cotα/2 ∗

∞∑
n=−∞

δ

(
u− n2π sinα

Ts

)]
(6.2.8)

式(6.2.8)即为均匀采样信号在分数域上的谱。
式(6.2.8)可按照如下三步运算来理解：
（1）原始信号的分数阶傅里叶变换被一线性调频信号 e−ju2 cotα/2“调制”；

（2）“调制”后的信号以 2π| sinα|/Ts 为周期进行周期复制，并在幅度上有 1/Ts 的压缩；

（3）周期复制后的信号再被另一相位相反的线性调频信号 eju2 cotα/2“解调”。

假设采样信号的分数域谱没有混叠，根据式(6.2.8)，当 n = 0 时，易知

Xsp(u)|n=0 =
1

Ts
eju2 cotα/2

[
Xp(u)e−ju2 cotα/2

]
=

1

Ts
Xp(u) (6.2.9)

因此，n = 0 所对应的谱即为原始信号的分数域谱，并在幅度上调整为 1/Ts。
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当 n = 1 时，

Xsp(u)|n=1 =
1

Ts
eju2 cotα/2

[
Xp(u)e−ju2 cotα/2 ∗ δ

(
u− 2π sinα

Ts

)]
(6.2.10)

=
1

Ts
Xp

(
u− 2π sinα

Ts

)
exp

(
j(2π cosαu/Ts − π2 sin 2α/T 2

s )
)

(6.2.11)

即除了将原始信号的分数域谱搬移到 2π sinα/Ts，且幅度变为 1/Ts 之外，相位也有相应的

调整。

更一般地，对于任意的 n，

Xsp(u)|n =
1

Ts
Xp

(
u− n2π sinα

Ts

)
exp

(
j(n2π cosαu/Ts − n2

π
2 sin 2α/T 2

s )
)

(6.2.12)

图 6.3 给出了一个低通信号经过采样后的分数域谱。可以看到，采样信号的分数域谱
为原始信号的分数域谱以 2π| sinα|/Ts 为周期进行周期复制，且每个周期的相位谱也有相

应的变化（这里为了便于说明谱的关系，假设原始信号的相位谱为零）。类似于频域的关系，

可以利用分数域低通滤波器

Hp(u) =

Ts, |u| ⩽ Ωh

0, 其他
(6.2.13)

恢复出原始信号的分数域谱。下一节将给出一般的带限信号的分数域采样定理。

图 6.3 采样信号的分数域谱
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6.2.2 分数域采样定理

由式(6.2.8)可以看到，采样信号的分数域谱是以 2π| sinα|/Ts 为周期的周期谱。假设

原始信号 x(t) 为 p 阶分数域上的带限信号，即当 |u| > Ωh 且 |u| < Ωl 时，Xp(u) = 0，如

图 6.4（a）所示。可以在 1 ⩽ N ⩽ ⌊Ωh/(Ωh − Ωl)⌋ 范围内选择合适的 N（⌊·⌋ 表示下取
整），使得

N
2π| sinα|

Ts
⩾ 2Ωh (6.2.14)

(N − 1)
2π| sinα|

Ts
⩽ 2Ωl (6.2.15)

同时成立，如图 6.4（b）所示。这样信号在分数域上的谱就没有混叠，也就能够完全重构
x(t)。

图 6.4 带通信号在分数域的重构过程

令采样频率为 Ωs = 2π/Ts，由式(6.2.14)、式(6.2.15)可得
2Ωh| cscα|

N
⩽ Ωs ⩽

2Ωl| cscα|
N − 1

, N ̸= 1

Ωs ⩾ 2Ωh| cscα|, N = 1
(6.2.16)

式(6.2.16)给出了带通信号在分数域完全重构的条件。如果令 Ωl = 0，则式(6.2.16)变为低
通信号在分数域的完全重构条件，此时只需满足第二个不等式，即

Ωs ⩾ 2Ωh| cscα| (6.2.17)
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特别地，如果令 α = π/2，即 cscα = 1，则式(6.2.16)与式(6.2.17)分别是经典的带通采样
和低通采样的完全重构条件。

下面讨论重构过程。考虑分数域上的理想带通滤波器

Hp(u) =

Ts, Ωl ⩽ |u| ⩽ Ωh

0, 其他
(6.2.18)

令 Xrp(u) = Xsp(u)Hp(u)，便可以得到原始信号的谱，如图 6.4所示。再利用分数阶傅里
叶逆变换，就得到时域上的重构信号。下面给出分数域采样定理 [106]。

定理 6.2（分数域采样定理） 已知 x(t) 为 p 阶分数域上的带限信号，

Xp(u) =

Xp(u), Ωl ⩽ |u| ⩽ Ωh

0, 其他
(6.2.19)

记 xs(t) = x(nTs) 为 x(t) 的均匀采样信号，其中，Ts 为采样间隔。则当采样率满足式

(6.2.16) 时，x(t) 可以通过 xs(t) 的 p 阶分数域谱进行重构。重构公式为

xr(t) = e−jt2 cotα/2
∞∑

n=−∞

ej(nTs)
2 cotα/2x(nTs)

sin[Ωw(t− nTs) cscα]
Ωw(t− nTs) cscα (6.2.20)

式中，Ωw = Ωh −Ωl。特别地，当 p = 1 时，式(6.2.20)即转化为频域上的重构公式。

6.3 分数域抽样率转换

6.3.1 离散时间分数阶傅里叶变换

分数域抽样率转换主要研究时域抽取、内插及任意有理数倍抽样率转换所对应的分数

域谱变化。在介绍相关结论之前，首先给出离散时间分数阶傅里叶变换（DT-FrFT）的定义。
定义 6.2 设 x(n) = x(nTs) 为 x(t) 的采样序列，其中，Ts 为采样间隔，定义 x(n)

的 DT-FrFT 为

X̃p(u) = Aαeju2 cotα/2
+∞∑

n=−∞

x(n) exp
(
j(nTs)

2 cotα/2− junTs cscα
)

(6.3.1)

式中，Aα =
√
(1− j cotα)/2π。这里用 ˜ 表示 DT-FrFT 谱，以区别于 FrFT 谱。

类似于 DTFT 中的数字角频率（归一化角频率）的概念，定义分数域数字角频率

ω = uTs (6.3.2)

则 DT-FrFT 也可用 ω 来表示：

X̃p(ω) = Aαej cotα(ω/Ts)
2/2

+∞∑
n=−∞

x(n) exp
(
j(nTs)

2 cotα/2− jnω cscα
)

(6.3.3)
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注意到 X̃p(u) 是以 ∆uαs = 2π| sinα|/Ts 为周期的谱，则 X̃p(ω) 是以 ∆ωαs = 2π| sinα|
为周期的谱。称 ∆uαs 或 ∆ωαs 为分数域谱的 chirp 周期。相应地，可以得到 DT-FrFT 的
逆变换为

x(n) =

√
1 + j cotα

2π
e−j(nTs)

2 cotα/2
∫π sinα

−π sinα
X̃p(ω)e−j cotα(ω/Ts)

2/2+jnω cscαdω (6.3.4)

6.3.2 分数域 L 倍内插

L 倍（零值）内插在时域表示为

y (n) =

x(n/L), n = Lk, k ∈ Z

0, 其他
(6.3.5)

设 x(n), y(n) 的采样间隔分别为 ∆tx,∆ty，易知

∆ty = ∆tx/L (6.3.6)

将式(6.3.5)代入 DT-FrFT 定义式(6.3.1)，并利用 ∆ty = ∆tx/L，有

Ỹp(u) = Aαeju2 cotα/2
+∞∑

n=−∞

y(n) exp
(
j(n∆ty)2 cotα/2− j(n∆ty)u cscα

)
= Aαeju2 cotα/2

∑
n=Lk

x(k) exp
(
j(Lk∆ty)2 cotα/2− j(Lk∆ty)u cscα

)
= Aαeju2 cotα/2

+∞∑
k=−∞

x(k) exp
(
j(k∆tx)2 cotα/2− j(k∆tx)u cscα

)
= X̃p(u) (6.3.7)

从式(6.3.7)可以看出，信号 x(n) 经过 L 倍内插之后，其分数域谱（以 u 为变量）并

没有发生改变，但是 chirp 周期变为了原来的 L 倍，即

∆uαy =
2π| sinα|

∆ty
=

2π| sinα|
∆tx/L

= L∆uαx (6.3.8)

式(6.3.7)还可以用分数域数字频率表示为

Ỹp(ωy) = X̃p(Lωy) (6.3.9)

式中，ωy = ωx/L。由式(6.3.9)可知，信号在时域内插之后，其分数域谱在数字频率轴上压
缩了 L 倍，并且增加了 L− 1 个镜像。这一点与频域的结论是一致的。

为了除去内插之后的镜像谱，引入分数域的低通滤波器：

H̃p (ω) =

L, |ω| ⩽
π| sinα|

L

0, 其他
(6.3.10)
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其中，增益 L 是为了保证滤波之后的信号幅值与原始信号的幅值相等，即 yI(Ln) = x(n),

n ∈ Z。
分数域 L 倍内插的系统框图如图 6.5 所示。

图 6.5 分数域 L 倍内插系统

6.3.3 分数域 M 倍抽取

M 倍抽取在时域的表达式为

y(n) = x(Mn) (6.3.11)

设 x(n), y(n) 的采样间隔分别为 ∆tx,∆ty，易知

∆ty =M∆tx (6.3.12)

相应地，抽取前后的分数域 chirp 周期关系式为

∆uαy = ∆uαx/M (6.3.13)

根据式(6.3.1)，y(n) 的 DT-FrFT 为

Ỹp(u) = Aαeju2 cotα/2
+∞∑

n=−∞

y(n) exp
(
−jun∆ty cscα+

1

2
jn2∆t2y cotα

)
(6.3.14)

为了得到抽取前后的分数域谱关系，引入辅助函数

r(n) =
+∞∑

k=−∞

δ(n− kM) (6.3.15)

记

x̂(n) = x(n)r(n) (6.3.16)

注意 x̂(n) 的采样率与 x(n) 相同。事实上，x̂(n) 即为 y(n) 的零值内插结果，因此两者具

有相同的分数域谱，即

Ỹp(u) =
˜̂
Xp(u) = Aαeju2 cotα/2

+∞∑
n=−∞

x(n)r(n)exp
(
−jun∆tx cscα+

1

2
jn2∆t2x cotα

)
(6.3.17)

根据泊松和公式（Poisson summation formula）：

r(n) =
+∞∑

k=−∞

δ(n− kM) =
1

M

M−1∑
k=0

ej 2π
M nk (6.3.18)
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将式(6.3.18)代入式(6.3.17)中，有

Ỹp(u) = Aαeju2 cotα/2
+∞∑

n=−∞

x(n)

(
1

M

M−1∑
k=0

ej 2π
M nk

)
exp

(
−jun∆tx cscα+

1

2
jn2∆t2x cotα

)

=
Aα
M

eju2 cotα/2
+∞∑

n=−∞

M−1∑
k=0

x(n) exp
(
−j(u− 2πk sinα

M∆tx
)n∆tx cscα+

1

2
jn2∆t2x cotα

)

=
Aα
M

eju2 cotα/2
M−1∑
k=0

+∞∑
n=−∞

x(n) exp
(
−j(u− k∆u

α
x

M
)n∆tx cscα+

1

2
jn2∆t2x cotα

)

=
1

M

M−1∑
k=0

X̃p

(
u− k∆u

α
x

M

)
exp

[
1

2
j cotα

(
−(∆uαx)

2

M2
k2 +

2∆uαx
M

ku

)]
(6.3.19)

式(6.3.19)即为抽取前后信号的分数域谱关系。从式(6.3.19)可以看出，信号 x(n) 经过

M 倍的抽取之后，其分数域谱在 u轴上分别以 k∆uαx/M(k = 0, 1, · · · ,M −1)为单位进行

频移，最后 M 个频移样本叠加，并且幅值变为原来的 1/M。若考虑分数域数字频率关系，

ωy = u∆ty = uM∆tx =Mωx

则式(6.3.19)可表示为

Ỹp(ωy) =
1

M

M−1∑
k=0

X̃p

(
ωy − 2πk sinα

M

)
exp

[
j cosα2πk

∆t2y
(ωy − kπ sinα)

]
(6.3.20)

特别地，当 α = π/2，即 p = 1 时，式(6.3.20)可以化为

Ỹ1(ωy) =
1

M

M−1∑
k=0

X̃1

(
ωy − 2πk

M

)
(6.3.21)

上式即为抽取在频域中的形式。

由式(6.3.20)可以发现，原始信号在抽取之后，其分数域谱在数字频率轴上扩展了 M

倍，并且分别以 2πk sinα(k = 0, 1, · · · ,M −1)为单位进行频移，最后 M 个周期样本叠加，

这一点与频域结果是一致的。

为了避免抽取之后的分数域谱发生混叠，在抽取之前须对信号进行相应的分数域低通

滤波，滤波器为

H̃p (ω) =

1, |ω| ⩽ π| sinα|
M

0, 其他
(6.3.22)

分数域 M 倍抽取的系统框图如图 6.6所示。

图 6.6 分数域 M 倍抽取系统
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6.3.4 分数域分数倍抽样率转换

在实际应用中，常常需要对信号进行分数倍的抽样率转换。例如要实现 L/M 倍的抽

样率转换，可以由 L 倍内插和 M 倍抽取级联实现。一般而言，为保证信息尽可能不损失，

应当先进行 L 倍内插，再进行 M 倍抽取，系统框图如图 6.7所示。

图 6.7 分数域 L/M 倍抽样率转换系统

结合式(6.3.10)、式(6.3.22)可知，分数倍抽样率转换中的滤波器为

H̃p (ω) =


L, |ω| ⩽ min

{
π| sinα|

L
,
π| sinα|
M

}
0, 其他

(6.3.23)

通过 6.3.2节和 6.3.3节的分析，可以得出图 6.7 中各节点信号的分数域谱。即 u(n) 的

分数域谱（以分数域数字频率为自变量）是由 x(n) 的分数域谱压缩 L 倍并增加 L− 1 个

镜像而得；v(n) 是 u(n) 通过分数域低通滤波后的输出，因此其分数域谱相对于 u(n) 不仅

滤除掉了镜像成分，同时也滤除掉了带宽
π| sinα|
M

之外的成分；y(n)的分数域谱是将 v(n)

的分数域谱扩展 M 倍，并以 2πk| sinα|(k = 0, 1, · · · ,M − 1) 为单位作分数域频移，最后

将 M 个频移样本叠加而得，并在幅度上作 L/M 倍的伸缩。

6.4 数值计算与仿真实验

本节对 6.3 节所介绍的分数域抽样率转换理论进行实验验证，这里采用由 Ozaktas 等
提出的分数阶傅里叶变换离散算法 [108]，该算法利用数值计算模拟连续积分变换，其中采

用了快速傅里叶变换（FFT），计算复杂度为 O(N logN)，具有运算速度快、精度高等特点。

下面简要介绍该算法的具体流程。

连续分数阶傅里叶变换的定义式可以改写成如下形式：

Fp(u) = Aαejπau2

∫+∞

−∞
e−j2πbux

[
ejπax2

f(x)
]

dx (6.4.1)

式中，Aα =
√
1− j cotα，a = cotα，b = cscα，α 为旋转角。

假设连续时间信号 f(t) 的时宽（双边）为 ∆t，频域带宽（双边）为 ∆f，实际中可以

考虑 ∆f = fs，其中，fs 为信号的采样率，因此采样信号的长度为 N = ∆t∆f。现对信号

进行量纲归一化，即将时域和频域的宽度统一，这可以通过简单的尺度变换实现。令尺度

因子 s =
√

∆t/∆f，且 x = t/s, u = fs，则归一化后的时宽与频宽为 ∆u =
√
∆t∆f。这

样时域和频域可以统一用同一量纲来描述。此时采样信号的长度为 N = (∆u)2，故采样间

隔为 ∆u−1 =
√
N。以下讨论均假设信号经过量纲归一化。
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假设 f(x) 的频宽为 ∆u，则 chirp 调制后（即 ejπax2

f(x)）的频宽最大可达 2∆u [108]。

以 Ts =
1

2∆u
为采样间隔，并利用香农内插公式可以将其表示为

ejπax2

f(x) =
N∑

n=−N

ejπa( n
2∆u)

2

f
( n

2∆u

)
sinc

(
2∆u

(
x− n

2∆u

))
(6.4.2)

式中，N = (∆u)2。将式(6.4.2)代入式(6.4.1)，交换积分求和顺序并求解积分运算后得到

Fp(u) =
Aα
2∆u

ejπau2
N∑

n=−N

e−j2πbu( n
2∆u)ejπa( n

2∆u)
2

f
( n

2∆u

)
(6.4.3)

接下来对分数域变量进行离散化。同样以
1

2∆u
为采样间隔，对 u ∈

[
−∆u

2
,
∆u

2

]
进

行采样，得到

Fp

( m

2∆u

)
=

Aα
2∆u

N∑
n=−N

ejπa( m
2∆u)

2

e−j2πb( m
2∆u)( n

2∆u)ejπa( n
2∆u)

2

f
( n

2∆u

)

=
Aα
2∆u

ejπ(a−b)( m
2∆u)

2
N∑

n=−N

ejπb(m−n
2∆u )

2

ejπ(a−b)( n
2∆u)

2

f
( n

2∆u

)
(6.4.4)

式(6.4.4)的求和部分即为 ejπbt2 与 ejπ(a−b)tf(t) 的离散卷积形式，可以通过 FFT 计算得到，
因此计算复杂度为 O(N logN)。

上述离散算法中的采样率为 2∆u，若原始采样信号的长度为 N，采样率为 ∆u，则需

要在变换之前对信号进行 2 倍内插。相应地，在变换后对离散谱进行 2 倍抽取，从而得到
采样点为 N 的离散谱。FrFT 离散算法的 MATLAB 实现代码可以从网页À下载。该算法

要求信号长度为偶数，且阶次限定在 [−2, 2] 范围内。为克服上述局限性，文献 [109]提出一
种改进方法。该算法可以从网页Á下载。本书采用改进后的 FrFT 离散算法，主程序名为
frft，参见附录 A.3。
注意到离散算法中信号采样率由长度决定，即 ∆x =

√
N，这将导致抽取/内插前后的

采样率呈非线性变化。例如，设原始采样信号长度为 N，采样率为 ∆x =
√
N，则 M 倍

抽取之后的长度为 N/M，而采样率变为 ∆x′ =
√
N/M = ∆x/

√
M，直接影响数值计算

结果。一种解决的方法是先对原始信号抽取，再对原始信号补零，使得长度变为 MN，此

时数值计算的采样率为 ∆x′′ =
√
NM，而抽取信号的长度依然为 N/M，采样率为 ∆x′ =√

N/M = M∆x′′。这样就确保了正确的采样率关系，而补零不会影响数值计算结果。内

插可作类似处理。此外注意到式(6.4.4)的幅度与 ∆x 成反比，因此变换之后应当进行归一

化处理。

À http://kilyos.ee.bilkent.edu.tr/ haldun/wileybook.html
Á https://nalag.cs.kuleuven.be/research/software/FRFT/#calc
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实验 6.1 已知时域信号 f(t) = sinc2(3t), t ∈ (−3, 3)，设抽取因子 M = 4，分数阶

次分别取 p = 0.5, 0.7, 1。观察抽取之后相应的分数域谱。

图 6.8 给出了抽取前后的分数域谱。可以看出，抽取之后的谱展宽 M 倍，且幅度变为

原来的 1/M，这与理论分析的结论是一致的。完整代码见附录 A.3。

图 6.8 抽取前后的分数域谱

实验 6.2 已知时域信号 f(t) = sinc2(10t), t ∈ (−3, 3)，设内插因子 L = 3，分数阶

次分别取 p = 0.3, 0.6, 1。观察内插之后相应的分数域谱。

图 6.9 给出了内插前后的分数域谱。可以看出，内插之后的谱压缩 L 倍，但幅度不

变，因此在一个周期内产生了 L− 1 个镜像，这与理论分析的结论是一致的。完整代码见

附录 A.3。

本章小结

作为傅里叶变换的广义形式，分数阶傅里叶变换能够提供介于时域和频域之间的分数

域表征，已经在光学、雷达、通信、图像等领域取得了重要应用成果。本章是抽样率转换

内容的扩展，主要介绍了采样信号及抽样率转换信号在分数域上的谱特性。根据 6.2节分析
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可知，采样信号的分数域谱是原始信号的分数域谱的周期延拓，并在相位上有相应的调制。

在一定条件下，利用分数域低通或带通滤波器，可以从采样信号的分数域谱重构原始信号，

即分数域采样定理。关于采样定理的研究分析，读者可参阅文献 [110-113]。

图 6.9 内插前后的分数域谱

对于抽样率转换信号，它在分数域上所表现出来的谱特性与频域相似。具体来讲，内

插信号在分数域上的谱发生了压缩，并生成了多个镜像，而抽取信号在分数域上的谱发生

了展宽，并且由相应的相位调制。6.3节给出了详细的分析。6.4节结合 MATLAB 给出了相
关的实验验证，同时读者可结合文献 [107,114]了解更多详细内容。
分数阶傅里叶变换的离散算法是分数域信号处理领域的热门研究问题，本章所采用的

离散算法源自 Ozaktas 等的工作 [108]，除此之外，其他学者也提出了不同的离散算法，感

兴趣的读者可参考相关文献 [115-118]。

习题

6.1 试证明分数域乘积定理，见定理 6.1。提示：参考文献 [106]。
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6.2（分数域卷积定理） 已知信号 f(t), g(t)，令 f̃(t) = eja(α)t2f(t), g̃(t) = eja(α)t2g(t)，

其中，a(α) = cotα/2，定义 p 阶分数域卷积运算 [119]：

h(t) = (f ⊛p g)(t) = Aαe−ja(α)t2(f̃ ∗ g̃)(t)

证明：

Hp(u) = e−ja(α)u2

Fp(u)Gp(u)

其中，Fp, Gp,Hp 分别为 f, g, h 的 p 阶分数阶傅里叶变换。

提示：利用频域卷积定理，参考文献 [119]。
6.3 通过调研文献 [114]，判断分数域 Noble 恒等式是否成立？
6.4（MATLAB 练习） 自拟信号，仿真验证分数倍抽样率转换前后的分数域谱关系。

6.5（MATLAB 练习） 通过调研文献 [118]，对比分析不同分数阶傅里叶变换的离
散算法。
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本章要点

• 如何表示多维信号？如何定义多维信号的傅里叶变换？
• 多维信号的采样、抽取及内插是怎样定义的？相应的频谱如何变化？与一维信号的
联系和区别是什么？

• 多维信号的分数倍抽样率转换是怎样实现的？
• 如何实现多维多抽样率系统的高效结构？
• 多维最大抽取滤波器组的结构是怎样的？完全重构条件是什么？
• 什么是 Cayley 变换？如何设计多维正交滤波器组？

前面几章主要介绍了与一维信号相关的多抽样率基本理论与方法。而随着现代信息技

术的发展，在许多应用场景中，信号呈现多维的特点。例如，光学图像传感器采集的信号

一般是二维或三维的，前两个维度表示空间中的水平和竖直维度，第三个维度表示光谱维

度（一般称为通道或波段）。日常生活中接触的数字彩色图像，即由红、绿、蓝三个通道组

成。遥感领域的多光谱图像一般有 4∼8 个波段，而高光谱图像的波段数可达上百个。又如
视频是由一组图像序列组成，每个图像称为一帧（frame）。此外在合成孔径雷达（SAR）成
像中，数据包含距离向与方位向两个维度的信息，只有将两个维度组合才能正确解译场景

所包含的信息。

多维信号处理被认为是未来高度发达的信息通信系统的基本技术，而多维信号的多抽

样率技术是值得关注的研究方向。目前，多维多抽样率信号处理技术已成功应用于图像视

频编码、高清晰度电视系统、多媒体通信等场景。本章将多抽样率基本理论与方法扩展到

多维信号，主要介绍多维信号的多抽样率转换、多抽样率系统的高效结构与实现、多维最

大抽取滤波器组、多维正交滤波器组等内容。



7.1 多维信号处理基础

7.1.1 多维信号的表示

多维连续信号可视为多个独立连续变量的函数，记为 xa(t)，其中
À t = (t0, t1, · · · ,

tD−1)
T ∈ RD。当 D = 1 时，即为一维连续信号。类似地，多维离散信号是多个独立离散

变量的函数，记为 x(n)，其中 n = (n0, n1, · · · , nD−1)
T ∈ ZD。

与一维信号类似，可以定义多维信号的傅里叶变换及逆变换为

X(Ω) =

∫
RD

xa(t)e−jΩTtdt (7.1.1)

xa(t) =
1

(2π)D

∫
RD

X(Ω)ejΩTtdΩ (7.1.2)

式中，Ω = (Ω0, Ω1, · · · , ΩD−1)
T ∈ RD，称 Ω 为 D 维模拟角频率。

事实上，注意到 e−jΩTt = e−jΩ0t0e−jΩ1t1 · · · e−jΩD−1tD−1，因此

X(Ω) =

∫
R
xa(t)e−jΩ0t0dt0

∫
R
xa(t)e−jΩ1t1dt1 · · ·

∫
R
xa(t)e−jΩD−1tD−1dtD−1 (7.1.3)

上式说明 D 维傅里叶变换可转化为 D 个一维傅里叶变换的乘积形式。不限于傅里叶变换，

在多维信号分析与处理中，如果能够将多维形式分解为多个一维的乘积形式，则称具有这

种性质的变换是可分离的（separable）。
对于多维离散信号，定义离散时间傅里叶变换（DTFT）及逆变换为

X(ejω) =
∑
n

x(n)e−jωTn (7.1.4)

x(n) =
1

(2π)D

∫
[−π,π]D

X(ejω)ejωTndω (7.1.5)

式中，ω = (ω0, ω1, · · · , ωD−1)
T ∈ RD，称 ω 为 D 维归一化角频率或数字角频率。显然，

多维 DTFT 也是可分离的。据此可以判断，X(ejω) 依然是一个周期化的频谱，在每个维

度上都是以 2π 为周期，或记作以 2πI 为周期，其中，I 为 D×D 的单位矩阵。7.1.2节将
给出具体的离散信号与连续信号的频谱关系。

此外，还可定义 x(n) 的 z 变换：

X(z) =
∑
n

x(n)z−n =
∑
n

x(n)z−n0
0 z−n1

1 · · · z−nD−1

D−1 , z ∈ CD (7.1.6)

注意 z−n 表示 z−ni

i , i = 0, 1, · · · , D − 1 的乘积。

À 本书主要采用列向量的形式表示高维信号的自变量，但有些时候也使用行向量。例如二维信号可以表示为 x(t)，其中

t = (t0, t1)
T，也可以直接记作 x(t0, t1)，后者是常见的二元函数表示方法。
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7.1.2 二维信号的采样

与一维信号类似，多维离散信号也可以视为多维连续信号采样的结果。然而与一维情

况不同的是，由于维度的增加，多维信号的采样通常具有特定的几何形状，这使得采样结

果变得相对复杂。本节先以二维矩形采样为例说明，这种采样方式是可分离的，也是实际

应用中最普遍的一种。随后讨论二维任意网格的采样，最后推广至一般的多维信号采样。

1. 矩形网格采样
所谓矩形网格采样（简称为矩形采样），即按照可分离的方式分别对水平、竖直两个维

度进行采样，如图 7.1 所示。记二维连续信号 xa(t0, t1) 及采样信号 x(n0, n1)，则两者的

关系为

x(n0, n1) = xa(n0T0, n1T1) (7.1.7)

式中，T0, T1 分别是水平和竖直采样间隔。一般情况下，T0, T1 不必相等。

图 7.1 二维矩形网格采样示意图

依据傅里叶变换的可分离性质，不难得出采样信号与连续信号的频谱关系为

X(ejω0 , ejω1) =
1

T0T1

∞∑
k0=−∞

∞∑
k1=−∞

Xa

(
ω0 − 2πk0

T0

,
ω1 − 2πk1

T1

)
(7.1.8)

或用模拟角频率表示为

X(ejΩ0T0 , ejΩ1T1) =
1

T0T1

∞∑
k0=−∞

∞∑
k1=−∞

Xa

(
Ω0 −

2π

T0

, Ω1 −
2π

T1

)
(7.1.9)

即采样信号的频谱是原始连续信号的频谱沿水平和竖直方向周期延拓而得到的，水平、竖

直方向延拓周期（即采样率）分别为 Ωs0 = 2π/T0 与 Ωs1 = 2π/T1。图 7.2 给出了上述关系
的示意图。注意到此结论即为一维情况的推广。
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结合图 7.2 来看，当二维连续信号 xa(t0, t1) 为带限信号时，如果水平方向、竖直方向

的采样率满足

Ωs0 =
2π

T0

> 2Ωm0, Ωs1 =
2π

T1

> 2Ωm1 (7.1.10)

式中，Ωm0, Ωm1 分别为信号在水平、竖直方向的最高频率。则采样信号相邻周期的频谱没

有混叠。在此条件下，利用一个理想低通滤波器对采样信号进行滤波，就可以从采样信号

的频谱恢复出原始连续信号的频谱。由此可以得到二维矩形采样下的采样定理。

图 7.2 二维矩形采样信号频谱（支撑集）示意图

定理 7.1 已知二维带限信号 xa(t0, t1)，水平、竖直方向的最高频率分别为 Ωm0, Ωm1。

当采样率满足式(7.1.10)时，可以从采样信号 x(n0, n1) 精确重构原始信号。特别地，若取

低通滤波器：

H(ejΩ0T0 , ejΩ1T1) =

T0T1, |Ω0| ⩽ π/T0, |Ω1| ⩽ π/T1

0, 其他
(7.1.11)

则重构公式为

xa(t0, t1) =
∞∑

n0=−∞

∞∑
n1=−∞

x(n0, n1)sinc
(
t0 − n0T0

T0

)
sinc

(
t1 − n1T1

T1

)
(7.1.12)

2. 任意网格采样
矩形采样是最简单、最常用的采样方式，因它是可分离的，故所有分析都可以仿照一

维方式来进行。然而，二维采样不限于矩形采样，下面考虑更一般的情形。

已知二维连续信号 xa(t), t ∈ R2，定义如下采样信号：

x(n) = xa(V n) = xa(n0v0 + n1v1) (7.1.13)

式中，V 是由列向量 v0,v1 构成的非奇异实数矩阵，称 V 为采样矩阵。
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显然，当 V = diag(T0, T1) 时，式(7.1.13)即为矩形采样。对于一般的情况，记所有的
采样点的集合为 LAT(V )，称它为采样矩阵 V 产生的网格（lattice，或简称为格），即

LAT(V ) =
{
V n|n ∈ Z2

}
= {n0v0 + n1v1|n0, n1 ∈ Z} (7.1.14)

由此可见，二维采样点可以表示为两个基向量 v0,v1 的整系数线性组合。该结论可推广至

多维情况。图 7.3给出了采样矩阵 V =

[
1 1

1 −2

]
所生成的采样网格。

图 7.3 二维任意网格采样示意图

7.1.3 多维信号的采样

本节将二维采样推广到多维情况。已知 D 维连续信号 xa(t)，定义采样信号：

x(n) = xa(V n) (7.1.15)

式中，V = [v0,v1, · · · ,vD−1] 为 D×D 非奇异实数矩阵。如果 V 是对角矩阵，即为二维

矩形采样的推广，也即对各维度分别进行采样，因而是可分离的。

定义网格：

LAT(V ) =
{
V n|n ∈ ZD

}
=

{
D−1∑
k=0

nkvk|n ∈ ZD
}

(7.1.16)

由此可见，采样网格完全由采样矩阵 V 决定。

由于网格包含无穷多个采样点，且分布呈现周期性，为了便于描述和分析，通常考虑

一个基本单元。定义基本平行六面体（fundamental parallelepiped）：

FPD(V ) = {V x|x ∈ [0, 1)D} (7.1.17)
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由几何知识可知，平行六面体 FPD(V ) 的容积为 |detV |，因此单位容积内 FPD(V ) 的

个数为

ρ =
1

|detV | (7.1.18)

称 ρ 为采样密度。事实上，ρ 也等于单位容积内的采样点数，即采样率。例如在一维情况

下，V 即为采样间隔 T，故 ρ = 1/T。

下面讨论多维情况下采样信号与原始连续信号的频谱关系。设连续信号 xa(t) 的傅里

叶变换为 Xa(Ω)，采样信号 x(n) = xa(V n) 的傅里叶变换（DTFT）为 X(ω)，可以证明，

两者具有如下关系：

X(ω) =
1

|detV |
∑
k

Xa(V
−T(ω − 2πk)) (7.1.19)

若令 Ω = V −Tω，则式(7.1.19)也可写作

X(V TΩ) =
1

|detV |
∑
k

Xa(Ω −Uk) (7.1.20)

式中，U = 2πV −T。

式(7.1.20)说明，采样信号的频谱是由连续信号的频谱以 U 为单位进行周期延拓生成

的，也即在 LAT(U) 上生成了无穷多个频谱副本。注意到当 V = T 时，即为所熟知的一

维采样的周期延拓关系。当 V = diag(T0, T1) 时，即为 7.1.2节所介绍的二维可分离情况下
的周期延拓关系。值得注意的是，上述关系是以模拟角频率（即 Ω）来描述的。而若以归

一化角频率（ω）来看，X(ω) 依然是以 2πI 为周期的。事实上，根据 ω = V TΩ，不难得

出 ω 域上的周期为 V TU = 2πI。

注意到

|detU | = (2π)D

|detV | = (2π)Dρ (7.1.21)

因此相邻周期的频谱之间的距离与 ρ成正比。这意味着如果采样密度（采样率）足够大，可

以避免混叠效应。此时可以从采样信号精确恢复出原始连续信号。反之，如果采样密度不

足，相邻周期的频谱发生混叠，就无法从采样信号精确重构原始连续信号。这与一维采样

的结论是一致的。有所不同的是，由于多维采样的几何性，不同的采样矩阵所对应的采样

密度往往不同。以图 7.4 为例，图 7.1（b）, 图 7.1（c）分别给出了两种不同采样矩阵之后
的频谱，其中第一种为矩形采样，第二种为梅花形（quincunx）采样，即

V1 =

[
1 0

0 1

]
, V2 =

[
1 1

1 −1

]
(7.1.22)

易知 ρ2 = ρ1/2 = 1/2，后者的采样密度更小。但显然，两种采样方式都不会产生混叠。因

此，合理地选择采样矩阵能够减少恢复原始信号所需的采样密度。在实际中，我们希望以
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最经济的方式来实现重构，即选择无混叠条件下的最小采样密度。理论分析表明，最小采

样密度由信号频谱的分布形状与采样矩阵共同决定。

图 7.4 不同采样矩阵对应的信号频谱

7.2 多维信号的抽样率转换

与一维信号类似，多维信号同样可以定义抽取和内插，两者组合则可实现更一般的抽

样率转换。

7.2.1 多维抽取

设 D 维离散信号 x(n),n ∈ Z2，定义M 倍抽取（下采样）À：

y(n) = x(Mn) (7.2.1)

式中，M 为 D×D 非奇异整数阵，称为抽取矩阵；|detM | 为抽取因子。M 倍抽取器如

图 7.5 所示。

À 严格来讲，M 是矩阵，称“M 倍”（英文：M -fold）并不恰当。事实上，抽取倍数应由抽取因子 det M 决定。但

“M 倍”已是一种约定俗成的叫法，因此本书亦采用这种叫法。多维内插同理。
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图 7.5 M 倍抽取器

从数学形式来看，多维抽取与一维抽取是一致的。然而由于维度的增加，多维抽取通

常具有特定的几何形状。以二维抽取为例，分别考虑如下抽取矩阵：

Mt =

[
2 0

0 3

]
, Mq =

[
1 1

1 −1

]
, Mh =

[
1 1

2 −2

]

三个矩阵分别对应于矩形采样、梅花形采样和六边形À（hexagonal）采样。图 7.6给出了相
应的抽取结果，其中白色点“◦”为抽取之前的采样点，黑色点“•”为抽取之后的采样点。

图 7.6 不同的抽取矩阵

根据 7.1节内容可知，所有形如Mn 的集合即为M 产生的格 LAT(M)，因此抽取过

程实际就是取 x(n) 位于 LAT(M) 上的采样点。与一般的采样矩阵不同的是，抽取矩阵要

À “六边形”来自于英文“hexagonal”直译。实际上，FPD(M)（二维）依然是平行四边形。
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求所有元素是整数，因此 LAT(M) 中的点均由整数向量定义。显然，LAT(M) ∈ ZD，因
此 LAT(M)也称作 ZD 的子格（sublattice），记作MZD。特别地，若M 为酉模矩阵，即

|detM | = 1，则M 倍抽取实际上是对ZD中的点进行重排。从集合角度来看，MZD = ZD。
更一般地，对于任意采样矩阵M 及酉模矩阵 U，可以证明，LAT(M) = LAT(MU)。这

说明，对于相同的采样（或格），存在多个采样矩阵与之对应。例如，对于梅花形采样，除

上述定义的Mq，下列矩阵也可作为采样矩阵：

Mq1 =

[
1 1

−1 1

]
, Mq2 =

[
1 −1
1 1

]

实际中为了便于分析，通常选择其中一个即可。

此外注意到，基本平行六面体 FPD(M)内包含的点（整数向量）为有限个，如图 7.6所
示加圈的点。记这些点的集合为

N (M) = {Mt ∈ ZD|t ∈ [0, 1)D} (7.2.2)

观察易知，N (M) 中点的个数恰好为 M = |detM |。以六边形采样为例，易知 N (M) 包

含的点（整数向量）为

k0 =

[
0

0

]
,k1 =

[
1

0

]
,k2 =

[
1

1

]
,k3 =

[
1

−1

]

稍后会看到，在多维多相分解中，向量 ki ∈ N (M) 即表示由矩阵M 生成的不同相位。这

意味着对于抽取矩阵M，可以产生多个不同的子格。记

MZD + ki = {Mn+ ki|n ∈ ZD,ki ∈ N (M)} (7.2.3)

则各子格与 ZD 的关系为

ZD =
⋃

ki∈N (M)

MZD + ki

多维抽取在频域的输入、输出关系式如下：

Y (ω) =
1

|detM |
∑

k∈N (MT)

X(M−T(ω − 2πk)) (7.2.4)

式中，X(M−Tω) 是对原始信号频谱 X(ω) 的拉伸；X(M−T(ω − 2πk))(k ̸= 0) 是对

X(M−Tω)的频移，其中 k 为 N (MT)中的整数向量，也即由MT 生成的相位。因此，多

维抽取之后的频谱可理解为对原始信号频谱先后进行“拉伸”“频移”“叠加”“幅度伸缩”

等运算。这与一维情况是一致的。然而在多维情况下，由于采样矩阵的几何性，频谱变化

会更加复杂。图 7.7中给出了矩形采样和梅花形采样下的信号频谱。注意到，矩形采样之后
频谱发生了混叠。

186



图 7.7 不同抽取矩阵对应的频谱变化（灰色为基带频谱的支撑集）

与一维情况类似，为避免多维抽取之后出现频谱混叠，可以引入一个抗混叠滤波器，从

而对 X(ω)的频谱范围作相应的限制，结构如图 7.8所示。下面讨论滤波器的通带范围。为
了便于描述，定义对称平行六面体（symmetric parallelepiped）：

SPD(V ) = {V t|t ∈ [−1, 1)D} (7.2.5)

与基本平行六面体 FPD(V ) 相比较，SPD(V ) 包含了坐标轴的负半轴部分，因此呈对称分

布。两者的差异如图 7.9 所示。

图 7.8 M 倍抽取系统

注意到抽取前后的频谱都是周期性的，因此一般情况下只需讨论基带部分即可。由于
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X(M−Tω) 是 X(ω) 的拉伸，故如果 X(ω) 的支撑集À 为 S，则 X(M−Tω) 的支撑集为

MTS。为保证抽取之后不混叠，MTS ∈ [−π,π)D，等价于 S ∈M−T[−π,π)D。因此可令
S = SPD(πM−T)。这样就确定了滤波器的通带范围。联系一维情况，M =M，则滤波器

通带范围为 SPD(πM−1) = {ω| − π/M ⩽ ω < π/M}。这与第 1 章分析的结果是一致的。

图 7.9 FPD(V ) 与 SPD(V )

7.2.2 多维内插

已知 D 维离散信号 x(n)，定义 L 倍内插（上采样）：

y(n) =

x(L−1n), n ∈ LAT(L)

0, 其他
(7.2.6)

式中，L 是 D × D 非奇异整数阵，称为内插矩阵；|detL| 为内插因子。L 倍内插器如

图 7.10 所示。

图 7.10 L 倍内插器

根据定义式(7.2.6)，当 n ∈ LAT(L) 时，即存在 m ∈ ZD 使得 n = Lm，y(n) =

y(Lm) = x(L−1Lm) = x(m)；除此之外插值为零。因此内插也可以等价表示为

y(n) =

x(m), n = Lm

0, 其他
(7.2.7)

对式(7.2.7)作傅里叶变换，可得 L 倍内插在频域上的输入、输出关系式为

Y (ω) =
∑
n

y(n)e−jωTn =
∑

n=Lm

x(m)e−jωTLm = X(LTω) (7.2.8)

À 函数 f 的支撑集（support）定义为 suppf = {x|f(x) ̸= 0}，即函数值非零所对应的自变量的范围集合。
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上式说明，Y (ω) 即为 X(ω) 经坐标变换 ω → LTω 而得到的。因为 X(ω) 是以 2πI

为周期的，因此 Y (ω) 是以 2πL−T 为周期的，而不再是以 2πI 为周期的。在 [−π,π)D

内，Y (ω) 产生了 |detL| − 1 个镜像成分。这些镜像是冗余的，可通过低通滤波器滤

除，结构如图 7.11 所示。这也说明，内插不会增加信息。该结论与一维情况是完全一
致的。

图 7.11 L 倍内插系统

图 7.12 给出了内插前后频谱的支撑集变化。为了保留基带频谱而滤除镜像，低通滤
波器的通带范围应为 SPD(πL−T)。若要从 Y (ω) 恢复 X(ω)，则只需在除镜像滤波之后

再进行一个坐标变换 ω → L−Tω 即可。从时域上来看，即对 y(n) 滤波之后再进行 L 倍

抽取。

图 7.12 内插前后的频谱变化

L 倍内插在 z 变换域的输入、输出关系式可表示为

Y (z) = X(zL) (7.2.9)

式中，zL ∈ CD、zL 的第 k 个元素为

(zL)k = zlk = z
l0,k
0 z

l1,k
1 · · · zlD−1,k

D−1 (7.2.10)

式中，lk 为内插矩阵 L 的第 k 个列向量。

举例来讲，对于矩形内插，设矩阵 L =

[
2 0

0 3

]
，则 Y (z0, z1) = X(z20 , z

3
1)，即对水平

维度和竖直维度分别作 2 倍和 3 倍内插。注意这里将自变量 z 写成了行向量的形式。对
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于非矩形内插，以六边形内插为例，L =

[
1 1

2 −2

]
，则 zL = (zl0 , zl1)T = (z0z

2
1 , z0z

−2
1 )T，

因此六边形内插的输出可写成：Y (z0, z1) = X(z0z
2
1 , z0z

−2
1 )。

7.2.3 抽取和插值相结合的抽样率转换

通过 7.2.1 节与 7.2.2 节的分析，读者可能注意到，多维抽取与多维内插在数学形式上
与一维情况是一致的。这也是数学表示所具有的高度抽象和统一的特点。因此，对于多维

抽样率转换分析，多数情况可以类比于一维情况。本节讨论多维情况下的更一般的抽样率

转换。

对于多维信号，若希望实现分数倍抽样率转换，可以仿照一维的方法，通过抽取和内插

的级联来实现。例如，对多维信号 x(n)先作 L倍内插，再作M 倍抽取，就能实现M−1L

倍的抽样率转换（注意一般情况下M−1L ̸= LM−1）。同时考虑内插与抽取过程中的滤波

过程，结构如图 7.13（a）所示。

图 7.13 多维分数倍抽样率转换系统

图 7.13（a）中 hI(n)为内插系统的除镜像滤波器，通带支集为 SPD(πL−T)；hD(n)为

抽取系统的抗混叠滤波器，通带支集为 SPD(πM−T)。由于 hI(n)和 hD(n)是级联的，所以

可等效为一个低通滤波器 h(n)，如图 7.13（b）所示，滤波器的通带支集可以由 SPD(πL−T)

和 SPD(πM−T) 的交集来确定。

7.3 多维多抽样率系统的等效网络与高效实现

第 2 章介绍了一维情况下多抽样率系统的等效网络与高效实现。对于多维情况，由于
信号本身具有维度高、数据量大的特点，因此高效实现就变得尤为重要。本节首先介绍多

维的等效变换，然后讨论多维信号的多相表示，最后介绍多维多抽样率系统的高效结构。

7.3.1 多维等效网络

在多数情况下，多维的等效变换与一维形式上是一致的，但是有些情况需要额外注意。

下面不加证明地给出相关结论。

1. 多维抽取/内插与乘法运算的等效变换
多维抽取/内插与乘法运算的等效关系如图 7.14所示。注意到当 ϕ(n)为常数时，即为

信号与常数相乘的等效关系。类似地，若将乘法替换为加法，等效关系亦成立，不再赘述。
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图 7.14 抽取/内插与乘法运算的等效变换

2. 多维抽取/内插与滤波的等效变换
多维抽取/内插与滤波的等效变换（即 Noble 恒等式）如图 7.15 所示。

图 7.15 多维抽取/内插与滤波的等效变换（Noble 恒等式）

3. 多维抽取与内插的等效变换
在一维情况下，多级抽取可以交换顺序，例如先作 D1 倍抽取再作 D2 倍抽取，等效

于先作 D2 倍抽取再作 D1 倍抽取。多级内插同理。而在多维情况下，由于矩阵不具备乘

法交换律，多级抽取或多级内插一般与顺序有关，不能随意交换。但多级实现可以等效于

单级实现。例如，图 7.16给出了两级抽取/内插与单级抽取/内插的等效关系。

图 7.16 两级与单级抽取/内插的等效关系
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在一维情况下，当抽取因子与内插因子互质时，两者可以交换。类似地，对于多维情

况，若抽取矩阵M 与内插矩阵 L 满足ML = LM，且两者互质À ，则两者也可以交换，

如图 7.17 所示。

图 7.17 抽取与内插可交换（ML = LM 且 M ,L 互质）

7.3.2 多维多相分解

在一维多抽样率信号处理中，多相分解（亦称多相表示）是实现多抽样率系统高效结

构的一种有效方式，也是分析和设计滤波器组的常用方法。而对于多维序列（离散信号或

数字滤波器均可），同样可以定义不同类型的多相分解，这主要取决于采样矩阵 M 生成

的格。

1. 第一型多相分解
定义 7.1（多维第一型多相分解） 已知多维序列 h(n) 及整数矩阵M，定义子序列：

hk(n) = h(Mn+ k), k ∈ N (M) (7.3.1)

式中，N (M) 为 FPD(M) 中整数向量（点）构成的集合，如式(7.2.2)所示。则 H(z) 可

表示为

H(z) =
∑

k∈N (M)

z−kEk(z
M ) (7.3.2)

其中

Ek(z) =
∑
n

h(Mn+ k)z−n (7.3.3)

称式(7.3.2)为 H(z) 的第一型多相分解，Ek(z) 为第 k 个多相成分。

由式(7.3.1)可知，hk(n) 即为 h(n) 在子格MZD + k 上的采样。根据 7.2.1节的分析，
对于给定的矩阵M，N (M) 中的向量个数为 |detM |，这也就意味着共有 M = |detM |
个多相成分。第一型多相分解的结构如图 7.18 所示。
下面举两个例子。

例 7.1 设M 为矩形抽取矩阵：

M =

[
2 0

0 2

]
À 称矩阵 R 为矩阵M 与 L 的右公倍矩阵（common right multiple），如果满足 R = MP = LQ，其中 P 与 Q

为某整数矩阵，记作 R = crm(M ,L)。称 R0 为矩阵M 与 L 的最小右公倍矩阵（least common right multiple），如果
R0 = crm(M ,L)，且任意 R = crm(M ,L) 都可以表示为 R = R0S，其中 S 为某整数矩阵，记作 R0 = lcrm(M ,L)。

类似地，可以定义左公倍矩阵和最小左公倍矩阵。如果 LM = ML，则左右最小公倍矩阵相同。特别地，如果 ML 即为

M 和 L 的最小公倍矩阵，则M 和 L 互质。
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则 |detM | = 4，相位（即 N (M) 中包含的整数向量）分别是（编号不分先后顺序）

k0 =

[
0

0

]
,k1 =

[
1

0

]
,k2 =

[
0

1

]
,k3 =

[
1

1

]

相应地，z−k 分别为

z−k0 = 1, z−k1 = z−1
0 , z−k2 = z−1

1 , z−k3 = z−1
0 z−1

1

结合 zM = (z20 , z
2
1)

T，则第一型多相分解为

H(z) = Ek0
(z20 , z

2
1) + z−1

0 Ek1
(z20 , z

2
1) + z−1

1 Ek2
(z20 , z

2
1) + z−1

0 z−1
1 Ek3

(z20 , z
2
1)

图 7.18 第一型多相分解结构图（M = | detM |）

例 7.2 设M 为梅花形抽取矩阵：

M =

[
1 1

1 −1

]

则 |detM | = 2，相位分别是（编号不分先后顺序）

k0 =

[
0

0

]
,k1 =

[
1

0

]

相应地，z−k 分别为

z−k0 = 1, z−k1 = z−1
0

结合 zM = (z0z1, z0z
−1
1 )T，则第一型多相分解为

H(z) = Ek0
(z0z1, z0z

−1
1 ) + z−1

0 Ek1
(z0z1, z0z

−1
1 )

2. 第二型多相分解
定义 7.2（多维第二型多相分解） 已知多维序列 h(n) 及整数矩阵M，定义子序列：

hk(n) = h(Mn− k), k ∈ N (M) (7.3.4)

则 H(z) 可表示为
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H(z) =
∑

k∈N (M)

zkRk(z
M ) (7.3.5)

其中

Rk(z) =
∑
n

h(Mn− k)z−n (7.3.6)

称式(7.3.5)为 H(z) 的第二型多相分解，Rk(z) 为第 k 个多相成分。

注意到，多维第二型多相分解事实上与一维的第三型多相分解形式一致。第二型多相

分解的结构如图 7.19 所示。

图 7.19 第二型多相分解结构图（M = | detM |）

7.3.3 多维多抽样率系统的高效实现

与一维情况类似，利用多相分解和 Noble 恒等式，可以得到多维抽取系统和内插系统
的高效结构。

1. 多维抽取系统的高效实现
抽取系统的一般结构如图 7.20（a）所示，注意到卷积运算是在高抽样率一侧进行的。

若将 H(z) 进行多相分解，则该系统变成图 7.20（b）所示，此时卷积运算仍然在高抽样
率的一侧。再利用抽取与滤波的等效变换将每个支路中的 Ek(z

M )与M 倍抽取交换位置，

则得到如图 7.20（c）所示的形式。这时卷积运算在低抽样率的一侧进行，从而降低了计算
量，因此是一种高效实现方式。

图 7.20 多维抽取系统的高效实现

194



图 7.20 （续）

2. 多维内插系统的高效实现
与多维抽取系统的分析类似，可以得到多维内插系统的高效结构，如图 7.21所示。

图 7.21 多维内插系统的高效实现

7.4 多维最大抽取滤波器组

对于实际的物理信号，能量（谱）一般呈现非均匀分布。例如在自然图像中，中低频

分量占主要部分，高频分量相对较少，一般是由边缘、纹理等细节信息或噪声组成。因此

可以利用多维滤波器组将图像分解成多个子带信号，按其能量大小或信息的重要程度赋予

不同的字长，从而实现编码、压缩的目的。

多维滤波器组的结构如图 7.22 所示，这里仅考虑最大抽取滤波器组，即通道数 M =
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|detM |。在分析端，分析滤波器 H0(z),H1(z), · · · ,HM−1(z) 将输入信号分成 M 个子带

信号，每个通道含有一个 M 倍抽取器，故各子带信号的抽样率减小为原来的 1/M。在

综合端，各子带信号先经过 M 倍内插器恢复至初始的采样率，随后分别经过综合滤波器

G0(z), G1(z), · · · , GM−1(z)提取相应频带的信息，最后将所有子带信号叠加得到重构信号。

由此可见，多维滤波器组与一维滤波器组的工作原理是一致的，只不过由于维度增加，其

数学形式相对更加复杂。

图 7.22 多维最大抽取滤波器组（M = |detM |）

7.4.1 多维滤波器组的输入、输出关系

根据 7.2.1节和 7.2.2节介绍的多维抽取/内插的输入、输出关系式，不难得出多维滤波
器组的输入、输出关系式为

X̂(ω) =
1

M

∑
m∈N (MT)

X(ω − 2πM−Tm)
M−1∑
k=0

Fk(ω)Hk(ω − 2πM−Tm) (7.4.1)

式中，M = |detM |。
从式(7.4.1) 可以看出，重构信号 X̂(ω) 是原始输入信号 X(ω) 及其频移分量（即混

叠分量）X(ω − 2πM−Tm)(m ̸= 0) 的线性组合。为了避免重构信号发生混叠，滤波器组

应满足

M−1∑
k=0

Fk(ω)Hk(ω − 2πM−Tm) = 0, m ∈ N (MT),m ̸= 0 (7.4.2)

此时，输入、输出关系式变为

X̂(ω) =
1

M

M−1∑
k=0

Fk(ω)Hk(ω)X(ω) (7.4.3)

记

T (ω) =
1

M

M−1∑
k=0

Fk(ω)Hk(ω) (7.4.4)

196



称 T (ω) 为滤波器组的整体传递函数或误差函数。若 T (ω) 是全通函数，即 |T (ω)| = c ̸=
0,∀ω，则滤波器组无幅度失真。进一步地，若 T (ω) = c exp(−jωTn0)，则滤波器组满足完

全重构。此时，x̂(n) = cx(n− n0)。

7.4.2 多维滤波器组的多相结构

为了设计满足完全重构的多维滤波器组，可以通过多相结构来进行分析。对分析滤波

器组进行第一型多相分解：

Hk(z) =
∑

kl∈N (M)

z−klEk,l(z
M ) (7.4.5)

式中，kl 是由M 生成的相位，这里始终假设 k0 = 0。根据上文可知，共有 M = |detM |
个相位。

式(7.4.5)也可写成矩阵的形式：
H0(z)

H1(z)
...

HM−1(z)

 = E(zM )


z−k0

z−k1

...
z−kM−1

 = E(zM )z−Mp (7.4.6)

式中，E(z)为分析滤波器组的多相矩阵，其中，第 k行表示Hk(z)的多相成分，即 [E(z)]k,l =

Ek,l(z)；Mp 是由 M 个相位构成的矩阵，Mp = (k0,k1, · · · ,kM−1)，注意Mp ̸= M。

类似地，对综合滤波器组进行第二型多相分解，可得

Gk(z) =
∑

kl∈N (M)

zklRk,l(z
M ) (7.4.7)

或写成矩阵的形式：
G0(z)

G1(z)
...

GM−1(z)

 = RT(zM )


zk0

zk1

...
zkM−1

 = RT(zM )zMp (7.4.8)

式中，R(z) 为综合滤波器组的多相矩阵，注意这里含有一个转置，这意味着 R(z) 的第 k

列为 Gk(z) 的多相成分，即 [RT(z)]k,l = Rk,l(z)。

多维滤波器组的多相结构如图 7.23（a）所示。利用等效关系，可以转化为如图 7.23（b）
所示的高效实现结构。
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图 7.23 多维最大抽取滤波器组的多相结构

7.4.3 多维滤波器组的完全重构条件

根据滤波器组的多相结构易知，当

P (z) = R(z)E(z) = I (7.4.9)

滤波器组能够实现完全重构。因此，滤波器组设计问题即转化为寻找满足式(7.4.9)的多相
矩阵。例如，可以利用多维仿酉矩阵来构造，即若存在矩阵满足 Ẽ(z)E(z) = I，其中 ˜
表示对矩阵元素取共轭并转置，则可令 R(z) = Ẽ(z)。特别地，若滤波器系数均为实的，则

R(z) = ET(z−1)，这样就得到了完全重构的滤波器组。上述思路与一维情况是类似的。

当然，式(7.4.9)是完全重构的充分条件。从理论分析角度出发，还可以将该关系式推
广，得到更一般的充要条件。

定理 7.2 多维滤波器组无混叠的充要条件是多相矩阵满足

PT(zM )zMp = T (z)zMp (7.4.10)

式中，Mp = [kl]0⩽l⩽M−1,kl ∈ N (M)；T (z)为滤波器组的总体误差函数，若 T (z) = cz−n0，

则滤波器组能够实现完全重构。

定理 7.2 可视为一维情况的推广，其证明思路也与一维情况非常类似（见第 3 章）。具
体过程不再详细展开，感兴趣的读者可参考文献 [120]。
联系一维情况，当 P (z) 为伪循环矩阵时，滤波器组实现无混叠。一个自然的问题是，

对于多维情况，满足式(7.4.10)的 P (z) 的一般形式是怎样的？下面简要进行分析。

首先，式(7.4.10)说明，zMp 是 PT(zM ) 的右特征向量，相应的特征值为 T (z)。事实

上，注意到 zMp = (1, zk1 , · · · , zkM−1)T，其中第一个元素恒为 1 是因为 k0 = 0，故由

198



式(7.4.10)易知

T (z) =
M−1∑
i=0

zkiPi,0(z
M ) (7.4.11)

式中，Pi,j(z)为矩阵 P (z)的第 (i, j)个元素，0 ⩽ i, j ⩽M −1（这里考虑序号从 0开始）。
根据式(7.4.10)可知等式两端第 j 行满足

M−1∑
l=0

zklPl,j(z
M ) = T (z)zkj = zkj

M−1∑
i=0

zkiPi,0(z
M ) =

M−1∑
i=0

zki+kjPi,0(z
M ) (7.4.12)

注意到 ki+kj 不一定属于 N (M)，但是根据除法原理，存在唯一的 kf(i,j) ∈ N (M) 使得

ki + kj = Mg(i, j) + kf(i,j) (7.4.13)

式中，g(i, j) ∈ ZD。因此式(7.4.12)转化为
M−1∑
l=0

zklPl,j(z
M ) =

M−1∑
i=0

zkf(i,j)zMg(i,j)Pi,0(z
M ) (7.4.14)

令 l = f(i, j)，观察可得

Pf(i,j),j(z) = zg(i,j)Pi,0(z) (7.4.15)

上式说明，P (z) 中的第 (f(i, j), j) 个元素由第 (i, 0) 个元素与 zg(i,j) 的乘积决定，而

f(i, j), g(i, j) 又由式(7.4.13)决定。因此在 P (z) 第 0 列已知的条件下，其他各列均可由
式(7.4.15)完全确定，这样就得到 P (z)的一般形式。将满足式(7.4.15)的矩阵称为广义伪循
环矩阵（generalized pseudo-circulant matrix）。
定理 7.3 [121] 多维滤波器组实现完全重构的充要条件是 P (z)为广义伪循环矩阵，此

时，滤波器组的传递函数为

T (z) =
M−1∑
i=0

zkiPi,0(z
M ) (7.4.16)

例如，设M =

[
1 1

−1 2

]
，各相位分别为

k0 =

[
0

0

]
, k1 =

[
1

0

]
, k2 =

[
1

1

]

相应地，可以得到广义伪循环矩阵为

P (z) =


P0(z) z0z1P2(z) z0z1P1(z)

P1(z) P0(z) z1P2(z)

P2(z) z0P1(z) P0(z)


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进一步地，根据式(7.4.11)，当 P (z) 的第 0 列其中一项为纯延迟，而其他元素为零时，
滤波器组可实现完全重构。于是得到如下推论。

推论 7.1 [121] 多维滤波器组实现完全重构的充要条件是

Pi,0(z) =

czn0 , i = i0

0, 其他
(7.4.17)

这时 T (z) = czMn0+ki0。

7.5 多维正交滤波器组

在过去的 20年里，滤波器组的理论与应用研究快速发展，其中正交滤波器组因所具有
的性质受到了学术界特别的关注。一方面，正交性意味着能量保持，因此在传输和量化过

程中产生的噪声能量不易被放大；另一方面，在一定条件下，正交滤波器组可以构造正交

小波基。

一维两通道滤波器组的设计主要有两种典型的方法，其中一种是谱分解方法 [21-22]，该

方法可用于实现 FIR或 IIR滤波器组。另外一种是基于格形结构的设计方法 [23]，其基本思

路是将滤波器组设计问题转化为仿酉矩阵的构造问题，通过一些特殊的仿酉单元级联，从

而在保证完全重构的条件下提供了参数优化的可能。

然而上述两类方法都存在一定的局限性。一方面，当滤波器阶数比较大时，谱分解方

法在计算上非常困难；而且由于缺少多维谱分解理论，此方法很难扩展到多维。而基于格

形结构的设计方法虽然能够设计特定的二维和三维滤波器组 [122]，但是并不能完全解决任

意维滤波器组的设计问题，因为格形结构并非完整刻画了滤波器组的特性。

针对上述问题，Zhou等 [123] 提出了一种多维正交滤波器组的设计方法，巧妙地将仿酉

矩阵和 Cayley变换结合起来，从而将非线性方程组的求解转化为线性方程组的求解，降低
了设计复杂度。

7.5.1 Cayley 变换

Cayley 变换在信号处理中应用广泛，是将非线性问题转换成线性问题的有力工具。
Cayley 变换定义如下。

定义 7.3 矩阵 U(z) 的 Cayley 变换定义为

H(z) = (I +U(z))−1(I −U(z)) (7.5.1)

Cayley 反变换定义为

U(z) = (I +H(z))−1(I −H(z)) (7.5.2)

假设 U(z) 为实系数仿酉矩阵，即

U(z)UT(z−1) = I (7.5.3)
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将式(7.5.2)代入上式，化简可得

H(z−1) = −HT(z) (7.5.4)

其中，H(z)的系数也为实系数。满足式(7.5.4)的矩阵称为仿斜厄米特（para-skew-Hermitian，
PSH）矩阵。上述说明，仿酉矩阵经 Cayley 变换后映射为 PSH 矩阵；反之，PSH 矩阵经
Cayley 反变换后映射为仿酉矩阵。因此，Cayley 变换使得仿酉矩阵和 PSH 矩阵具有一一
对应的关系。

为了保证 Cayley 变换有效，要求 I +U(z) 和 I +H(z) 是可逆的，有以下命题。

命题 7.1 [123] 假设 U(z) 是一个 N ×N 阶仿酉矩阵，Λ 是元素为 1 或 −1 的对角
阵，则至少存在一个 Λ 使得 I +ΛU(z) 是可逆（非退化）矩阵。

如果 I +U(z) 不是可逆的，根据命题 7.1，总可以找到一个 Λ 使得 I +ΛU(z) 是可

逆的，而 Λ 不会破坏仿酉性。因此，可以假设任意仿酉矩阵 U(z) 的 Cayley 变换存在。
命题 7.2 [123] 设 H(z) 是 U(z) 的 Cayley 变换，则

H(z) = 2(I +U(z))−1 − I (7.5.5)

U(z) = 2(I +H(z))−1 − I (7.5.6)

命题 7.2 说明，I +H(z) 可逆的条件等同于 I +U(z) 可逆的条件，所以 I +H(z)

也是可逆的。

7.5.2 多维正交 IIR 滤波器组

根据 7.4.3节的分析可知，当多相矩阵是仿酉矩阵时，滤波器组为正交滤波器组。因此
设计一个正交滤波器组等价于设计一个仿酉矩阵。以二通道滤波器组为例，设 U(z) 是分

析端的仿酉矩阵，

U(z) =

[
U00(z) U01(z)

U10(z) U11(z)

]
(7.5.7)

将仿酉条件 U(z)UT(z−1) = I 改写为
U00(z)U00(z

−1) + U01(z)U01(z
−1) = 1

U00(z)U10(z
−1) + U01(z)U11(z

−1) = 0

U10(z)U10(z
−1) + U11(z)U11(z

−1) = 1

(7.5.8)

显然，上式是非线性方程组，不易求解。

设 H(z) 为 U(z) 的 Cayley 变换，

H(z) =

[
H00(z) H01(z)

H10(z) H11(z)

]
(7.5.9)
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则 H(z) 为 PSH 矩阵，此时仿酉条件可转化为 PSH 条件：
H00(z

−1) = −H00(z)

H11(z
−1) = −H11(z)

H01(z
−1) = −H10(z)

(7.5.10)

可以看到，上式是线性方程组，这样就比求解非线性方程组要容易一些。

根据式(7.5.10)，设计 IIR 滤波器只需要设计两个反对称滤波器 H00(z) 和 H11(z)，独

立地选择一个任意滤波器 H10(z)，由式(7.5.10)最后一个等式得 H01(z)。这样多维 IIR 滤
波器的设计就归结到设计反对称矩阵。反对称矩阵的设计比较容易，有如下命题。

命题 7.3 [123] 设 W (z) = A(z)/B(z) 是 IIR 滤波器，其中，A(z) 和 B(z) 是互质

的多项式，则 W (z−1) = −W (z) 当且仅当

A(z−1) = czmA(z), B(z−1) = −czmB(z) (7.5.11)

式中，c = ±1，m 为任意整数向量。

7.5.3 多维正交 FIR 滤波器组

为设计正交 FIR 滤波器组，须要求仿酉矩阵为 FIR 的。假设 U(z) 是 N × N 阶仿
酉 FIR 矩阵。由仿酉条件 U(z)UT(z−1) = I 有 detU(z) · detUT(z−1) = 1，这意味着

detU(z) 是全通滤波器，即

detU(z) = cz−k (7.5.12)

式中，c = ±1，k 为整数向量，它定义了每一维的最小延迟。

尽管 U(z) 是一个 FIR 矩阵，但是由于有 (I +U(z))−1 项，故 H(z) 不是 FIR 矩阵。
因此需要设计一个 PSH 矩阵使得它的 Cayley 变换是 FIR 的。重写式(7.5.1)：

H(z) = (I +U(z))−1(I −U(z)) =
adj ((I +U(z))(I −U(z))

det(I +U(z))
(7.5.13)

令

H ′(z) = 2−N+1adj (I +U(z))(I −U(z)) (7.5.14)

D(z) = 2−N+1 det(I +U(z)) (7.5.15)

则 H(z) 可表示成

H(z) =
H ′(z)

D(z)
(7.5.16)

由命题 7.2有

det(I +U(z)) = 2N det (I +H(z))−1 (7.5.17)
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代入式(7.5.15)，有

D(z) = 2 det (I +H(z))−1 (7.5.18)

下述命题给出了设计 FIR 滤波器组的基本条件。
命题 7.4 矩阵 H(z) 的 Cayley 变换是仿酉 FIR 矩阵，当且仅当它可以写成

H(z) = D(z−1)H ′(z) (7.5.19)

式中，D(z) 是 FIR 滤波器，H ′(z) 是 FIR 矩阵，且满足以下四个条件：

（1）D(z−1) = czkD(z)

（2）H ′T(z−1) = −czkH ′(z)

（3）2D(z)N−1 = det(D(z)I +H ′(z))

（4）D(z)N−2是所有D(z)I +H ′(z)项的公共因子

此外，H(z) 的 Cayley 变换可以写作

U(z) =
adj (D(z)I +H ′(z))

D(z)
N−2

− I (7.5.20)

由此可知，根据命题，设计一个仿酉 FIR矩阵U(z)转变成设计一个 PSH矩阵H(z) =

D(z−1)H ′(z)，且 D(z) 和 H ′(z) 满足命题 7.4 的条件。具体设计实例可参见文献 [123]。

本章小结

本章介绍了多维多抽样率信号处理的基础理论与方法，可视为一维情况的扩展。在学

习过程中，读者可联系一维相关知识来帮助理解，但同时应建立清晰的多维概念，理解多

维和一维的联系和区别。

本章先从多维信号的基本概念出发，介绍了多维信号的时域与频域表示，以及多维信

号的采样。随后，介绍了多维信号抽样率转换的基本原理，包括多维抽取、多维内插以及

两者相结合的任意倍抽样率转换。值得注意的是，从数学形式上来看，多维信号的表示与

一维信号具有统一性，包括其傅里叶变换也是一维傅里叶变换的直接推广。但是在多维情

况下，采样及抽样率转换均由矩阵定义，使得其形式和分析相对一维情况更加复杂。本章

主要以二维情况进行说明，但相关结论可以推广至多维。关于多维采样及抽样率转换的理

论研究，读者可以参考文献 [121,124-125]。
多维多抽样率系统的等效网络与高效结构是系统设计与实现的基础。这部分内容可以

类比于一维情况进行分析，绝大多数情况具有与一维情况相一致的结论。但是少数情况又

有所不同。例如多维抽取和多维内插的级联应注意相应的顺序，一般不可交换。多维的多

相表示以 FPD(M) 中的整数向量来定义相位，因而没有严格的顺序界定。
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本章还介绍了多维最大抽取滤波器组的基本结构，并详细讨论了滤波器组完全重构的

条件。相关结论可视为一维滤波器组的推广。最后，给出了多维正交滤波器组的一种设计

方法。该方法的基本思路是利用 Cayley 变换建立仿酉矩阵和 PSH 矩阵间的一一对应关
系，从而将非线性方程组的求解转化成线性方程组的求解。多维滤波器组的设计是学术界

的热点问题之一，早期的研究主要是从一维到多维的推广 [120,126]，有些学者也将多维滤波

器组同小波变换联系起来 [127]。由于多维信号通常蕴含方向性信息，因此多维方向滤波器

逐渐引起关注，由此产生了多尺度方向变换。这部分内容将在第 8 章详细介绍。

习题

7.1 判断如图 7.24所示的多维抽取和多维内插级联系统是否等效。

图 7.24 习题 7.1 图

7.2 设M 为六边形采样矩阵：

M =

[
1 1

2 −2

]

写出相应的滤波器 H(z) 的第一型和第二型多相分解。

7.3（MALTAB 练习） 编程实现二维梅花形和六边形采样。

7.4（MALTAB 练习） MATLAB 提供二维快速傅里叶变换函数 fft2 和 ifft2，自行
选取灰度图像和 RGB 图像进行二维傅里叶变换，绘制频谱并分析与一维频谱的关系。

7.5（MALTAB 练习） 自行选取灰度图像进行二维矩形抽取和梅花形抽取，并观察

抽取前后的频谱变化。
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本章要点

• 二维可分离小波变换如何实现？二维可分离小波有哪些不足？
• 二维抽取、内插与频谱的变化关系是什么？
• 如何实现楔形方向滤波器组？如何实现支撑区间为平行四边形的滤波器？
• 什么是金字塔分解？拉普拉斯金字塔如何应用于滤波器组？
• 轮廓波变换如何实现多尺度多方向分解？轮廓波变换有哪些不足？
• 非下采样轮廓波变换如何对轮廓波变换进行改进？
• 如何实现具有解析性的复小波？怎么实现一维双树复小波？如何设计复小波变换中
的滤波器？

• 二维双树复小波变换如何实现多方向划分？双树复小波变换有什么优势？

8.1 二维小波变换

小波变换广泛应用于信号处理领域，它可以高效表示信号中的奇异点。一维（1-D）小
波变换利用尺度函数 φ(x) 与小波函数 ψ(x) 将信号分解为近似子带（低频信息）与细节子

带（高频信息）。二维（2-D）小波可以通过取一维小波的张量积来构造，即尺度函数和小
波函数都是两个一维函数的乘积，具体表示如下：

φ(x, y) = φ(x)φ(y) (8.1.1a)

ψH(x, y) = φ(x)ψ(y) (8.1.1b)

ψV(x, y) = ψ(x)φ(y) (8.1.1c)

ψD(x, y) = ψ(x)ψ(y) (8.1.1d)

于是得到一个二维尺度函数 φ(x, y)和三个二维小波函数 ψH(x, y),ψV(x, y)和 ψD(x, y)。通

过这种方式得到的小波称为可分离小波。



式(8.1.1)中 φ(x, y)由水平方向和竖直方向的尺度函数组成，即在水平方向和竖直方向

都进行低通滤波。类似地，ψH(x, y)由水平方向的尺度函数与竖直方向的小波函数组成，即

在水平方向进行低通滤波，在竖直方向进行高通滤波，滤波结果反映了不同行之间的变化，

如水平方向的边缘，因此用 H 标记。相反，ψV(x, y) 度量不同列之间的变化，如竖直方向

的边缘，因此用 V 标记。而 ψD(x, y) 表示对角线方向的变化。

图像为二维信号的重要表现形式，这里使用 f(x, y) 表示图像中 (x, y) 位置像素点的

灰度值。二维小波变换的定义为

Wφ(j,m, n) = 2j
∫+∞

−∞

∫+∞

−∞
f(x, y)φj,m,n(x, y)dxdy (8.1.2)

W i
ψ(j,m, n) = 2j

∫+∞

−∞

∫+∞

−∞
f(x, y)ψij,m,n(x, y)dxdy, i = H,V,D (8.1.3)

其中

φj,m,n(x, y) = 2
j
2φ(2jx−m, 2jy − n) (8.1.4)

ψij,m,n(x, y) = 2
j
2ψ(2jx−m, 2jy − n), i = H,V,D (8.1.5)

与一维情况类似，Wφ(j,m, n) 表示 f(x, y) 尺度 j 下的近似系数，W i
ψ(j,m, n), i =

H,V,D 分别表示尺度 j 下的水平、竖直和对角方向的细节系数。

f(x, y) 可以通过离散小波反变换得到

f(x, y) =
∑
m

∑
n

Wφ(j0,m, n)φj0,m,n(x, y) +
∑

i=H,V,D

∞∑
j=j0

∑
m

∑
n

W i
ψ(j,m, n)ψ

i
j,m,n(x, y)

(8.1.6)
其中，j0 是一个任意的起始尺度。

类似于一维离散小波变换（discrete wavelet transform，DWT），二维 DWT 可以通过
滤波器组实现。利用可分离的二维尺度函数和小波函数，可以先对 f(x, y)沿水平方向作一

维 DWT，然后对结果沿竖直方向作一维 DWT，具体过程如图 8.1所示。

图 8.1 二维 DWT 分析滤波器组

图 8.1 中的滤波器 hφ, hψ 与 φ,ψ 的对应关系如下：
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φ(x) =
√
2
∑
n

hφ(n)φ(2x− n) (8.1.7)

ψ(x) =
√
2
∑
n

hψ(n)φ(2x− n) (8.1.8)

式(8.1.7)和式(8.1.8)分别称为两尺度方程和小波方程，其中
hφ(n) = ⟨φ(x),

√
2φ(2x− n)⟩ (8.1.9)

hψ(n) = ⟨ψ(x),
√
2φ(2x− n)⟩ (8.1.10)

经过一级二维小波变换，图像被分解为一个低频子带和三个高频子带。从频域来看，频

谱被划分为如图 8.2 所示的区域。其中 LL 对应于尺度函数 φ(x, y)，即表示水平和竖直方

向均为低通滤波；HL 对应于二维小波函数 ψH(x, y)，即表示水平方向低通滤波，竖直方向

高通滤波；LH, HH 的含义可类似得到。

图 8.2 二维可分离小波频谱划分

可以看出，二维（可分离）小波变换只可以进行三个方向划分（水平、竖直及对角三个

高频子带），若要表示图像中丰富的纹理信息，这种子带分解不能满足实际需求。虽然逐级

分解可以提取较多的高频信息，但是这将引入大量的参数进而给具体实现带来负担。因此，

需要一种可以更高效表示图像纹理信息的方法。基于这个问题，后续提出的方向滤波器组

（directional filter bank，DFB）可以将图像的频谱进行多方向分解，进而更加高效地表示
图像的纹理信息。

8.2 方向滤波器组

二维可分离小波变换的矩形子带分解是导致方向性不足的主要原因，DFB的目标为设
计更能体现方向性的子带分解。由 Bamberger 和 Smith 提出的 DFB 可以实现如图 8.3所
示的频域子带分解 [128]，即经典的楔形方向滤波器组。其中，数字 1∼8 表示不同方向的子
带，同方向子带中心对称。在图像处理中，这样的分解弥补了小波变换对线状奇异性（如图

像中的边缘、纹理等）检测的不足。

207



图 8.3 DFB 子带分解

为了实现 DFB 中的方向子带划分，选取合适的滤波器和采样方式至关重要。下面首
先阐述二维抽取、内插与频谱的变化关系。

8.2.1 二维抽取、内插与频谱的变化关系

一维信号的频谱沿频率轴变化，抽取和内插分别会造成信号频谱的拉伸与压缩。二维

信号的频谱变化由两个维度控制（二维频率平面），二维抽取和内插除了带来信号频谱的伸

缩变化外，通常还会引入旋转、剪切（shearing）等变化。
二维抽取和内插在频域的输入、输出关系式如下：

抽取 : Y (ω) =
1

|detM |
∑

k∈N (MT)

X(M−T(ω − 2πk)) (8.2.1)

内插 : Y (ω) = X(LTω) (8.2.2)

其中，M ,L 分别代表抽取矩阵和内插矩阵。

在 DFB 的设计与实现中，主要使用矩形采样和梅花形采样。矩形采样在两个维度分
别进行采样，即可分离的形式，相应的采样矩阵为对角矩阵。这种情况下的频谱变化关系

可以类比于一维情况进行分析。下面主要对梅花形采样进行分析。考虑如下梅花形采样

矩阵：

Q =

[
1 −1
1 1

]

注意到

Q =

[
1 −1
1 1

]
=
√
2

[
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

]
, 其中，θ = 45◦

因此 Q 可以看作一个尺度因子与旋转矩阵相乘。
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如果只考虑二维信号的频率分布范围而忽略频谱幅度，可以用频谱的支撑集表示。离

散二维信号的频谱以 [−π,π] × [−π,π] 为周期，鉴于每一个周期变化相同，这里选取一个
[−π,π]2 周期中的频谱支撑集进行展示。下面分别说明梅花形抽取、内插与信号频谱支撑
集的变化关系。

1. 梅花形抽取
根据式(8.2.1)的对应关系，假设X(ω)的支撑集为 Φ，即 ω ∈ Φ。经过抽取后，Q−Tω ∈ Φ，

因此 Y (ω) 的支撑集为 ω ∈ QTΦ。根据新的支撑集表达式可以发现，图像的频谱顺时针旋

转 45◦ 且有
√
2 的拉伸。上述支撑集的变化如图 8.4所示。

图 8.4 梅花形抽取与频谱支撑集的变化关系

注意，图 8.4中输入图像频谱的支撑集为菱形实线区域，为了便于说明旋转的方向，这
里用黑白相间的形式来表示。虚线框表示一个 [−π,π]2 周期，如果没有特殊说明，本章所有

支撑集的图均为一个 [−π,π]2 周期。根据式(8.2.1)，抽取后，图像的频谱幅度会有 1

|detM |
的变化。

2. 梅花形内插
类似地，根据式(8.2.2)的对应关系，假设 X(ω) 中自变量 ω 的支撑集为 Φ，即 ω ∈ Φ。

经过内插后，QTω ∈ Φ，因此 Y (ω) 的支撑集为 ω ∈ Q−TΦ。此时，图像的频谱逆时针旋

转 45◦ 且有 1/
√
2 的压缩。上述支撑集的变化如图 8.5所示。

图 8.5 梅花形内插与频谱支撑集的变化关系

注意，图 8.5 显示频谱的支撑集从正方形变为菱形，菱形区域外表示的是经过 0 值内
插形成的混叠分量，此处主要说明旋转方向，并未画出。与抽取不同，内插不会造成信号

频谱幅度变化。

至此，可以通过选择合适的采样矩阵与滤波器实现图像频谱的划分。
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8.2.2 楔形 DFB

下面将以图 8.3所示的方向分解为例介绍楔形 DFB的结构，该 DFB可以由两通道滤
波器组的三级树形结构来实现。两通道滤波器组的结构如图 8.6所示。

图 8.6 两通道滤波器组

1. DFB 第一级
根据图 8.3 所示的八方向 DFB 子带分解，由于相同方向的子带中心对称，因此使用

同样对称的扇形滤波器（fan filter）将含有 1、2、7、8 的支撑集和含有 3、4、5、6 的支
撑集分割。扇形滤波器的支撑集如图 8.7 所示，其中阴影部分表示通带范围。

图 8.7 扇形滤波器的支撑集

在实现过程中，扇形滤波器可以等效为经过 ejωπ 调制的菱形滤波器（diamond filter），
菱形滤波器的支撑集如图 8.8 所示。此时，楔形 DFB 第一级等效为图 8.9 所示结构，其
中，抽取矩阵M 为梅花形矩阵：

M =

[
1 −1
1 1

]

图 8.8 菱形滤波器的支撑集

抽取后，图像的支撑集将顺时针旋转 45◦ 并且有
√
2 的拉伸。以第一通道为例，得到

的结果如图 8.10 所示。
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经过第一级，图像分解为两个子带，每个子带包含 4 个不同方向的分量。

图 8.9 经过 π 调制的双通道滤波器组

图 8.10 第一级输出图像的频谱划分

2. DFB 第二级
第二级的滤波器组与第一级完全相同。经过调制、滤波、抽取后，第二级的输出端将

会得到如图 8.11 所示的 4 子带分解。

图 8.11 第二级输出图像的频谱划分

经过前两级运算，原始图像分割为 4 个子带，每个子带包含 2 个不同方向的分量。
3. DFB 第三级
第三级滤波器组结构如图 8.6 所示，其中采样矩阵与前两级相同，为了分割图 8.11 中

的两方向子带，以实现最终的 8 方向分解，需要支撑集如图 8.12 所示的滤波器。

图 8.12 平行四边形滤波器的支撑集
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图 8.11中的 4 个子带与图 8.12中的滤波器一一对应。平行四边形支撑集可以通过采样
与菱形滤波器的组合实现，如图 8.13所示。其中，Ri(ω) 表示平行四边形滤波器，H(ω) 表

示菱形滤波器，Ri 为采样矩阵。

图 8.13 平行四边形滤波器等效结构

以图 8.11 中含有 1、2 方向的子带为例，应选用支撑集为如图 8.12（a）所示的滤波器
进行滤波。根据图 8.13 中的等效关系，选取采样矩阵 R 为

R =

[
1 1

0 1

]

与梅花形采样引入旋转、伸缩变化不同，上三角矩阵 R又引入了剪切（shearing）操作，剪
切变换前后支撑集的关系如图 8.14所示。

图 8.14 剪切变换与频谱支撑集的变化关系

为了实现图 8.12 所示的滤波器，三角矩阵 Ri 一共有四种情况，具体如下：

R1 =

[
1 1

0 1

]
, R2 =

[
1 −1
0 1

]
, R3 =

[
1 0

1 1

]
, R4 =

[
1 0

−1 1

]

最后，单方向子带的支撑集将顺时针旋转 45◦ 并且有
√
2 的拉伸。

8.2.3 DFB 的实现以及改进

楔形 DFB 中的菱形滤波器和平行四边形滤波器，都可以通过二维可分离的棋盘滤波
器旋转、剪切、伸缩得到。棋盘滤波器的支撑集如图 8.15 所示，棋盘滤波器可以由方形滤
波器通过简单的平移、叠加得到，具体实现方式参见文献 [128]。
滤波器组的多相表示可以降低运算量。DFB 中采用的多相结构如图 8.16 所示。其中

P0(ω) 和 P1(ω) 表示多相分析滤波器，Q0(ω) 和 Q1(ω) 表示多相综合滤波器，图 8.16 与
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图 8.6 的对应关系为

H0(ω) = P0(M
Tω) + exp (−jωTk1)P1(M

Tω)

H1(ω) = P0(M
Tω)− exp (−jωTk1)P1(M

Tω)

G0(ω) = Q0(M
Tω) + exp (−jωTk1)Q1(M

Tω)

G1(ω) = Q0(M
Tω)− exp (−jωTk1)Q1(M

Tω)

图 8.15 棋盘滤波器的支撑集

图 8.16 双通道滤波器组的多相表示

进一步分析表明，上述公式还满足如下对称关系：

H0(ω) = H1(ω − 2πM−1k1)

G0(ω) = G1(ω − 2πM−1k1)

楔形 DFB虽然可以将频谱分解成 8方向子带，但是从图 8.3可以看出，所有方向子带
的支撑集都会在 0 频率点处相交，这就要求滤波器阻带十分陡峭，而这在现实中很难实现
（至少 FIR 滤波器如此）。楔形 DFB 会因为低频信息的轻微变动就带来较大的误差。针对
这个问题，Nguyen等重新设计了频率子带划分，提出了均匀方向滤波器组（uniform-DFB，
u-DFB），u-DFB在保证最大抽取的情况下，实现了完全重构，具体子带分解如图 8.17所示。

u-DFB 的设计思路与楔形 DFB 类似，首先将 0、1、2、3 与 4、5、6、7 分割，之
后采用了不同的采样矩阵以及滤波器实现最后的方向分解。除此之外，在实现过程中，可

将树形结构等效为多通道滤波器组，进一步简化了设计流程，具体实现方法参见文献 [129]。
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u-DFB 将低频部分分解成两个子带，如果只是对图像进行高频信息的方向分解，可以将整
个低频部分作为整体进行滤波。上述分析均在同一分辨率（即单尺度）下进行，在此基础上，

将 DFB与拉普拉斯金字塔（Laplacian pyramid，LP）相结合可以实现多尺度方向分解，这
就是下一节将要介绍的轮廓波变换（contourlet）。

图 8.17 u-DFB 的子带划分

8.3 轮廓波变换

二维小波变换的基函数在所有尺度和位置下均具有各向同性的特点，这导致小波变换

并不能很高效地描述图像中各向异性的成分。众多具有方向选择性的多尺度变换可以很好

地解决这个问题。Candès 等提出了曲波变换（curvelet）[130]，该变换的二维频域划分基于

极坐标系完成。极坐标系可以支持连续域中的曲波构造，但在离散域中，曲波变换的实现

非常具有挑战性。Do 和 Vetterli 提出了另一种思路 [131]，通过 DFB 与 LP 相结合，实现
了多尺度方向分解，该方法即为轮廓波变换（contourlet）。轮廓波变换在保留方向性的同
时，可以通过滤波器组实现，具有更加灵活的方向分解形式。

8.3.1 LP 分解

LP 是一种经典的多尺度方法 [132]，它以分层方式表示信号，其中每个层级对应于不同

分辨率下的近似和残差。LP 的基本思想是，通过低通滤波和下采样获得原始信号 x(n) 的

低分辨率近似 a(n)。基于此近似值，通过上采样和滤波得到与原始信号尺寸一致的预测值，

然后计算原始信号与预测值的残差 b(n)。在重构过程中，只需将残差加回预测数据就可以

得到重构信号。LP 的分析端和综合端分别如图 8.18（a）和 8.18（b）所示，其中 H、G

均表示低通滤波器。

从图 8.18（a）和 8.18（b）可以看出，LP 的分析端和综合端并不具备对称特性，若将
LP 分解应用于完全重构滤波器组中，需要对 LP 的综合端进行修改。Do 和 Vetterli 提出
了一种改进的综合端结构 [133]，如图 8.18（c）所示。此时，LP 的综合端与分析端有对称
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关系。除此之外，得到近似子带后可以重复进行 LP 分解，从而得到尺寸与分辨率逐级减
小的近似子带。每一级近似子带都会对应一个残差，多级 LP 结构最后输出一个低频近似
子带和多个包含细节信息的残差子带。

图 8.18 LP 的结构

8.3.2 轮廓波变换的结构

轮廓波变换可以将图像分解为多个不同分辨率下的方向子带，具体结构如图 8.19所示。
图像首先经过 LP 分解为低通（近似）与高通子带（细节），然后高通子带经过 DFB 得到
多方向子带，低通子带可以进行下一级 LP 分解或者直接输出。

图 8.19 轮廓波变换结构图

设输入图像为 a0[n]，经过 LP 分解得到的 J 个带通子带用 bj [n] 表示，其中 j =

1, 2, · · ·, J（按照从细到粗的顺序），最后一级的低通子带记为 aJ [n]。具体地，第 j 级 LP
将图像 aj−1[n] 分解为近似子带 aj [n] 和细节子带 bj [n]。每一个带通子带 bj [n] 被 lj 尺度

的 DFB 进一步分解为 2lj 个带通方向子带 c
(lj)
j,k [n]，其中 k = 0, 1, · · ·, 2lj − 1。
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在轮廓波变换中，LP 结构提供了可以选择的分解级数（即生成的残差子带个数）。经
过 LP 逐级分解，残差的支撑集越来越靠近低频区域，此时应采用方向数目更少的子带分
解。这样可以在尽可能保证方向性的同时，更有利于滤波器设计。如图 8.20所示，高频区
域子带采用 8 方向分解（LP 的第一级残差），第二级残差以及第三级残差的子带分解数都
为 4。在靠近低频的频谱区域进行滤波时，需要陡峭的滤波器，否则轻微的低频分量变化
就会导致整个结果产生较大差异。由此可见，靠近低频区域采用更少方向的子带分解，更

有利于滤波器的实现，进而降低轮廓波变换的分解误差。

图 8.20 轮廓波变换的子带划分

轮廓波变换的主要特点如下：

（1）若 LP 和 DFB 都使用完全重构滤波器组，则离散轮廓波变换可以实现完全重构，
这意味着离散轮廓波变换是一个框架算子（frame operator）。
（2）若 LP 和 DFB 都使用正交滤波器，则离散轮廓波变换实现紧框架，而且框架边界

等于 1。
（3）离散轮廓波变换的冗余度小于 4/3。
（4）假设 lj 尺度的 DFB 应用于 LP 的第 j 级，则轮廓波变换滤波器组的等效滤波器

的基本尺寸近似为：宽度为 C2j，长度为 C2j+lj−2。其中，C 为原始滤波器尺寸。

（5）使用 FIR 滤波器时，对于有 N 个像素的图像，离散轮廓波变换的计算复杂度为

O(N)。

综上，轮廓波变换在保留了传统可分离小波多分辨率与低冗余特点的同时，通过 DFB
实现了多方向子带划分。

8.3.3 非下采样轮廓波变换

轮廓波变换兼顾了 DFB 的多方向特性与 LP 结构的多尺度分解。同时通过分离整个
低频子带，解决了楔形 DFB 在低频部分子带分解引起误差的问题。但是轮廓波变换也存
在一些问题。首先，下采样操作会导致平移不变性的丢失。而平移不变性在图像处理领域
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有着重要意义，比如通过阈值进行图像去噪，缺少平移不变性会导致奇异点周围出现伪吉

布斯现象 [134]。其次，轮廓波变换的 LP 滤波器组结构几乎没有冗余，这为滤波器设计增
加了困难。基于上述事实，有学者提出了非下采样轮廓波变换（nonsubsampled contourlet
transform，NSCT）方案 [135]，该方案在保留轮廓波变换多尺度、多方向优势的同时，解决

了上述问题。

NSCT 由非下采样金字塔（nonsubsampled pyramid，NSP）和非下采样方向滤波器组
（nonsubsampled directional filter bank，NSDFB）构成。为了使变换具有平移不变性，在
实现金字塔分解与 DFB 时，将原先对信号进行的采样改为对滤波器进行内插。以两级金
字塔结构为例，为了得到如图 8.19 所示的高通、带通、低通子带，NSP 中的滤波器支撑集
如图 8.21 所示。第二级分解使用的滤波器由第一级经过内插得到，应当注意，对滤波器进
行内插后会有混叠分量产生（图 8.21 中使用浅灰色表示）。

图 8.21 非下采样两级金字塔结构

NSDFB 的实现依旧采用树形结构，只不过此时每一级中的双通道滤波器组只有滤波
操作。以 4 方向分解为例，树形结构滤波器组的支撑集如图 8.22 所示。

树形结构中，第二级的滤波器由第一级滤波器经过梅花形内插得到。若要在此基础上

实现 8 方向子带分解，需要选取合适的采样矩阵对滤波器进一步内插，进而得到楔形支撑
区间的滤波器。在使用滤波器进行滤波时，滤波器的过渡带越短（即阻带衰减越快），认为

滤波效果越好。除此之外，在使用 DFB 进行方向滤波时，要使用滤波器的通带进行滤波。
在处理带通子带时要格外注意，比如 NSP 的第二级产生一个带通子带，如图 8.19 中的带
通区域，此时的带通子带与 0 频率点距离较近。如果选用支撑集为图 8.3 的 DFB 进行滤
波，将不可避免地有部分带通区域由滤波器的过渡带滤波，这将对方向分解造成较大误差

影响。为了避免上述问题出现，与 NSP 中的滤波器相同，NSDFB 中的滤波器也应进行上
采样从而更好地匹配带通子带，进而实现更好的子带划分效果。

NSCT 取消了下采样操作，既保留了平移不变性，又增加了变换的冗余度，从而更有
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利于滤波器设计。NSCT 的滤波器设计问题包括如图 8.23 所示的两个基本 NSDFB。其目
标是设计完全重构的滤波器组，并增强其他特性，如陡峭的频率响应、简单的实现、框架

元素的规则性以及相应框架的紧密性，除此之外，还希望滤波器为线性相位。

图 8.22 4 方向分解结构

图 8.23 非下采样两级金字塔结构

由于谱分解的方法在二维中很难实现，因此可以放松紧支撑约束，使得设计的滤波器

满足线性相位条件。设计二维滤波器的一种有效且简单的方法是映射方法，该方法首先由

McClellan [136] 在数字滤波器的背景下提出，然后由几位作者 [127,137-139] 将该方法应用于滤

波器组设计。在该方法中，二维滤波器可由一维滤波器获得。具体设计步骤如下：

（1）构建满足一维完全重构的多项式 H
(1D)
i (x), G

(1D)
i (x), i = 0, 1。

（2）给定一个二维 FIR 滤波器 f(z)，H
(1D)
i (f(z)), G

(1D)
i (f(z)), i = 0, 1 则是满足完全

重构条件的二维滤波器。
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因此，必须设计一组一维滤波器和映射函数 f(z)，以便用少量滤波器系数很好地逼近

理想响应。在映射方法中，可以通过映射函数控制频率和相位响应。此外，如果映射函数

具有零相位特性，即 f(z) = f(z−1)，此时映射滤波器也为零相位。在这种情况下，在单

位球面上，映射函数是 (cosω1, cosω2) 中的二维多项式。因此，采用 F (x1, x2) 表示，其中

f(ejω) = F (cosω1, cosω2)。使用映射方法具体实现 NSCT 参见文献 [135]。

8.4 双树复小波变换

针对传统可分离小波变换方向性不足的问题，DFB 和轮廓波设计了新的子带划分方
式，有效地分离了不同方向的高频信息。除此之外，复小波变换同样可以有效地提取方向信

息。本节将介绍复小波变换中的典型代表——双树复小波变换（dual-tree complex wavelet
transform，DTCWT）。

8.4.1 复小波与解析性

传统的二维离散实小波变换具有多分辨率分析、时频局部化、快速算法等优点，但在

图像信号处理方面却有一些局限性 [140]。首先，传统实小波变换是带通函数，因此小波系数

在奇异点附近往往会出现正负振荡。其次，实小波变换不具有平移不变性，即信号的微小

偏移会极大地扰动奇异点周围的小波系数分布。在小波变换的多级滤波器组实现中，由于

非理想低通和高通滤波器与抽取操作的存在，离散时间下的小波系数会产生大量混叠。虽

然逆变换可以消除这种混叠，但是任何对小波系数的处理（阈值化、滤波和量化）都会打破

正变换和逆变换之间的微妙平衡，导致重构信号中出现伪影。最后，传统可分离二维小波

具有棋盘形支撑集，具有这样特点的小波并不能高效地表示图像中的纹理信息（只可以区

分 3 个方向的高频信息）。
基函数为复数的小波变换可以有效解决上述问题。以傅里叶变换为参考，其基函数为

ejωt = cos(ωt) + j sin(ωt) (8.4.1)

其中，j =
√
−1。注意到基函数的实部和虚部互为希尔伯特变换对，因此基函数为解析信

号，即基函数的频谱只在正频率范围有分布。

可以类比式(8.4.1)得到复小波（complex wavelets）形式：

ψc(t) = ψh(t) + jψg(t) (8.4.2)

若 ψh(t) 与 ψg(t) 构成希尔伯特变换对，即

ψ̂g(ω) =

−jψ̂h(ω), ω > 0

jψ̂h(ω), ω < 0
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此时复小波将会是解析信号，只在频率轴的单边有频率分量。

ψ̂c(ω) = ψ̂h(ω) + j(−jsgn(ω)ψ̂h(ω)) =

2ψ̂h(ω), ω > 0

0, ω < 0

复小波变换的系数由实部和虚部组成：

W i
c (n) =W i

h(n) + jW i
g(n) (8.4.3)

式中，i 表示分解级数；n 表示平移分量；W i
h(n),W

i
g(n) 可分别通过实小波变换得到。且

|W i
c (n)| =

√
[W i

h(n)]
2 + [W i

g(n)]
2

∠W i
c (n) = arctan

(
W i

g(n)

W i
h(n)

)
可以通过整体设计正交或者双正交的小波基实现复小波变换 [141-142]，但是这样的复小

波变换不具有解析性，因为滤波器组单一通道的频率响应在负半轴有明显凸起。另一种方

式就是双树（dual-tree）方法，采用实部虚部分别设计正交或者双正交基来实现复小波变换。
这样的方法可以很好地克服传统实小波的缺点，唯一的代价就是增加了变换的冗余（D 维

情况下会有 2D 的冗余）。复小波变换的解析性（实部虚部互为希尔伯特变换对）在克服上

述缺点中起着至关重要的作用，下面将具体说明。

在很多情况下，需要小波函数 ψ(t) 具有有限支撑的特点，因为有限支撑小波函数可以

采用 FIR滤波器实现。但是，有限支撑函数不可能具有严格解析的特点（参考傅里叶变换，
基函数在时域无限延伸，不会衰减为零）。因此，在满足有限支撑的条件下，希望小波函数

近似解析，这样就会得到近似的幅度相位平移不变性而且具有无混叠特性。

除了有限支撑的特点，完全重构的特点同样与解析性的特点产生冲突，完全重构表达

式如下：

H0(ejω)H̃0(ejω) +H1(ejω)H̃1(ejω) = 2

假设 h1(n)具有解析性，那么在 −π<ω<0区间上H1(ω)≈0，这就意味着H0(ejω)H̃0(ejω)=2，

此时 h0(n) 不再是因果低通滤波器。

由此可见，实现严格的解析性具有很大困难，但近似解析的复小波变换可以很好地克

服传统小波的缺点。双树结构具有清晰的设计思路，而且只具有 2 倍冗余，下面将详细介
绍 DTCWT。

8.4.2 一维 DTCWT

一维 DTCWT 可以由两个实 DWT 构成，两个实 DWT 分别构成复小波变换的实部
和虚部。分析滤波器组和综合滤波器组分别如图 8.24（a）和图 8.24（b）所示。其中 h0(n)、
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h1(n)表示滤波器组上路的低/高通滤波器，g0(n)、g1(n)表示滤波器组下路的低/高通滤波
器，上路下路滤波器分别对应于 ψh(t) 和 ψg(t)。图 8.24 表示 DTCWT 的两级分解，分
析/综合滤波器组的两个分支分别对应于 DTCWT 的实部与虚部。两级分解后的近似系数
为 a(n) = aR(n)+ jaI(n)，第一级和第二级分解得到的细节系数为 dk(n) = dR

k (n)+ jdI
k(n)，

其中，k = 1, 2 表示分解级数。将复小波变换的表达式重写如下：

ψ(t) = ψh(t) + jψg(t)

图 8.24 DTCWT 滤波器组的结构

为了满足完全重构条件与近似解析条件，ψh(t) 和 ψg(t) 应该满足希尔伯特变换对关

系，具体如下：

ψg(t) ≈ H[ψh(t)] = ψh(t) ∗
1

πt
(8.4.4)

注意到在 DTCWT的滤波器组中，使用的滤波器均为实数滤波器，因此没有涉及复数
运算。虽然综合端取两路信号的平均值作为最终的输出信号，实际上，可以由任何一路信
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号来恢复原始信号，因此，DTCWT 具有 2 倍冗余（不符合临界采样）。当 DTCWT 应用
于实信号时，图 8.24（a）中的上下两支路分别对应于 DTCWT 系数的实部和虚部，应注
意，如果 DTCWT 用于处理复信号，上述对应关系不再成立。
当两个离散实小波变换为正交变换，且使用 1/

√
2 进行归一化时，关于信号的帕塞瓦

尔能量等式为 ∑
i,n

(|W i
h(n)|2 + |W i

g(n)|2) =
∑
n

|x(n)|2

从上式可以看出，信号的能量与小波变换域的能量相同。在 DTCWT 的实现过程中，
解析性起着关键性作用，因此滤波器需要保证式(8.4.4)的近似成立，下面将介绍滤波器设
计的具体条件。

1. 半样本延迟条件
将小波变换的解析性设计问题转换到滤波器设计问题上。假设采用的两个实 DWT 均

为正交变换，有如下公式：

ψh(t) =
√
2
∑
n

h1(n)φh(2t− n) (8.4.5)

φh(t) =
√
2
∑
n

h0(n)φh(2t− n) (8.4.6)

其中，h1(n) = (−1)nh0(1−n)，ψg(t), φg(t)也有类似定义。由于小波函数取决于尺度函数，

尺度函数又间接取决于滤波器设计，因此，为了近似满足 ψg(t) ≈ H[ψh(t)]，滤波器设计应

近似满足半样本延迟（half-sample delay）条件 [143-145]，具体如下：

g0(n) ≈ h0(n− 0.5) (8.4.7)

式(8.4.7)的频域表达式为

G0(ejω) = e−j0.5ωH0(ejω) (8.4.8)

将式(8.4.8)使用幅值和相位分开表示，可以得到等价条件如下：

|G0(ejω)| = |H0(ejω)| (8.4.9)

∠G0(ejω) = ∠H0(ejω)− 0.5ω (8.4.10)

为了实现式(8.4.7)所示的半样本延迟，需要 h0(n) 经过分数延迟系统。但是这样的系

统实际不存在，因为如果 h0(n) 是 FIR 滤波器，那么 g0(n) 将会是无限长滤波器。因此，

在实际实现过程中，半延迟条件式(8.4.9)与式(8.4.10)只需近似满足。
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2. 滤波器设计
DTCWT 由两个实小波变换构成，实小波变换的滤波器设计应满足如下条件：
（1）近似满足半延迟条件；
（2）完全重构（即满足正交或者双正交）；
（3）有限支撑（FIR 滤波器）；
（4）消失矩（良好的阻带衰减）；
（5）线性相位滤波器（只有复滤波器响应需要满足线性相位条件，可以通过 g0(n) =

h0(N − 1− n) 来实现）。
滤波器的设计可以先通过现有小波函数确定 h0(n)，之后根据 h0(n) 确定同时满足完

全重构条件与半延迟条件的 g0(n)。可是，这样会导致设计出来的 g0(n) 的长度远远大于

h0(n)。由此采用联合设计 h0(n) 和 g0(n) 的方法，具体的实现方法有线性相位双正交方

法 [146-147]、q 移位方法 [148]、公因子方法 [149]。下面介绍公因子方法：

公因子方法可以满足 DTCWT 中的正交/双正交条件。令

h0(n) = f(n) ∗ d(n) (8.4.11)

g0(n) = f(n) ∗ d(L− n) (8.4.12)

式中，f(n)、d(n) 为 FIR 滤波器；L 为 d(n) 的长度。频域表达式为

H0(z) = F (z)D(z) (8.4.13)

G0(z) = F (z)z−LD(z−1) (8.4.14)

在上述表达式中，幅度条件满足式(8.4.9)，但相位条件不满足式(8.4.10)，根据式(8.4.13)、
式(8.4.14)，令

G0(z) = H0(z)A(z) (8.4.15)

式中，A(z) =
z−LD(z−1)

D(z)
为全通函数，即 |A(ejω)| = 1。因此根据式(8.4.15)，有

|G0(ejω)| = |H0(ejω)|

∠G0(ejω) = ∠H0(ejω) + ∠A(ejω)

如果 h0(n) 和 g0(n) 能够近似满足相位条件式(8.4.10)，那么 D(z) 的选择需要保证

式(8.4.16)的成立。

∠A(ejω) ≈ −0.5ω (8.4.16)

根据式(8.4.16)，可以确认 A(z) 为分数倍延迟全通系统。至此，滤波器设计问题分为

两步：首先，找到 FIR 滤波器 D(z) 使 A(z) 满足式(8.4.16)；其次，选取 FIR 滤波器 F (z)

使 h0(n) 和 g0(n) 满足完全重构条件。具体 D(z), F (z) 的选择方法可参考文献 [140]。
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除了滤波器设计外，还应注意如果每一级分解使用相同的完全重构滤波器，那么前几

阶段将不满足近似解析条件。为了保证每个阶段的 DTCWT都具有近似解析条件，滤波器
选取应满足如下条件： g0(n) = h0(n− 1), l = 1

g0(n) = h0(n− 0.5), l > 1

其中，l 表示分解级数。

8.4.3 二维 DTCWT

二维 DTCWT 不仅保留了一维 DTCWT 的近似解析性等特点，还具有比传统可分离
DWT 更细致的方向性。

1. 二维 DTCWT 的方向分解
为了说明二维 DTCWT的方向性，首先回顾二维可分离小波变换的高频支撑区间，为

了更好地说明，将高频子带（LH、HL、HH）重新整理，如图 8.25所示。

图 8.25 可分离小波变换高频支撑区间

在图 8.25中，一个完整周期 [−π,π]2 被划分为 16 个小块，中间 4 个小块代表低频部
分，其余小块代表高频部分，阴影部分为二维小波函数对应的支撑区间。二维可分离小波

变换由一维小波变换分别沿水平方向与竖直方向分解得到，以对角线方向为例，两次一维

小波分解均使用一维小波函数计算（即高通滤波器），具体运算过程如图 8.26所示。

图 8.26 对角线方向 DWT 分解过程

图 8.26中，作为乘法因数的两个支撑区间，分别对应两次不同方向的一维 DWT。由
于一维 DWT 小波函数为实函数，因此在一维坐标轴上关于原点对称，拓展到二维时即关
于水平/竖直坐标轴对称。不难发现，实小波函数的对称性直接导致了二维可分离小波的棋
盘形支撑区间，这极大地影响了方向信息的识别。DTCWT 将小波基函数改为复数，有效
地改善了可分离小波变换方向性模糊的缺点。
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类似于二维可分离小波的构造，可以从一维复小波出发构造二维双树复小波。考虑二

维小波函数 ψ(x, y) = ψ(x)ψ(y)，其中 ψ(x) = ψh(x) + jψg(x)。二维复小波 ψ(x, y) 为

ψ(x, y) = [ψh(x) + jψg(x)][ψh(y) + jψg(y)]

= ψh(x)ψh(y)− ψg(x)ψg(y) + j[ψg(x)ψh(y) + ψh(x)ψg(y)] (8.4.17)

ψ(x, y) 的频谱支撑区间如图 8.27 所示。

图 8.27 二维双树复小波理想频谱支撑区间

由于 ψ(t) 的频谱具有单边带特性，因此二维双树复小波 ψ(x, y) 的频谱支撑区间只出

现在频域的一个象限，由此可见，二维双树复小波具有方向性。将 ψ(x, y) 的实部提取出

来，可以得到如下形式：

Re{ψ(x, y)} = ψh(x)ψh(y)− ψg(x)ψg(y) (8.4.18)

实部由两个二维可分离（实）小波之差构成，式(8.4.18)中的第一项，ψh(x)ψh(y) 表示

二维可分离小波变换中通过 h0(n), h1(n) 获得的 HH 分量，第二项 ψg(x)ψg(y) 表示二维

可分离小波变换中通过 g0(n), g1(n) 获得的 HH 分量。从另一个角度分析，解析信号具
有单边频谱，解析信号实部的频谱关于原点对称。由此，Re{ψc(x, y)} 的频谱支撑区间如
图 8.28 所示。

图 8.28 二维双树复小波实部频谱支撑区间

与可分离实小波不同，DTCWT 不具有棋盘形的支撑区间，具有分辨 45◦ 和 −45◦ 的
能力。使 DTCWT具有方向性特点的主要原因是小波的解析性，即复小波的实部虚部互为
希尔伯特变换对。

与上述小波函数 ψ(x, y) = ψ(x)ψ(y)类似，还有其他 5个小波函数 φ(x)ψ(y)、ψ(x)φ(y)、

φ(x)ψ∗(y)、ψ(x)φ∗(y)、ψ(x)ψ∗(y)，其中 φ∗(y)表示 φ(y)的复共轭，它们都具有式(8.4.17)的
类似形式。这 6 个小波函数构成了双树复小波的全部小波函数，如果取实部，就构成小波
函数为实数的双树实小波变换。利用解析函数的性质，可以得出复小波函数的实部与虚部
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有着相同的支撑区间，而且全部关于原点对称。可以发现，6个双树复小波函数只能表示频
谱支撑区间中高频部分的 6 个方格，为了得到关于原点对称的另外 6 个方格的支撑区间，
只需要对上述小波函数进行复共轭运算。

为了更好地说明 DTCWT 的方向对应关系，将以复小波函数 ψ(x, y) = ψ(x)φ∗(y) 为

例，具体如下：

ψ(x, y) = [ψh(x) + jψg(x)][φh(y) + jφg(y)]
∗

= [ψh(x) + jψg(x)][φh(y)− jφg(y)]

= ψh(x)φh(y) + ψg(x)φg(y) + j[φh(y)ψg(x)− ψh(x)φg(y)]

此处应注意，构成复小波函数的尺度函数 φh, φg与小波函数 ψh, ψg均为实函数。ψ(x, y)

的理想频谱支撑区间如图 8.29 所示。

图 8.29 小波函数频谱支撑区间

可以看出，图 8.29 表示了 105◦ 方向的复小波变换支撑区间，如果取该复小波的实部，

将实部函数重写如下：

Re{ψ(x, y)} = ψh(x)φh(y) + ψg(x)φg(y) (8.4.19)

与 45◦ 方向的分析类似（或者根据解析信号的性质），将会获得关于原点对称的支撑区

间，如图 8.30 所示。

图 8.30 小波函数实部频谱支撑区间

采用同样的分析方法，可以组合尺度函数与小波函数形成不同的方向性支撑区间。

2. 双树实小波变换
根据式(8.4.18)、式(8.4.19)与对应的复小波，得到其余 4 个二维复小波：φ(x)ψ(y)、

ψ(x)φ(y)、φ(x)ψ∗(y)、ψ(x)ψ∗(y)，其中 φ(x) = φh(x) + jφg(x)，ψ(x) = ψh(x) + jψg(x)。

取这些小波函数的实部并使用 1/
√
2 进行归一化处理，得到双树实小波变换的 6 个小波函

数如下：
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ψR
k (x, y) =

1√
2
(ψ1,i(x, y) + ψ2,i(x, y)) (8.4.20)

ψR
k+3(x, y) =

1√
2
(ψ1,i(x, y) + ψ2,i(x, y)) (8.4.21)

其中，i = 1, 2, 3。二维可分离小波的定义如下：

ψ1,1(x, y) = φh(x)ψh(y), ψ2,1(x, y) = φg(x)ψg(y)

ψ1,2(x, y) = ψh(x)φh(y), ψ2,2(x, y) = ψg(x)φg(y)

ψ1,3(x, y) = ψh(x)ψh(y), ψ2,3(x, y) = ψg(x)ψg(y)

将双树实小波变换所有小波函数的对应支撑区间列出，可以发现双树实小波变换可以

将高频子带划分为 6 个方向，具体如图 8.31 与图 8.32 所示。

图 8.31 二维双树实小波时域系数

图 8.32 二维双树实小波频谱支撑区间

使用 1/
√
2 归一化只是为了使和/差运算构成正交运算。与二维可分离小波变换对比，

由于在两路可分离小波变换的基础上进行了加减运算，因此双树实小波变换不可分离。虽

然双树实小波变换具有方向性，且只有 2 倍冗余，但是全部由实函数组成也造成了近似平
移不变性的缺失。

3. DTCWT
二维 DTCWT 在实变换的基础上增加了虚部，冗余变为 4 倍，在同时满足方向性与

近似解析性的同时还满足近似平移不变性（基函数为复数）。DTCWT 易于实现，实部和虚
部可以分两路同时进行。为了便于解释说明，将式(8.4.17)中的虚部整理如下：

Im{ψ(x, y)} = ψg(x)ψh(y) + ψh(x)ψg(y) (8.4.22)
注意到，式(8.4.22)中，ψg(x)ψh(y) 对应二维可分离小波的中的 HH 分量，其中使用滤

波器 g0(n), g1(n) 沿水平方向滤波，使用滤波器 h0(n), h1(n) 沿竖直方向滤波。虚部的第二

项同样表示二维可分离小波的 HH 分量，只是水平方向和竖直方向的滤波器进行互换。
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类似地，得到其他 5 个小波函数中对应的虚部，整理如下：

ψI
k(x, y) =

1√
2
(ψ3,i(x, y) + ψ4,i(x, y)) (8.4.23)

ψI
k+3(x, y) =

1√
2
(ψ3,i(x, y) + ψ4,i(x, y)) (8.4.24)

式中，i = 1, 2, 3。二维可分离小波的定义如下：

ψ3,1(x, y) = φg(x)ψh(y), ψ4,1(x, y) = φh(x)ψg(y)

ψ3,2(x, y) = ψg(x)φh(y), ψ4,2(x, y) = ψh(x)φg(y)

ψ3,3(x, y) = ψg(x)ψh(y), ψ4,3(x, y) = ψh(x)ψg(y)

式(8.4.23)、式(8.4.24)表示的方向，与式(8.4.20)、式(8.4.21)表示的方向完全相同（解
析信号下的实部虚部频谱支撑区间一致）。在实现 DTCWT 的过程中，将式(8.4.20)、式
(8.4.21) 表示的小波函数作为实部，将式(8.4.23)、式(8.4.24)表示的函数作为虚部。
二维 DTCWT 在实现过程中使用了 4 个可分离小波变换的线性组合，因此不是严格

意义上的双树结构。由于二维 DTCWT 从一维 DTCWT 推广而来，因此依然采用这个名
称。二维 DTCWT 具有方向性、近似解析性，但不具有可分性，除此之外，树形结构之间
没有数据的交互，由此提高了运算效率。

本章小结

本章从二维可分离小波变换出发，介绍了二维小波变换的构造原理及实现过程。二维

可分离小波由一维小波的张量积得到，其实现过程是沿水平、竖直方向分别进行一维小波

变换，因而可以得到水平、竖直和对角三个方向的高频子带。然而，二维小波的棋盘形支撑

区间不足以表示图像中的方向信息。为了更有效地表示图像中的方向信息，由此引出了方

向滤波器组，其基本思想是将频带进行方向划分。8.2节详细介绍了方向滤波器组的原理、结
构及具体实现方式。8.3节介绍了轮廓波变换，该变换将金字塔分解与方向滤波器组相结合，
实现了图像的多尺度多方向分解，改善了传统可分离小波变换方向性不足的缺点。8.4节介
绍了双树复小波变换的相关内容。当复小波函数满足解析性条件时，变换将具有良好的平

移不变性。在现有小波函数的基础上，复小波变换可以通过滤波器组的双树结构实现。良

好的方向性使得双树复小波变换在图像处理领域有着重要应用价值。

除本章所介绍的几类变换之外，还有一些多尺度方向变换，包括方向可控金字塔（steer-
able pyramid）变换 [150]、脊波（ridgelet）变换 [151]、曲波（curvelet）变换 [130]、剪切波（shearlet）
变换 [152-153]、方向提升变换（directional lifting transform）变换 [154-156] 等，这些研究极大地

促进了小波理论的发展，由此形成了所谓的“第三代”小波或多尺度几何分析（multiscale
geometric analysis）理论。限于篇幅，本书不再展开介绍，感兴趣的读者可参阅相关文献。
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习题

8.1 信号的频谱支撑集如图 8.4（a）所示，梅花形采样矩阵 Q =

[
1 −1
1 1

]
，分别画

出经过梅花形矩阵抽取与内插后的频谱支撑集，并说明信号频谱幅度变化情况。

8.2 信号的频谱支撑集如图 8.4（a）所示，剪切矩阵 R =

[
1 −1
0 1

]
，分别画出经过

剪切矩阵 R 抽取与内插后的频谱支撑集，并说明信号频谱幅度变化情况。

8.3 如何实现支撑集图 8.12（b）所示的滤波器？
8.4（MATLAB 练习） 画出双树复小波基函数的时域波形，并与离散小波进行对

比。提示：使用 MTALAB 函数 helperPlotWaveletDTCWT。
8.5（MATLAB 练习） 使用 NSCT 对图像进行多级分解，观察子带系数的特点。

提示：NSCT 工具箱可以从 https://www.mathworks.com/matlabcentral/fileexchange/
10049-nonsubsampled-contourlet-toolbox 下载。
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本章要点

• ADC 的基本结构是什么？
• 高速 ADC 的基本原理是什么？实现过程需要注意什么问题？
• 什么是周期非均匀采样？相应的采样信号的频谱具有怎样的特点？
• 时间交织的 ADC 的结构是什么？误差分析有哪几种情况？
• 基于 QMFB 的 ADC 的基本原理是什么？具体的分析和综合滤波器组是怎样设
计的？

• 什么是过采样 ADC？过采样技术的优势有哪些？
• 什么是 Σ-∆ ADC？其特点是什么？

9.1 时间交织的高速 ADC

9.1.1 ADC 的基本结构

模/数转换器（analog to digital converter，ADC）是将模拟信号转换为数字信号的电
子器件，广泛应用于实际工程领域。自然界的模拟信号，如声音、电压、温度、光强等，经

过 A/D 转换变为数字信号，从而可以应用数字处理设备对信号进行分析与处理。模拟信
号数字化的好处是，数字信号处理的精度更高，且更容易控制。同时，数字信号易于存储

和传输。特别是远程传输后，信号能够保证高保真度，而模拟信号通常会有一定程度的失

真。此外，数字系统的设计与实现更加灵活，通常仅需要改变编程算法，且器件成本更低，

有利于批量生产和维护。

A/D转换过程主要包括采样（sampling）和量化（quantization）两部分，结构如图 9.1（a）
所示。采样是以一定的时间间隔 T 对模拟信号 xa(t) 进行采集，从而得到离散序列 x(n)，

两者的关系为 x(n) = xa(nT )。采样时间间隔的倒数即为采样率 fs = 1/T，单位为赫兹

（Hz）或每秒样本数（samples/s）。实现采样的器件称为采样器（sampler）。在实际中，采



样是通过采样-保持电路（S/H circuit）来实现的，即在一个采样间隔内，信号幅值保持不
变，直到下一个采样时刻到来。由于采样时钟的物理特性，实际的采样时刻与理想时刻存

在一定的偏差，这种现象称为时钟抖动（clock jitter）。时钟抖动会造成采样点非均匀，从
而引起误差。

图 9.1 A/D 转换过程示意图

量化是对采样信号的幅值进行离散化，通过有限个数值（称为量化级）来近似采样信号

的幅值，最终得到时间与幅值均离散的数字信号。实现量化的器件称为量化器（quantizer）。
量化通常伴随着编码，即以二进制数 2N 来进行量化，其中 N 为量化位数，或称为分辨

率À。显然，采样率和分辨率越大，数字信号越接近模拟信号。然而在实际中，采样率和分

辨率总是有限的。如何以更经济的方式采集和恢复模拟信号是 ADC 的基本问题。
香农–奈奎斯特采样定理指出：对于一个频带限制在 (0, fh)内的模拟信号，如果以不低

于 2fh 的采样率对它进行均匀采样，则可由采样信号精确重构原模拟信号，2fh 称为奈奎

斯特采样率Á（Nyquist sampling rate）。如果 ADC 的采样率等于奈奎斯特采样率，则称为
奈奎斯特 ADC；而如果采样率高于奈奎斯特采样率，则称为过采样（oversampled）ADC。

À 量化的分辨率还可以通过量化步长来定义，即相邻量化级的距离。假设量化是线性的，动态范围是 R，量化位数为 N，

则步长 ∆ = R/2N。

Á 与之非常相似的另一个概念是奈奎斯特频率（Nyquist frequency），定义为采样率的一半，即 fs/2。两者含义不同，读

者应注意区分。
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过采样技术能够有效提升 ADC 的信噪比和分辨率，9.3 节将给出具体分析。

9.1.2 时间交织 ADC

随着现代信号处理技术的发展，数字化处理技术以其高速、灵活、可靠等突出优点，逐

渐在现代信号处理系统中得到了广泛的应用，同时对 ADC 的要求也越来越高。例如，在
雷达系统设计中要求数据的采集和处理逐渐向射频端靠近，这就对前端的 ADC 提出了很
高的要求，有别于一般工程中的 ADC，要求具有相当高的采样率、位数和动态变化范围。
就目前的器件水平而言，单片 ADC 实现这样的目标有很大困难。例如，假设最高频率为
500MHz 的模拟信号，根据采样定理，要想从数字信号精确重构模拟信号，则采样率不能
低于 2× 500MHz = 1GHz，也即采样时间间隔不高于 10−9s。这对 ADC 硬件设备的要求
非常高，而且采样时间间隔太小，难以控制准确的采样时刻。

能否应用现有的低速采样设备来实现高速的采样系统？这样可以在单片 ADC 性能不
高的情况下使系统整体性能有很大改善，大大提高数据采集的速度和精度。关于这个问题，

可以利用多路并行的方式来解决。例如，为了实现上述 1GHz 的采样率，可以采用 10 片
采样率为 100MHz 的 ADC 分时轮流对模拟信号进行采样，相邻两片 ADC 之间有一个时
间的延迟，结构如图 9.2 所示。这样每片 ADC 的采样率为系统总采样率的 1/10，最后总
的采样率为 1GHz。

图 9.2 10 片 ADC 实现高速 A/D 转换的结构图

下面通过一个例子来说明多路并行采集系统的基本原理。

例 9.1 已知某模拟信号 g(t)，以采样间隔 T 对它进行采样，得到的采样信号为

s(n) = g(nT )，两者的关系如图 9.3 所示。

图 9.3 模拟信号与采样信号的关系
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把 s(n) 按如下方式分为三个子列：

si(n) = {g(3nT + iT ), n = 0, 1, 2, · · · }, i = 0, 1, 2

图 9.4 分别给出了 si(n), i = 0, 1, 2 的示意图。

图 9.4 子序列 si(n), i = 0,1,2 的示意图

对 si(n), i = 0, 1, 2 作 3 倍零值内插，得到

š0(n) = {g(0), 0, 0, g(3T ), 0, 0, g(6T ), 0, 0, g(9T ), · · · }

š1(n) = {g(T ), 0, 0, g(4T ), 0, 0, g(7T ), 0, 0, g(10T ), · · · }

š2(n) = {g(2T ), 0, 0, g(5T ), 0, 0, g(8T ), 0, 0, g(11T ), · · · }

则原先的序列 s(n) 可以通过对序列 š0(n), š1(n), š2(n) 进行移位、相加而得到，即

s(n) = š0(n) + š1(n− 1) + š2(n− 2)

事实上，si(n), i = 0, 1, 2 是分别对信号 g(t + iT ) 以 T ′ = 3T 均匀采样而得到的。这种通

过对低速均匀采样序列的交叉、移位、合并而得到高速均匀周期采样序列的方法就是多路

并行 ADC 处理的基本方法。
在上述的分析过程中，认为在一个周期 T ′ = 3T 内数据的采样点是均匀分布的。而在

实际中，由于采样时间间隔很小，不可能准确地实现均匀周期采样；同时在应用电路对模
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拟信号进行采集的过程中，对时间的同步要求也不容易满足。把几片低速 ADC 组合在一
起得到高速 ADC，在时间交织的过程中势必会引入时钟误差。针对这个问题，下面考虑一
种更一般的采样模型。记采样信号为

s(n) = {g(t0), g(t1), g(t2), · · · }

式中，tm 为第 m次采样时刻。此时采样点不一定是均匀的，但总体有一个循环的周期MT，

即

tnM+m = tm + nMT, m = 0, 1, · · · ,M − 1

称上述采样方式为周期非均匀采样，如图 9.5所示。假设 g(t)是一个频率范围为

(
− 1

2T
, 1

2T

)
的模拟信号，其傅里叶变换为 Ga(ω)，这里下标 a 表示是模拟信号的傅里叶变换，ω 为模
拟角频率。下面分析这种采样信号与模拟信号的频谱之间的关系。

图 9.5 周期非均匀采样示意图

应用例 9.1 所介绍的方法，把周期非均匀采样信号分解为 M 个子列：

s(n) = {s0(n), s1(n), · · · , sM−1(n)}

式中，sm(n) = g(tm + nMT ),m = 0, 1, · · · ,M − 1。

可以看出，sm(n)是对信号 g(t+tm)以 T ′ =MT 均匀采样而得到的。为了用 sm(n),m =

0, 1, 2, · · · ,M − 1 重新描述原来的采样信号 s(n)，可以先对每个子列进行 M 倍的零值内

插，即

šm(n) = {g(tm), 0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
M−1

, g(tm +MT ), 0, · · · }

然后再把第 m 个子列延迟 m 个单位，记为 šm(n−m)。
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最后，将所有延迟的子列叠加在一起就可以得到原来的周期非均匀采样序列：

s(n) =
M−1∑
m=0

šm(n−m) (9.1.1)

对式(9.1.1)作傅里叶变换，可得 s(n) 的频谱（见习题 9.1）为

G(ω) =
M−1∑
m=0

Šm(ω)e−jωmT =
1

MT

M−1∑
m=0

[
∞∑

k=−∞

Ga

(
ω − 2πk

MT

)
ej(ω−2πk/MT )tm

]
e−jωmT

(9.1.2)

式中，Šm(ω) 为 šm(n) 的频谱。注意上式的 ω 均为模拟角频率。

考虑第 m 个非均匀采样点 tm 与均匀采样点 mT 的相对误差，记 rm =
mT − tm

T
，则

tm = mT − rmT，式(9.1.2)可表示为

G(ω) =
1

T

∞∑
k=−∞

(
1

M

M−1∑
m=0

e−j[ω−2πk/(MT )]rmT e−j2πkm/M

)
Ga

(
ω − 2πk

MT

)
(9.1.3)

称式(9.1.2)和式(9.1.3)为周期非均匀采样信号的频谱 [157]。

由于正弦信号在信号处理中起着非常重要的作用，下面考察正弦信号在这种采样策略

下的频谱。设复指数信号为 ejω0t，其中 ω0 = 2πf0，其傅里叶变换为

Ga(ω) = 2πδ(ω − ω0) (9.1.4)

将式(9.1.4)代入到式(9.1.3)中可以得到

G(ω) =
2π

T

∞∑
k=−∞

(
1

M

M−1∑
m=0

e−jω0rmT e−j2πkm/M

)
δ

(
ω − ω0 −

2πk

MT

)
(9.1.5)

定义序列

A(k) =
1

M

M−1∑
m=0

e−jω0rmT e−j2πkm/M (9.1.6)

则式(9.1.5)变为

G(ω) =
2π

T

∞∑
k=−∞

A(k)δ

(
ω − ω0 −

2πk

MT

)
(9.1.7)

式(9.1.7)就是复指数信号经周期非均匀采样之后所得到的采样信号的频谱表示。据此不难
得出下列结论：
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（1）从 A(k) 的表达式(9.1.6)可以看出，A(k) 是以 M 为周期的周期序列。事实上，

A(k) 可视为序列 a(m) =
1

M
e−jω0rmT (m = 0, 1, · · · ,M − 1) 的离散傅里叶变换（DFT）。

（2）结合 A(k) 的周期性与式(9.1.7)可以看出，G(ω) 依然是以 2π/T = 2πfs 为周期的

周期频谱。在一个周期内包含有 M 个均匀分布的谱线。以实际频率为单位来描述，相邻谱

线的间隔为 2π/MT = fs/M，第 m 个谱线落在 f0+
m

M
fs，其幅度为 |A(m)|。谱线分布如

图 9.6所示。由于正弦信号为单频信号，因此信号频谱的主要成分集中在 f0，幅度为 |A(0)|，
其余谱线是由非均匀采样引入的噪声。当 rmT = mT − tm 很小时，|A(k)| ≈ |A(−k)|。特
别地，若 rmT = 0，则 A(k) = δ(k − nM)，此时 G(ω) 转化为均匀采样的频谱。

图 9.6 复指数信号经周期非均匀采样后的频谱图

（3）对 A(k) 应用帕塞瓦尔定理可以得到

M−1∑
k=0

|A(k)|2 = 1 (9.1.8)

因此可以把信号的信噪比定义为

SNR = 10 lg
(
|A(0)|2

1− |A(0)|2

)
(dB) (9.1.9)

下一节将采用式(9.1.9)来分析多路并行 ADC 的信噪比。
基于时间交织（time-interleaving）的多路并行 ADC 如图 9.7 所示，M 个 ADC 子系

统按照并行的方式工作，每一个子系统以 MT 为周期采集并数字化输入信号，即每个子系

统的采样率为
1

MT
。尽管所有的子系统用一个系统时钟来驱动，但是采样时刻是交错排列

的，如子系统 m+ 1 的采样时刻落后于子系统 m 的采样时刻 T 秒，如图 9.8 所示。并行
采集之后得到的复用序列以

1

T
的速率输出。因此应用 M 个并行的子系统就可以有效地把

采样率从
1

MT
提高到

1

T
，从而实现了由低速 ADC 来采集高速数据点。
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图 9.7 时间交织 ADC 的基本结构

图 9.8 时间交织 ADC 的时钟响应

9.1.3 时间交织 ADC 的信噪比分析

由 9.1.2节的分析知道，应用时间交织 ADC可以实现高速数据的采集与处理。但这种
多路并行采集方法在对时间同步的准确性与稳定性方面要求非常高，在实际中是不容易达

到的。实际中，时钟的误差使得所采集的数据是不均匀的，这将造成谐波失真，并影响系

统的信噪比及应用范围。本节即对时间交织 ADC 的信噪比进行分析。有效字长法和谐波
失真法是两种常用的分析方法。本节应用谐波失真法来分析，而对于有效字长法可以应用

“6dB 的信噪比等价于 1 位”的关系À来得到。

考虑复指数函数 ejω0t，根据 9.1.2 节的分析，采用周期非均匀采样得到的频谱可以
表示为

G(f) =
2π

T

∞∑
k=−∞

A(k)δ

(
f − f0 −

k

MT

)
(9.1.10)

À 奈奎斯特 ADC 的有效量化位数与信噪比的关系为

SNR = 6.02N + 1.76

因此，每增加 1 位量化位数，信噪比提升约 6dB。
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其中

A(k) =
1

M

M−1∑
m=0

e−j2πrmf0/fse−j2πkm/M (9.1.11)

由此可以看到，G(f) 在一个周期内包括 M 个均匀分布的谱线，而谱线的幅度 |A(k)| 由序
列 e−j2πrmf0/fs 决定；或者说，主要由采样误差 rm 和归一化频率 f0/fs 的乘积所决定。

下面讨论几种不同的误差模型。

1. 偏移采样
假设用时钟边缘对一个正弦信号采样。由于时钟脉冲通常不具有精确的 50% 占空比，

因此采样点不是均匀的，但是在每两个采样周期重复一次，称这种采样方法为“偏移采样”

（offset sampling）。很明显这种情况是周期非均匀采样的特殊情况，其中 M = 2。在此情

况下，r0 = 0，因此

|A(0)|2 = cos2(πr1f0/fs) (9.1.12)

可以得到信噪比为

SNR = 20lg(|cot(πr1f0/fs)|) (dB) (9.1.13)

2. 独立随机采样
在这种情况下，rm(m = 0, 1, · · · ,M − 1) 是 M 个独立同分布的随机变量。为了得

到这种情况下的信噪比，需要计算 |A(0)|2 = E[A(0)A∗(0)]，其中 E 表示期望运算。设

αm = rmf0/fs(m = 0, 1, · · · ,M − 1) 是独立同分布的随机变量，其密度函数为 p(α)，特征

函数为 P (ω) = E[ejωα]，则 E[A(0)A∗(0)] 的计算如下：

E[A(0)A∗(0)] =

(
1

M

)2 M−1∑
m=0

M−1∑
n=0

E[e−j2π(αm−αn)]

=
1

M
+

1

M2
(M2 −M)|P (2π)|2 = |P (2π)|2 + 1

M
(1− |P (2π)|2) (9.1.14)

信号的信噪比为

SNR = 10lg
(

E[A(0)A∗(0)]

1− E[A(0)A∗(0)]

)
= 10lg

(
(M − 1)|P (2π)|2 + 1

(M − 1)[1− |P (2π)|2]

)
(dB) (9.1.15)

3. 均匀随机采样
假设 αm = rmf0/fs(m = 0, 1, · · · ,M −1)是独立同分布的随机变量，且服从

(
−a
2
,
a

2

)
上的均匀分布，称这种情况为“均匀随机采样”。可知 p(α) =

1

a
, α ∈

(
−a
2
,
a

2

)
，通过计

算得到

P (2π) = sinc(πa)
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根据独立随机采样中所得到的式(9.1.14)和式(9.1.15)，信号的能量以及信噪比为

E[A(0)A∗(0)] = sinc2(πa) + 1

M
[1− sinc2(πa)] (9.1.16)

SNR = 10lg
(

(M − 1)sinc2(πa) + 1

(M − 1)[1− sinc2(πa)]

)
(dB) (9.1.17)

从上式可以看到对于固定的 a，信号的能量随着 M 的增大而减小，进而信噪比也随着 M

的增大而减小。关于信号的信噪比与 a 和 M 之间的函数关系如图 9.9 所示。

图 9.9 信噪比与 a 和 M 的关系图 [157]

从图 9.9 中可以看出，信噪比对于采样数据的偏移量在 a = 0 处非常敏感，为了更加

精确地描述这种关系，把式(9.1.17)重新写作

SNR = −10lg
(

1− sinc2(πa)
1/(M − 1) + sinc2(πa)

)
(dB) (9.1.18)

把上式展成 a = 0 处的泰勒级数并只保留第一、二项，得到

SNR = 20lg(1/a)− 10lg
(
(M − 1)π2

3M

)
(dB) (9.1.19)

由式(9.1.19)可以看到，在 a 很小的情况下，信噪比对于 M 不敏感。实际上，在 M 从 2
变化到无穷大的时候，信噪比的变化少于 3.01dB。

4. 高斯随机采样
根据中心极限定理，大量相互独立的随机变量的和服从高斯分布，因此高斯分布是一

种常见的噪声模型。现考虑 αm = rmf0/fs(m = 0, 1, · · · ,M − 1) 服从高斯分布，它的密度
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函数的尾部相对于均匀分布来说下降得很快。为了计算这种情况下的信噪比，令 |P (2π)| =
e2π2σ2

，其中 σ 为高斯分布的标准差，代入式(9.1.15)并作泰勒展开，可以得到信噪比为

SNR = 20lg[1/(
√
12σ)]− 10lg

(
(M − 1)π2

3M

)
(dB) (9.1.20)

若 a =
√
12σ，则式(9.1.20)与式(9.1.19)完全相同。式(9.1.20)可以用于研究一般的采样误差

和相位噪声，而不用知道它们的准确概率分布。

若 rm(m = 0, 1, · · · ,M − 1) 是独立同分布的、均值为零、方差为 σr 的随机变量，则

信号的信噪比可以近似为

SNR = 20lg[1/(σrf0/fs)]− 10lg
(
(M − 1)

M
4π2
)

(dB) (9.1.21)

式(9.1.21)的第二项在当 M 从 2 变化到无穷大时，其信噪比变化范围是 −12.95dB ∼
−15.96dB，由此知道信噪比对于 M 的变化不敏感；而从第一项来看，对于 σr 或者 f0

每发生 10 倍的变化，其相应的信噪比就会有 20dB 的变化。

9.2 基于 QMFB 的 ADC

9.2.1 时间交织 ADC 的缺点分析

在 9.1 节介绍的高速 ADC 是通过一组低速 ADC 并行来达到高速抽取的目的，即时
间交织 ADC。这种系统相对于高速转换器来说是非常高效的，但在并行时间交织系统中存
在着一个问题，即每一路采样–保持（S/H）电路中采样部分和保持部分之间转换的时间是
不稳定的，因此在系统的输入端需要一个时间非常精确的模拟多路信号分离器将一路高速

的信号采样点分成 M 路低速的模拟信号采样点；另外一个问题是在多路输出的时间交织

结构中可能产生各路输出时间之间的不匹配。若各个子 ADC 系统的时间不匹配，则在输
出端会产生失真现象。尽管这些问题可以通过激光平衡技术来进行消除，但是应用这些方

法将花费巨大，并且要消耗大量的时间。

本节介绍一种改进的高速 ADC 系统，该系统基于正交镜像滤波器组（QMFB）。其
基本想法是把信号的频带分解成多个子带，每个子带设置一个 ADC，因此各子带中的量化
误差就可以单独控制，并且重构误差可以通过一个频率函数来控制。这种策略就是著名的

“子带编码”方法，该方法也经常应用在语音和图像处理中。稍后可以看到，对于上述两个

提到的问题，采用该方法只需很少的代价就可以使 ADC 系统得到很大程度的改善。

9.2.2 结合 QMFB 的高速 ADC

在文献 [158]中，作者提出了一种基于 M 通道 QMFB 结构的高速 ADC，如图 9.10 所
示。在该系统中，分析端是由开关电容（switched capacitor，SC）电路和抽取器组成；而
综合端是由内插器和数字滤波器组成。每个子带包含一个 ADC。
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图 9.10 基于 QMFB 的高速 ADC 系统

在分析端，模拟输入信号（这里考虑经过 S/H 电路后的连续时间信号）u(nT ) 通过分
析滤波器 H0(z),H1(z), · · · ,HM−1(z) 被分成 M 个子带，然后各子带信号 uk(nT ) 作 M

倍抽取并通过对应的 ADC，得到数字信号 xk(mT
′)，其中 T ′ = MT。各子带 ADC 的采

样率为输入端采样率的 1/M 倍。在综合端，将各子带信号作 M 倍内插，然后通过综合滤

波器组 F0(z), F1(z), · · · , FM−1(z)，最后将各子带输出组合形成 y(nT )，即得到 u(nT ) 的

数字形式。

下面分析输入、输出关系，忽略由量化带来的误差，有

xk(nT
′) = vk(nT

′) (9.2.1)

应用抽取和内插的关系式，可以得出 y(nT ) 与 u(nT ) 在 z 变换域的关系式为

Y (z) =
1

M

M−1∑
r=0

U(zW r)
M−1∑
k=0

Hk(zW
r)Fk(z) (9.2.2)

式中，W = e−j 2π
M。滤波器组 Hk(z), Fk(z), k = 0, 1, · · · ,M − 1 被设计成如下形式：

1

M

M−1∑
k=0

Hk(zW
r)Fk(z) =

G(z), r = 0

0, 其他
(9.2.3)

因此，在分析滤波器组中产生的混叠项可以应用重构过程中的综合滤波器组来完全消除掉。

最终得到

Y (z) = G(z)U(z) (9.2.4)

G(z) 决定了输出信号 y(nT ) 的相位失真和幅度失真。假如 G(z) 是一个全通滤波器，

则输出无幅度失真，此时称该系统为幅度保持 ADC。假如 G(z) 是一个延迟滤波器，则原

始信号的幅度和相位都将被保持，这种情况下的 ADC 称为完全重构 ADC。
设

Hk(z) = z−k, Fk(z) = z−(M−1−k), k = 0, 1, · · · ,M − 1 (9.2.5)
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此时基于 QMFB 的多路 ADC 就是 9.1 节所介绍的时间交织多路并行 ADC。把上式代入
式 (9.2.3) 可以得到

G(z) = z−(M−1) (9.2.6)

这表明前面所讲的时间交织多路并行 ADC 属于完全重构 ADC。然而，因为每一个子转换
系统的精确度由其电路中的随机误差所决定，即在实际的时间交织过程中不可能达到完全

准确的匹配，这将不可避免地产生一些误差，即输入信号频谱的混叠部分将影响输出信号

的频谱，从而使输出信号产生混叠失真现象。在基于 QMFB 的高速 A/D 转换中，应用急
速滚降（sharp roll-off）滤波器来截断每一通道的混叠成分可以充分减少这种失真，而且采
样点随机性抖动问题可以在抽取的过程中被自动地消除。

若 QMFB 采用 FIR 滤波器，则 G(z) 是一个线性相位 FIR 传递函数。在这种情况
下，系统可以看作是一个无相位失真系统，而幅度失真可以通过应用计算机优化算法来达

到最小。

若对每个子转换器的非线性量化误差特性用直线来估计，可以得到

x̂k(nT ) = (1 + ak)xk(nT ) (9.2.7)

式中，ak 表示增益误差。假设此过程中的增益误差是独立同分布、服从零均值、方差为 σ2
a

的高斯分布的随机变量。本节主要讨论用 QMFB 来减少时间交织方式 ADC 中产生的混
叠噪声，暂不考虑在量化过程中产生的量化误差。关于量化噪声的讨论可以参见文献 [159]。
相应地，重构信号为

Y (z) =
1

M

M−1∑
r=0

U(zW r)
M−1∑
k=0

(1 + ak)Hk(zW
r)Fk(z) (9.2.8)

令

Λr(z) =
1

M

M−1∑
k=0

akHk(zW
r)Fk(z), r = 0, 1, · · · ,M − 1 (9.2.9)

则式(9.2.8)可以改写为

Y (z) = [G(z) + Λ0(z)]U(z) + L(z) (9.2.10)

其中

L(z) =
M−1∑
r=1

U(zW r)Λr(z) (9.2.11)

假如滤波器提供足够大的阻带衰减，则 Λ0(z) 项在单位圆上的第 k 个频率段上近似为分段

固定的幅度 |ak|。换句话说

|Λ0(ejω)| ≈ |ak|, ∀ω ∈ (ωk, ωk+1) (9.2.12)
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其中，ω0 = 0, ωM = π, ωk+1 − ωk = π/M,k = 0, 1, · · · ,M − 1。

若增益误差设为 σa = 0.005，则典型的 Λ0(z) 如图 9.11 所示。

图 9.11 Λ0(ejω) 的幅频特性 [158]

对于所有的在第 k 个子带内的频率来说，式(9.2.12)表明 |Λ0(ejω)| 与 |ak| 具有相同的
分布。一般地，

|Λ0(ejω)| ≪ |G(ejω)|, ∀ω ∈ (0, 2π) (9.2.13)

L(z) 项是由各个增益误差之间不匹配而产生的，主要由不想要的输入信号的混叠部

分组成，并且是造成输出信号失真的主要来源。假如所有的增益误差都能正确地搭配（如，

ak = a, k = 0, 1, · · · ,M − 1），则有 L(z) = 0。但在实际的具体操作中这种情况是不能实

现的，而且混叠现象也是不可避免的。每个混叠成分可以由度量因子 Λr(z)(r ̸= 0) 来度量，

它在单位圆上的幅度值可以应用式 (9.2.9) 来估计：

E{|Λr(ejω)|} ⩽ σa
√
2π

M

M−1∑
k=0

|Hk(ej(ω+2πr/M))Fk(ejω)| (9.2.14)

其中，E{·} 表示求期望。式 (9.2.14) 表明，度量因子在幅频响应相邻的交叠部分之外有较
小的幅度。

当滤波器按照式(9.2.5)选择，此时的 ADC 系统就变成一个时间交织 ADC。由于这
些“滤波器”没有频率分辨能力，其中度量混叠频谱成分 U(zW r) 的因子具有固定值，并

且独立于频率；另外，通过用充分大的截断阻带衰减和小的过渡带宽的滤波器，度量因子

Λr(z)(r ̸= 0) 的幅度可以在几乎所有的频率范围内做得很小。

因为综合滤波器属于数字滤波器，因此能以较高的精度实现；对于由 SC 电路来实现
的分析滤波器组来说，若设计不当，将在最后数字输出部分产生不能容忍的失真现象。由

运算的内插器和转换器产生的噪声，限制了增益带宽的乘积，限制了电容准确比率，这是

误差产生的主要来源。从理论上来说，整个系统的分辨率依赖于每个子带系统 ADC 系统
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所拥有的分辨率。然而由于 SC 电路所产生的噪声限制了整个系统的分辨率为 11 ∼ 12 位，
这完全超过了通常对视频的规格要求。

一种更有效的结构方案是利用多相分解技术来实现分析/综合滤波器。在这种结构中，
将抽取器放在多相子滤波器的左侧，构成分析滤波器组，而将内插器放在多相子滤波器右

侧，构成综合滤波器组，如图 9.12 所示，这是一个两级分解的例子。本例中的两级分解可
以用树形结构代替，从而实现多级 QMF 的树形结构。

图 9.12 基于多相分解技术的高效 A/D 转换系统（M = 2）

基于滤波器组的 A/D转换与信号重构受到了学术界的广泛关注。在文献 [160]中，作者
利用多抽样率信号处理的思想，给出了各种采样策略的滤波器组解释。利用插值恒等关系，

模拟滤波器组可以转化为等效的数字滤波器组，从而实现高效的信号重构。在文献 [161]中，
作者提出了基于多抽样率滤波器组的循环周期非均匀采样模型和重构方法。利用多相滤波

器组实现非均匀采样信号重构的方法可参见文献 [162-163]。关于多带信号亚奈奎斯特采样
和重构方法可参见文献 [164-165]。

9.3 过采样 Σ-∆ ADC

9.3.1 过采样 ADC

在 A/D 转换过程中，为了保证采样信号不发生混叠，采样率应至少为模拟信号最高
频率的 2 倍，即奈奎斯特采样率。为了降低计算和存储的开销，我们希望采样率尽可能接
近奈奎斯特采样率。但是这种情况下，要求模拟抗混叠滤波器具有极窄的过渡带，这意味

着需要大量高精度高稳定性的模拟器件，在实际中不仅代价昂贵而且很难实现。如果采用

过采样（oversampling）技术，即采样率远大于奈奎斯特采样率，则能够降低模拟抗混叠滤
波器的设计要求，从而更容易实现。关于这个结论，在第 1 章以音频系统为例做过详细的
分析。

除上述优点之外，过采样技术还能降低量化噪声（误差）的影响，提高信噪比和分辨

率。为了说明这一点，考虑 ADC 工作在奈奎斯特采样率下（fs = 2fh），量化位数为 N，

动态范围为 R，则步长（分辨率）为

∆ =
R

2N
(9.3.1)
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假设量化噪声服从在 [−∆/2,∆/2] 上的均匀分布，则量化噪声的平均功率为

PN = σ2
N =

1

∆

∫∆/2

−∆/2

γ2dγ =
∆2

12
(9.3.2)

因此信噪比为

SNRNYQ = 10lg PS
PN

= 10lg σ2
S

∆2/12
= 10lg σ

2
S
R2

+ 10.79 + 6.02N (dB) (9.3.3)

式中，σ2
S 是信号的平均功率。由此可以看出，量化位数每增加 1bit，信噪比增加约 6dB。

而对于过采样 ADC，假设采样率为 fs =M2fh，其中 M = fs/2fh 为过采样率，经过

分析可得信噪比为 [166]

SNROS = SNRNYQ + lgM (dB) (9.3.4)

注意到 10lg4 ≈ 6.02，因此采样率每提高 4 倍，信噪比提高约 6dB，等效于量化位数（分
辨率）提高 1bit。因此在实际中，可以采用过采样技术提高 ADC 的信噪比，或是在信噪比
固定的情况下降低量化位数的要求。在过采样之后，可以通过数字抗混叠滤波器和抽取器

降低采样率，而该操作是在数字域进行的，实现较为容易。图 9.13 给出了过采样 ADC 的
结构图。

图 9.13 过采样 ADC 结构图

上述过采样的优势也可以通过频域来说明。由于量化噪声是白噪声，其功率平均分布

于 [−fs/2, fs/2] 范围内，如图 9.14（a）阴影区域所示。若将采样率提高 M 倍，则噪声功

率不变，但范围扩展为 [−Mfs/2,Mfs/2]，如图 9.14（b）所示，此时在信号功率谱范围内
的噪声功率变小，因此可以通过数字滤波器提取信号成分，从而提高信噪比。

图 9.14 奈奎斯特采样与过采样下的信号/噪声功率谱对比
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9.3.2 Σ-∆ 调制器

在上述介绍的过采样 ADC中，若直接对信号幅值进行量化，为保证足够的分辨率，量
化位数会很高。考虑到在高采样率下，相邻采样点的幅度变化不会太大，因此可以对差分

信号进行量化编码。这种方式称为差分脉冲编码调制（differential pulse code modulation，
DPCM）。如果量化位数为 1，即为“增量调制”或 ∆ 调制（delta 调制）。
图 9.15（a）给出了 ∆ 调制的工作原理。模拟信号 x(t) 以采样率 fs 进行 A/D 转换，

随后经过积分器（DAC）得到模拟信号的估计 x̄(t)。记估计误差 xe(t) = x(t)− x̄(t)，由于
|xe(t)| ⩽ ∆，因此可以用 1bit 量化，输出为 ±1 的量化电平。解调过程如图 9.15（b）所
示，先对 y(n) 积分（DAC）得到估计信号 x̄(t)，再进行低通滤波滤除高频成分，即得到模

拟信号 x(t)。

图 9.15 ∆ 调制原理图

上述的 ∆ 调制器可能产生过载失真，为了克服这种缺陷，考虑在 ∆ 调制器前端加一

个积分器，如图 9.16（a）所示，这样输入信号的幅度随频率增长而下降。根据积分器的线
性性质，可以将两个积分器合并放到加法器后端，如图 9.16（b）所示。这种改进的增量调
制器即称为 Σ-∆ 调制器。而解调过程也很简单，结合框图注意到

xe(t) =

∫
x(t)dt− x̄(t) =

∫
x(t)dt−

∫
ya(t)dt (9.3.5)

式中，ya(t) 是 y(n) 经过 DAC 得到的模拟信号，ya(nT ) = y(n)。因此

x(t) = ya(t) +
d
dtxe(t) (9.3.6)

式中
d
dtxe(t)实际上代表了量化噪声。由于微分信号一般为高频噪声，因此可以通过对 ya(t)

进行低通滤波即可恢复出原来的 x(t)。

图 9.17（a）给出了 Σ-∆ 调制器的离散时间系统框图，其中采样器移至输入前端，积
分器变为累加器，量化器用加性噪声模型表示，反馈回路为 1 阶电路À。等效的系统如

À 反馈回路也可以用 2 阶或更高阶电路。
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图 9.17（b）所示。结合系统框图，易知

H(z)[X(z)− Y (z)] + E(z) = Y (z) (9.3.7)

图 9.16 Σ-∆ 调制原理图

图 9.17 Σ-∆ 调制的离散时间系统框图

其中

H(z) =
z−1

1− z−1
(9.3.8)

于是

Y (z) =
H(z)

1 +H(z)
X(z) +

1

1 +H(z)
E(z) = Hx(z)X(z) +He(z)E(z) (9.3.9)
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由此可见，信号和量化噪声的传递函数是不一样的，即

Hx(z) =
H(z)

1 +H(z)
= z−1 (9.3.10)

He(z) =
1

1 +H(z)
= 1− z−1 (9.3.11)

式 (9.3.9) 在时域上写作

y(n) = x(n− 1) + e(n)− e(n− 1) (9.3.12)

假设输入端的量化噪声是分布在 (−π,π) 上的白噪声，平均功率为 σ2
N，则输出端的量

化噪声的功率谱密度为

SN(ejω) = |He(ejω)|σ2
N = 4σ2

N sin2
(ω
2

)
(9.3.13)

上式说明，经过 Σ-∆ 调制后的量化噪声不再是 (−π,π) 上均匀分布的白噪声，而是具有形
如 sin2(ω/2) 的分布，如图 9.18 所示。利用上述特点，可以将量化噪声转移到信号的频带
范围之外，从而提高信噪比。这种方法也称为噪声整形（noise shaping）技术。

图 9.18 噪声整形示意图

9.3.3 过采样 Σ-∆ ADC

为了有效提高信噪比，在 Σ-∆ 调制中通常采用过采样技术。在过采样情况下，量化噪
声被扩展到比信号带宽大得多的频带范围，因此只有一小部分噪声落在信号频带中。同时

利用噪声整形技术，信号频带内的噪声被有效衰减。最后通过数字低通滤波器和抽取器即

可提取感兴趣的频带范围，而数据量并没有增加。过采样 Σ-∆ 调制器的结构如图 9.19 所
示。图 9.20 给出了过采样和抽取之后信号及噪声功率谱的示意图。

图 9.19 过采样 Σ-∆ 调制器结构图
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图 9.20 过采样 Σ-∆ 调制的信号与量化噪声功率谱示意图

以上介绍的 Σ-∆ ADC 采用的是 1 阶电路作为反馈回路，因此称为 1 阶 Σ-∆ ADC。
但由于它存在明显的音调效应，因此很少用于语音或音频系统。为了克服 1 阶系统的弊端，
可以采用 2 阶或更高阶的电路作为反馈回路，此时系统输入、输出关系式为

Y (z) = z−1X(z) + (1− z−1)pE(z) (9.3.14)

式中，p 为电路的阶数。易知噪声部分的传递函数为

He(ejω) = 2p sin2p
(ω
2

)
(9.3.15)

由上式可知，p 越大，噪声在低频部分（通常为信号频带）被抑制得更多，而相应的能量转

移到高频部分，因此信噪比得到了提高。以 2 阶 Σ-∆ ADC 为例，理论分析表明 [166]，采样

率每增加 1 倍，信噪比能够提高 15dB，等效于分辨率提高 2.5bit；相对于 1 阶 Σ-∆ ADC
而言，性能得到明显的提升。

此外，Σ-∆ ADC 还可以做其他一些改进，例如采用 N bit 量化器替换 1bit 量化，或
是采用级联结构或并行结构，从而在采样率（系统带宽）、分辨率、系统复杂度、稳定性之

间做出更好的权衡。有关这一部分的详细分析，可参见文献 [166]。

本章小结

本章介绍了多抽样率技术在 ADC 中的应用。ADC 即模/数转换器（analog to digital
converter），它是把模拟信号转换为离散数字信号的电子器件。通过采样和量化把模拟信号
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数字化，再应用数字器件处理数字化后的信号。

当采样频率很大时，用单片 ADC 实现采样比较困难。可以通过多片 ADC 并联组成
多路并行 ADC 采样系统，每一路采样系统是低速的，通过并行和时间延迟形成时间交织
的高速 ADC。在实际中，特别是当采样时间间隔小，且时间同步要求高的时候，均匀的
周期采样不容易准确达到，因此可以考虑循环周期非均匀采样模型。这时采样点是非均匀

的，但是有一个总的循环周期。相应地，可以得到非均匀采样的频谱，9.1.2 节进行了详细
的分析。

基于时间交织的多路并行 ADC 的子系统用一个系统时钟来驱动，但是采样点在时间
上是交错排列的，所以称为时间交织。但是这样会给时间的精确匹配和采样时钟的准确度

带来问题，产生系统误差。9.1.3 节给出了几类误差分析模型，包括偏移采样、独立随机采
样、均匀随机采样和高斯随机采样等。

基于时间交织的多路并行 ADC 系统存在转换时间不稳定性和输出时间之间不匹配的
问题，因此可以使用正交镜像滤波器组（QMFB）进行改进，把信号在频域分成相连的子带，
分别控制每个子带的量化误差。基于滤波器组的 A/D 转换与信号重构受到了学术界的广
泛关注，读者可以参阅文献 [160,162-163]等。

根据采样率的不同，ADC 可分为奈奎斯特 ADC 和过采样 Σ-∆ ADC。奈奎斯特
ADC 在单独一个采样间隔内完成量化，而过采样 Σ-∆ ADC 先以远大于奈奎斯特采样率
进行采样，完成量化后再经过数字域的抽取后达到一个低的采样率。采用过采样的方法可

以降低抗混叠滤波器的设计要求，使得滤波器有平滑响应。同时，结合 Σ-∆ 调制技术可
将噪声能量转移至信号频带范围之外，因而有效提高了信噪比，这种技术也称为噪声整形

技术。

习题

9.1 自行推导周期非均匀采样信号的频谱表达式(9.1.2)。
9.2 9.1.3 节中介绍的是单一频率的正弦信号的数字频谱，对于一般的周期信号应该

怎样来处理？给出相应的分析。提示：参考文献 [167]。
9.3 试分析 Σ-∆ ADC 中，信噪比与量化位数、采样率和阶数的关系。提示：参考

文献 [166]。
9.4（MATLAB 练习） 利用 MATLAB 仿真验证周期非均匀采样信号的频谱。
9.5（MATLAB 练习） 结合 9.1.3节给出的四类误差模型及理论分析，利用 MATLAB

进行仿真实验验证。提示：参考文献 [157]。
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本章要点

• 什么是多路通信？时分复用（TDM）和频分复用（FDM）的基本原理是什么？
• 多载波调制有哪些方式？它们各有什么特点？
• 什么是离散多频调制（DMT）？DMT和频分复用技术有什么联系和区别？DMT系
统的双正交特性是指什么？

• OFDM/OQAM 系统的基本原理是什么？如何实现该系统？准确重构的条件是什么？
• 基于余弦调制滤波器组（CMFB）的多载波 CDMA 调制是如何设计的？和其他多
载波调制方式相比有什么优势？

• MIMO系统中滤波器双正交组要满足什么条件？MIMO系统中信道均衡是怎样优化的？

在实际的信息传输过程中，无论是使用有线信道还是无线信道，都会引入一些失真（如

随机噪声、确定性干扰等）。通过这种非理想信道实现高效的信息传输，是现代信息技术的

一个重要成果。之所以能在这种非理想条件下高速可靠地传输信息，主要归功于数学、信

息论、信号处理等理论与技术的支持，其中，数字信号处理在过去 30 年中对移动通信的发
展起到了关键作用，而多抽样率信号处理作为其中的一个重要分支，在实际应用中显示出

越发重要的作用。

本章将讨论多抽样率技术，尤其是滤波器组在多路通信、多载波通信以及多输入多输

出（MIMO）系统中的应用。

10.1 滤波器组在多路通信中的应用

多路通信（multiplex communication），又称为多路复用（multiplexing），是指在一条公
共信道上传输多个独立信号。多路通信是多载波通信的基础。常见的复用方式包括时分复

用（time division multiplexing，TDM）、频分复用（frequency division multiplexing，FDM）
以及码分复用（code division multiplexing，CDM）。



TDM是几个独立信号轮流使用同一信道，在发送端利用多路开关按时间顺序轮流地发
送信号，在接收端则利用与发送端同步的一组选通电路使之输出相应的各独立信号。FDM
是把公共信道可供传输用的整个频带分割为若干较窄的频段，每个频段作为一条独立信道

来传输信号。首先把要传送的几个信号安排到不同的频段，即对各信号进行不同的频移，然

后将它们综合为一个宽带信号进行传送，到接收端再按频段利用滤波器将各信号分开。而

CDM是将各路信号变成不同的码型结构序列，利用码型结构的正交性而实现多路复用。下
面主要介绍 TDM 和 FDM 的基本原理，两者都可以通过滤波器组来实现。

10.1.1 滤波器组与时分复用

如果希望多个独立信号使用一条共用的信道，就需要对这几个信号在时间上进行适当

安排。假设有M 个抽样率为 F1 的独立信号 xk(nT1)(k = 0, 1, · · · ,M−1)，为了将这M 个

信号在时间上依次排列，可先对信号进行零值内插，使各信号的抽样率变为原来的 M 倍，

即 F2 = MF1，记为 yk(nT2)(k = 0, 1, · · · ,M − 1)。随后对 yk(nT2) 作 kT2 单位的时延，

这样 M 个信号在时间上按先后顺序分开。最后将所有信号叠加，由此在发送部分输出端

组成的复用信号 y(nT2) 为

· · · , y0(nT2), y1(nT2), · · · , yM−1(nT2), y0[(n+ 1)T2], y1[(n+ 1)T2], · · · , yM−1[(n+ 1)T2], · · ·

当信号到达接收端时，则要经过一个与发送端相反的过程，即将 y(nT2)通过延时和抽

取分解成原来各独立信号的重构形式 x̂k(nT1)。TDM发送端与接收端的工作原理如图 10.1
所示。

图 10.1 TDM 的工作原理

10.1.2 滤波器组与频分复用

FDM 是将多个信号的频谱安排在不同频段上，通过一条共用信道把它们传送出去。

图 10.2 给出了 FDM 的工作原理。在发送端，各路信号 xk(nT1) 进行 M 倍的内插后得到

uk(nT2)，它们在各自原来的频谱上多出了 M − 1 个映像。将 uk(nT2) 频谱分别用不同的

带通滤波器滤波后再叠加组成一个复用信号 y(nT2)。
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在接收端则要使用相应的带通滤波器把各频段上的信号提取出来，即将接收到的信号

y(nT2) 分解成 M 个信号 v̂k(nT2)，分别与发送端信号 vk(nT2) 相对应。v̂k(nT2) 经过 M

倍的抽取运算后得到 x̂k(nT1)，即可恢复出原始信号。

图 10.2 FDM 的工作原理

综上可以看出，多路传输的发送和接收系统实质上可等效为一组综合/分析滤波器组。特别
地，当 Gk(z),Hk(z)为纯延迟时，FDM则转化为 TDM。在实际中，信道并非是理想的，且存
在噪声，因此数字传输多路复用器（digital transmultiplexer）可用图 10.3 所示模型来表示。

图 10.3 数字传输多路复用器
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在通信领域中，多路传输技术应用十分广泛。根据滤波器的时频特性或用户码特

征，在技术上又可细分为时分多址（TDMA）、频分多址（FDMA）和码分多址（CDMA）
三种。通过对预先分配的签字序列调制来扩展信息承载的信号，CDMA可以比 TDMA
和 FDMA 接入更多的用户，提供更大的信道容量。CDMA 还具有处理多媒体数据业
务的异步特性，并且可以抵抗信道的频率选择性衰落，因此广泛应用于无线通信的多

媒体业务。

10.2 滤波器组在多载波通信系统中的应用

多载波通信（multicarrier communication）的基本思想是将信道分成若干子信道（子载
波），使各子信道传输接近无失真，从而有效地抵御信道失真并提高频谱利用率。正交频分

复用（orthogonal frequency division multiplexing，OFDM）是多载波通信中广泛采用的技
术 [168-170]。与传统的 FDM 不同，在 OFDM 中，各信道是正交的但允许重叠，因此大大
提高了频带的利用率。

OFDM 广泛应用于各类通信场景，包括移动广播、高速率数字用户线路（HDSL）、非
对称数字用户线路（ADSL）、数字音频广播（DAB）、高清电视（HDTV）等。另外，OFDM
和 CDMA 组合而成的多载波 CDMA，特别适宜于宽带移动通信 [171]。然而，由于 OFDM
中各子载波的旁瓣很高（约 13.2dB），会造成多用户信号功率的损失；此外，多径效应容
易破坏各载波间的正交性，造成严重的信道间干扰（inter-channel interference，ICI）。针
对 OFDM 的不足，基于滤波器组的多载波调制方式（FBMC）逐渐受到关注 [172]，包括采

用余弦调制滤波器组或小波滤波器组等。事实上，OFDM 与 FBMC 具有统一的理论框架，
两者都可使用 M 通道传输复用器来实现。本节将进行详细的介绍。

10.2.1 广义正交传输模型

多用户或多载波通信系统可以用图 10.4 所示的广义正交传输模型来描述 [173]。该

系统最多可分为 M 个子带（M 个用户），综合滤波器组及相应的分析滤波器组构成完

全重构正交镜像滤波器组（PR-QMFB）。具体来讲，分析滤波器组 {hm(n)} 的 M 个输

出信号分别是综合滤波器组 {gm(n)} 对应的 M 个输入信号在时域上的延迟，即

ym(n) = xm(n− n0), m = 0, 1, · · · ,M − 1 (10.2.1)

式中，n0 是时延常数。为了实现 M 个信号准确重构，分析滤波器和对应的综合滤波器相

互间必须是紧密结合的。滤波器组 {hm(n), gm(n)} 满足完全重构的条件为 [168]：

∑
k

h̄m(k)gl(k +Mn) =

δ(n), m = l

0, m ̸= l
(10.2.2)

式中，h̄m(k) = hm(−k)。
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图 10.4 广义正交传输模型

TDMA是将每个用户需传输的数据序列 xm(n)安排在不同的时隙上实现时分复用。时

隙分配相当于简单的时延，可以选择时域正交基 {δ(n −m)} 作为综合滤波器组 {gm(n)}。
每个用户在规定的时隙内可以使用整个频带。而 FDMA 是将每个用户需传输的数据序列
xm(n) 安排在不同的子带上实现频分复用。频带分配相当于载波调制，可以选择频域正交

基 {ej2πfmn} 作为综合滤波器组 {gm(n)}。CDMA 则是将每个用户需传输的数据序列通过
用户码扩展，实现码分复用。综合滤波器组的正交性由用户码（如 Gold 码、Walsh 码）来
保证 [173]。

多载波技术是将高速率的信息数据流经串/并转换，分割为若干路低速数据流，然后每
路低速数据采用一个独立的载波调制并叠加在一起构成发送信号。实际上，FDMA 也可看
作多载波，它是把整个信道频带划分成一组互不重叠的子带。而在 OFDM 中，相邻子载
波信号频谱有 1/2 重叠（子载波间隔不能任意变化），但保持相互正交。OFDM 和其余多
载波调制一样，都可以选择频域正交基 {ej2πmn/M} 作为综合滤波器组 {gm(n)}。
多载波 CDMA 则具有双重正交性，即子载波间的正交性和用户扩频码间的正交性。

一般包括频域扩展和时域扩展两类，分别称为 MC-CDMA 和 MC DS-CDMA。两者的区
别表现为对输入信号的预处理。MC-CDMA 是同一个信息符号的不同扩展码片 xi,m(n) =

ai(n)ci(m) 采用不同的子载波，因此一个信息符号有多个不同的子载波，是频域扩展信号

加 OFDM调制。而 MC DS-CDMA则是同一个信息符号的所有扩展码片 xi,m = ai(nM +

m)ci(n)采用同一个子载波，因此一个信息符号只有一个子载波，是时域扩展信号加 OFDM
调制。

表 10.1 列出了上述各种技术所对应的综合滤波器组时域传递函数，以及对输入信号
相应的预处理。其中，输入信号 xm(n) 表示用户发送信号，am(n) 为经预处理后的信号，

ci(n)为用户码。下标 i表示第 i个用户，m表示第 m个子带。不论采用何种技术，滤波器

组 {gm(n)}, {hm(n)}必须满足完全重构条件式(10.2.2)，这样才能保证各子信道信号的准确
重构。
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表 10.1 广义正交传输模型中的参数选取 [173]

传输方式 输入信号 xm(n) 滤波器 gm(n)

TDMA xm(n) = am(n) gm(n) = δ(n−m)

FDMA xm(n) = am(n) gm(n) = ej2πfmn

CDMA xm(n) = am(n) gm(n) = cm(n)

OFDM xm(n) = am(nM +m) gm(n) = ej2πmn/M

MC CDMA xi,m(n) = ai(n)ci(m) gm(n) = ej2πmn/M

MC DS-CDMA xi,m = ai(nM +m)ci(n) gm(n) = ej2πmn/M

10.2.2 离散多频调制

1. 离散多频调制的基本原理
离散多频调制（discrete multitone modulation，DMT）[174-176] 是一种在有色噪声的非

平稳信道中进行信号传输的有效方法。DMT 与 FDM 技术相似，不同的是，DMT 为了提
高频带利用率，使各载波上的信号频谱互相重叠，但载波间隔的选择使这些载波在整个符

号周期上是正交的，即加于符号周期上的任何两个载波的乘积等于零。这样即使调制在各

载波上的信号频谱间存在重叠，也能做到无失真恢复。正因如此，在通信领域，DMT 与
OFDM 通常具有相同的含义 [168-169]。

图 10.5 DMT 的第一阶段

图 10.5 给出了 DMT 的分解阶段 [177]。在这一阶段，信道上传输的二进制数据流 s(n)

被分为几个没有交叠部分的数据块，每一块为 b bit。每一块中的 b bit 被分割成 M 个组

（如在图 10.5中，M = 3），第 k 组中有 bk bit。于是每块的比特总数为 b =
M−1∑
k=0

bk。在第 n

块，第 k 子带的调制符号表示为 xk(n)，符号集合 {x0(n), x1(n), · · · , xM−1(n)}即为 DMT
符号。一般地，xk(n) 可以是 PAM 或 QAM 符号（如图 10.6 所示）。这样，传输滤波器
fk(n) 的输出信号 uk(n) 为对原始信号进行 M 倍抽取而得，uk(n) 叠加产生信号 x(n)。用

这种方法，原来的二进制符号 s(n) 在信道中被分成不同频带。注意，在信号星座图中，可

以通过缩放码元之间的距离减小或放大功率（如调整 s，使其满足图 10.6（a）PAM 星座
图）。因此，可以分配不同的功率给不同的子带信道。这种方式类似于子带编码（subband
coding）的思想 [177]。假设没有信道编码，对于相同的传输功率和误码率来说，多频比单频

（M = 1 时）有更高的比特速率。
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图 10.6 PAM 和 QAM 星座图

2. 双正交性和完全重构 DMT 系统
考虑如图 10.7（a）所示的传输系统，该系统可等价于如图 10.7（b）所示系统，其中

g(n) = h(Mn)，或在频域写为

G(ejω) = [H(ejω)]↓M =
1

M

M−1∑
m=0

H(ej(ω−2πm/M)) (10.2.3)

图 10.7 含有内插和抽取的多抽样率系统

基于上述关系，分析 DMT 的传输特性变得更加简便。如在图 10.3 中，从 xm(·) 到
yk(·) 的传输函数 Dkm(z) 就是乘性滤波器 Hk(z)C(z)Gm(z) 抽取后的形式。当 m ̸= k 时，

若 Dkm(z)不为零，则 yk(n)将受 xm(i)影响，产生带间干扰（interband interference）。类
似地，如果 Dkk(z)不是常数，由于 Dkk(z)的滤波器效应，yk(n)将受 xm(i)影响（i ̸= n），

产生带内干扰（intraband interference）。如果可以消除带间干扰和带内干扰，则 DMT 系
统就是无符号间干扰（intersymbol interference，ISI）的。假设滤波器是理想的无混叠带通
滤波器，就没有带间干扰。进一步，如图 10.8 所示，假设均衡器为 1/C(z)，即系统实现完

全均衡，那么对于所有 k，有 yk(n) = xk(n)（没有噪声的情况下），这样就得到完全重构

特性。

理想无混叠滤波器组是不能实现的，即使是近似的情况代价也非常大。因此信号的完

全重构只能通过具有混叠的非理想滤波器来实现，这样又回到传输多路复用器及双正交滤
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波器组的问题上。假设信道无失真（C(z) = 1），当且仅当传输和接收滤波器满足双正交特

性时可以完全恢复信号。双正交特性定义为 [178]

[Hk(z)Gm(z)]↓M = δ(k −m) (10.2.4)

这就是说乘性滤波器 Fkm(z)
def
== Hk(z)Gm(z) 为 M 带滤波器（也称为 Nyquist (M) 滤波

器），即冲激响应 fkm(n) 满足：

fkm(Mn) =

δ(n), k = m

0, k ̸= m
(10.2.5)

图 10.8 DMT 系统

3. 正交 DMT 系统
从图 10.8 中看到子带信道信号 uk(n) 是传输滤波器组的输出，有

uk(n) =
∞∑

i=−∞

xk(i)gk(n− iM) (10.2.6)

若把
{
gk(n − iM)

}∞

i=−∞
视为一组基函数，每一个元素是前一个基经过 M 单位平移得到

的。这组基覆盖了第 k 个频带。进入信道的合成信号 x(n) 可以看作是基函数的线性组合。

如果这些基函数是正交的，且已经标准化，那么滤波器组 {Gk(z)} 是标准正交的。在任意
正交滤波器组中，如果要完全重构信号，传输滤波器和接收滤波器必须满足

hk(n) = g∗k(−n) (10.2.7)

即反转共轭关系，也就是说传输滤波器和接收滤波器有一样的幅频响应。当滤波器是 FIR
滤波器时，可以设计出标准正交滤波器组。例如，滤波器 g0(n) 选择长度为 M 的冲激序

列，如图 10.9（a）所示，并令

gk(n) = g0(n)ejωkn (10.2.8)
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其中，ωk = 2πk/M 表示第 k个中心频率。则 Gk(ejω), k = 1, 2, · · · ,M−1皆是 G0(ejω)的频

移，如图 10.9（b）所示，这就是 DFT滤波器组。由第 4章的内容知道，它可以用 DFT矩阵和
IDFT矩阵实现，如图 10.10所示。在每一个时刻 n，DMT信号 {x0(n), x1(n), · · · , xM−1(n)}
通过 IDFT 变换得到 vk(n)，再经过内插后得到信道输入信号 x(n)。在接收端，信号经抽

取和 DFT 变换后得到 yk(n)，它是传输信号 xk(n) 包含噪声的样本。基函数的正交性如

式(10.2.4) 所示，因此 DFT 矩阵是酉矩阵。DFT 滤波器组在 DMT 系统中应用广泛，如
在 ADSL设备中就采用了这种结构。在实际应用中，当 M 为 2的整数次幂（如 M = 512）

时，DFT 可以用 FFT 算法快速有效地完成。

图 10.9 均匀 DFT 滤波器组

图 10.10 基于均匀 DFT 滤波器组的 DMT 系统

10.2.3 滤波器组实现 OFDM/OQAM 系统

1. OFDM/OQAM 基本原理
多载波调制（multicarrier modulation，MCM）的原理是将一个高抽样率的宽带信号

分解成几个低抽样率的信号，每个低抽样率信号均为一个窄带信号并占据一定的窄频带范

围。这种频分复用技术的效率性已经在处理无线移动通信通道的多路传输问题中得到了证
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明。一个能够说明该技术效率性的显著例子是数字音频广播（digital audio broadcasting，
DAB）系统，该系统基于正交频分复用（OFDM）调制技术进行编码，是第一个正式使用
OFDM 的标准。经典 OFDM 使用矩形脉冲，为了防止回波干扰，矩形脉冲被“保护间隔
带”所扩展，从而降低了信道的信息容量，同时导致了频域上的空间浪费。

针对上述 OFDM 的局限性，一种解决方案是使用比一个码元间隔大的脉冲串。这就
是基于偏移正交调幅（offset QAM，OQAM）的 OFDM 系统，该系统在连续时域上满足正
交条件。长期以来，人们认为 OFDM/OQAM 系统可以用数字方式构建，例如离散傅里叶
变换（DFT）。但是，现今大多数提出的系统都是以对无限长脉冲串进行截断和离散化作为
出发点的。因此，这些离散化的结果并不是在离散时间上严格正交的。对于这类问题，文

献 [179]的作者通过滤波器组的角度分析了 OFDM/OQAM 的工作原理，并得到离散正交

条件。

下面先介绍 OFDM/OQAM的连续域表示形式，然后由此引出它在离散域的表示形式。
1）OFDM/OQAM 在连续域中的表现形式

在 OFDM/OQAM 的调制中，载波的数目为偶数，即 K = 2M，则在连续域中的基带

传输信号 s(t) 为

s(t) =
√
2

+∞∑
n=−∞

M−1∑
m=0

[
cR
2m,np(t− nT0) + jcI

2m,np

(
t− T0

2
− nT0

)]
ej2π(2m)F0t

+

[
jcI

2m+1,np(t− nT0) + cR
2m+1,np

(
t− T0

2
− nT0

)]
ej2π(2m+1)F0t (10.2.9)

式中，T0 为符号间隔；F0 =
1

T0

为载波频率间隔；cR
m,n、c

I
m,n 分别为待传输信号 cm,n 的

实部与虚部；p(t) 为对称实值波形形成函数，该信号形式的引出可以参见文献 [179]。这样，
在接收端可以根据信号的正交性进行解调：

ĉR
2m,n =

√
2Re

{∫+∞

−∞
p(t− nT0)e−j2π(2m)F0ts(t)dt

}
(10.2.10a)

ĉI
2m,n =

√
2Im

{∫+∞

−∞
p

(
t− T0

2
− nT0

)
e−j2π(2m)F0ts(t)dt

}
(10.2.10b)

ĉI
2m+1,n =

√
2Im

{∫+∞

−∞
p(t− nT0)e−j2π(2m+1)F0ts(t)dt

}
(10.2.10c)

ĉR
2m+1,n =

√
2Re

{∫+∞

−∞
p

(
t− T0

2
− nT0

)
e−j2π(2m+1)F0ts(t)dt

}
(10.2.10d)

为了简化上式，取

a2m,2n = cR
2m,n, a2m,2n+1 = cI

2m,n, a2m+1,2n = cI
2m+1,n, a2m+1,2n+1 = cR

2m+1,n (10.2.11)

φ2m,2n = 0, φ2m,2n+1 =
π

2
, φ2m+1,2n =

π

2
, φ2m+1,2n+1 = 0 (10.2.12)
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设 τ0 =
T0

2
，则式(10.2.9)和式(10.2.10)可以化简为

s(t) =
√
2

2M−1∑
m=0

+∞∑
n=−∞

am,np(t− nτ0)ej2πmF0tejφm,n (10.2.13)

âm,n =
√
2Re

{∫+∞

−∞
p(t− nτ0)e−j2πmF0te−jφm,ns(t)dt

}
(10.2.14)

一般地，可以将待传输信号 s(t) 表示为在基 γm,n(t) 下，系数为 am,n 的扩展形式：

s(t) =
+∞∑

n=−∞

2M−1∑
n=−∞

am,nγm,n(t) (10.2.15)

其中

γm,n(t) =
√
2p(t− nτ0)ej2πmF0tejφm,n (10.2.16)

于是，式(10.2.14)可以写成一个内积的实部：

âm,n = ⟨γm,n, s⟩ = Re
{∫∞

−∞
γ∗m,n(t)s(t)dt

}
(10.2.17)

假设信道无失真，若要传输信号得到准确的重构，即 âm,n = am,n，则 {γm,n} 是一组正交
基，即

⟨γm,n, γm′,n′⟩ = δm,m′δn,n′ (10.2.18)

2）OFDM/OQAM 在离散域中的表现形式

下面讨论 OFDM/OQAM 的离散形式。由于在持续时间 T0 内包含 2M 个复符号，因

此离散化的临界抽样率为

Ts =
T0

2M
=
τ0
M

(10.2.19)

为了得到长度为 N 的因果离散原型函数 p[k]，将 p(t) 限定取值在

[
−N

2
Ts,

N

2
Ts

]
内，

并延时
N − 1

2
Ts。通过进行因果化和幅度标准化，可以得到

p[k] =
√
Tsp

((
k − N − 1

2

)
Ts

)
(10.2.20)

又由于 τ0 =MTs，故可以由式(10.2.13)得到离散的 OFDM/OQAM 基带传输信号：
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s[k] =
√
Tss

((
k − N − 1

2

)
Ts

)

=
√
2
∑
n

2M−1∑
m=0

am,np[k − nM ]ejφm,nej 2π
2Mm(k−N−1

2 )

=
∑
n

2M−1∑
m=0

am,nγm,n[k] (10.2.21)

其中

γm,n[k] =
√
2p[k − nM ]ej 2π

2Mm(k−N−1
2 )ejφm,n (10.2.22)

在接收端解调时，与式(10.2.17)类似，可根据 s[k] 与 γm,n[k] 的内积的实部估计传输

信号的实部：

âm,n = ⟨γm,n, s⟩ =
√
2Re

{
+∞∑

k=−∞

p[k − nM ]e−j 2π
2Mm(k−N−1

2 )e−jφm,ns[k]

}
(10.2.23)

与连续情况下类似，当且仅当 {γm,n} 是一组正交基时才能保证在无失真信道中有 âm,n =

am,n，即

⟨γm,n, γm′,n′⟩ = δm,m′δn,n′ (10.2.24)

3）OFDM/OQAM 的传输系统

由式(10.2.21)可以看出，输出信号的表达式与一个具有 2M 个子带的综合滤波器组类

似，并且每个子带中包含了一个内插因子为 M 的内插器。事实上，可以设 x0m[n] 和 fm[k]

分别表示输入信号和综合滤波器组第 m 个子带的滤波器，于是输出信号 u[k] 可以表示为

u[k] =
2M−1∑
m=0

+∞∑
n=−∞

x0m[n]fm[k − nM ] (10.2.25)

与式(10.2.21)对应有 s[k] = u[k]，x0m[n] = am,nej π2n 且

fm[k] =
√
2p[k]ej 2π

2Mm(k−N−1−M
2 ) (10.2.26)

其中，由于 φm,n = (m+ n)
π

2
是以 π 为模的，因此有

φm,n =
π

2
(n+m)− πmn (10.2.27)

类似地，式(10.2.23)的输出与一个包含 2M 个子带的分析滤波器组相似，并且滤波器

组中每一个子带中有一个抽取因子为 M 的抽取器。因此，设 v[k] 表示滤波器组的输入，

hm[k] 和 ym[n] 分别表示第 m 个子带的滤波器和输出，于是有

ym[n] =

+∞∑
k=−∞

hm[nM − k]v[k] (10.2.28)
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由于 p[k] = p[N − 1− k]，可以把式(10.2.23)重写为如下形式

âm,n =
√
2Re

{
e−j π2n

+∞∑
k=−∞

p[k − nM ]e−j 2π
2Mm(k−nM−N−1−M

2 )s[k]

}

=
√
2Re

{
e−j π2n

+∞∑
k=−∞

p[nM − k +N − 1]e−j 2π
2Mm(k−nM−N−1−M

2 )s[k]

}
(10.2.29)

把 N − 1 分解为两个整数 α 和 β (α > 0, 0 ⩽ β ⩽M − 1) 的组合：

N − 1 = αM − β (10.2.30)

为了得到因果系统，需要对式(10.2.29)延迟，设重构信号的延迟为 α，于是

âm,n−α =
√
2Re

{
e−j π2 (n−α)

+∞∑
k=−∞

p[nM − k − β]ej 2π
2Mm(nM−k+N−1−M

2 −αM)s[k]

}

= Re
{

e−j π2 (n−α)
+∞∑

k=−∞

√
2p[nM − k]ej 2π

2Mm(nM−k−N−1+M
2 )s[k − β]

}
(10.2.31)

与式(10.2.28)对应，有 v[k] = s[k − β]，且

hm[k] =
√
2p[k]ej 2π

2Mm(k−N−1+M
2 ) = f∗

m[N − 1− k] (10.2.32)

âm,n−α = Re
{
ym[n]e−j π2 (n−α)

}
(10.2.33)

定义 Fm(z) 和 Hm(z) 分别为 fm[k] 和 hm[k] 的 z 变换，可以得到如图 10.11 所示的
滤波器组实现的 OFDM/OQAM 系统框图。

图 10.11 基于滤波器组的 OFDM/OQAM 的系统框图

图 10.11 所示的系统具有如下特性：
1⃝ 输入、输出信号都为实信号；
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2⃝ 信道数目（K = 2M）是抽取和内插因子（M）的两倍，从而保证了能够准确重构出

原始信号，而且该传输系统也等同于 M 个复值输入信号进行临界抽样的传输系统；

3⃝ 在内插前要进行预调制，相应地在抽取后有与之对应的解调；

4⃝ 时延 z−β 的延时长度由原型滤波器的长度决定，该延时器既可在传输系统的输出

端，也可在接收系统的输入端。

与前面所述的正交多载波模型相比，这里有两个整数 α 和 β 可以用来控制原型滤波

器，即长度为 N = αM − β + 1 的因果滤波器。

2. 多相结构实现以及输入、输出关系
由上面的讨论可以发现系统正交性由分析和综合滤波器 Fm(z)、Hm(z) 的具体形式决

定。为了得到简化的系统形式，可以对 Fm(z)和 Hm(z)作多相分解，并由此引出基于 IFFT
的快速算法，输入、输出关系以及正交条件的数学表示。

1）分析滤波器组和综合滤波器组的多相表示
图 10.11 中的分析和综合滤波器组都可以用 p[n] 表示，设 P (z) 为 p[n] 的 z 变换。把

P (z) 进行 2M 阶多相分解得

P (z) =
2M−1∑
l=0

z−lGl(z
2M ) (10.2.34)

式中，Gl(z) =
∑
n

p[l + 2nM ]z−n。

由于 p[n] 是实对称的序列，结合式(10.2.26)和式(10.2.32)，Fm(z) 和 Hm(z) 可以写作

Fm(z) =
√
2P (zWm

2M )W
mN−1−M

2

2M (10.2.35)

Hm(z) =
√
2P (zWm

2M )W
mN−1+M

2

2M (10.2.36)

式中，W2M = e−j(2π/2M)。另外，可以把 Fm(z) 和 Hm(z) 写为 Gl(z) 的函数，并且写出调

制和解调部分各自的多相结构，用 Ek,l(z) 和 Rk,l(z) 来表示：

Fm(z) =
2M−1∑
l=0

√
2ej 2π

2Mm(l−N−1−M
2 )z−lGl(z

2M ) (10.2.37)

Hm(z) =
2M−1∑
l=0

√
2ej 2π

2Mm(l−N−1+M
2 )z−lGl(z

2M ) (10.2.38)

于是可以得到与图 10.11 等效的多相结构实现形式，如图 10.12 所示。
令输入信号为 xm[n] = am,n，其 z 变换为 Xm(z)。于是 Xm(−jz) 表示 x0m[n] 的 z 变

换。另外，在接收端，X̂ ′
m(−jz) 表示 x̂′m[n] 的 z 变换，并且 âm,n = Re {x̂′m[n]}。
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图 10.12 与图 10.11 等效的系统框图

2）基于 IFFT 的快速算法
由于图 10.11、图 10.12 的系统实现起来运算量很大，可以考虑基于 IFFT 的高效实现

结构。为了得到函数 Gl(z) 表示的矩阵 E(z) 和 R(z)，定义

Gdiag(z) = diag(G0(z), · · · , G2M−1(z)) (10.2.39)

Wdiag = diag(1,W2M , · · · ,W 2M−1
2M ) (10.2.40)

结合式(10.2.37)和式(10.2.38)得

E(z) =
√
2W

N−1+M
2

diag W ∗Gdiag(z) (10.2.41)

R(z) =
√
2JGdiag(z)W

∗W
N−1+M

2

diag (10.2.42)

式中，W = [W kl
2M ]0⩽k,l⩽2M−1；J 是 2M × 2M 的反对角矩阵。于是，可得到基于 IFFT

的调制器、解调器的形式，如图 10.13 所示。

图 10.13 基于 IFFT 的调制器与解调器
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3）输入、输出关系
令 X(z) = [Xm(z)]0⩽m⩽2M−1, X̂(z) = [X̂m(z)]0⩽m⩽2M−1, X̂

′(z) = [X̂ ′
m(z)]0⩽m⩽2M−1

是分别有 2M 个元素的列向量。X̂m(z) 是 x̂m[n] = âm,n 的 z 变换，由图 10.13 所示的系
统可以得到如下关系式：

z−αX̂ ′(−jz) = E(z2)∆β(z)R(z2)X(−jz) (10.2.43)

式中，∆β(z)表示包含内插、延迟链和抽取的传递函数。这样可以得到一个最终的输入、输

出关系式：

X̂(z) = T (z)X(z) (10.2.44)

其中

T (z) = Re
{
(jz)αE(−z2)∆β(jz)R(−z2)

}
(10.2.45)

结合式(10.2.42)，经过计算，最终传输矩阵 T (z) 可表示为如下一般形式 [179]：

T (z) =



T0(z) 0 T1(z) · · · TM−1(z) 0

0 T0(z) 0 T1(z) · · · TM−1(z)

T1(z) 0 T0(z)
. . . . . . ...

... T1(z)
. . . . . . 0 T1(z)

TM−1(z)
. . . 0 T0(z) 0

0 TM−1(z) · · · T1(z) 0 T0(z)


(10.2.46)

其中

Tl(z) = 2(−1)l
M−1∑
k=0

(
Gk(−z2)G̃k(−z2) +Gk+M (−z2)G̃k+M (−z2)

)
cos
[
2π

M
l

(
k − N − 1

2

)]
(10.2.47)

式中， ˜ 表示复共轭，即 G̃(z) = G∗(z−1)。

4）正交性的数学表示
当没有 ISI 时，若要系统满足正交性应有 T0(z) = 1；当没有 ICI 时，应有 Tl(z) =

1, 1 ⩽ l ⩽M − 1。也就是说，若要此多路传输系统正交，则需要滤波器组满足完全重构的

条件（可以具有延迟 α），即 T (z) = I，其中 I 是 2M × 2M 的单位矩阵。因此得到如下

的命题。

命题10.1 设原型滤波器 P (z)为长度为 N 的因果滤波器，Gk(z)(0 ⩽ k ⩽ 2M−1)是
它的 2M 个第 I型多相分量。根据此原型滤波器建立的具有 2M 个子带的 OFDM/OQAM
系统在无信道失真的条件下重构出无 ISI 和 ICI、时延为 α = ⌈L − 1/M⌉ 的信号的充要
条件为

Gk(z)G̃k(z) +Gk+M (z)G̃k+M (z) =
1

2M
, 0 ⩽ k ⩽M − 1 (10.2.48)
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可以看到，式(10.2.48) 给出的完全重构条件与余弦调制滤波器组（CMFB）的完全重
构条件相同，并且与 MDFT（modified DFT）滤波器组的完全重构条件只相差一个归一化
常数。换句话说，基于滤波器组的各不同原型函数都可以在正交多载波调制中得到应用。

10.2.4 滤波器组实现多载波 CDMA

10.2.1节主要介绍了 OFDM的原理，它除了可以作为一种调制方法外，还可以很容易
地与多址技术结合，为多个用户同时提供接入服务。一般常用的多址接入方法包括多载波

CDMA 方案和跳频 OFDMA 方案。多载波 CDMA 方案主要有两类：频域扩频和时域扩
频 [180-181]。频域扩频通常称为 MC-CDMA，有时也称为 OFDM-CDMA；时域扩频主要有
两种不同的方法：MC DS-CDMA 和 MT-CDMA。本节主要介绍滤波器组在 MC-CDMA
中的应用。

1. MC-CDMA 的基本概念
在介绍 MC-CDMA 之前先简单介绍一下 CDMA 系统。在 CDMA 系统中，每个用户

被分配有一个唯一的码序列，用于对其承载信息的信号进行编码。在接收端要知道该用户

的码序列，对接收信号进行解码，然后再恢复原始信号。由于编码信号的带宽要远远地宽

于信息信号的带宽，在编码过程中信号的频谱宽度被扩展了，所以也被认为是扩频调制，所

得到的信号被称作扩频信号。

MC-CDMA 是最早提出的多载波 CDMA 方案。在该方案中，每个信息符号先经过与
扩频序列各位相乘，相乘后的每路信号调制到每个子载波上，同时进行发送，接收时则对

时间码片进行分集接收。多载波 CDMA 技术可以在无线信道中使高速传输数据具有良好
的抗多径干扰性能，已成为第四代移动通信的重要技术。

传统的多载波 CDMA调制多采用 OFDM技术，从 10.2.2节的介绍中可以发现 OFDM
的调制解调可以通过 IFFT/FFT 算法快速实现，但是它的旁瓣很高（约 13.2dB）。此外由
于多径效应破坏了各载波间的正交性，因此会造成严重的信道间干扰（ICI）。本节介绍一
种基于余弦调制滤波器组（CMFB）的多载波 CDMA [182]。

2. 基于 CMFB 的 MC-CDMA
首先来看实际应用的多载波调制方式具备的条件。第一，在理想信道时，解调端信号

完全重构调制端信号。第二，应有快速算法。下面通过多相分解来构造 M 带完全重构传输

复用器，如图 10.14 所示。
回顾正交镜像滤波器组（QMFB）的完全重构条件，重写如下：

P (z) = R(z)E(z) = z−k

[
0 IM−n

z−1In 0

]
(10.2.49)

对于 M 带传输复用器，当没有相邻信道干扰时，有

E(z)

[
0 1

z−1IM−1 0

]
R(z) = CT (z) (10.2.50)
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式中，T (z) 是对角矩阵，即

T (z) = diag(T0(z), T1(z), · · · , TM−1(z)) (10.2.51)

图 10.14 M 带传输复用器的多相结构

特别地，当所有的 Ti(z) 都相等时，

E(z)

[
0 1

z−1IM−1 0

]
R(z) = S(z)IM (10.2.52)

则有

R(z) = S(z)

[
0 zIM−1

1 0

]
E−1(z) (10.2.53)

两边同乘 E(z), 得

P (z) = R(z)E(z) = S(z)

[
0 zIM−1

1 0

]
= zS(z)

[
0 IM−1

z−1 0

]
(10.2.54)

当 S(z) 为纯时延时，此时的 M 带传输复用器满足完全重构条件：

P (z) = R(z)E(z) = z−(k−1)

[
0 IM−1

z−1 0

]
(10.2.55)

根据 10.2.2 节可知，CMFB 是特殊的 QMFB。它通过对一个线性相位的原型滤波器
进行调制完成了滤波器组的构造，这种思想很大程度上简化了滤波器组的设计。CMFB 定
义如下。

分析滤波器组：

hk(n) = 2
√
Mp(n) cos

[
π

M
(k + 0.5)

(
n− N − 1

2

)
+ (−1)k π

4

]
(10.2.56)

综合滤波器组：

gk(n) = 2
√
Mp(n) cos

[
π

M
(k + 0.5)

(
n− N − 1

2

)
− (−1)k π

4

]
(10.2.57)
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式中，p(n) 为线性相位原型滤波器，n = 0, 1, · · · , N − 1；k = 0, 1, · · · ,M − 1。

分析和综合滤波器组不具有线性相位。为使 CMFB 实现完全重构，应要求

|P (ω)| = 0, ω >
π

M
(10.2.58)

A(ω) = |P (ω)|2 +
∣∣∣P (ω − π

M

)∣∣∣2 = 1, 0 ⩽ ω ⩽ π

M
(10.2.59)

为了实际应用的需要，多载波调制需要有快速算法，对于 CMFB，当 N = 2mM 时

（m 为正整数），CMFB 可以通过第四类离散余弦变换（DCT-IV）来快速计算，如图 10.15
所示。其中，I 为单位矩阵；J 为反单位矩阵；Gi(z

2M )(0 ⩽ i ⩽ 2M − 1) 为原型滤波器

p(n) 的第 I 型多相成分。

图 10.15 基于 CMFB 的多载波调制

基于 CMFB 的 MC-CDMA 系统使用修改后的综合滤波器组 {z−1Gi(z)} 进行调制，
用分析滤波器组 {Hi(z)} 进行解调，如图 10.16 所示。仿真结果表明 [182]，基于 CMFB 的
MC-CDMA 系统的滤波器组旁瓣约为 −45dB，远低于 OFDM 的 −13.2dB，在抗多径干
扰方面具有更好的性能。

图 10.16 基于 CMFB 的 MC-CDMA 系统框图
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10.3 滤波器组在 MIMO 系统中的应用

信道均衡是数字通信系统中一项十分重要的技术，本节介绍双正交对 [178,183-184]

（biorthogonal partner）在多输入多输出（multiple input multiple output，MIMO）系统信
道均衡中的应用。利用 MIMO 双正交对的不唯一性，可设计灵活的分数间隔均衡器（frac-
tionally spaced equalizer，FSE），增强有用信号对信道噪声的稳健性。

考虑使用 FSE 的 MIMO 数字通信信道，如图 10.17（a）所示。假设均衡信道 F (z)

是 L× L 的矩阵，且 M = 2。在这种情况下，图 10.17（a）可以转化为图 10.17（b），其
中 w0(n) 和 w1(n) 是噪声矢量序列 w(n) 的多相分量，Ĥ0(z) 和 Ĥ1(z) 是 FSE 的多相分
量。若 Ĥ0(z) 和 Ĥ1(z) 满足 FIR LBP 的存在条件À，可以得到

Ĥ0(z) = H0(z) +A(z)U21(z) (10.3.3)

Ĥ1(z) = H1(z) +A(z)U22(z) (10.3.4)

图 10.17 FSE 构建的框图解释

À 称 MIMO 系统转移矩阵 H(z) 为 F (z) 的左双正交对（left biorthogonal partner，LBP），如果存在某个 G(z) 使得

H(z) = ([G(z)F (z)]↓M↑M )G(z) (10.3.1)

假设 F (z) 为因果 FIR 转移矩阵，存在因果 FIR 矩阵 H(z) 使得

[H(z)F (z)]↓M = 1 (10.3.2)

当且仅当 F0(z),F1(z), · · · ,FM (z) 的最大右公因子（greatest right common divisor）为酉模矩阵 R(z)，即 det R(z) 为

非零常数。上述命题称为 FIR LBP 条件 [184]。
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式中，A(z) 为任意 L× L 矩阵。
目标是设计 A(z) 使得 y(n) 的噪声最小。为此，考虑图 10.17（b）的噪声模型。定义

e(n)
def
==

[
w0(n)

w1(n)

]
, B(z)

def
==

[
H0(z) H1(z)

U21(z) U22(z)

]

那么图 10.17（b）等效为图 10.17（c）。因此，现在目标变成选择矩阵 A(z) =
NA−1∑
i=0

Aiz
−i

使得

ê(n) = u(n) +

NA−1∑
i=0

Aiv(n− i) (10.3.5)

最小化。该问题等价转化为已知观测向量 v(n)，寻找 u(n) 的 NA − 1 阶的最优线性估计。

定义 L×NAL 矩阵 A 为

A
def
==
[
A0 A1 · · · ANA−1

]
(10.3.6)

及 NAL× 1 的向量序列 V (n) 为

V (n)
def
==
[
vT(n) vT(n− 1) · · · vT(n−NA + 1)

]T
(10.3.7)

由正交准则，有

E[uV H] + E[AV V H] = 0 (10.3.8)

则 A 的最优解为

A = −E[uV H]R−1
V (10.3.9)

式中，RV 表示 V 的自相关矩阵。

下面需要用输入噪声 e(n) 的统计学形式表示出式(10.3.9)。令 H̄(z), Ū(z) 分别为矩

阵 B(z)（2L× 2L）的前 L 行和后 L 行组成的块矩阵（L× 2L），设

H̄(z) =

NB−1∑
i=0

H̄iz
−i, Ū(z) =

NB−1∑
i=0

Ūiz
−i (10.3.10)

式中，NB − 1 是 B(z) 的阶数。

定义
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e(n)
def
==
[
eT(n) eT(n− 1) · · · eT(n−NA −NB + 1)

]T
(10.3.11)

H
def
==
[
H̄0 H̄1 · · · H̄NB−1 0 · · · 0

]T
(10.3.12)

U
def
==


Ū0 · · · ŪNB−1 0 · · · 0

0 Ū0 · · · ŪNB−1 · · · 0
...

... . . . ... . . . ...
0 · · · 0 Ū0 · · · ŪNB−1

 (10.3.13)

则

u(n) = He(n), V (n) = Ue(n) (10.3.14)

把式(10.3.14)代入式(10.3.9)得到：

A = H −ReU
H(UReU

H)−1 (10.3.15)

注意到，式(10.3.15)仅和输入噪声 Re 的统计特性及矩阵 B(z) 的元素有关。

文献 [184]对三种 MIMO 信道均衡方法进行了比较，包括符号间隔均衡器（symbol
spaced equalizer，SSE）、FIR FSE 以及通过A(z)优化选择的 FIR FSE。仿真结果表明，
在没有噪声的情况下，SSE 和两种 FSE 的效果一样，即所有符号被完好接收。在存在噪声
的情况下（SNR = 18dB），SSE 接收的符号几乎无法解译（unintelligible）。而在相同信噪
比下，采用 FSE 的方法性能更好，其中 FIR FSE 方法有 8‰ 的符号被错误接收，而使用

三阶估测器优化的 FIR FSE 方法误码率是 10−5，提升将近 5.5dB。具体仿真参数及实验
分析可参见文献 [184]。

本章小结

本章介绍了滤波器组在数字通信中的应用，读者可以通过本章的学习加深对滤波器组

和通信技术的理解。

多路通信是指在数字通信中，由一条信道完成几个独立信号的传输。10.1 节介绍了时
分复用（TDM）和频分复用（FDM）的基本原理，两者均可通过滤波器组来实现。多路通
信也是多载波通信的基础。

广义的多载波通信系统的模型即正交传输复用模型，适用于 TDMA、FDMA和 CDMA
的多用户系统，也适用于多载波（MC）系统以及 MC-CDMA 系统。该模型在结构上等效
于均匀 DFT 滤波器组，可以采用 FFT 结合多相滤波器组的方式高效实现。
离散多频调制（DMT）是一种在有色噪声的非平稳信道中的有效传输方法，它与 FDM

技术相似。10.2.2 节介绍了 DMT 的基本原理。与 FDM 不同，DMT 为了提高频带利用
率，使各载波上的信号频谱互相重叠，但载波间隔的选择要使这些载波在整个信号周期上
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是正交的。因而从某种意义上说，DMT 与 OFDM 具有相同的含义。完全重构的 DMT 系
统信道无失真时（C(z) = 1），当且仅当传输和接收滤波器满足双正交特性时可以完全恢复

信号。关于滤波器组在通信中的应用的更多细节描述，读者可参考文献 [177]。
10.2.3 节介绍了基于滤波器组的 OFDM/OQAM 系统的基本原理及实现过程。这部

分内容主要源自文献 [179]的工作。多载波 CDMA 调制要求在理想信道时，解调端信号

能完全重构调制端信号。通过滤波器组可以构造 M 带完全重构传输复用器。10.2.4 节
介绍了一种基于 CMFB 的构造方法。其他关于滤波器组在多载波通信中的应用可参考文
献 [170,172,180-181]。

10.3 节介绍了双正交对在 MIMO 系统信道均衡化中的应用，关于双正交对的理论分
析及应用，读者可参见文献 [178,183-184]。

习题

10.1 证明：图 10.7 所示的两个传输系统等效，其中

G(ejω) = [H(ejω)]↓M

或在时域表示为 g(n) = h(Mn)。

10.2 证明：在广义正交传输模型（如图 10.4 所示）中，如果要求接收端信号是发送
端信号的纯延时，即

ym(n) = xm(n− n0), m = 0, 1, · · · ,M − 1

则滤波器组 {hm(n), gm(n)} 需要满足双正交条件，即

[Hk(z)Gm(z)]↓M = δ(k −m)

结合习题 10.1 的结论，说明乘性滤波器 Fkm(z)
def
== Hk(z)Gm(z) 为 M 带滤波器，即

fkm(Mn) =

δ(n), k = m

0, k ̸= m

10.3 通过调研文献，比较 OFDM 多载波与滤波器组多载波（FBMC）技术的特点
和差别。
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本章要点

• 音频编码的作用是什么？
• 什么是子带编码？它有哪些优点？滤波器组在子带编码中有什么作用？
• 什么是变换编码？它与子带编码的区别是什么？
• MDCT 变换有哪些优点？它与余弦调制滤波器组有什么关系？
• 话带语音、宽带语音和宽带音频的区别是什么？宽带音频编码标准有哪些？
• 什么是 MPEG-1 音频编码标准？如何进行编码、解码？
• MPEG-1 的三个层有什么差异？滤波器组在 MPEG-1 的三个层中各有什么作用？

音频信号在日常生活中无处不在，是携带信息的主要媒介之一。随着音频技术的快速

发展，音频文件日益庞大，随之对于音频的存储、传输和处理也提出了更高的要求。音频

文件所需存储空间的计算公式为

存储空间 =采样频率× 量化位数
8

×时间×声道数

以 CD为例，其采样频率为 44.1kHz，量化位数为 16bit，则一分钟立体声占 10.584MB
的存储空间，用容量为 650MB 的 CD 只能存储 1 小时左右。这无法满足人们的需求，因
此需要对音频信号进行压缩，即以较少的位数表示音频信号。但是压缩会让信号受损，因

此要保证在听觉方面不产生失真的前提下，对音频数据信号进行尽可能大的压缩。

11.1 音频编码概述

音频信号在时域、频域都存在一定的冗余，压缩编码的过程可以视为滤除这些冗余。音

频编码大致可分为时域编码和频域编码。时域编码是结合声音幅度的出现概率来选取量化

位数进行编码，在满足一定的量化噪声下降低比特率。但是时域编码的压缩率较低，很多

应用并不适用。而频域编码可以很好地克服时域编码的局限性，原理如图 11.1 所示。将信



号从时域变换到频域，结合声音的相关性和人的感知选取量化位数进行编码，采用基于心

理声学模型（psychoacoustic model）处理量化噪声。心理声学模型将在 11.1.1 节进行简要
介绍。常用的两种频域编码方式为子带编码和变换编码。

图 11.1 频域编码原理框图

11.1.1 子带编码

频域编码是基于人的听觉感知进行量化编码，若将输入信号分割成若干子带信号，就可

以根据人耳对不同频率信号感知的灵敏度不同，对每个子带中的声音信号进行不同的分析

处理，这样可以更加充分有效地压缩信号，由此出现了基于滤波器组的子带编码（subband
coding，SBC）。
子带编码最早由 Crochiere 等提出 [185]，原理如图 11.2 所示。首先利用 M(M ⩾ 2) 通

道滤波器组将输入信号分成 M 个子带信号，然后将这些子带信号通过频率搬移变成基带

信号，再分别进行抽取。采样后的信号经过量化编码后复合成一个总比特流发送到接收端。

解码端与编码端过程相反，先将总比特流分解成各个子带的编码流，分别进行解码，将其

频率搬移到原来位置后再经过滤波及内插，得到的各个子带信号相加即为重构信号。

子带的划分对于压缩信号的质量有较大的影响，根据各子带带宽是否相同可分为等带

宽子带编码和变带宽子带编码。后者利用非均匀滤波器组，使低频段的子带带宽较窄，高

频段的子带带宽较宽，这样的划分与听觉感知随频率变化关系相匹配，但是不易于硬件实

现。而进行等带宽划分时，对于不同的子带分配不同的比特数，也可以获得很好的压缩质

量，特别是当 M 较大时更是如此，因此通常选择等带宽子带编码。等带宽子带编码中的

滤波器组即为 M 通道均匀滤波器组，为了保证信号不失真，滤波器组需满足完全重构条

件 [186]，该性质已在第 4 章进行详细分析，这里不再赘述。
子带编码将信号划分成不同的频带分量后，基于心理声学模型对每个子带分配不同的

位数进行独立编码。常见的编码方式有脉冲编码调制（PCM）、差分脉冲编码调制（DPCM）、
霍夫曼编码等，详细的编码方式读者可参考文献 [187-188]。心理声学模型可以理解为听觉
系统中存在一个听觉掩蔽阈值，低于这个阈值的声音信号人耳无法听到，因此对于这部分
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信号即使忽略掉也不会影响听觉效果，故无须进行编码。而高于这个阈值的信号也可以有

选择地分配量化位数，对于人耳敏感的信号可以多分配位数以保证失真较小，对于不敏感

的部分分配的位数则可以少一些，这是由信号最大值与掩蔽阈值之间的差值，即信号掩蔽

比（singal-to-mask ratio，SMR）决定的，SMR 高的信号编码所需要的位数较多。同时需
要保证每个子带中的量化噪声低于掩蔽阈值，这样可以在不影响听觉质量的情况下，尽可

能降低数据的传输速率。

图 11.2 子带编码原理框图

根据以上的分析，子带编码具有以下优点：

（1）将信号划分成子带可以去除信号之间的相关性，从而可以独立地进行编码，互不
干扰。

（2）通过对不同子带分配不同的位数，就可以分别控制各子带的量化级数和量化误差，
以获得更好的主观听觉质量。

（3）各子带的量化噪声相互独立，被局限在本子带内，这样可以避免某个子带内能量
较小的信号被其他子带内的量化噪声所掩盖的情况。

11.1.2 变换编码

声音信号在时域相关性较大，有很高的冗余度，若将信号变换到变换域，则相关性会

减少很多，参数相对独立，从而有较高的压缩比，这就是变换编码（transform coding）的
基本思想。如图 11.3 所示，变换编码不进行子带划分，而是直接对信号进行映射变换，对
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所获得的变换域参数进行量化编码。而解码端对收到的信号进行解码反量化后，再通过反

变换恢复声音信号。

图 11.3 变换编码原理框图

通常使用的变换有离散傅里叶变换（DFT）、离散余弦变换（DCT）、修正的离散余弦
变换（modified discrete cosine transform，MDCT）等。对于 DFT 和 DCT 读者应该比较
熟悉，这里不再过多介绍，下面主要介绍 MDCT。

DCT变换通常分块进行，然后对每一块的变换系数进行独立编码，这样就会不可避免
地因为分块产生边界效应，为了解决该问题，Princen 和 Bradley 最先提出 MDCT [76]，利

用时域混叠抵消（time domain aliasing cancellation，TDAC）在不降低编码性能的条件下，
有效地克服了边界效应。对于输入序列 x(n)，用长为 2M 的窗函数 h(n) 截取其 2M 点，

对截取的数据 x(n)h(n) 作 MDCT 变换：

X(k) =
2M−1∑
n=0

h(n)x(n) cos
[(
k +

1

2

)(
n+

M + 1

2

)
π

M

]
, k = 0, 1, · · · ,M − 1 (11.1.1)

然后将窗移动 M 点，重复上述操作，这使其存在 50% 的重叠，即对每一个输入样本都进
行了两次变换。但是根据式(11.1.1)可知，X(k) 具有对称性，即

X(k) = −X(2M − 1− k) (11.1.2)

因此，2M 个变换系数中只有 M 个是独立的，仍然有 M 个独立的变换系数需要传输，所

以 50% 重叠变换的编码性能并未降低。
对 X(k) 作逆 MDCT 变换（IMDCT），

x̂(n) =
2

M

M−1∑
k=0

X(k) cos
[(
k +

1

2

)(
n+

M + 1

2

)
π

M

]
, n = 0, 1, · · · ,M − 1 (11.1.3)

如果窗函数 h(n) 满足：

h(n)h(n) + h(n+M)h(n+M) = 1 (11.1.4)

则可以在时域抵消变换域生成的混叠，从而利用前一个块样本的逆变换 x̂′(n)和 x̂(n)得到

原始输入样本：

x(n) = x̂′(n+M) + x̂(n) (11.1.5)
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可以看到式(11.1.1)和式(11.1.3)的形式和余弦调制滤波器组相同，因此 MDCT也称为
余弦调制滤波器组。由于其性能优于 DCT，且同样具有快速算法，因此被广泛应用。

事实上，如果子带编码中的滤波器组通道数 M 大到等于块内样本数，即每个子带只

由一个样本构成，此时子带编码和变换编码等价，因此可以将变换编码看作子带编码的

特例。

11.2 宽带音频压缩编码

根据频率范围的大小可以将声音信号分为宽带信号和窄带信号，目前主要研究的信号

主要三种：话带（窄带）语音（telephone speech）、宽带语音（wideband speech）和宽带
音频（wideband audio），基本参数如表 11.1 所示。对于语音信号来说只需能听清、听懂
即可，而对于音频信号的音质听者的要求则较高，本节主要讨论宽带音频信号。

表 11.1 典型声音信号的基本参数

信号类型 应用 频率范围/Hz 采样频率/kHz 量化位数/b PCM 码率À/（kb·s−1）

话带语音 长途电话
300∼3400（中、欧）

8 8 64
200∼3200（美、日）

宽带语音 调幅（AM）广播 50∼7000 16 14 244

宽带音频

调频（FM）广播 20∼15000 32 16 512
CD 20∼20000 44.1 16 705.6

数字录音带（DAT） 10∼22000 48 16 768

À PCM 码率 = 采样频率 × 量化位数。

通常，宽带音频中的子带编码将信号分为 32 个等宽的子带，具有良好的时间分辨率，
但是频率分辨率不足，难以真实反映出人耳的听觉特性。而变换编码则相反，频率分辨率

高但是时间分辨率较低，这样会在出现 b、p 等爆发音时产生预回声。因此，对于高质量的
宽带音频编码通常采用子带编码和变换编码相结合的方式，如 MPEG 标准。目前宽带音
频压缩标准的算法大多采用如图 11.4 所示的模型，不同的算法子带个数 M 和 MDCT 块
长不同，然后再进行量化编码。时频分析、阈值计算以及量化位数分配都是对信号逐段分

块进行的。

图 11.4 宽带音频编码时频分析信源模型
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动态图像专家组（moving picture experts group，MPEG）制定了具有压缩意义的国
际化音视频编码标准，即 MPEG标准。MPEG标准最初是为了实现 1.5Mb/s、10Mb/s及
40Mb/s 码率的压缩编码，即 MPEG-1、MPEG-2、MPEG-3。但是由于 MPEG-2 的功能
扩展与 MPEG-3 重复，因此 MPEG-3 被取消。后来又陆续提出了 MPEG-4、MPEG-7、
MPEG-21 标准。其中只有 MPEG-1、MPEG-2、MPEG-4 涉及音频压缩方法。

MPEG-1 主要是为 CD 光盘介质定制的视频和音频压缩标准，用以解决数字音像存储
问题。MPEG-1是 VCD的主要压缩标准，可适用于不同的带宽设备，如 CD-ROM、Video-
CD 等。MPEG-2 是为数字电视提出的压缩标准，可以更大范围地改变压缩比，以适应不
同画面质量、存储容量和带宽的要求。它在与 MPEG-1兼容的基础上实现了更低码率和多
声道扩展。后来又开发出一套新的音频编码算法，即为 AAC（advanced audio coding）算
法，该算法不向前兼容 MPEG-1。MPEG-4 与 MPEG-1 和 MPEG-2 有很大的不同，在具
有高压缩率的同时，更加注重多媒体系统的交互性和灵活性。MPEG-4 标准包含 MPEG-1
和 MPEG-2 中的语音编码器，同时提供了一个表示其他媒体对象（如语音、合成音频、文
本-语音）的框架。

MPEG-1 是国际上第一个具有高保真度的宽带音频编码标准，并得到了广泛的应用，
其他标准均在此基础上得以发展。下面将主要介绍 MPEG-1 标准中的音频压缩算法的基
本原理。

11.3 MPEG-1 音频编码标准

MPEG-1 音频标准是 MPEG 于 1992 年发布的第一个音视频编码标准，该标准分为
以下五部分。

（1）MPEG-1 系统：实现视频数据、音频数据及其他相关数据的同步存储。
（2）MPEG-1 视频：实现视频压缩。
（3）MPEG-1 音频：实现音频压缩。
（4）MPEG-1 一致性测试：规定了数据流和解码器与前三部分的测试方法。
（5）MPEG-1 软件模拟：给出了前三部分的仿真过程。
这里主要讨论的是 MPEG-1 音频标准，其采样频率为 32kHz、44.1kHz 或 48kHz。该

标准仅规范了数据流和解码器的精确细节，这使得编码端具有很大的自由度，可以利用估

算听觉掩蔽阈值、量化、伸缩等方式不断进行改进，或者针对不同应用做适应性的调整，但

是输出必须符合标准定义的比特流（bit steam）格式。因此 MPEG-1 允许采用三个不同层
（layer）的编码系统，分别为第 I层、第 II层和第 III层，虽然三层独立，但是高层的音频编码
器要兼容本层和所有低层编码器的输出比特流。三个层中编码的总体思路是相同的，由于

对声音信号的性质没有作任何假设，三层的编码器均主要依靠感知模型来降低编码率，即

利用人耳的听觉特性对声音进行压缩，去除声音信号中人耳感知不到的部分，同时使量化

噪声对于人耳来说是被屏蔽的。

三层依次以更低的比特率产生逐步提升的质量，但是编码和解码过程中的复杂度就会
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提高，即第 III 层以最低的比特率实现最高的压缩质量，其编码解码复杂度也最高。第 I 层
算法简单，主要应用于数字小型盒式磁带（DCC）；第 II 层精度更高，应用于数字音频广播
（DAB）、CD-ROM、VCD 等；第 III 层就是 MP3 音乐格式，用于互联网上高质量音频的
传输。第 I 层是所有层的基础，下面以第 I 层为例进行介绍。

11.3.1 MPEG-1 第 I 层

MPEG-1 第 I 层利用的是子带编码，编码端将音频信号通过分析滤波器组分为等带宽
的 32 个子带，其中，子带信号的量化基于 11.1.1 节提到的心理声学模型，位数分配模块
根据信号掩蔽比控制各子带的量化参数，使其在满足比特率的条件下感知失真最小，最后

将子带样本信息按照一定格式打包形成比特流输出。解码端将帧解包后进行解码和重新量

化，最后由综合滤波器组将子带信号合成。其基本原理框图如图 11.5 所示。

图 11.5 MPEG-1 第 I 层音频压缩结构框图

MPEG-1 宽带音频编码标准第 I 层基于一个 M = 32 通道的均匀滤波器组，如图 11.6
所示。编码端中的 32 通道分析滤波器组用于产生一组子带信号，解码端的综合滤波器组
将这些子带信号合成一个完整的信号，为了尽可能地减小音频信号的失真程度，要求合成

的信号与原始信号几乎相同，图 11.6 中的 Q 模块表示完整的编码系统中压缩数据的过程。

图 11.6 第 I 层的滤波器组系统
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这里的均匀滤波器组采用的是余弦调制滤波器组，根据前面的分析可知，这样不仅没

有边界效应，而且比 QMFB 更加灵活，也可以有效地减少计算量。MPEG-1 采用的余弦
调制滤波器组的表达式为

hk(n) = 2h(n) cos
[
(k + 0.5)(n− 16)

π

32

]
, k = 0, 1, · · · , 31 (11.3.1)

gk(n) = 2× 32h(n) cos
[
(k + 0.5)(n+ 16)

π

32

]
, k = 0, 1, · · · , 31 (11.3.2)

式中，h(n) 是一个低通原型滤波器，且 n = 0, 1, · · · , 511。根据式(11.3.1)和式(11.3.2)可以
看出，余弦调制分析和综合滤波器组的乘数因子不同，这与第 4 章讨论的略有不同，由于
音频信号幅度的变化对人耳听觉影响很大，所以经过滤波器组前后的信号幅度应保持严格

不变。式(11.3.2)中的乘数因子 32 就是为了保证内插前后信号的幅值相等，而第 4 章所讨
论的无幅度失真是指信号波形没有变化，幅度则可以存在倍数变化。

经过余弦调制分析和综合滤波器组后的信号分别表示为

sk(n) =
511∑
m=0

x(32n−m)2h(m) cos
[
(k + 0.5)(m− 16)

π

32

]
, k = 0, 1, · · · , 31 (11.3.3)

ûk(n) = 64
∞∑

r=−∞

ŝk(r)h(n− 32r) cos
[
(k + 0.5)(n− 32r + 16)

π

32

]
, k = 0, 1, · · · , 31

(11.3.4)

这里 ŝk(n) ̸= sk(n)，信号 ŝk(n) 表示解码后再量化的子带信号。

对于任意时刻，综合滤波器的合成输出都按一个 M = 32 的样本块进行计算。令 n0

表示某个子带样本 ŝk(n0) 的时间序号，根据式(11.3.4) 可知，每个样本都允许计算对应的
内插后的输出信号 ûk(n) 的 32 个样本，其中，n = 32n0 +m(m = 0, 1, · · · , 31)。特别地，
由于综合滤波器为长度 L = 512 的因果 FIR 滤波器，所以在任意时刻 n，仅有子带信号

的有限过去值对计算有影响，该值的个数为 L/M = 16。因此，在 n0M ⩽ n ⩽ (n0 + 1)M

时，综合滤波器的输出为

x̂(n0 +m) =
31∑
k=0

(
15∑
r=0

ŝk(n0 − r)[64h(m+ 32r)] cos
[
(k + 0.5)(m+ 32r + 16)

π

32

])
,

m = 0, 1, · · · , 31 (11.3.5)

对 32 个样本重复使用该式计算输出。
由第 4 章可知，如果没有 Q 模块，即 ŝk(n) = s(n) 时，可以实现余弦调制滤波器组的

完全重构。对于 MPEG-1 音频标准来说，条件可适当宽松，只需实现近似完全重构即可，
其相位失真由式(11.3.1)和式(11.3.2)中的相位调整得以消除À，通过让原型滤波器满足一定

À 消除相位失真的相位选择方式不唯一，在前面第 4 章也有介绍，所以这里的余弦调制滤波器组的表达式与第 4 章稍有
不同。
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的条件可以实现近似完全重构。MPEG-1 标准 [189] 给出了分析窗的值。根据文献 [190] 可
知，原型低通滤波器 h(n) 与分析窗 C(n) 有如下关系

h(n) =


−C(n)

2
,
⌊ n
64

⌋
为奇数, n = 0, 1, · · · , 511

C(n)

2
,

⌊ n
64

⌋
为偶数, n = 0, 1, · · · , 511

(11.3.6)

式中，⌊u⌋ 表示向下取整，即不超过 u 的最大整数。

原型低通滤波器是关于 n = 256对称的 FIR滤波器，其冲激响应和对数幅频响应分别
如图 11.7（a）和图 11.7（b）所示。可以观察到滤波器的通带增益为 1，也就是 0dB，增
益为 −3dB 时频率 ω = π/64，阻带截止频率 ωs 约为 π/32，因此过渡带从 π/64 扩展到

π/32。注意到滤波器阻带的增益都低于 −100dB，由第 4 章可知这样有利于近似地消除混
叠，从而实现近似完全重构。

图 11.7 MPEG-1 原型低通滤波器

根据式(11.3.1)和式(11.3.2)可以通过原型滤波器实现余弦调制滤波器组，如图 11.8 所
示。为了方便观察，图中给出了频率范围 0 ⩽ ω ⩽ π/8 内分析滤波器组的前四个通道的
对数幅频响应。根据第 4 章可知，若要完全消除混叠失真，则带通滤波器的带宽应小于
π/M = π/32，而由图 11.8 可以看到其两侧带宽具有一定扩展，同时也可以观察到对于某
一通道滤波器的过渡带来说，只和相邻滤波器的过渡带存在交叉部分，由伪 QMF 的概念
可知这部分产生的混叠可以消除，而非相邻滤波器只有阻带与其过渡带有交叉，这部分产

生的混叠无法消除，即余弦滤波器组只能实现近似完全重构。

在 MPEG-1 的第 I 层中，经过抽取输出后将每个子带内连续 12 个样本归为一个块进
行编码，这相当于在原始采样率下的 12× 32 = 384 个样本，若采样频率为 48kHz 时，则
帧长为 384/48 = 8ms。MPEG-1 的量化基于心理声学模型，即需要计算每个子带信号的
掩蔽阈值，进而控制量化编码。为了使量化噪声低于掩蔽阈值，每个子带都引入了比例因

子，从而充分利用量化器的动态范围来减少量化噪声。
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图 11.8 MPEG-1 分析滤波器组的前四个通道滤波器

在计算 SMR 时，需要先对信号进行 512 点的 FFT，如图 11.5 所示，将信号从时域
转换到频域，并通过加汉宁窗减少边界效应，以提高频率分辨率。然后在每个子带内根据

比例因子和功率谱确定声压级（sound pressure level，SPL）：

SPL(n) = max
[
|X(k)|2, 20lg(s(n)× 32768)− 10

]
(dB) (11.3.7)

式中，|X(k)|2 是第 n 个子带中频率范围内幅度最大的 FFT 谱线的功率谱，s(n) 是第 n

个子带的比例因子。

信号分为音调分量和非音调分量，这两部分的掩蔽阈值不同。因此为了计算总的掩蔽

阈值，需要通过 FFT 谱线找出音调分量和非音调分量，并分别确定掩蔽阈值 Tt 和 Tn，结

合绝对阈值 Tq，也就是最低掩蔽边界，即在安静环境中人耳刚好能感知到的声音大小，可

以计算出第 i 个样本的总掩蔽阈值 Tg(i)，即

Tg(i) = 10lg
[
10Tq(i)/10 +

m∑
j=1

10Tt(j,i)/10 +
n∑
j=1

10Tn(j,i)/10

]
(dB) (11.3.8)

式中，Tt(j, i) 表示第 j 个音调分量对第 i 个样本的掩蔽阈值，共有 m 个音调分量；同理

Tn(j, i) 表示第 j 个非音调分量对第 i 个样本的掩蔽阈值，共有 n 个非音调分量。由 Tg(i)

可以得到第 n 个子带的最小掩蔽阈值 Tmin(n) 为

Tmin(n) = min[Tg(i)] (dB) (11.3.9)

每个子带信号的 SMR 为信号的声压级和最小掩蔽阈值的差值，即

SMR(n) = SPL(n)− Tmin(n) (dB) (11.3.10)
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由 SMR 和 SNR 可以计算出掩蔽噪声比（mask-to-noise ratio，MNR）

MNR(n) = SNR(n)− SMR(n) (dB) (11.3.11)

图 11.9 所示为式(11.3.10)和式(11.3.11)中各项之间的关系，可以更直观地看出信号和
量化噪声均满足掩蔽要求，从而进行量化位数分配。量化位数分配是一个迭代过程，详细

过程可以参考 MPEG-1 标准 [189]。

图 11.9 子带内信号、噪声和掩蔽阈值的关系示意图

量化位数分配后对子带样本进行线性量化，量化前需要将这些样本除以比例因子以得

到归一化样本 X。根据分配的量化位数 N 可以确定量化系数 A、B，计算 AX + B，并

取结果的最高 N 位，对它进行最高位取反，以避免出现全“1”码。最后将量化后的样本、
位数分配、比例因子以及其他辅助数据流按照 MPEG-1 标准 [189] 中规定的帧格式组装成

数据帧，这些数据帧连接起来就可以生成表示音频信号的比特流。

解码端在接收到比特流后先进行拆帧，对于每一帧根据规则来解释这些比特，然后进

行再量化，对量化后的样本通过 32 通道综合滤波器组进行重构，以恢复出音频信号。

11.3.2 MPEG-1 第 II、III 层

MPEG-1 标准为了降低比特率以保证高质量，以第 I 层为基础增加了更为复杂的层，
即第 II、III 层，下面主要介绍这两层与第 I 层的不同。
与第 I层对每个子带 12个样本值组成一个块进行编码不同，第 II层对一个子带的三个

块进行编码，每个块同样含有 12个样本值，这相当于在原始采样率下的 12×3×32 = 1152

个样本。一个子带内的三个块有 3 个不同的比例因子，但是为了降低传送比例因子所需的
比特数，在实际编码时通常对比例因子进行共享，即信号变化平稳时，只传送其中 1 个或
者 2 个较大的比例因子；而对于瞬态变化的信号，3 个比例因子都进行传送。比特流中的
比例因子选择信息（scale factor selection information，SCFSI）告知解码端如何共享比例
因子，从而进行解码。第 II 层心理声学模型中进行的是 1024 点 FFT 运算，这样可以提高
频率分辨率，以实现尽可能低的码率，得到信号更加准确的频谱特性。由此可见，MPEG-1
第 II 层比第 I 层更为复杂，但是压缩率也更高。
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MPEG-1 第 III 层就是 MP3，该层的音频质量最好但是复杂度最高。每个通道比特率
低至 64kb/s，其编码端框图如图 11.10所示，可以看到 32通道分析滤波器组的输出样本要
经过 MDCT进一步变换。这种 MDCT采用自适应窗口选择技术，顾名思义，就是 MDCT
具有动态变换的窗函数，进而使子带信号带宽不同，这是为了能够准确反映人耳的听觉特

性。在需要抑制预回声的情况下采用短窗，而在需要平稳信号的情况下则使用长窗，这样

可以同时兼顾编码效率和编码质量，但也会增加算法的复杂度。两种窗的窗口大小分别为

36 个和 12 个采样值。由于 11.1.2 节提到的 MDCT 相邻窗口之间存在 50% 的重叠，所
以这就相当于第 III 层制定了两种 MDCT 的块长，长块的块长为 18 个样本值，短块的
块长为 6 个样本值。也就是说，MPEG-1 第 III 层结合了子带编码和变换编码，即采用了
11.2 节中图 11.4 的模型。值得注意的是，MPEG-1 第 III 层采用的是霍夫曼编码，以提高
编码效率。

图 11.10 MPEG-1 第 III 层音频压缩编码端结构框图

11.4 MATLAB 仿真实例

根据前面几节的分析可知，在音频编码中，滤波器组主要应用在子带编码中。为了更

好地理解相关技术原理，本节将给出一个子带编码的 MATLAB仿真实例。在该实例中，将
输入音频信号分为两个子带，再分别进行编码解码，最后实现信号的重构，其原理框图如

图 11.11 所示。

图 11.11 MATLAB 实例两通道子带编码原理框图

仿真实例的编码方式采用的是 DPCM 编码。MATLAB 中提供的 DPCM 编码、解码
函数分别为 dpcmenco 和 dpcmdecoÀ，句法为

À 需安装 MATLAB 通信工具箱（Communications Toolbox）。
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indx = dpcmenco(sig,codebook,partition ,predictor); % 编码
sig = dpcmdeco(indx,codebook ,predictor); % 解码

其中，编码输入参数 sig 为输入信号；partition 为分区；codebook 为码本，为量化中的每
个分区规定一个值；predictor 为预测传递函数。解码输入参数为给定的码本、预测传递函
数以及量化索引 indx。
分区，码本和预测传递函数可以利用 dpcmopt 函数获得，句法为

[predictor ,codebook ,partition]=dpcmopt(training_set ,ord,len);

其中，参数 training_set 为输入信号；ord 为预测传递函数的阶数；len 为码本的长度，分
区为 len-1。
下面介绍具体的实验流程。选用 MATLAB自带的音频文件“handel”进行实验，该音

频文件的采样率为 Fs = 8192Hz，原始数据长度为 N = 73113，实验截取长度为 L = 216。

图 11.12（a）和图 11.12（b）分别画出了该音频信号的波形和频谱。

图 11.12 输入音频信号的波形及频谱

利用第 3 章介绍的 firpr2chfb 函数设计完全重构的两通道滤波器组，其中滤波器的阶
数为 41，通带截止频率为 0.4。分析滤波器组的幅频响应如图 11.13（a）所示。

利用上述设计的滤波器组对信号进行分解，得到低频和高频两个子带信号，频谱如图

11.13（b）所示。然后分别对子带信号进行 DPCM 编码和解码。经过解码后，再通过综合
滤波器组进行重构。重构的音频信号如图 11.14 所示。和图 11.12（a）进行比较可以看出，
重构音频信号与原始信号的波形在形状上基本相同。可以通过文件大小验证编码过程是否

实现压缩，并计算原始信号与重构信号的均方误差（MSE）。结果显示，原始信号与重构信
号的文件大小之比，即压缩比约为 7.937，两者的 MSE 约为 0.0367，失真程度较小。利用
sound 函数分别播放原始和重构音频，失真度对于人耳来说在可接受范围内。
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图 11.13 分析滤波器幅频响应及子带信号的频谱

图 11.14 重构的音频信号

本节实验的完整代码见附录 A.4。

本章小结

本章介绍了滤波器组在音频编码中的应用。音频编码主要采用频域编码的方式，分别

介绍了频域编码中的子带编码和变换编码与滤波器组的关系。子带编码通过滤波器组将音

频信号划分为不同的子带信号，变换编码中的 MDCT 变换即为余弦调制滤波器组。很多
音频编码都采用了子带编码和变换编码相结合的方式，比如目前得到快速发展的宽带音频

编码。接着介绍了宽带音频编码中的 MPEG-1 标准。MPEG-1 标准分为三层，详细介
绍了第 I 层中余弦调制滤波器组的作用，第 II、III 层均以此为基础，并说明了其他两层与
第 I 层的不同之处。最后，给出了一个基于两通道滤波器组子带编码的 MATLAB 仿真
实例。
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习题

11.1 类比于 DFT 和 DCT 的快速算法，推导 MDCT 的快速算法。
11.2 与 MPEG-1 第 I 层相比，第 II 层最大的不同是什么？MPEG-1 第 III 层为了

提高压缩比在结构上做了哪些改进？以 MPEG-1 标准为例，分析编码质量、编码速率及算
法复杂度之间的关系。

11.3（MATLAB 练习） 对 11.4 节中的基于两通道滤波器组的子带编码进行扩展，
利用树形结构实现如图 11.15（a）所示的基于 4 通道均匀分析滤波器组进行子带划分的子
带编码，同样利用树形结构实现如图 11.15（b）所示的基于非均匀滤波器组的子带编码，分
析利用树形结构实现子带编码的优势和局限性。

图 11.15 习题 11.3 图
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本章要点

• 什么是全色锐化？该问题模型是什么？
• 多孔小波变换有什么特点？多孔小波变换如何实现？
• 多孔小波变换在全色锐化中的作用和优势是什么？
• 阈值去噪的原理是什么？有哪些阈值方法？
• 双树复小波在图像去噪中的作用和优势是什么？

12.1 小波变换在全色锐化中的应用

全色锐化（pansharpening）是多源遥感图像融合中的一项重要技术。空间卫星搭载的
光学传感器通常在空间分辨率和光谱分辨率上存在局限性。以我国发射的高分 1 号卫星为
例，它搭载的全色相机具有高空间分辨率的特点，但仅有单一波段，缺乏光谱分辨能力；而

多光谱相机具有四个波段，覆盖了可见光至近红外波段，但空间分辨率较低。因此，两类

传感器不能同时兼顾空间信息与光谱信息，给场景的解译和分析带来了挑战。全色锐化是

将全色图像（panchromatic image，PAN）与多光谱图像（multispectral image，MS）进行
融合，在保持光谱信息的同时，提高了多光谱图像的空间分辨率，在遥感成像领域有着重

要的应用价值。

12.1.1 全色锐化问题模型

全色锐化的代表性方法有成分替代法（component substitution，CS）和多分辨率分析
法（multiresolution analysis，MRA）[191]。CS 方法利用特定的线性变换对多光谱图像的各
波段进行加权组合，从而获得表示空间信息的成分，然后用全色图像替换该成分，常用的

方法包括亮度–色度–饱和度（intensity-hue-saturation，IHS）[192]、主成分分析法（principle
component analysis，PCA）[192]、Gram-Schmidt 正交化方法 [193] 等。MRA 方法首先对全



色图像进行多尺度分解获得空间细节信息，然后将细节信息注入到多光谱波段。本书将主

要介绍基于 MRA 框架的小波变换方法 [194-195]。

基于 MRA 的融合模型可以概括为

M̂Sk = M̃Sk + gkD, k = 1, 2, · · · , B (12.1.1)

式中，M̃Sk 表示插值后的多光谱图像，D 表示从全色图像 p 中提取的细节信息，gk 为增

益系数，M̂Sk 表示融合后的多光谱图像，下标 k 表示第 k 个波段。

具体来讲，MRA 方法主要分为如下几个步骤：
（1）对多光谱图像进行插值以达到和全色图像相同的尺寸（像素个数）。通常，同一视

场下多光谱图像的尺寸为全色图像的 1/R，其中，R 为高低分辨率À之比。例如，若全色图

像的尺寸为 N ×N，则多光谱图像的尺寸为 N/R×N/R。

（2）通过多尺度变换方法得到全色图像的细节信息 D。在提取细节信息时，应尽可能

保证 D 为多光谱图像所缺失的细节信息。

（3）计算注入增益系数 gk，根据增益系数将提取的细节信息注入多光谱图像中。合理

的增益系数能够降低光谱误差，改善融合质量。

上述融合过程如图 12.1 所示。

图 12.1 MRA 融合模型

12.1.2 多孔小波变换

离散小波变换（discrete wavelet transform，DWT）可以通过两通道滤波器组的树形结
构实现。对于二维可分离小波，每经过一次滤波便会伴随着一次 2 倍抽取，因此每一级变
换后子带的尺寸为上一级子带的 1/4（水平/竖直两个维度）。以两级为例，最后将得到如

À 分辨率可以通过地面采样距离（ground sample distance，GSD）来衡量，即单位像素所对应的空间中的距离。例如分
辨率为 1m，即单位像素表示空间中 1× 1m2 的区域。GSD 越小，分辨率越高。注意，分辨率与图像的尺寸无关，但同一视
场下，两者为正比例关系，即分辨率越高尺寸越大。
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图 12.2 所示的子带分解，其中，A 表示含有低频分量的近似子带，H，V，D 分别对应水
平、竖直、对角方向的子带，下标 k = 1, 2 为变换级数。

图 12.2 离散小波变换两级分解

由于离散小波变换含有抽取，如果滤波器选取不当，可能会在子带引入混叠。尽管能

够利用滤波器组的完全重构性质消除混叠，但对于子带的任何处理都可能在重构过程中引

入伪影（artifact）。同时，离散小波变换不具有平移不变性，因此变换系数对位置极为敏
感，特别是对于图像边缘位置。一种改进的方法是采用多孔算法，由此得到多孔小波变换À

（à-trous wavelet transform，ATWT）。考虑离散小波变换两级分解结构，取其中的一条支
路如图 12.3（a）所示，其中，H1(z) 与 H2(z) 分别代表第一级与第二级的滤波器。利用

Noble 恒等式，可以将第一级的抽取与第二级的滤波器交换位置，于是得到如图 12.3（b）
所示的等效关系。此时第二级滤波器变为 H2(z

2)，即表示 H2(z) 的 2 倍零值内插。若将抽
取舍弃，便得到多孔小波变换。图 12.4 给出了二级多孔小波变换的分析端与综合端结构。

图 12.3 离散小波变换的多孔算法（以二级为例）

多孔小波变换取消了抽取操作，故每一级变换可以得到与原始图像尺寸相同的子带系

数。虽然多孔小波变换增加了变换的冗余度，但由于变换过程不存在混叠失真，更有利于

滤波器设计。注意到为满足完全重构，分析端与综合端的滤波器组只需满足

H0(z)G0(z) +H1(z)G1(z) = cz−n0 (12.1.2)

À 又称为非抽取小波变换（undecimated discrete wavelet transform，UDWT）或平稳小波变换（stationary wavelet
transform，SWT）。
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式中，c 为常数；n0 为整数。相对于正交或双正交滤波器组，条件更为宽松。

图 12.4 多孔小波变换的滤波器组结构（二级）

在 MATLAB 中，二维多孔小波变换可以通过 swt2 函数实现：

[A,H,V,D] = swt2(input,L,wname);

其中，input 表示输入图像；L 表示变换级数；wname 表示使用的小波函数名称；输出 A
表示近似子带；H、V、D 分别对应于水平、竖直、对角方向上的子带。

二维多孔小波逆变换的函数为 iswt2，具体如下：

output = iswt2(A,H,V,D,wname);

其中，A,H,V,D对应于分解得到的小波子带；wname为小波函数名称，应与分解相同；output
表示重构后的图像。

以 5/3 小波为例，对图像进行 2 级多孔小波分解，得到的分解系数如图 12.5（a）和
图 12.5（b）所示（每一个子带均与原图有着相同的尺寸，这里将一级变换的 4 个子带整
体显示）。若将近似子带 A 置零之后进行重构，便可得到图像的细节信息。

图 12.5 5/3 小波分解系数

12.1.3 基于多孔小波变换的全色锐化方法

本节介绍基于多孔小波变换的全色锐化方法，具体流程如下。
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（1）预处理：由于原始的多光谱图像的尺寸小于全色图像，故在进行融合之前，需要
将多光谱图像插值（上采样）到全色图像的尺寸，内插因子为高低分辨率之比 R。

插值可以采用空域插值或频域插值方法。空域插值方法主要包括：最邻近插值、双线

性插值、双立方插值等，可利用 MATLAB 中的 imresize 函数来实现。频域插值方法基于
抽样率转换原理，其中插值滤波器组可采用 MATLAB 中的 fir1、fir2、intfilt 等函数来设
计，具体参见 MATLAB 帮助文档。注意到上述提到的滤波器设计方法均为一维情况，二
维滤波器可以通过张量积来实现。本实验采用空域插值方法。

（2）细节信息提取：对全色图像进行小波分解。根据小波多尺度变换的特点，应考虑
变换级数对细节信息提取的影响。级数较小会造成细节信息提取不足，反之级数较大会造

成额外的计算负担与融合图像的信息冗余。一般而言，变换级数 L 可以通过遥感数据的高

低分辨率之比 R 来确定：

L = ⌈log2R⌉ (12.1.3)

式中，⌈·⌉ 表示上取整。
除变换级数之外，小波基对细节信息提取也有影响（见下文）。在确定变换级数和小波

基之后，对全色图像进行小波变换，得到小波近似子带与细节子带，为了得到全色图像的

细节信息，应将近似子带（低频信息）置零，然后利用小波逆变换得到只含有细节信息的重

构图像。

（3）细节注入：依据式(12.1.1)将小波变换得到的细节信息注入多光谱图像的每一个波
段中，这里令增益系数 gk = 1, k = 1, 2, · · · , B。至此得到融合图像，之后可以使用融合评
价指标进行评价。

本实验考虑三类小波基，包括：

1⃝ Haar 小波：Haar 小波是唯一具有紧支撑的对称的正交小波基，其消失矩À为 1 阶。
Haar 尺度函数与小波函数如图 12.6（a）所示。

2⃝ Daubechies 小波：Daubechies 小波是一类具有紧支撑的正交小波基。在给定长度
的情况下，可以实现最大的消失矩，它对应的尺度函数滤波器为最小相位滤波器。本实验选

择具有 4 阶消失矩的 Daubechies 小波（记为“db4”），尺度函数与小波函数如图 12.6（b）
所示。

3⃝ 双正交小波：双正交小波在分析端与综合端具有不同的尺度函数和小波函数，其对
称性和完全重构可通过 FIR 滤波器实现。本实验选择两个典型的双正交小波，即 5/3 小
波和 9/7 小波，相应的消失矩为 2 阶和 4 阶。图 12.7 给出了两种小波的尺度函数与小波
函数。

À 如果 ∫+∞

−∞
t
k
ψ(t)dt = 0, k = 0, 1, · · · , p− 1

则称小波函数 ψ(t) 具有 p 阶消失矩。消失矩表示小波滤除高频信息的能力，消失矩越大，高频子带的能量就越小。根据定义，

小波函数至少有 1 阶消失矩。
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图 12.6 正交小波基

图 12.7 双正交小波基
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12.1.4 全色锐化评价指标

全色锐化的评价方式主要包括主观评价和客观评价。主观评价即通过视觉给出直观的

判断。客观评价则采用一些数值指标定量地评价。为此，需要将融合图像与参考图像（即

理想的高分辨率多光谱图像）进行对比。然而实际中并不存在高分辨率的多光谱图像。为

了解决这个问题，可根据 Wald 协议，采用两种方式来进行评价 [196-197]。一种是一致性

（consistency）评价，即融合后的多光谱图像，如果经过退化（低通滤波并抽取），应与原始
多光谱图像尽可能一致；另一种是综合性（synthesis）评价，即将原始的多光谱图像视为参
考图像，先对原始的全色、多光谱图像同时退化，在退化尺度下得到融合图像，再将它与

原始的多光谱图像进行比较。本实验采用综合性评价，这种方式的优点在于融合是在全尺

寸下进行的，因此能够最大限度地保留原始数据的信息。

实验选择三种常用的融合评价指标 [198]，包括相对无量纲全局误差（ERGAS）、光谱角
映射（spectral angle mapper，SAM）和 Q4 指标。

1. 相对无量纲全局误差
ERGAS 从整体上反映了多光谱图像的失真，具体定义为

ERGAS(X,Y ) =
100

R

√√√√ 1

B

B∑
k=1

(
RMSE(Xk,Yk)

µk

)2

(12.1.4)

式中，X,Y 分别表示参考图像与融合图像；RMSE(Xk,Yk) 表示两幅图像第 k 个波段的

均方根误差；µk 表示参考图像第 k 个波段的均值；B 为波段数；R 表示高低分辨率之比。

ERGAS 取值非负，数值越小越好。
2. 光谱角映射
给定两个 B 维的光谱向量 v = {v1, v2, · · · , vB} 与 v̂ = {v̂1, v̂2, · · · , v̂B}，用 SAM 衡

量两个光谱向量之间的角度，即

SAM(v, v̂) = arccos
(

⟨v, v̂⟩
||v||2 · ||v̂||2

)
(12.1.5)

式中，|| · ||2 表示 2 范数。
对于多光谱图像，每一个像素可视为一个光谱向量，因此可以通过 SAM 衡量融合图

像与参考图像的接近程度，数值越小越好。

3. Q4 指标
Q4 指标是通用图像质量指数（universal image quality index，UIQI）的多波段扩展。

UIQI 用于衡量两幅不同图像的结构相似性，具体定义为

UIQI = 4σxyµxµy
(σ2
x + σ2

y)(µ
2
x + µ2

y)
=

σxy
σxσy

· 2µxµy
µ2
x + µ2

y

· 2σxσy
σ2
x + σ2

y

(12.1.6)

式中，µx, µy, σx, σy 分别对应于单波段图像 x,y 的均值、标准差；σxy 表示 x,y 的协方差。

式(12.1.6)由三部分组成，第一部分 σxy
σxσy

表示相关系数，取值在 [−1, 1] 之间；第二部分
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2µxµy
µ2
x + µ2

y

反映两幅图像均值（亮度）的偏差，取值在 [0, 1] 之间；第三部分
2σxσy
σ2
x + σ2

y

反映了

两幅图像对比度之间的差异，取值在 [0, 1] 之间。

UIQI 从相关性、亮度、对比度三方面衡量了两幅单波段图像的相似性，Q4 指标将单
一波段拓展到四波段，此时用四元数来表示四波段图像：

z = a+ ib+ jc+ kd (12.1.7)

式中，a, b, c,d 均表示一个单波段的图像；i, j, k 表示虚数单位。

Q4 指标定义为

Q4 =
4|σz1z2

| · |z1| · |z2|
(σ2

z1
+ σ2

z2
)(|z1|2 + |z2|2)

=
σz1z2

σz1
σz2

· 2z1 · z2

z2
1 + z2

2

· 2σz1
σz2

σ2
z1

+ σ2
z2

(12.1.8)

式中，两个四元数 z1, z2 分别对应于四波段的参考图像与融合图像；z, σz 分别表示四元数

的均值和标准差；σz1z2
表示 z1, z2 的协方差。Q4 的取值在 [0, 1] 之间，越接近 1 越好。

12.1.5 仿真实验结果及分析

本节实验采用由 World-View4 遥感卫星拍摄的影像数据À，其中全色图像的分辨率为

0.31m，尺寸为 2048× 2048，四波段多光谱图像的分辨率为 1.24m，尺寸为 512× 512，高

低分辨率之比 R = 4。在融合前，须先对多光谱图像进行插值，保证与全色图像尺寸相同。

上采样后的多光谱图像和全色图像（截取部分区域）如图 12.8 所示。

图 12.8 World-View4 遥感影像数据 [199]

À 该数据源自文献 [199]，可以从 https://resources.maxar.com/product-samples/pansharpening-benchmark-
dataset 下载。
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为了说明 ATWT 的有效性，同时将离散小波变换（DWT）作为比较对象。分别利用
ATWT和 DWT及 12.1.3节提到的四种小波基对全色图像进行分解与细节重构，得到的细
节信息如图 12.9 所示。从图 12.9 可以看出，DWT 方法得到的边缘纹理信息较为模糊（非
水平竖直方向上更加明显），而 ATWT方法得到的边缘纹理更加清晰；在平滑区域，DWT
方法会有较为明显的伪影，而 ATWT 方法则相对平滑。小波函数消失矩对图像细节信息
的提取也有影响，与 Haar 小波相比，消失矩更高的 db4 小波与双正交小波提取的细节信
息更精细。

图 12.9 小波变换提取的细节信息

将提取出的细节信息加入到插值后的多光谱图像中，得到的融合图像如图 12.10 所示。
与图 12.8（a）相比较，经过全色锐化，多光谱图像的空间分辨率得到了明显提升。从视觉
上来看，四种小波基的融合结果相近，但采用 ATWT 的全色锐化结果在图像边缘纹理部
分更加清晰，同时有效抑制了伪影。

图 12.10 不同方法的全色锐化结果
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图 12.10 （续）

表 12.1 给出了各类方法的数值指标。根据结果可知，ATWT 要优于 DWT 方法。在
四种小波基的对比中，消失矩阶数较高的 db4 和 9/7 小波取得了更好的结果，说明较高的
消失矩能够在有效提取细节信息的同时，降低光谱失真。

本节实验相关的完整代码见附录 A.5。

表 12.1 全色锐化数值评价结果

变换 小波基 ERGAS SAM Q4

DWT

Haar 5.6676 4.2563 0.9155
db4 5.1995 4.1667 0.9240
5/3 5.3832 4.1964 0.9205
9/7 5.1397 4.1936 0.9248

ATWT

Haar 5.5289 4.2943 0.9187
db4 5.0947 4.1651 0.9260
5/3 5.2238 4.1979 0.9237
9/7 5.0950 4.1652 0.9260

12.2 双树复小波在图像去噪中的应用

图像在采集或传输过程中经常受到噪声的影响，去除噪声对图像后续应用有着重要意

义。传统图像去噪是通过线性滤波实现（如高斯滤波、维纳滤波等）。具有良好时频特性的

小波变换也可以应用于图像去噪，并且取得了非常好的效果。与传统去噪方法相比，小波

变换可以很好地刻画信号的特征；小波系数具有稀疏性（即使用较少的系数表示原始图像）

与去相关性，使得噪声经过变换后有白化趋势，进而更容易进行分离；通过选择合适的小

波基，可以更好地应用于具体的去噪问题。

根据噪声对图像影响的方式，可以将噪声分为加性噪声与乘性噪声。加性噪声一般假

设与图像无关，具体表示为

y(i, j) = x(i, j) + n(i, j) (12.2.1)

式中，x 表示未经噪声污染的图像；y 表示含有噪声的图像；n 表示噪声；(i, j) 表示图像
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中像素的具体位置。加性噪声以叠加的方式影响输入信号，如电子器件的噪声、信道噪声

等，本节使用加性噪声模型阐述图像去噪算法。

12.2.1 阈值去噪原理

根据式(12.2.1)所示的加性噪声的模型，Donoho 和 Johnstone 提出小波阈值收缩
（wavelet shrinkage）方法 [200]，该方法在最小均方误差意义上可以实现近似最优，而且能够

取得较好的视觉效果。小波阈值收缩去噪算法的主要过程为：首先对噪声图像进行小波变

换，然后对小波系数进行阈值去噪，最后使用小波逆变换重构图像。小波阈值收缩去噪算

法的主要理论依据为：经过小波变换，图像的能量集中在小波域中少量系数上，这些系数

往往具有较大的幅值，而噪声信号（这里指高斯白噪声）系数均匀分布于整个小波空间，这

些系数幅度较小而且不同幅度之间差异不大。因此，可以通过选定合适的阈值，保留幅值

较大的小波系数，清除幅值较小的小波系数，进而实现图像去噪。

对小波系数进行的非线性阈值处理方法分为硬阈值方法 [200] 和软阈值方法 [201]。在硬

阈值方法中，幅值小于或等于阈值的系数被置为零，幅度大于阈值的系数保持不变，如

图 12.11（a）所示。图 12.11（a）为了方便显示，假设小波系数都在 [−1, 1] 的范围，并选
取阈值为 0.3。在软阈值方法中，幅值小于等于阈值的系数被置为零，而大于阈值的系数要
收缩为该系数与阈值的差值（这里解释大于零的情况，小于零的情况类似），软阈值函数如

图 12.11（b）所示。

图 12.11 阈值函数

两种阈值方法中，硬阈值方法能够更好地保持图像中的边缘信息，去噪结果更加接近

真实图像（需要保留的系数未做任何改动）；而软阈值方法中函数具有连续性，去噪后的图

像更加平滑，具有更好的视觉效果。本节采用软阈值方法说明小波变换在图像去噪中的应

用。在确定了阈值去噪的具体方法后，另一个重要问题为阈值的取值，如果阈值过小，噪

声滤除效果不好，如果阈值过大，将会丢失有用信息进而导致图像的模糊，因此选择合适

的阈值至关重要，下面将介绍阈值确定的方法。
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1. Universal 阈值
Universal 阈值 [200] 的计算方法为

Tuniv = σn
√
2 lnN (12.2.2)

式中，σn 为噪声标准差；N 表示图像中像素的总个数。文献 [200]证明，在高斯白噪声模型
下，大于该阈值的系数含有噪声信号的概率趋向于零。

2. 贝叶斯收缩阈值
Chang 等将广义高斯分布（generalized Gaussian distribution）引入图像的小波系数

先验模型中，在贝叶斯框架下通过最小化贝叶斯风险，得到了著名的贝叶斯收缩（Bayes
Shrink）阈值 [202]，具体计算方法如下：

TBayes =
σ2

n
σx

(12.2.3)

式中，σn 为噪声标准差。噪声图像经过小波变换，得到多个小波子带，σx 表示小波子带的

标准差（不同的子带对应不同的标准差），σx 的估计方法为

σ̂x =
√

max{σ̂2
y − σ2

n, 0} (12.2.4)

式中，σ̂2
y 表示噪声图像小波子带的方差。

贝叶斯收缩阈值有很直观的物理意义，对该阈值归一化得
TBayes

σn
=
σn

σx
，其中，等式右

边
σn

σx
为信噪比倒数的开方。当

σn

σx
≪ 1 时，信号占主导作用，此时

TBayes

σn
取值很小，因

此能够更多地保留图像细节信息；反之，若
σn

σx
≫ 1，此时系数主要反映噪声，此时

TBayes

σn

取值较大，可以实现对噪声信号的有效去除。

12.2.2 基于双树复小波的阈值去噪

小波变换可以将图像分解为含有低频信息的近似子带与含有高频信息的细节子带。随

着小波分解级数的增加，近似子带中含有的信息越来越少，选择合适的分解级数可以提升

去噪算法的性能。传统的二维可分离小波变换（DWT）可以将图像分解为一个低频子带与
表示三个不同方向的高频子带（一级小波分解），由于抽取操作的存在，DWT 不具有平移
不变性，这将导致重构后的图像具有块状伪影。多孔算法将变换中的抽取操作等效为对滤

波器的内插，进而实现了平移不变性。因此，具有平移不变性的小波变换在实际应用中具

有更好的视觉效果。但是，图像中有丰富的纹理信息，DWT 得到的 3 个方向的高频子带
不足以高效表示图像中的细节信息，这将会影响到最终的去噪效果（细节信息的高效表示

更有利于信号与噪声分离）。

双树复小波变换（DTCWT）的基函数为复数，而且基函数的实部与虚部互为希尔伯特
变换对（即具有解析性）。具有解析性的复数基函数使得 DTCWT 在具有近似平移不变性
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的同时，还可以实现 6 个不同方向的子带分解。DTCWT 通过双树结构实现，具有运算速
度快、多方向等特点，具体实现方式可以参考第 8 章。本节将使用 DTCWT 对图像进行
去噪处理，为了说明 DTCWT 多方向分解的有效性，选择不含抽取操作的多孔小波变换
（ATWT）作为对照。DTCWT 已经集成在 MATLAB 小波工具箱中，具体用法如下：

[A,D] = dualtree2(input); % 分解
output = idualtree2(A,D); % 重构

其中，A 为实系数矩阵，表示近似子带；D 为元胞数组，包含了每一级分解得到的细节系数
（细节系数为复数矩阵）。

具体去噪流程如下：

（1）对含有噪声的图像进行 DTCWT。注意到不同的分解级数会对结果造成影响，分
解级数太小不足以将噪声分离，分解级数太大则会将重要的信息滤除。本节实验采用 3 级
分解。

（2）对噪声图像进行 DTCWT 后得到一个低频子带与 3 组高频子带，每一组高频子
带具有 6 个不同方向的细节子带。由于近似子带主要反映图像的低频信息（低频信息较为
平滑），而幅值变化较大的噪声主要分散在高频子带中，因此将近似子带完全保留，使用阈

值去噪方法对细节子带进行去噪处理。此处应注意，单一个细节子带中的每一个元素均为

复数，在阈值处理中应分别对实部、虚部进行处理，然后整合为复数。注意到 Universal 阈
值与贝叶斯收缩阈值均涉及噪声方差，可以通过小波系数估计 [200]：

σ̂n =
MED(d)

0.6745

其中，MED(d) 表示小波子带系数 d 的中位数。在去噪过程中，每一个子带对应于一个噪

声方差 σ̂n。

（3）将经过去噪处理的细节子带与保留的近似子带重构为去噪图像，至此图像去噪完
成，后续可以使用评价指标分析图像去噪结果。

12.2.3 仿真实验结果与分析

去噪结果可以用峰值信噪比（peak signal to noise ratio，PSNR）来评价，具体定义如下：

PSNR(x, x̂) = 10lg M2

MSE(x, x̂) (12.2.5)

式中，x 表示原始图像；x̂ 表示去噪图像；MSE(x, x̂) 为两幅图像的均方误差；M 表示图
像的动态范围。若图像为 8 位整型数据，则 M = 255；若图像为 [0, 1] 内的双精度浮点型

数据，则 M = 1。通常情况下 PSNR 取值为 20∼40dB，数值越高表示两幅图像越接近。
本节实验选取两幅典型的自然图像 Lena与 Barbara，分别如图 12.12（a）和图 12.13（a）

所示。对原始图像加入不同标准差的高斯白噪声，生成噪声图像。采用 12.2.2 节所介绍的
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DTCWT 去噪方法进行去噪，同时将 ATWT 作为比较对象，选择 9/7 小波作为基函数。
两种变换均采用 3 级分解。

表 12.2 和表 12.3 给出了两幅图像的去噪结果，其中，U、B 分别代表 Universal 阈值
法和贝叶斯收缩阈值法。可以看出，在不同噪声标准差下，基于 DTCWT 的去噪方法均要
优于 ATWT。同时，采用贝叶斯收缩阈值的结果要优于采用 Universal 阈值的结果。以图
像 Lena 为例，DTCWT-B 高于 DTCWT-U 约 3dB，提升效果显著。

表 12.2 图像 Lena 的去噪结果（PSNR/dB）

σn 噪声图像 ATWT-U DTCWT-U ATWT-B DTCWT-B
10 28.1312 27.3879 28.6083 33.4690 34.0300
15 24.6255 26.7570 27.8746 31.4460 32.0659
20 22.1411 26.3547 27.3680 30.1084 30.7252
25 20.2232 26.0582 26.9702 29.0864 29.6642
30 18.6749 25.8389 26.6068 28.2250 28.8452

表 12.3 图像 Barbara 的去噪结果（PSNR/dB）

σn 噪声图像 ATWT-U DTCWT-U ATWT-B DTCWT-B
10 28.1348 23.9427 24.8030 31.8696 32.3294
15 24.6049 23.3925 24.0272 29.2399 29.7261
20 22.1634 23.1378 23.5838 27.1215 27.7478
25 20.2640 23.0011 23.3362 25.7181 26.4090
30 18.7319 22.8856 23.1662 24.5294 25.1891

图 12.12 和图 12.13 给出了 σn = 20 的情况下不同去噪方法的可视化结果。从图中可

以发现，无论是 STWT 还是 DTCWT，Universal 阈值法的结果有明显的模糊。相对而言，
贝叶斯萎缩阈值法有效去除了噪声，同时保留了图像的边缘纹理信息。对于两种变换的比

较，由于 DTCWT 具有多个方向子带，因此保留了更多的纹理信息，视觉效果更好。

图 12.12 图像 Lena 的去噪可视化结果
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图 12.2 （续）

图 12.13 图像 Barbara 的去噪可视化结果

本节实验相关的完整代码见附录 A.5。

本章小结

本章介绍了小波变换在图像处理中应用。12.1 节介绍了全色锐化问题，该问题的关键
在于如何提取全色图像的细节信息，将其加入到多光谱图像中以增强多光谱图像的空间分

辨率。由于小波变换具有多尺度特性，因此可用于提取空间细节。同时，采用具有平移不
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变性的多孔小波变换，能够降低高频信息对空间位置的敏感性，减少融合图像的伪影。在

仿真实验中取得了良好的全色锐化结果。

12.2 节介绍了图像去噪问题。对含有噪声的图像进行小波变换，使用阈值去噪方法对
小波系数进行处理，可以有效去除噪声，提高图像质量。12.2.1 节重点阐述了阈值去噪的
原理，并介绍了两种阈值方法——Universal 阈值与贝叶斯收缩阈值。12.2.2 节介绍了基于
双树复小波变换的图像去噪一般化流程，最后通过仿真实验证明了基于双树复小波变换的

去噪方法的优势。

习题

12.1（MATLAB 练习） 画出不同类型的尺度函数和小波函数的波形，并分析不同

小波基的特点。提示：可利用 MATLAB 函数 wavefun。
12.2（MATLAB 练习） 自行编写基于小波变换的全色锐化算法，讨论下列参数对

融合结果的影响：

（1）变换级数；
（2）小波基；
（3）抽取小波或多孔小波；
（4）增益系数。提示：增益系数模型可参考文献 [191,198]。

12.3（MATLAB 练习） 自行编写基于小波变换和双树复小波变换的图像去噪算

法，并调研其他阈值方法，分析比较不同方法的结果。提示：参考文献 [87,96]。
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A.1 第 3 章

实验 3.1

% 利用 firpr2chfb设计两通道滤波器组
clear;

N = 19; % 滤波器阶数
fp = 0.35; % 通带截止频率
[h0,h1,g0,g1] = firpr2chfb(N,fp);

% 绘制频率响应
[a0,w0] = freqz(h0);
plot(w0/pi,20*log10(abs(a0)),'LineWidth',1.5); hold on;
[a1,w1] = freqz(h1);
plot(w1/pi,20*log10(abs(a1)),'LineWidth',1.5);
axis([0 1 -70 10]); grid on;
xlabel('\omega/\pi');ylabel('幅度(dB)');
text(0.2,2.5,'H_0');text(0.8,2.5,'H_1');
figure;
[b0,w2] = freqz(g0);
plot(w2/pi,20*log10(abs(b0)),'LineWidth',1.5); hold on;
[b1,w3] = freqz(g1);
plot(w3/pi,20*log10(abs(b1)),'LineWidth',1.5);
axis([0 1 -70 15]); grid on;
xlabel('\omega/\pi');ylabel('幅度(dB)');
text(0.2,9,'G_0');text(0.8,9,'G_1');

% 验证完全重构
n = 0:N;



a = conv(g0,((-1).^n.*h0))+conv(g1,((-1).^n.*h1));
t = 1/2*conv(g0,h0)+1/2*conv(g1,h1);
figure
subplot(1,2,1)
stem(a,'LineWidth',1);
title('a(n)');
axis([0 40 -0.5 0.5]);
subplot(1,2,2)
stem(t,'LineWidth',1);
title('t(n)');
axis([0 40 -0.1 1.1]);
set(gcf,'Units','centimeter','Position',[5 5 20 5]);

实验 3.2

% 利用半带滤波器设计两通道滤波器组
clear;

Fs = 1000; % 采样频率
f = [180 320]; % 截止频率
a = [1 0]; % 幅频响应
ds = 0.01; % 阻带波纹
dp = ds; % 通带波纹
[N,fo,ao,w]=firpmord(f,a,[ds dp],Fs); % 估计半带滤波器的阶数
if rem(N,2) == 1

N = N+1; % 保证阶数为偶数
end
[p,d] = firpm(N,fo,ao,w); % 设计半带滤波器
p(N/2+1) = p(N/2+1)+d; % 保证频率响应非负

z = roots(p);
m = zplane(z,[]); % 零点分布图
set(m,'linewidth',1.5);
x = real(z)+0.1;
y = imag(z);
x([4,8,7,11]) = x([4,8,7,11]) -0.1;
y([4,8,7,11]) = y([4,8,7,11]) -0.1;
for i=1:length(z)

label{i} = ['z_{',num2str(i),'}'];
end
text(x,y,label);
% 根据零点分布图选取单位圆内的零点
zh = [z(4) z(5) z(8) z(9) z(12) z(13) z(14)]';
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% 滤波器组设计
[b0,a0] = zp2tf(zh,[],1);
n = 0:length(b0)-1;
b1 = (-1).^n.*b0;
b2 = 2*b0;
b3 = -2*b1;

% 绘制半带滤波器幅频响应
[amp,w] = freqz(p);
figure;
plot(w/pi,abs(amp),'LineWidth',1.5); grid on;
xlabel('\omega/\pi');ylabel('幅度');

% 绘制滤波器组幅频响应
[h0,w0] = freqz(b0,a0);
[h1,w1] = freqz(b1,a0);
[g0,w2] = freqz(b2,a0);
[g1,w3] = freqz(b3,a0);
figure;
plot(w0/pi,20*log10(abs(h0)/max(h0)),'LineWidth',1.5);
hold on;
plot(w1/pi,20*log10(abs(h1)/max(h0)),'LineWidth',1.5);
axis([0 1 -50 7]); grid on;
xlabel('\omega/\pi');ylabel('幅度(dB)');
text(0.2,2.5,'H_0');text(0.8,2.5,'H_1');
figure;
plot(w2/pi,20*log10(abs(g0)/max(h0)),'LineWidth',1.5);
hold on;
plot(w3/pi,20*log10(abs(g1)/max(h0)),'LineWidth',1.5);
axis([0 1 -50 13]); grid on;
xlabel('\omega/\pi');ylabel('幅度(dB)');
text(0.2,9,'G_0');text(0.8,9,'G_1');

A.2 第 5 章

例 5.2

% Haar小波分解示例
clear
Tx = 256;
x = linspace(0,1,Tx);
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y = 1.5*sin(4*pi*x)+0.3*cos(20*(x-0.4).*x)+sin(10*pi*(1-x));
n1 = -3*sin(70*pi*(1-x));
n2=2*sin(75*pi*x);
t1 = floor(0.2*Tx);
t2 = floor(0.6*Tx);
n1 = [zeros(1,t1-3) n1(t1-2:t1+2) zeros(1,Tx-t1-2)];
n2 = [zeros(1,t2-3) n2(t2-2:t2+2) zeros(1,Tx-t2-2)];
z = y+n1+n2; % 生成具有突变的信号

lw = 1.5;
fsiz = 14;
subplot(4,2,1)
plot(x,z,'LineWidth',lw);
xlabel('(a) $f(t)$','Interpreter','latex');
set(gca,'fontname','times','fontsize',fsiz);

subplot(4,2,2)
stairs(x,z,'LineWidth',lw);
xlabel('(b) $f_8(t)$','Interpreter','latex');
set(gca,'fontname','times','fontsize',fsiz);

sub = {'(c)','(d)','(e)','(f)','(g)','(h)'};

for i = 1:3
k = 8-i;
[c,s] = wavedec(z,1,'haar'); % 一维小波分解
a = appcoef(c,s,'haar')/sqrt(2);
d = detcoef(c,s)*sqrt(2);
T = length(a);
subplot(4,2,2*i+1)
stairs(linspace(0,1,T),a,'LineWidth',lw);
at = [sub{2*i-1} ' $a_' num2str(k) '(t)\in V_' num2str(k) '$'];
xlabel(at,'Interpreter','latex');
set(gca,'fontname','times','fontsize',fsiz);

subplot(4,2,2*i+2)
stairs(linspace(0,1,T),d,'LineWidth',lw);
dt = [sub{2*i} ' $d_' num2str(k) '(t)\in W_' num2str(k) '$'];
xlabel(dt,'Interpreter','latex');
z = a;
set(gca,'fontname','times','fontsize',fsiz);
end
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A.3 第 6 章

实验 6.1

% 分数域抽取
% 生成原始信号与抽取信号
N = 1000;
T = 3;
t = linspace(-T,T,N);
xi = sinc(3*t).^2; % 原始信号
D = 4; % 抽取因子
x_d = xi(1:D:end); % 抽取信号
% 原始信号补零以确保正确的采样率关系
x = [zeros(1,(D-1)*N/2),xi,zeros(1,(D-1)*N/2)];

figure;
subplot(2,2,1)
plot(t,xi,'linewidth',1);
xlabel('t');
title('原始信号');

a = [0.5 0.7 1]; % 变换阶次
for i = 1:length(a)
p = a(i);
alpha = pi/2*p;
% 数值计算并幅度归一化
y = frft(x,p)*sqrt(length(x));
y_d = frft(x_d,p)*sqrt(length(x_d));

% 画图
subplot(2,2,i+1)
L = pi*sin(alpha);
w1 = linspace(-L,L,length(y));
w2 = linspace(-L,L,length(y_d));
plot(w1,abs(y),'linewidth',1);
hold on;
plot(w2,abs(y_d),'linewidth',1);
xlim([-L,L]);
title(strcat('FrFT谱 p=',num2str(p)));
xlabel('u');
legend('原始信号','抽取后');
end
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实验 6.2

% 分数域内插
% 生成原始信号与内插信号
N = 1000;
T = 3;
t = linspace(-T,T,N);
x =sinc(10*t).^2; % 原始信号
I = 3; % 内插因子
N = length(x);
x_i = zeros(1,I*N);
x_i(1:I:end) = x; % 内插信号
% 内插信号补零以确保正确的采样率关系
x_i = [zeros(1,(I^2-I)*N/2),x_i,zeros(1,(I^2-I)*N/2)];

figure;
subplot(2,2,1)
plot(t,x,'linewidth',1);
xlabel('t');
title('原始信号');

a = [0.3 0.6 1]; % 变换阶次
for i = 1:length(a)
p = a(i);
alpha = pi/2*p;
% 数值计算并幅度归一化
y = frft(x,p)*sqrt(length(x));
y_i = frft(x_i,p)*sqrt(length(x_i));

% 画图
subplot(2,2,i+1)
L=pi*sin(alpha);
w1=linspace(-L,L,length(y));
w2=linspace(-L,L,length(y_i));
plot(w1,abs(y),'linewidth',1);
hold on;
plot(w2,abs(y_i),'linewidth',1);
xlim([-L,L]);
title(['FrFT谱 p=',num2str(p)]);
xlabel('u');
legend('原始信号','内插后');
end
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分数阶傅里叶变换主程序

function Faf = frft(f,a)
% 分数阶傅里叶变换离散化算法
f = f(:);
N = length(f);
shft = rem((0:N-1)+fix(N/2),N)+1;
sN = sqrt(N);
a = mod(a,4);
% 特殊阶次
if (a==0), Faf = f; return; end
if (a==2), Faf = flipud(f); return; end
if (a==1), Faf(shft,1) = fft(f(shft))/sN; return; end
if (a==3), Faf(shft,1) = ifft(f(shft))*sN; return; end
% 变换到0.5 < a < 1.5
if (a>2.0), a = a-2; f = flipud(f); end
if (a>1.5), a = a-1; f(shft,1) = fft(f(shft))/sN; end
if (a<0.5), a = a+1; f(shft,1) = ifft(f(shft))*sN; end

alpha = a*pi/2;
tana2 = tan(alpha/2);
sina = sin(alpha);
f = [zeros(N-1,1) ; interp(f) ; zeros(N-1,1)];
% chirp乘积
chrp = exp(-1i*pi/N*tana2/4*(-2*N+2:2*N-2)'.^2);
f = chrp.*f;
% chirp卷积
c = pi/N/sina/4;
Faf = conv(exp(1i*c*(-(4*N-4):4*N-4)'.^2),f);
Faf = Faf(4*N-3:8*N-7)*sqrt(c/pi);
% chirp乘积
Faf = chrp.*Faf;
% 系数归一化
Faf = exp(-1i*(1-a)*pi/4)*Faf(N:2:end-N+1);

end

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
function xint = interp(x)
% sinc插值
N = length(x);
y = zeros(2*N-1,1);
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y(1:2:2*N-1) = x;
xint = conv(y(1:2*N-1), sinc([-(2*N-3):(2*N-3)]'/2));
xint = xint(2*N-2:end-2*N+3);

end

A.4 第 11 章

音频子带编码实验

% 音频子带编码示例
load handel; % 加载文件
L = 2^16; % 截断
y = y(1:L);
N = 41;
fp = 0.4;
[h0,h1,g0,g1] = firpr2chfb(N,fp); % 设计滤波器组
[y0,y1] = sigdec(y,h0,h1); % 分解
a = 2^3; % 位数
[predictor1 ,codebook1 ,partition1] = dpcmopt(y0,1,a);
[predictor2 ,codebook2 ,partition2] = dpcmopt(y1,1,a);
% DPCM编码
x0 = dpcmenco(y0,codebook1 ,partition1 ,predictor1);
x1 = dpcmenco(y1,codebook2 ,partition2 ,predictor2);
% DPCM解码
dx0 = dpcmdeco(x0,codebook1 ,predictor2);
dx1 = dpcmdeco(x1,codebook1 ,predictor2);
dy=sigrec(dx0,dx1,g0,g1); % 重构
dy=dy(N+1:end-N-1); % 对齐
% 写入文件
save('ori.mat','y');
ori = dir('ori.mat');
save('enco.mat','dy');
enco = dir('enco.mat');
r = ori.bytes/enco.bytes; % 压缩比
mse = immse(y,dy'); % 重构信号与原始信号均方误差

% 信号分解
function [y0,y1] = sigdec(x,h0,h1)

u0 = conv(x,h0);
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u1 = conv(x,h1);
y0 = downsample(u0,2);
y1 = downsample(u1,2);

end

% 信号重构
function y = sigrec(x0,x1,g0,g1)

v0 = upsample(x0,2);
v1 = upsample(x1,2);
y0 = conv(v0,g0);
y1 = conv(v1,g1);
y = y0+y1;

end

A.5 第 12 章

全色锐化实验

% 全色锐化示例
data = 'W4_Mexi_Urb_FR.mat';
load(data); % 加载数据

wname = 'haar'; % 小波基
[FUS,R] = pansharp_swt(MS_LR,PAN,wname); % 全色锐化主程序

% 数值评价
FUS = ms_deg(FUS,R); % 退化
REF = MS_LR; % 以原始MS为参考
SAM_index = ind_sam(FUS,REF);
Q4_index = ind_q4(FUS,REF);
ERGAS_index = ind_ergas(FUS,REF,R);

function [fus,R] = pansharp_swt(ms,pan,wname)
% 使用多孔（平稳）小波变换进行全色锐化
% ms -- 原始多光谱图像
% pan -- 原始全色图像
% wname -- 小波基
% fus -- 融合图像
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% R -- 分辨率之比

R = round(size(pan,1)/size(ms,1)); % 高低分辨率之比
L = ceil(log2(R)); % 变换级数
[A,H,V,D] = swt2(pan,L,wname); % 分解
detail = iswt2(zeros(size(A)),H,V,D,wname); % 重构细节
ms = imresize(ms,R); % 多光谱图像插值
fus = ms + repmat(detail ,1,1,size(ms,3)); % 细节注入

end

function [fus,R] = pansharp_dwt(ms,pan,wname)
% 使用离散小波变换进行全色锐化
% ms -- 原始多光谱图像
% pan -- 原始全色图像
% wname -- 小波基
% fus -- 融合图像
% R -- 分辨率之比

R = round(size(pan,1)/size(ms,1)); % 高低分辨率之比
L = ceil(log2(R)); % 变换级数
[C,S] = wavedec2(pan,L,wname); 分解
sizeA = S(1,:);
C(1,1:sizeA(1)*sizeA(2)) = 0;
detail = waverec2(C,S,wname); % 重构细节
ms = imresize(ms,R); % 多光谱图像插值
fus = ms + repmat(detail ,1,1,size(ms,3)); % 细节注入

end

function ms = ms_deg(ms,R)
% 融合图像退化，用于一致性评价

L=44;
h = fir1(L,1/R);
h = h'*h;
ms = imfilter(ms,h);
ms = ms(1:R:end,1:R:end,:);

end
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function e = ind_ergas(x,y,r)
% 全局无量纲指标
b = size(x,3);
x = reshape(x,[],b);
y = reshape(y,[],b);
mser = mean((x-y).^2);
mea = mean(x).^2+eps;
m = mean(mser./mea);
e=100/r*sqrt(m);

end

function s = ind_sam(x,y)
% 光谱角映射指标
A=sum(x.*y,3);
B=sqrt(sum(x.^2,3).*sum(y.^2,3));
T=A./(B+eps);
T = acos(T);
s = mean2(T)*180/pi;
s = abs(s);

end

function q=ind_q4(X,Y)
% Q4指标
X=reshape(X,[],4);
Y=reshape(Y,[],4);
u1=mean(X);
u2=mean(Y);
M=quatmultiply(X,quatconj(Y));
cov=mean(M)-quatmultiply(u1,quatconj(u2));
cov=sqrt(quatnorm(cov));
u1=quatnorm(u1);
u2=quatnorm(u2);
w = sum(X.^2,2);
v = sum(Y.^2,2);
s1=mean(w)-u1;
s2=mean(v)-u2;
q=4*cov*sqrt(u1*u2)/(s1+s2+eps)/(u1+u2+eps);

end
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图像去噪实验

% 图像去噪示例
imname = 'Lena.tif'; % 读取无噪图像
im = imread(imname);
im = im2double(im);

sigma = 20; % 噪声标准差
sigma_n = sigma/255;
y = imnoise(im, 'gaussian', 0, sigma_n^2); % 生成含噪图像
peaksnr_ref = psnr(y,im);

L = 3; % 变换级数
wname = 'bior4.4'; % 小波基

% dtcwt
[out_univ_dtcwt] = de_dtcwt(y,L,'Universal');
peaksnr_univ_dtcwt = psnr(out_univ_dtcwt ,im);
[out_Bayes_dtcwt] = de_dtcwt(y,L,'BayesShrink');
peaksnr_Bayes_dtcwt = psnr(out_Bayes_dtcwt ,im);

% swt
[out_univ_swt] = de_swt(y,L,wname,'Universal');
peaksnr_univ_swt = psnr(out_univ_swt ,im);
[out_Bayes_swt] = de_swt(y,L,wname,'BayesShrink');
peaksnr_Bayes_swt = psnr(out_Bayes_swt ,im);

function y = de_dtcwt(x,L,threshold)
% 使用双树复小波进行去噪处理
% x -- 含噪图像
% L -- 分解级数
% threshold -- 阈值方法： 'Universal'/'BayesShrink'
% y -- 去噪图像

[A,D] = dualtree2(y,'Level',L);
denoise_D = cell(size(D,1),size(D,2));

for i = 1:1:L
detail = D{i,1};
d_real = real(detail); % N*N*6
d_imag = imag(detail);
R = zeros(size(d_real));
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I = zeros(size(d_imag));
for j = 1:1:6

% 噪声标准差估计
s_real = median(abs(d_real(:,:,j)),'all') / 0.6745;
s_imag = median(abs(d_imag(:,:,j)),'all') / 0.6745;
switch threshold
case 'Universal'

N = size(R,1);
t_u_real = s_real * sqrt(2 * 2 * log(N));
t_u_imag = s_imag * sqrt(2 * 2 * log(N));
R(:,:,j) = wthresh(d_real(:,:,j),'s',t_u_real);
I(:,:,j) = wthresh(d_imag(:,:,j),'s',t_u_imag);

case 'BayesShrink'
R(:,:,j) = bayesshrink(d_real(:,:,j),s_real);
I(:,:,j) = bayesshrink(d_imag(:,:,j),s_imag);

end
end
denoise_D{i,1} = R + 1i * I;

end

out = idualtree2(A,denoise_D);

end

function y = de_swt(x,L,wname,threshold)
% 使用平稳小波进行去噪处理
% x -- 含噪图像
% L -- 分解级数
% wname -- 小波基
% threshold -- 阈值方法： 'Universal'/'BayesShrink'
% y -- 去噪图像

[A,H,V,D] = swt2(y,L,wname);

H_T = zeros(size(H));
V_T = zeros(size(V));
D_T = zeros(size(D));
for i = 1:1:L

sigma_H = median(abs(H(:,:,i)),'all') / 0.6745;
sigma_V = median(abs(V(:,:,i)),'all') / 0.6745;
sigma_D = median(abs(D(:,:,i)),'all') / 0.6745;
switch threshold
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case 'Universal'
N = size(y,1);
th_univ_H = sigma_H * sqrt(2 * 2 * log(N));
th_univ_V = sigma_V * sqrt(2 * 2 * log(N));
th_univ_D = sigma_D * sqrt(2 * 2 * log(N));
H_T(:,:,i) = wthresh(H(:,:,i),'s',th_univ_H);
V_T(:,:,i) = wthresh(V(:,:,i),'s',th_univ_V);
D_T(:,:,i) = wthresh(D(:,:,i),'s',th_univ_D);

case 'BayesShrink'
H_T(:,:,i) = bayesshrink(H(:,:,i),sigma_H);
V_T(:,:,i) = bayesshrink(V(:,:,i),sigma_V);
D_T(:,:,i) = bayesshrink(D(:,:,i),sigma_D);

end
end
out = iswt2(A,H_T,V_T,D_T,wname);

end

function out = bayesshrink(input,sigma_n)
% BayesShrink阈值去噪
% input -- 小波子带系数
% sigman -- 噪声标准差
% out -- 经过阈值处理的小波系数

sigma = std2(input);
sigma_x = sqrt(max(sigma^2 - sigma_n^2,0));
T = sigma_n^2 / (sigma_x+eps);
out = wthresh(input,'s',T); % 软阈值

end
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