
     

目前基于BP反向传播算法训练而来的神经网络都会面临着一个重

要的问题,那就是梯度消失,梯度消失会让神经网络无法得到充分的训

练,在性能上无法达到期望。无法得到有效训练的神经网络就好像一个

无法发挥潜力的天才,为此,我们有一系列的方案去解决深度网络的训练

问题。

5.1 梯度消失和梯度爆炸


虽然我们已经在第2章中的误差反向传播算法的本质中提到了梯度

消失,并将其原因归结为激活函数的导数太小,以至于误差在层与层的传

递之间逐渐减小。但是,为了更直观地看到激活函数对于权重更新的影

响,我们再次举一个简单例子。可以假设某个神经网络由l层构成,但每

一层都只有一个神经元,不使用偏置,前向传播过程为:
 

O=ω1…ω3ω2ωlX (5.1)
在上式中加入激活函数sigmoid,其实就是将每一层嵌套了起来,表现为

多层的复合函数:
 

O=σl(wl,σl-1(…σ1(ω1,x))) (5.2)

  同样,为了简单起见,假设我们的损失函数为L,学习率为1,使用梯

度下降算法,第l层的权重系数变化为:
 

Δw1=-
∂L
∂O
∂O
∂ω1

=-δOσ'lσl-1 (5.3)

  在此基础上,利用式(2.27),我们所更新的第l-1层权重系数变

化为:
 

Δwl-1=-
∂L
∂σl-1

∂σl-1

∂ωl-1
=-δOωlσ'l-1σl-2 (5.4)

  在这里我们可以看到,层的参数更新的幅值不仅取决于激活函数的

导数ω'l-1,也取决于w1 和δO。当ω'l-1趋于零时,Δωl-1 也趋于零,表示
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这层的参数几乎不会更新,这就是梯度消失,而当ωl 变得非常大的时候,Δωl-1 就会变得非

常大,这层的参数会发生巨变,这就是梯度爆炸。
所以梯度消失和梯度爆炸名字虽然非常对应,但是内在的原因并不一样。梯度消失往

往是因为激活函数,而梯度爆炸往往是因为权重,尤其是在初始化的过程中,如果将权重设

置得过大,那么就很可能发生梯度爆炸。

5.2 隐藏单元设计原则和sigmoid的非零中心


首先,我们有必要强调sigmoid隐藏单元更多意义在于其生物角度上,因为它将大范围

的输入挤压到[0,1],对应着生物学神经元抑制和激活两种状态,但却在神经网络的优化过

程中非常容易出现迭代缓慢和梯度消失的问题。但根据目前的主流观点,激活函数最重要

的作用并非为了与生物学上状态严格对应,而是作为一个非线性函数来满足万能近似定理,
从而保证神经网络可以近似任意的函数。

我们可以很快地排除两个简单的隐藏单元,即阶跃函数和线性函数,如图5.1,阶跃函

数在变量两端的导数均为零,在反向传播时,梯度流将会恒为零,左导数和右导数均为无穷

大,不可计算。而线性函数在优化上没有什么困难,而且梯度流在逆向传播时会很稳定,但
不符合万能近似定理,无法近似非线性函数。

■图5.1 作图为线性函数,右图为阶跃函数

对隐藏单元的理解有两条思路,其一,根据一些基本原则去自行设计,其二,基于阶跃函

数和线性函数分别作出改进。首先我们根据理论知识来对隐藏单元的基本原则作出总结,
也就是隐藏单元必须或者最好能拥有的特性:

 

(1)
  

近似线性。为了避免大的梯度和小的梯度在深层网络中传播时对优化的影响,若
梯度为1,则可以避免一些麻烦,但是,完全的线性又会违反万能近似定理,所以我们希望激

活函数在某个区间内保持线性。
(2)

  

连续性。我们希望对于每一个输入,都有输出。当某个可能的数值在激活函数上

没有定义时,这个激活函数将没有输出,这是不被允许的。注意,输出为零与没有输出是两
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种截然不同的情况。
(3)

  

几乎可微。完全可微性经常被人误以为是激活函数的必要条件,因为总是要计算

梯度。实际上,我们不需要保证对所有的点都存在导数,有限的几个点不存在导数仍然是可

以接受的,我们会用左导数或者右导数来替代导数没有定义的点。
(4)

  

在上述三条的基础上,我们还希望它可以满足单调性。这一点存在着一些争议,因
为有些激活函数并不是单调性的,但效果却很好。一般认为,单调性的激活函数会带来更好

的收敛效果。
(5)

  

小的饱和区域,甚至不饱和。我们已经在上文中看到,大量的饱和区域会使得深层

的网络参数很难得到大幅度的更新,我们希望激活函数的梯度在很小的区域内为零。除此

之外,函数本身等于零的区域也要尽量少。
(6)

  

更小的计算量。一方面,我们希望激活函数计算起来较为简单,另一方面,我们希

望激活函数的参数尽量少,因为激活函数每增加一个参数,整个神经网络要相应增加隐层包

含神经元数量之和的参数数量,这对于优化仍然是不利的。
虽然我们称其为隐藏单元的设计原则,但这些原则都不是本质意义上的,但可以说,根

据目前我们对神经网络的了解,这些原则是适用的。接下来,我们遵循第二条思路,从逐步

改进的思路去理解隐藏单元的设计。根据阶跃函数不可微的缺点,我们可以选取喜闻乐见

的sigmoid函数,这一函数曾经被大量使用,是很多人入门深度学习见到的第一个函数,如
图5.2。

■图5.2 sigmoid
 

函数

在这里,根据式(5.3),我们将会面对非零中心带来的问题,如图5.3,sigmoid函数和其

导数均为正,σ'l永远是正的,而σl-1 也永远是正的。
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■图5.3 sigmoid
 

函数

唯一决定其更新方向只有损失对输出的偏导,但对于某一确定的数据,这一项也是常

数。也就是说,在sigmoid作为激活函数的情况下,存在多个参数的情况下,权重系数的更

新会全部沿着同一个方向,我们假设存在两条权重边连入到其中,另一个参数的更新也与上

述情况类似。此时,我们进行两个参数的更新:
 

Δw1=-
∂L
∂O

 

σ'σ1 (5.5)

Δw0=-
∂L
∂O

 

σ'σ0 (5.6)

  因为σ0σ1 均为正,其余的条件均一样,ω1 和ω0 的更新沿着同一个方向,当我们遇到需

要减小一个参数,而增大另一个参数的时候,此种性质会造成迭代的冗余。如图5.4,当我

们需要增大ω0,减小ω1 时,由于上一步sigmoid函数的输出永远为正,参数只能沿同一个

方向更新,要么全部增大,要么全部减小,就形成了Z形折线。

■图5.4 sigmoid函数作为激活函数,两个参数的可能会出现的迭代过程
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sigmoid的导数和函数值对于所有权重的更新永远沿着一个方向,所以迭代必然很缓

慢。一个自然的思路就是,将其中之一的输出区间扩展到以零为中心,基于这样的思路,我
们可以选取tanh函数,如图5.5,tanh函数是奇函数,而其导数均为正,使得连接到同一神

经元的连接权重不再同时增大或者减小,而且在图中的[-2,2]上,tanh函数的输出值与线

性函数类似,满足近似线性化的原则。

tanh(z)=2σ(2x)-1

■图5.5 tanh函数

  同时为了发挥线性的巨大优势,我们可以将中间区间的全部强制变成线性,这样就成为

了hardtanh函数,如图5.6。

y=
-1, -x≤-1
x, -1<x≤1
1, x>1









  需要注意的是,这样的拓展方法本质是将原来的平滑曲线,强行分段,也被称为“硬饱

和”,对噪声就比较敏感,我们对输入加上一个极小的偏移,梯度仍然不变,但在训练过程中,
我们希望在梯度流中,加了噪声和不加噪声具有不同的梯度。同时,tanh和hardtanh并没

有缓解梯度消失问题,反而加剧了它,所以我们需要一个在输入值太小和太大的时候,梯度

变化仍需要显著的函数,我们尝试使用反正切函数,如图5.7。

y=arctan(x)

  类似地,我们还可以使用softsign函数,如图5.8。

x
1+|x|
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■图5.6 hardtanh函数

■图5.7 arctan函数

  目前对于反正切函数和softsign函数都介绍很少,因为它们的梯度计算起来都是比较

困难的。事实证明,在能够使用sigmoid函数作为激活函数的深层网络中,将其替换为tanh
等类似零中心的激活函数可以改善学习效果。
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■图5.8 softsign函数

5.3 基于线性函数的改进和maxout单元


对阶跃函数的陆续改进中,一方面,仍然延续了“挤压”的基本性质,事实上我们已经了

解到要达到非线性的目标,“挤压”并不是必要的,另一方面,在梯度计算简单、近似线性化和

缓解梯度消失和爆炸,这三者中我们最多只能拥有其中的两个。所以,我们有必要思考另一

条思路,就是基于线性函数的改进。对线性函数的改进首先要解决的问题是,如何将一个线

性函数变为非线性的,同时又要继承近似线性化的优点。我们寻找近似线性的激活函数,比
如Bent

 

identity,它的定义是:
 

x2+1-1
2 +x

  如图5.9,Bent
 

identity是一个具有近似线性性质的函数,只是导函数比起ReLU较为

复杂。ReLU的设计是来源于另一个简单的想法,就是将激活函数变为一个分段线性函数,

ReLU(Rectified
 

Linear
 

Unit)它被定义为:
 

max{0,x}

  如图5.10,ReLU表现为一个分段的线性函数来实现非线性。为什么分段线性函数是

非线性的呢? 回顾我们在统计学习中讲解的线性的定义,从数学上,我们可以说ReLU满

足齐次性,但不满足可加性;
 

直观来说,一个线性函数会将空间分割为平直的两部分,而非

线性函数则不会,分段线性函数并不平滑,按照微积分的基本原理(黎曼可积),一个任意复
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■图5.9 Bent
 

identity函数

■图5.10 ReLU函数

杂的凸函数都可以通过线性函数的多次分段来逼近。

ReLU在很大的区间内近似线性,避免了梯度消失和梯度爆炸问题。所谓的“单侧抑

制”还会带来一个巨大的好处,当神经元的输入小于零时,输出为零,神经元未被激活,只有

当神经元被激活时才会有信息被传入下一级的神经元,当神经元关闭时,与之相连的权重边

就不再重要,就减少了参数的数量,因为参数的数量与模型容量密切相关,这种对网络的稀

疏化减小了过拟合的可能。
同时,也会带来风险,我们已经在上一节知道,反向传播更新参数时,可以看作梯度的流

动。而ReLU输入小于零的时候,梯度也为零,当神经元一旦关闭,就很难再次激活,当我
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们神经元的参数初始化为零,或者更新幅度太大时就会发生某些关闭的神经元在整个训练

中就不再激活,这就是所谓的神经元“死亡”。
为了解决ReLU带来的潜在的优化风险,势必要破坏ReLU的稀疏化优势。我们可以

尝试在输入小于零的时候,让其梯度不为零,比如LeakyReLU,它被定义为:
 

y=
αx, x≤0
 
x, x>0 

  其中,α是一个非常小的参数,就是希望能够避免神经元的死亡,又同时尽可能地保持

原本ReLU的优点,当输入小于零时,神经元的激活也就很微弱,绝对值也不会特别大,这
与我们的L2 正则化有相似之处,如图5.11,同时我们可以注意到LeakyReLU仍然是硬饱

和的。

■图5.11 LeakyReLU函数

ELU单元则改进ReLU的硬饱和特点,它被定义为:
 

y=
α(εx -1), x≤0
 
x, x>0 

  如图5.12,ELU函数是平滑的。注意到我们使用ELU或者LeakyReLU时,引入了一

个需要提前设定的参数,这个参数随着神经网络的结构和数据的不同,可能会存在差异,大
多数情况下,我们会引入参数共享,即会对于所有的单元采取相同的α,但将其确定好,仍然

需要花费不少工夫。把如果这个参数可以内嵌到神经网络的学习过程中,使其变为一个可

以被训练的参数,那么性能就会更加灵活,这就是所谓的PReLU(Parametric
 

ReLU),具体

的形式与ELU和LeakyReLU相同,只是在训练过程中,我们需要多计算一个参数的梯度:
 

Δα=
∂L
∂α=

αL
∂f
∂f
∂α
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■图5.12 ELU函数

在PReLU中引入的可训练的参数是为了激活函数具备一定的灵活性,灵活性的另一种实

现方法则可以基于门控(gated)加强对激活函数的参数化,比如Swish函数,它被定义为:
 

y=xσ(βx) (5.7)

  它使用sigmoid函数来控制近似行为,当sigmoid函数接近激活时,Swish函数接近x,
当sigmoid函数接近关闭时,Swish函数接近0。sigmoid函数内部的参数β来控制上述渐

进行为的快慢,参数越大,表示随着x的变化,越快的接近激活或者关闭。
如图5.13,随着β的增大,Swish函数越来越接近ReLU的表现,当β=0,函数就成为

了一个完全线性函数。

■图5.13 Swish函数
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灵活性的最极端方式就是把激活函数本身当作学习的对象,比如 maxout单元,它接受

从上一层神经元的全部输出,而非传统激活函数只接受上一层神经元输出的和。考虑不加

偏置的全连接网络,上一级有i个节点,那么这一层第j 个ReLU接收的输入就是zj=
XT

iwij,进入激活后,产生的输出就是max{0,zj}。
而每一个maxout单元接受上一层神经元的全部输出,是一个向量,[x1,x2,…,xi]。

如图5.14,假设有两个输入,标准的ReLU神经元产生的是 max{0,w1x1+w2x2},而添加

3个神经元的maxout神经元产生的输出为:
 

max{v11x1+v12x2,v12x1+v22x2,v13x1+v23x2} (5.8)

■图5.14 maxout激活函数

  注意图中最后三条边并非权重边,在这个例子中,maxout包含6个参数,若含有k个神

经元,则参数的数量会变成原来的k倍。事实上,maxout通过取最大值的方式可以逼近任

意的凸函数,随着k的增加,拟合能力就会越来越强,同时参数的增多使得它比起一般的激

活函数具有更多过拟合风险,一般需要加上更为有力的正则化机制。

5.4 使用keras


经过上述的学习,我们都已经知道神经单元的类型会对网络的训练产生重要的影响,梯
度消失是最为典型的情况。神经元影响梯度消失程度分为两种,一种是损失函数的选择,均
方误差比起交叉熵更容易产生梯度消失;

 

另一种是隐藏单元的选择,sigmoid函数比起

ReLU更容易产生梯度消失。我们会对这两种情况作出详细验证。
在这里,我们采用 MNIST数据集,这是手写数字识别的著名数据。我们将数据导入,

并定义了一个非常简单的模型:
 

  import
 

numpy
 

as
 

np
from

 

keras datasets
 

import
 

mnist
from

 

sklearn model_selection
 

import
 

KFold
from

 

keras models
 

import
 

Sequential
from

 

keras layers
 

import
 

Dense
from

 

keras
 

import
 

optimizers
from

 

keras utils
 

import
 

to_categorical
import

 

seaborn
 

as
 

sns
import

 

matplotlib pyplot
 

as
 

plt
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#
 

导入数据

 X_train y_train   X_test y_test =mnist load_data  

train_labels
 

=
 

to_categorical y_train 
test_labels

 

=
 

to_categorical y_test 

X_train_normal
 

=
 

X_train reshape 60000 28*28 
X_train_normal

 

=
 

X_train_normal astype 'float32' 
 

 
 

255
X_test_normal

 

=
 

X_test reshape 10000 
 

28*28 
 

X_test_normal
 

=
 

X_test_normal astype '

float32' 
 

 
 

255

#
 

定义模型

def
 

full_model act 
 

loss  
  model=Sequential  
  model add Dense 512 activation=act input_shape= 28*28    
  model add Dense 256 activation=act  
  model add Dense 128 activation=act  
  model add Dense 64 activation=act  
  model add Dense 10 activation= 'softmax'  
  model compile optimizer=optimizers Adam   loss

 

=
 

loss
 

 \
        metrics= 'accuracy'  
  return model 

def
 

train_plot_loss model 
 

epochs 
 

batch_size 
 

losses  
  losses_his=  
  for

 

loss
 

in
 

losses 
    full_model=

 

model act
 

=
 

'sigmoid' loss=
 

loss 
    his

 

=
 

full_model fit X_train_normal 
 

train_labels 
      batch_size=batch_size \validation_data= X_test_normal test_labels  

 

\
            verbose=1 epochs=epochs 
    losses_his loss 

 

=
 

his history
  sns set style= 'white' 
  for

 

key_loss
 

in
 

losses_his keys   
    plt plot range epochs  

 

losses_his key_loss  'loss'  label
 

=
      key_loss 
    plt legend  
    plt show  
  return

 

losses_his

losses_his
 

=
 

train_plot_loss model
 

=
 

full_model 
 

epochs
 

=
 

10 
 

batch_size
  =

 

256 \losses
 

=
 

 'mean_squared_error' 'categorical_crossentropy'  

在上段代码中,我们搭建了一个四个隐层的模型,并且定义了训练模型的函数,其中使

用了均方误差和交叉熵分别训练模型。得到图5.15,可以看出均方误差作为损失函数在训

练集上几乎没有变化,而交叉熵却在缓慢下降,这说明使用均方误差可能会出现参数更新缓

慢的情形。
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■图5.15 均方误差和交叉熵随着迭代的变化

单纯的看训练集的损失并不能真的确定均方误差会让模型难以训练,更何况交叉熵和

均方误差本来就是两个不同的函数,放在一起看没有太多的意义,所以我们还需要观察准确

率和测试集的表现,添加如下代码:
 

      
sns set style= 'white' 
for

 

key_loss
 

in
 

losses_his keys   
  plt plot range 10  losses_his key_loss  'accuracy'  label=

 

key_loss 
  #

 

plt plot range 10  
 

losses_his key_loss  'val_accuracy'  label
 

=
    key_loss 
plt legend  
plt show  
    

如图5.16,无论是训练集还是测试集,使用均方误差在迭代的整个过程的准确率都小

于使用交叉熵。这说明交叉熵能归模型进行更有效的训练。
经过上述的验证,我们对于分类问题采用交叉熵会让模型得到更好的训练,接着我们来

探究隐藏单元对模型的影响,添加代码如下:
 

       
def

 

train_plot_act model 
 

epochs 
 

batch_size 
 

acts  
  acts_his=  
  for

 

act
 

in
 

acts 
    full_model=

 

model act
 

=
 

act 
 

loss=
 

'categorical_crossentropy' 
 

his
 

=
 

full_model 
fit X_train_normal 

 

train_labels 
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■图5.16 均方误差和交叉熵作为损失,训练集和测试集上的准确率变化

      batch_size=batch_size validation_data= X_test_normal test_labels  \
            verbose=1 epochs=epochs 
    acts_his act 

 

=
 

his history
  sns set style= 'white' 
  for

 

key_act
 

in
 

acts_his keys   
      plt plot range epochs  acts_his key_act  'loss'  label=

 

key_act 
    plt legend  
      plt show  
  return

 

acts_his

acts_his
 

=
 

train_plot_act model
 

=
 

full_model 
 

epochs
 

=
 

10 
 

batch_size
 

=
  256 \acts

 

=
 

 'sigmoid' 'tanh' 'softsign' 'relu' 'elu'  

在上述代码中,我们分别设置了激活函数采用sigmoid,tanh,softsign,relu和elu,并分

别对同一个模型进行训练,结果如图5.17,sigmoid函数训练损失一直处于其他激活函数的

上方,这正是因为sigmoid的饱和区较大,在误差反向传播中加重了梯度消失。并且因为非

零中心的缘故,损失下降到和其他激活函数一样的水平需要更多次的迭代。
同时,我们也可以对使用不同激活函数时测试集和训练集上的准确率作出评估,添加代

码如下:
 

  act_train_acc
 

=
 

 acts_his i  'accuracy'  -1 
 

for
 

i
 

in
 

acts_his 
act_val_acc

 

=
 

 acts_his i  'val_accuracy'  -1 
 

for
 

i
 

in
 

acts_his 
acts

 

=
 

 i
 

for
 

i
 

in
 

acts_his 
sns set style= 'white' 
plt ylim 0 97 

 

1 
sns barplot acts 

 

act_train_acc 
#sns barplot acts 

 

act_val_acc 
plt show  

如图5.18,我们发现不同的激活函数在训练集和测试集上准确率的区别很小,这是因

为神经网络的激活函数对于表示学习可能只起到非线性的作用,而sigmoid函数比起其他
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■图5.17 不同类型的隐藏单元的训练损失随着迭代的变化

激活函数得到的准确率在训练集和测试集上都要小,也是因为网络没有得到有效训练的

缘故。

■图5.18 10个epochs后,不同类型的隐藏单元在训练集和测试集上的准确率


