
第5 章

组合计数

组合计数在许多学科中都会用到,特别是在计算机的算法设计与分析中

用于估计算法的复杂度函数。本章介绍了加法原理、排列与组合,并详细介

绍了计数的两个典型应用———鸽笼原理和递推关系。
递归关系是序列中第n 个元素与它前若干个元素之间的关系,可用于解

决一些特定的计数问题。由于递归关系和递归算法密切相关,因此递归关系

可以很自然地用于递归算法分析。

5.1 基本原理

5.1.1 加法原理

  加法原理是一个初等原理。它是全体等于它的各部分之和这一原理的

公式化。
定理5.1(加法原理) 假定S1,S2,…,St均为集合,第i个集合Si 有ni

个元素。若{S1,S2,…,St}为两两不交的集合(若i≠j,Si∩Sj=∅),则可

以从S1,S2,…,St 选择出的元素总数为n1+n2+…+nt(即集合S1∪S2∪…

∪St 含有n1+n2+…+nt 个元素)。
加法原理可总结为:当计数的元素可分解为若干个不相交的子集时,可

将每个子集元素的个数相加得到元素的总数。
例5.1 在1,2,…,10中,有5个偶数,4个素数,求1,2,…,10中是偶数

或是素数的个数。
解:由于2既是偶数,又是素数,所以,1,2,…,10中,是偶数或是素数的

个数不是简单地5+4=9,而是8。此例说明,不能不加分析地、简单地使用

加法原理。
例5.2 当执行完以下代码后,k的值是多少?

  k:=0

for i1:=1 to n1
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     k:=k+1

for i2:=1 to n2

   k:=k+1

    ︙
for im:=1 to nm

   k:=k+1

解:k的初始值是0,在执行完

  for i1:=1 to n1

   k:=k+1

后,k=n1。实际上,这段程序是让k从0起,不断地加1,共n1 次。同理,在执行完

  for i2:=1 to n2

   k:=k+1

后,k=n1+n2。执行完最后的

  for im:=1 to nm

   k:=k+1

后,k=n1+n2+…+nm。所以,当执行完所有的代码后,k的值是n1+n2+…+nm。

5.1.2 乘法原理

乘法原理要稍微复杂一些,相当于加法原理的一个推论,主要反映乘法是重复加法的

这一事实。
定理5.2(乘法原理) 如果一项工作需要t步完成,第一步有n1 种不同的选择,第二

步有n2 种不同的选择,……,第t步有nt 种不同的选择,那么,完成这项工作所有可能的

不同的选择总数为n1×n2×…×nt。
乘法原理可总结为:当一项工作分为若干步时,将每一步的可选择数相乘便得到这

项工作的所有可选择个数。
例5.3 从5本不同的计算机书、3本不同的数学书和2本不同的艺术书中选出不同

类的两本,共有多少种选法?
解:根据乘法原理不难得出,选择一本计算机书和一本数学书,共有5×3=15种选

法;同理,选择一本计算机书和一本艺术书共有5×2=10种选法;选择一本数学书和一本

艺术书共有3×2=6种选法。由于这3个集合两两不相交,根据加法原理可得:从5本

不同的计算机书、3本不同的数学书和2本不同的艺术书中选出不同类的两本,共有

15+10+6=31
种选法。

用乘法原理可证明一个含有n 个元素的集合共有2n 个子集。
例5.4 用乘法原理证明含有n 个元素的集合{x1,x2,…,xn}有2n 个子集。
证明:构造一个子集分为n 个步骤:选取或不选取x1;选取或不选取x2;……;选取

或不选取xn。每一步有两种选择,故所有可能的子集总数为
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2×2×…×2􀮩 􀮫􀮪􀪁􀪁􀪁 􀪁􀪁􀪁
n个2

=2n

  运用乘法原理可对需要若干步完成的对象计数,当计算不相交子集中对象的总数时,
可运用加法原理。

5.2 排列与组合

5.2.1 排列

  定义5.1 n 个不同元素x1,x2,…,xn 的一种排列为x1,x2,…,xn 的一个排序。
定理5.3 n 个元素的排列共有n!种。
证明:运用乘法原理。确定n 个元素的一个排列依次分为n 个步骤:选择第一个元

素;选择第二个元素;……;选择第n 个元素。第一个元素有n 种选法;当第一个元素选

定后,第二个元素有n-1种选法;当第二个元素选定后,第三个元素有n-2种选法;以
此类推。根据乘法原理,共有n(n-1)(n-2)…×2×1=n!种排列。

例5.5 10个元素的排列共有

10!=10×9×8×7×6×5×4×3×2×1=3628800种

  定义5.2 n 个(不同)元素x1,x2,…,xn 的r排列是{x1,x2,…,xn}的r元素子集

上的排列。n 个不同元素上的r排列的个数记作P(n,r)。
定理5.4 n 个不同元素上的r排列数目为P(n,r)=n(n-1)(n-2)…(n-r+1),

r≤n。
证明:对从n 个不同元素中选取r个元素的排列方法进行计数。第一个元素有n 种

选法;当第一个元素选定以后,第二个元素有n-1种选法;依次不断选取,直到当第r-1
个元素选定后,选取第r个元素。最后一个元素有n-r+1种选法。根据乘法原理,n 个

不同元素上的r排列数目为P(n,r)=n(n-1)(n-2)…(n-r+1)。
例5.6 依定理5.4,X={a,b,c}上的2排列数为

P(3,2)=3×2=6
这6种排列依次为

ab,ac,ba,bc,ca,cb

5.2.2 组合

定义5.3 给定集合X={x1,x2,…,xn},其包含n 个元素,从X 中无序、不重复选

取的r个元素称为X 的一个r组合,X 的所有r组合的个数记作C(n,r)。
接下来用两种方法导出n 个元素上的r 组合数C(n,r)的公式:第一种方法是利用

P(n,r)公式导出;第二种方法是直接从C(n,r)的性质入手。两种方法将得到相同的

C(n,r)公式。
将构造一个n 个元素集X 上的r排列分为两个步骤:选出一个X 上的r组合;将这

个r组合排序。例如,构造{a,b,c,d}上的一个2排列,先选择一个2组合,再将2组合
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进行排序。图5.1说明了如何通过这种方法构造一个{a,b,c,d}上的2排列。由乘法原

理可知,r排列数等于r组合数与r个元素排列数的乘积,即

P(n,r)=C(n,r)r!

图5.1 {a,b,c,d}的2排列

于是

C(n,r)=
P(n,r)
r!

  下面的定理将给出C(n,r)的另外一种表示法。
定理5.5 n 个不同元素上的r组合数为

C(n,r)=
P(n,r)
r! =

n(n-1)…(n-r+1)
r! =

n!
(n-r)!r!

, r≤n

  例5.7 (1)从10个人中选出一个3个人的委员会,共有多少种不同的选法?
(2)从5个女人和6个男人中选出由2个女人和3个男人组成的委员会,共有多少

种选法?
解:(1)由于委员会中的成员不计次序,故共有

C(10,3)=
10×9×8
3! =120种

  (2)选出2名女性委员,共有C(5,2)=10种选法,选出3名男性委员,共有C(6,3)=
20种选法。选出委员会可分为两步:选出女性委员;选出男性委员。根据乘法原理,共有

10×20=200种选法。

5.3 排列组合生成算法

5.3.1 排列生成算法

  如果将整数n 从{1,2,…,n}的一个排列中删除,则结果是{1,2,…,n-1}的一个排

列。给定一个整数k,通过在其上画一个向左或向右的箭头表示方向:k
←

或k
→。考虑{1,

2,…,n}的一个排列,其中的每一个整数都给定一个方向。如果一个整数k 的箭头指向

一个与其相邻但比它小的整数,那么这个整数k就是活动的。例如,

2
→
6
→
3
→
1
←
5
→
4
→

只有3,5和6是活动的。由此可知,1绝不可能是活动的,因为{1,2,…,n}中不存在比1
还小的整数。除下面两种情况外,整数n 总是活动的。

(1)n 是第一个整数,而它的箭头指向左边:n←…。



第5章 组合计数 167  

(2)n 是最后一个整数,而它的箭头指向右边:…n→。
这是因为只要n 的箭头指向一个整数,它就是活动的,因为n 是集合{1,2,…,n}中

最大的整数。下面给出生成{1,2,…,n}的所有排列的算法。
生成{1,2,…,n}的排列的算法

从1
←
2
←…n

←
开始。

当存在一个活动的整数时,
(1)求出最大的活动整数m;
(2)交换m 和其箭头指向的与其相邻的整数;
(3)交换所有满足p>m 的整数p 的方向。
这里就n=4叙述该算法。结果用两列显示,第一列给出前12个排列。

1
←
2
←
3
←
4
←
4
→
3
→
2
←
1
←

1
←
2
←
4
←
3
←
3
→
4
→
2
←
1
←

1
←
4
←
2
←
3
←
3
→
2
←
4
→
1
←

4
←
1
←
2
←
3
←
3
→
2
←
1
←
4
→

4
→
1
←
3
←
2
←
2
←
3
→
1
←
4
←

1
←
4
→
3
←
2
←
2
←
3
→
4
←
1
←

1
←
3
←
4
→
2
←
2
←
4
←
3
→
1
←

1
←
3
←
2
←
4
→
4
←
2
←
3
→
1
←

3
←
1
←
2
←
4
←
4
→
2
←
1
←
3
→

3
←
1
←
4
←
2
←
2
←
4
→
1
←
3
→

3
←
4
←
1
←
2
←
2
←
1
←
4
→
3
→

4
←
3
←
1
←
2
←
2
←
1
←
3
→
4
→

由于在2
←
1
←
3
→
4
→

中没有活动的整数,所以算法终止。
通过对n的归纳法可以得知,这个算法生成{1,2,…,n}的所有的排列,并且具有

与前面的方法相同的顺序。我们叙述从n=3到n=4的归纳法中的一步。从1
←
2
←
3
←
4
←

开

始,其中4是最大的活动整数。4始终是活动的,直到达到最左边位置为止。此时4已

经以各种可能的方式插入{1,2,3}的排列123中。现在4又不再是活动的。最大的活

动整数是3,它和1
←
2
←
3
←

中的最大的活动整数相同。然后3和2交换位置且4改变方向。

这个交换与1
←
2
←
3
←

中出现的交换是相同的。现在的结果变成4
→
1
←
3
←
2
←;此时4又变成活动

的,并将活动状态保持到4到达最右边位置为止。然后再进行交换,该交换与发生在

1
←
3
←
2
←

中的交换相同。算法如此继续进行,4以各种可能的方式交错地插入{1,2,3}的每

一个排列中。
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5.3.2 组合生成算法

令S 是n 个元素的集合。为了分析清楚起见,取S 为集合

S={xn-1,…,x1,x0}
现在我们寻找一种生成S 所有2n 个组合(子集)的算法。也就是说,要找一个将S 的所

有组合列出的系统过程。算法的结果应该包含S 的所有的组合(并且只是S 的组合),而
且没有重复。

给定S 的一个组合A,每一个元素xi 或者属于A 或者不属于A。如果用1表示属

于,用0表示不属于,就能够用2n 个0和1的n 元组

(an-1,…,a1,a0)=an-1…a1a0

区分S 的2n 个组合。对于每个i=0,1,…,n-1,令n 元组的第i项ai 对应元素xi。
例如,当n=3时,23=8个组合以及它们对应的3元组如下:

a2 a1 a0

∅ 0 0 0
{x0} 0 0 1
{x1} 0 1 0

{x1,x0} 0 1 1
{x2} 1 0 0

{x2,x0} 1 0 1
{x2,x1} 1 1 0

{x2,x1,x0} 1 1 1
  例5.8 令S={x6,x5,x4,x3,x2,x1,x0},对应组合{x5,x4,x2,x0}的7元组

0110101。对应7元组1010001的组合是{x6,x4,x0}。

1.生成{xn-1,…,x1,x0}组合的算法

从an-1…a1a0=0…00开始。
当an-1…a1a0≠1…11时,
(1)求出使得aj=0的最小的整数j(在n-1和0之间);
(2)用1代替aj 并用0代替aj-1,…,a1,a0 中的每一个值(由对j的选择可知,在用

0代替以前,它们都等于1)。
当an-1…a1a0=1…11时算法结束,它是在结果列表中最后的二进制n 元组。
定理5.6 令a1a2…ar 是{1,2,…,n}的一个r-组合。在字典排序中,第一个r-组合

是12…r。最后一个r-组合是(n-r+1)(n-r+2)…n。设a1a2…ar≠(n-r+1)(n-
r+2)…n。令k是满足ak<n 且使得ak+1不同于a1,a2,…,ar 中的任何一个数的最

大整数。那么,在字典排序中,a1a2…ar 的直接后继r-组合是

a1…ak-1(ak +1)(ak +2)…(ak +r-k+1)

  从定理5.6断言,下列算法生成{1,2,…,n}的字典序的所有r-组合。

2.生成{1,2,…,n}的字典序r-组合的算法

从r-组合a1a2…ar=12…r开始。

定理5.6证明
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当a1a2…ar≠(n-r+1)(n-r+2)…n 时,
(1)确定最大的整数k,使ak+1≤n 且ak+1不是a1,a2,…,ar。
(2)用r-组合

a1…ak-1(ak+1)(ak+2)…(ak+r-k+1)
替换a1a2…ar。

例5.9 应用生成S={1,2,3,4,5,6}的4-组合算法,得到下列结果。

1234 1256 2345
1235 1345 2346
1236 1346 2356
1245 1356 2456
1246 1456 3456

  如果将生成一个集合的排列的算法与生成一个n-元素集合的r-组合的算法结合起

来,就得到生成n-元素集合的r-排列的算法。
例5.10 生成{1,2,3,4}的3-排列。首先生成字典序的3-组合:123,124,134,234。

对于每一个3-组合,再生成其所有的排列:

123 124 134 234
132 142 143 243
312 412 413 423
321 421 431 432
231 241 341 342
213 214 314 324

通过确定在{1,2,…,n}的r-组合的字典序中的每一个r-组合的位置结束本节。
例5.11 若按字典序列出{1,2,3,4,5,6,7}上所有的组合,第一个为12345,接下来

的两个为12346和12347,然后是12356和12357,最后一个为34567。
例5.12 若按字典序列出X={1,2,3,4,5,6,7}上所有的组合,13467的下一个是

什么?
以134开头的最大的字符串为13467,故13467的下一个以135开头。因为13567是

以135开头的最小的字符串,故13467的下一个是13567。不难发现上例中的模式。给

定一个与{s1,…,sr}上的r组合对应的字符串α=s1…sr,求α 的下一个字符串β=t1…
tr。从右向左找到第一个非最大值的元素sm(sr 的最大值为n,sr-1的最大值为n-1,以
此类推),则

ti=si, i=1,…,m-1
tm =sm +1
tm+1…tr =(sm +2)(sm +3)…

由此可得组合生成算法。
例5.13 说明组合生成算法如何生成{1,2,3,4,5,6,7}上23467的下一个5-组

合。设

s1=2, s2=3, s3=4, s4=6, s5=7
s3 是从右向左第一个非最大值的元素。将s3 赋值为5,s4 和s5 分别被赋值为6和7,
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此时,

s1=2, s2=3, s3=5, s4=6, s5=7
于是就生成了23467的下一个5-组合23567。

  例5.14 找到{1,2,3,4,5,6}上排列163542的后继,应使左边尽可能多的数字

保持不变。

5.4 广义的排列和组合

前述的排列组合主要考虑不允许重复的情况下,如何对选择和排序计数。本节介绍

允许重复的情况下,如何对选择和排序计数,即广义的排列和组合。
定理5.7 设序列S包含n个对象,其中第1类对象有n1 个,第2类对象有n2 个,……,

第t类对象有nt 个,则S的不同排序个数为

n!
n1!n2!…nt!

  证明:指定n 个对象的位置可得S 的一个排序。共有C(n,n1)种不同的方法为n1

个第1类的对象指定位置;指定第1类对象的位置后,共有C(n-n1,n2)种不同的方法为

n2 个第2类的对象指定位置;以此类推。根据乘法原理,不同的排序个数为

 C(n,n1)C(n-n1,n2)C(n-n1-n2,n3)…C(n-n1-…-nt-1,nt)

=
n!

n1! (n-n1)!
·

(n-n1)!
n2! (n-n1-n2)!

·…·
(n-n1-…-nt-1)!

nt! 0!

=
n!

n1!n2! …nt!

  例5.15 将8本不同的书分给3个学生,学生甲分4本,乙分2本,丙分2本,共有多

少种不同的分法?
利用等价关系同样可以证明定理5.7。设序列S 包含n 个对象,其中第i类有ni 个

相同的对象,i=1,2,…,t。将S 中的同类对象用下标加以区分,得到集合X。例如,序
列S 为

MISSISSIPPI
则集合X 为

{M,I1,S1,S2,I2,S3,S4,I3,P1,P2,I4}
在X 的所有排列上定义关系R:p1Rp2,当且仅当p1 可以通过交换同类对象(但不改变

它们的位置)的位置而得到p2。例如,容易验证如下关系R 是X 的所有排列集合上的等

价关系。
(I1S1S2I2S3S4I3P1P2I4M)R(I2S3S2I1S4S1I3P1P2I4M)

  若将同类对象看作相同的,则排列P 的等价类中X 的所有元素可视为相同,故每个

等价类包含n1!n2! …nt! (i=1,2,…,t)个元素。由于等价类与S 上的排序一一对

应,故等价类的数目等于S 上排序的数目。X 上的排列共有n! 个,故由定理5.7,S 上排

序的个数为

n!
n1!n2!…nt!

例5.14解答

例5.15解答
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  下面讨论允许重复的情况下,如何对不计顺序的选择计数。
定理5.8 X 为包含t个元素的集合,在X 中允许重复、不计顺序地选取k 个元素,

共有

C(k+t-1,t-1)=C(k+t-1,k)
种选法。

证明:令X={a1,a2,…,at}。考虑将k个“×”和t-1“|”填入下面的k+t-1个

空格中,
— — — … — —

每种排列方法决定X 上的一个选择:第一个“×”左边“|”的个数n1 表示选择n1a1 的个

数;第一个“|”和第二个“|”之间“×”的个数n2 表示选择n2a2 的个数;以此类推。由于为

t-1个“|”选定位置共有C(k+t-1,t-1)种选法,故共有C(k+t-1,t-1)个X 上的

选择。若考虑为k个“×”选定位置,则共有C(k+t-1,k)种选法,所以共有

C(k+t-1,t-1)=C(k+t-1,k)
种选法,在X 上允许重复、不计顺序地选取k个元素。

例5.16 把12本相同的数学书分给甲、乙、丙、丁4个学生,共有多少种分法?
若将问题看作在12本书上分别写上4个学生的名字,则可利用定理5.8计算分法

数。这相当于在集合{甲,乙,丙,丁}上允许重复、不计顺序地选择12个元素。根据定理

5.8,共有

C(12+4-1,4-1)=C(15,3)=455
种分法。

例5.17 (a)方程x1+x2+x3+x4=29有多少个非负整数解? (b)上述方程有多少

满足x1>0,x2>1,x3>2,x4≥0的整数解?

5.5 二项式系数和组合恒等式

本节主要讨论组合数的性质、组合数序列的求和以及组合恒等式的证明等内容。本

节引入一个新的符号
n
r
æ

è
ç

ö

ø
÷,当n 和r都是自然数时,它就等于组合数C(n,r)。

5.5.1 二项式定理

表达式(a+b)n 看似与组合数无关,但通过n 个对象的r 组合数可以得出表达式

(a+b)n的展开式。代数表达式在很多情况下都与计数问题相关,利用代数方法常常可

以得到一些高级的计数技巧。二项式定理给出了(a+b)n 展开的各项系数。由于

(a+b)(a+b)…(a+b)
􀮩 􀮫􀮪􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁 􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁

n个因子

  从每个因子中选择a 或b,将n 个因子中的选择相乘,再将所有选择的乘积相加,即
得展开式。例如,为展开(a+b)3,需从第一个因子中选择a 或b,从第二个因子中选择a
或b,从第三个因子中选择a 或b,将选出的3项相乘得展开式中的一项,将所有选择的乘

例5.17解答
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积相加得展开式。若从3个因子中都选择a,则得项aaa;若从第一个因子中选择a,从第

二个因子中选择b,从第三个因子中选择a,则得项aba。表5.1列出了所有可能的项。
将所有选择的乘积相加,有

(a+b)3=(a+b)(a+b)(a+b)

=aaa+aab+aba+abb+baa+bab+bba+bbb
=a3+a2b+a2b+ab2+a2b+ab2+ab2+b3

=a3+3a2b+3ab2+b3

式中,在n 个因子中选择k 个b和n-k 个a,可得项an-kbk。因为从n 个对象中选择k
个共有C(n,k)种选法,所以项an-kbk 共有C(n,k)个,则

(a+b)n =C(n,0)anb0+C(n,1)an-1b1+C(n,2)an-2b2+…+
 C(n,n-1)a1bn-1+C(n,n)a0bn

这就是所谓的二项式定理(见表5.1)。

表5.1 计算(a+b)3

从第一个因子

(a+b)中选择

从第二个因子

(a+b)中选择

从第三个因子

(a+b)中选择
选择结果的乘积

a a a aaa=a3

a a b aab=a2b

a b a aba=a2b

a b b abb=ab2

b a a baa=a2b

b a b bab=ab2

b b a bba=ab2

b b b bbb=b3

  定理5.9(二项式定理) 设a 和b为实数,n 为正整数,则

(a+b)n =∑
n

k=0
C(n,k)an-kbk

利用数学归纳法归纳于n,同样可证二项式定理。

C(n,r)为a+b的幂的展开式中的系数,故称为二项式系数。
例5.18 在定理5.9中令n=3,可得

(a+b)3=C(3,0)a3b0+C(3,1)a2b1+C(3,2)a1b2+C(3,3)a0b3

=a3+3a2b+3ab2+b3

  例5.19 利用二项式定理展开(3x-2y)4。
解:在定理5.9中,令a=3x,b=-2y,n=4,可得

 (3x-2y)4=(a+b)4

=C(4,0)a4b0+C(4,1)a3b1+C(4,2)a2b2+C(4,3)a1b3+C(4,4)a0b4

=C(4,0)(3x)4(-2y)0+C(4,1)(3x)3(-2y)1+C(4,2)(3x)2(-2y)2+
 C(4,3)(3x)1(-2y)3+C(4,4)(3x)0(-2y)4


