
     

第3章

CHAPTER
 

3

连续时间信号与

系统的频域分析

本章要点:
 

(1)
 

连续周期信号的傅里叶级数及其基本性质。
(2)

 

连续周期信号和非周期信号频谱的概念。
(3)

 

连续非周期信号和周期信号的傅里叶变换及傅里叶变换的基本性质。
(4)

 

连续系统频率响应的概念及其频域分析方法。
(5)

 

无失真传输系统和理想滤波器。
(6)

 

信号的抽样定理,调制与解调。
(7)

 

典型例题解析。
学习目标:

 

(1)
 

理解周期信号的频谱、频谱宽度和频谱图,掌握周期信号频谱的特点。
(2)

 

理解非周期信号的频谱、频谱宽度和频谱图,掌握信号的正、反傅里叶变换。
(3)

 

理解非周期信号激励下系统的零状态响应与全响应。
(4)

 

掌握周期信号的傅里叶变换及周期信号与非周期信号傅里叶变换之间的关系。
(5)

 

掌握频域系统函数的定义、物理意义、求法与应用。
(6)

 

掌握理想低通滤波器的定义、传输特性。
(7)

 

了解信号无失真传输的条件。
(8)

 

掌握抽样信号的频谱及其求解。
(9)

 

掌握抽样定理。
(10)

 

了解调制与解调的基本原理与应用。
本章重点:

 

(1)
 

周期信号的频谱分析及其频谱的特点。
(2)

 

傅里叶变换的定义、性质及其正反傅里叶变换的求解。
(3)

 

周期信号的傅里叶变换,频域系统函数的定义与求解。
(4)

 

非周期信号激励下系统的零状态响应的求解。
(5)

 

理想低通滤波器的定义及其传输特性。
(6)

 

信号无失真传输的条件,抽样信号和抽样定理。
(7)

 

调制与解调的基本原理与应用。

在第2章中讨论了连续时间系统的时域分析,以冲激函数为基本信号,任意输入信号都
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可分解为一系列冲激函数,而系统的零状态响应是输入信号与系统冲激响应的卷积。本章

将以正弦函数(正弦和余弦函数可统称为正弦函数)或虚指数函数ejωt 为基本信号,将任意

信号表示为不同频率的正弦函数或虚指数函数之和(对于周期信号)或积分(对于非周期信

号)。把信号表示为不同频率正弦分量或虚指数分量的和称为信号的频域分析,也称信号的

谱分析。用频谱分析的观点来分析系统,称为系统的频域分析。

3.1 周期信号的傅里叶级数分析

周期信号是定义在(-∞,+∞)区间,每隔一定时间T,按相同规律重复变化的信号,

图3-1-1 周期信号

如图3-1-1所示。周期信号可以表示为

f(t)=f(t+mT) (3-1-1)
式中,m 为任意整数。时间T 称为该信号的重复周

期,简称周期。周期的倒数称为该信号的频率。
周期信号f(t)在区间(t0,t0+T)可以展开成在

完备正交信号空间中的无穷级数。如果完备的正交

函数集是三角函数集或指数函数集,那么,周期信号

所展开的无穷级数就分别称为“三角形傅里叶级数”
或“指数形傅里叶级数”,统称傅里叶级数。

需要指出,只有当周期信号满足狄里赫利条件

时,才能展开成傅里叶级数。通常遇到的周期信号都

满足该条件,以后不再特别说明。

3.1.1 周期信号的分解

1.
 

信号分解为正交函数

信号分解为正交函数的原理与向量分解为正交向量的概念相似。例如,在平面上的向

量A 在直角坐标中可以分解为x 方向分量和y 方向分量,如图3-1-2(a)所示。如令υx、υy,
为各相应方向的正交单位向量,则向量A 可写为

A=C1υx +C2υy (3-1-2)

  为了便于研究向量分解,将相互正交的单位向量组成一个二维“正交向量集”。这样,在
此平面上的任意向量都可用正交向量集的分量组合表示。

对于一个三维空间的向量A,可以用一个三维正交向量集{υx,υy,υz}的分量组合表

示,如图3-1-2(b)所示,它可写为

A=C1υx +C2υy +C3υz (3-1-3)

  空间向量正交分解的概念可以推广到信号空间,在信号空间找到若干个相互正交的信

号作为基本信号,使得信号空间中的任一信号均可表示为它们的线性组合。
空间向量正交分解的概念可以推广到信号空间,在信号空间找到若干个相互正交的信

号作为基本信号,使得信号空间中任一信号均可表示为它们的线性组合。
如有定义在(t1,t2)区间的两个函数φ1(t)和φ2(t),若满足
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图3-1-2 向量分解

∫
t2

t1
φ1(t)φ2(t)dt=0 (3-1-4)

则称φ1(t)和φ2(t)在区间(t1,t2)内正交。
如有n 个函数φ1(t),φ2(t),…,φn(t)构成一个函数集,当这些函数在区间(t1,t2)内满

足

∫
t2

t1
ϕi(t)ϕj(t)=

0, i≠j
 
Ki ≠0,i=j (3-1-5)

式中,Ki 为常数,则称此函数集为在区间(t1,t2)的正交函数集。在区间(t1,t2)内相互正

交的n 个函数构成正交信号空间。
如果在正交函数集{φ1(t),φ2(t),…,φn(t)}之外,不存在函数ψ(t)满足等式

∫
t2

t1
ψ(t)φi(t)dt=0, i=1,2,3,…,n (3-1-6)

则此函数集称为完备正交函数集。也就是说,如能找到一个函数ψ(t),使得式(3-1-6)成立,
即ψ(t)与函数集{φi(t)}的每个函数都正交,那么它本身就应属于此函数集。显然,不包含

ψ(t)的集是不完备的。
例如,三角函数集{1,cos(Ωt),…,cos(mΩt),…,sin(Ωt),…,sin(nΩt),…}在区间(t0,

t0+T)T=
2π
Ω  组成正交函数集,而且是完备的正交函数集。这是因为

∫
t0+T

t0
cos(mΩt)cos(nΩt)dt=

0, m ≠n
T
2
, m=n≠0

T, m=n=0












∫
t0+T

t0
sin(mΩt)sin(nΩt)dt=

0, m ≠n
T
2
, m=n≠0









∫
t0+T

t0
sin(mΩt)cos(nΩt)dt=0, 对于所有的m 和n (3-1-7)

  集合{sin(Ωt),sin(2Ωt),…,sin(nΩt),…}在区间(t0,t0+T)内也是正交函数集,但它

是不完备的,因为还有许多函数,如cos(Ωt),cos(2Ωt),…,也与此集合中的函数正交。
如果是复函数集,则正交的定义如下。
若复函数集{φi(t)}(i=1,2,…,n)在区间(t1,t2)满足
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∫
t2

t1
φi(t)φ

*
j (t)dt=

0, i≠j
 
Ki ≠0,i=j (3-1-8)

则称此复函数集为正交函数集。式中,φ*
j (t)为函数φj(t)的共轭复函数。

复函数集{ejnΩt}(n=0,±1,±2,…)在区间(t0,t0+T)内是完备的正交函数集,式中,

T=
2π
Ω
。它在区间(t0,t0+T)内满足

∫
t0+T

t0
ejmΩt(ejnΩt)*dt=∫

t0+T

t0
ej(m-n)Ωtdt=

0, m ≠n
 
T, m=n (3-1-9)

  设有n 个函数φ1(t),φ2(t),…,φn(t)在区间(t1,t2)构成一个正交函数空间。将任一

函数f(t)用这n 个正交函数的线性组合来近似,可表示为

f(t)≈C1φ1(t)+C2φ2(t)+…+Cnφn(t)=∑
n

j=1
Cjφj(t) (3-1-10)

这里的问题是,如何选择Cj 才能得到最佳近似。显然,应选取各系数Cj 使实际函数与近

似函数之间误差在区间(t1,t2)内为最小。这里“误差最小”不是指平均误差最小,因为在平

均误差很小甚至等于零的情况下,也可能有较大的正误差和负误差在平均过程中相互抵消,
以致不能正确反映两函数的近似程度。通常选择误差的均方值(或称方均值)最小,这时,可

以认为已经得到了最好的近似。误差的均方值也称为均方误差,用符号ε2 表示。

ε2=
1

t2-t1∫
t2

t1
f(t)-∑

n

j=1
Cjφj(t)  2dt (3-1-11)

在j=1,2,…,i,…,n 时,为求得使均方误差最小的第i个系数Ci,必须使

∂ε2

∂Ci
=0

即

∂
∂Ci∫

t2

t1
f(t)-∑

n

j=1
Cjφj(t)  2dt  =0 (3-1-12)

展开上式的被积函数,注意到由序号不同的正交函数相乘的各项,其积分均为零,而且所有

不包含Ci 的各项对Ci 求导也等于零。这样,式(3-1-12)中只有两项不为零,它可以写为

∂
∂Ci∫

t2

t1
[-2Cif(t)φi(t)+C2iφ

2
i(t)]dt  =0

交换微分与积分次序,得

-2∫
t2

t1
f(t)φi(t)dt+2Ci∫

t2

t1
φ2i(t)dt=0

于是可求得

Ci=
∫

t2

t1
f(t)φi(t)dt

∫
t2

t1
φ2i(t)dt

=
1
Ki∫

t2

t1
f(t)φi(t)dt (3-1-13)

在式(3-1-13)中,

Ki=∫
t2

t1
φ2i(t)dt (3-1-14)
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这就是在满足最小均方误差的条件下,式(3-1-10)中系数Ci 的表示式。此时,f(t)能获得

最佳近似。
当按式(3-1-13)选取系数Ci 时,将Ci 代入式(3-1-10),可以求得最佳近似条件下的均

方误差为

ε2=
1

t2-t1∫
t2

t1





 f(t)-∑

n

j=1
Cjφj(t)





 2dt

=
1

t2-t1∫
t2

t1
f2(t)dt+∑

n

j=1
C2j∫

t2

t1
φ2j(t)dt-2∑

n

j=1
Cj∫

t2

t1
f(t)φj(t)dt  

考虑到Kj =∫
t2

t1
φ2j(t)dt,Cj =

1
Kj∫

t2

t1
f(t)φj(t)dt,得

ε2=
1

t2-t1∫
t2

t1
f2(t)dt+∑

n

j=1
C2jKj -2∑

n

j=1
C2jKj  

=
1

t2-t1∫
t2

t1
f2(t)dt-∑

n

j=1
C2jKj  (3-1-15)

利用式(3-1-15)可直接求得在给定项数n 的条件下的最小均方误差。

由均方误差的定义式(3-1-11)可见,由于函数平方后再积分,因而ε2 不可能为负,即恒

有ε2≥0。由式(3-1-15)可见,在用正交函数去近似(或逼真)f(t)时,所取的项数愈多,即n

愈大,则均方误差愈小。当n→∞时,ε2=0。由式(3-1-15)可得,如ε2=0,则有

∫
t2

t1
f2(t)dt=∑

∞

j=1
C2jKj (3-1-16)

式(3-1-16)称为帕斯瓦尔(Parseval)方程。
如果信号f(t)是电压或电流,那么,式(3-1-16)等号左端就是在(t1,t2)区间信号的能

量,等号右端是在(t1,t2)区间信号各正交分量的能量之和。式(3-1-16)表明,在区间(t1,t2)信
号所含能量恒等于此信号在完备正交函数集中各正交分量能量的总和。与此相反,如果信

号在正交函数集中的各正交分量能量总和小于信号本身的能量,这时式(3-1-16)不成立,则
该正交函数集是不完备的。

这样,当n→∞时,均方误差ε2=0,式(3-1-10)可写为

f(t)=∑
+∞

j=1
Cjφj(t) (3-1-17)

即函数f(t)在区间(t1,t2)可分解为无穷多项正交函数之和。

2.
 

周期信号的分解

设有周期信号f(t),它的周期是T,角频率Ω=2πF=
2π
T
,它可以分解为

f(t)=
a0
2+a1cos(Ωt)+a2cos(2Ωt)+…+b1sin(Ωt)+b2sin(2Ωt)+…

=
a0
2+∑

+∞

n=1
ancos(nΩt)+∑

+∞

n=1
bnsin(nΩt) (3-1-18)

式(3-1-18)中的系数an 和bn 称为傅里叶系数。可由式(3-1-9)求得。为简便,式(3-1-12)的



95   

积分区间(t0,t0+T)取为 -
T
2
,T
2  或(0,T)。考虑到正、余弦函数的正交条件,由式(3-1-7)

可得傅里叶系数

an =
2
T∫

T
2

-
T
2
f(t)cos(nΩt)dt, n=0,1,2,… (3-1-19)

bn =
2
T∫

T
2

-
T
2
f(t)sin(nΩt)dt, n=1,2,… (3-1-20)

式中,T 为函数f(t)的周期,Ω=
2π
T

为角频率。由式(3-1-19)和式(3-1-20)可见,傅里叶系数

an 和bn 都是n(或nΩ)的函数,其中an 是n 的偶函数,即有a-n=an;
 

而bn 是n(或nΩ)
的奇函数,即有b-n=-bn。

将式(3-1-18)中同频率项合并,可写成如下形式

f(t)=
A0
2 +A1cos(Ωt+φ1)+A2cos(2Ωt+φ2)+…

=
A0
2 +∑

+∞

n=1
Ancos(nΩt+φn) (3-1-21)

式中

A0=a0

An = a2n +b2n, n=1,2,…

φn =-arctan
bn

an  , n=1,2,… (3-1-22)

如将式(3-1-21)的形式化为式(3-1-18)的形式,其系数之间的关系为

a0=A0
an =Ancosφn, n=1,2,…

bn =-Ansinφn, n=1,2,… (3-1-23)
由式(3-1-22)可见,An 是n(或nΩ)的偶函数,即有A-n=An;

 

而φn 是n(或nΩ)的奇函

数,即有φ-n=-φn。
式(3-1-21)表明,任何满足狄里赫利条件的周期函数可分解为直流和许多余弦(或正

弦)分量。其中第一项
A0
2

是常数项,是周期信号中所包含的直流分量;
 

第二项A1cos(Ωt+

φ1)称为基波或一次谐波,其角频率与原周期信号相同,A1 是基波振幅,φ1 是基波初始相

图3-1-3 例3-1图

角;
 

第三项A2cos(2Ωt+φ2)称为二次谐波,其频率是

基波频率的二倍,A2 是二次谐波振幅,φ2 是其初始相

角。以此类推,还有三次、四次等谐波。因此,式(3-1-21)
表明,周期信号可以分解为各次谐波分量之和。

例3-1 将图3-1-3所示的方波信号f(t)展开为傅

里叶级数。
解:

 

由式(3-1-19)和式(3-1-20)可得
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an =
2
T∫

T
2

-
T
2
f(t)cos(nΩt)dt

=
2
T∫

0

-
T
2

(-1)cos(nΩt)dt+
2
T∫

T
2

0
(1)cos(nΩt)dt

=
2
T
1
nΩ
[-sin(nΩt)]

0

-
T
2

+
2
T
1
nΩ
[sin(nΩt)]

T
2

0

考虑到Ω=
2π
T
,可得

an =0

bn =
2
T∫

0

-
T
2
-sin(nΩt)dt+

2
T∫

T
2

0
sin(nΩt)dt

=
2
T
1
nΩcos

(nΩt)
0

-
T
2

+
2
T
1
nΩ
[-cos(nΩt)]

T
2

0

=
2
nπ
[1-cos(nπ)]=

0, n=2,4,6,…

4
nπ
, n=1,3,5,…









将它们代入式(3-1-18),得到如图3-1-3所示信号的傅里叶级数展开式为

f(t)=
4
π sin

(Ωt)+
1
3sin

(3Ωt)+
1
5sin

(5Ωt)+…+
1
nsin

(nΩt)+…


 


 , n=1,3,5,…

(3-1-24)
它只含有一次、三次、五次等奇次谐波分量。

这里顺便计算用有限项级数逼近f(t)引起的均方误差。根据式(3-1-15),对于本例,考

虑到t2=
T
2
,t1=-

T
2
,Kj=

T
2
,均方误差为

ε2=
1
T∫

T
2

-
T
2
f2(t)dt-∑

n

j=1
b2j

T
2




 


 =
1
T∫

T
2

-
T
2
dt-

T
2∑

n

j=1
b2j




 




=1-
1
2∑

n

j=1
b2j (3-1-25)

当只取基波时

ε21=1-
1
2
4
π  2=0.189

当取基波和三次谐波时

ε22=1-
1
2
4
π  2-

1
2
4
3π  2=0.0994

当取一次、三次、五次谐波时

ε22=1-
1
2
4
π  2-

1
2
4
3π  2-

1
2
4
5π  2=0.0669

当取一次、三次、五次、七次谐波时

ε22=1-
1
2
4
π  2-

1
2
4
3π  2-

1
2
4
5π  2-

1
2
4
7π  2=0.0504
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  图3-1-4画出了一个周期的方波组成情况,其中图3-1-4(a)为基波,图3-1-4(b)为基

波+三次谐波,图3-1-4(c)为基波+三次谐波+五次谐波,图3-1-4(d)为基波+三次谐波+
五次谐波+七次谐波。由图3-1-4可见,当它包含的谐波分量越多时,波形越接近于原来的

方波信号f(t)(如图3-1-4中的虚线所示),其均方误差越小。可以看出,频率较低的谐波其

振幅较大,它们组成方波的主体,而频率较高的高次谐波振幅较小,它们主要影响波形的细

节。波形中所含的高次谐波越多,波形的边缘越陡峭。

图3-1-4 方波的组成

由图3-1-4还可以看到,合成波形所包含的谐波分量越多时,除间断点附近外,它越接

近于原方波信号。在间断点附近,随着所含谐波次数的增高,合成波形的尖峰越接近间断

点,但尖峰幅度并未明显减小。可以证明,即使合成波形所含谐波次数n→+∞时,在间断

点处仍有约9%的偏差,这种现象称为吉布斯(Gibbs)现象。在傅里叶级数的项数取得很大

时,间断点处尖峰下的面积非常小以至于趋近于零,因而在均方的意义上合成波形同原方波

的真值之间没有区别。

3.1.2 奇、偶函数的傅里叶级数

若给定的函数f(t)具有某些特点,那么,有些傅里叶系数将等于零,从而使傅里叶系数

的计算较为简便。

1.
  

f(t)为偶函数

若函数f(t)是时间t的偶函数,即f(-t)=f(t),则波形对称于纵坐标轴,如图3-1-5
所示。

图3-1-5 偶函数

视频讲解
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当f(t)是t的偶函数时,式(3-1-19)、式(3-1-20)中被积函数f(t)cos(nΩt)是t的偶函

数,而f(t)sin(nΩt)是t的奇函数。当被积函数为偶函数时,在对称区间 -
T
2
,T
2  的积分

等于其半区间 0,
T
2  积分的二倍;

 

而当被积函数为奇函数时,在对称区间的积分为零,故由

式(3-1-19)、式(3-1-20),得

an =
4
T∫

T
2

0
f(t)cos(nΩt)dt,

bn =0,
 n=0,1,2,…







 (3-1-26)

进而由式(3-1-22),有

An =|an|,

φn =mπ, m 为整数,
 n=0,1,2,… (3-1-27)

2.
  

f(t)为奇函数

若函数f(t)是时间t的奇函数,即f(-t)=-f(t),则波形对称于原点,如图3-1-6
所示。

图3-1-6 奇函数

这时有

an =0,

bn =
4
T∫

T
2

0
f(t)sin(nΩt)dt,

 n=0,1,2,…






 (3-1-28)

进而有

An =|bn|,

φn =
(2m+1)π
2

,m 为整数,
 n=0,1,2,…







 (3-1-29)

  实际上,任意函数f(t)都可分解为奇函数和偶函数两部分,即

f(t)=fod(t)+fev(t)
式中,fod(t)表示奇函数部分,fev(t)表示偶函数部分。由于

f(-t)=fod(-t)+fev(-t)=-fod(t)+fev(t)
所以有

fod(t)=
f(t)-f(-t)

2  fev(t)=
f(t)+f(-t)

2
(3-1-30)

  需要注意,某函数是否为奇(或偶)函数不仅与周期函数f(t)的波形有关,而且与时间
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坐标原点的选择有关。

3.1.3 傅里叶级数的指数形式

三角函数形式的傅里叶级数含义比较明确,但运算不方便,因而经常采用指数形式的傅

里叶级数。
由于

cosx=
ejx +e-jx

2
所以式(3-1-21)可写为

f(t)=
A0
2 +∑

+∞

n=1

An

2
[ej
(nΩt+φn)+e

-j(nΩt+φn)]

=
A0
2 +

1
2∑

+∞

n=1
Ane

jφnejnΩt+
1
2∑

+∞

n=1
Ane

-jφne-jnΩt

将上式第三项中的n 用-n 代换,并考虑到An 是n 的偶函数,即A-n=An;
  

φn 是n 的奇

函数,即φ-n=-φn,则上式可写为

f(t)=
A0
2 +

1
2∑

+∞

n=1
Ane

jφnejnΩt+
1
2∑

-∞

n= -1
A-ne

-jφ-nejnΩt

=
A0
2 +

1
2∑

+∞

n=1
Ane

jφnejnΩt+
1
2∑

-∞

n= -1
Ane

jφnejnΩt

如将上式中的A0 写成A0e
jφnej0Ωt(其中,φn=0),则上式可以写为

f(t)=
1
2 ∑

+∞

n=-∞
Ane

jφnejnΩt (3-1-31)

令复数量1
2Ane

jφn=|Fn|e
jφn=Fn,称其为复傅里叶系数,简称傅里叶系数,其模为|Fn|,

相角为φn,则得傅里叶级数的指数形式为

f(t)= ∑
+∞

n=-∞
Fnej

nΩt (3-1-32)

根据式(3-1-23),傅里叶系数

Fn =
1
2Ane

jφn =
1
2
[Ancosφn +jAnsinφn]=

1
2
(an -jbn) (3-1-33)

将式(3-1-19)和式(3-1-20)代入式(3-1-33),得

Fn =
1
T∫

T
2

-
T
2
f(t)cos(nΩt)dt-j

1
T∫

T
2

-
T
2
f(t)sin(nΩt)dt

=
1
T∫

T
2

-
T
2
f(t)cos(nΩt)dt-j

1
T∫

T
2

-
T
2
f(t)sin(nΩt)dt

=
1
T∫

T
2

-
T
2
f(t)e-jnΩtdt,n=0,±1,±2,… (3-1-34)

这就是求指数形式傅里叶级数的复系数Fn 的公式。

式(3-1-32)表明,任意周期信号f(t)可分解为许多不同频率的虚指数信号(ejnΩt)之和,


