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  在电子技术中,通常需要将信号经过一系列的变换,才能提取到有用的信息。变换

可以看作为信号通过系统,所以随机过程的变换就是分析随机过程通过系统后的响应。
系统一般分为线性系统和非线性系统两大类,因此随机过程的变换也分为线性变换和非

线性变换两大类。本章介绍随机过程的线性变换,随机过程的非线性变换将在第4章

介绍。

3.1 变换的基本概念和基本定理

3.1.1 变换的基本概念

1.
 

变换的定义

  首先回顾普通函数变换的概念。
给定一个函数x(t),按照某种法则T,指定一个新的函数y(t),那么,就说y(t)是

x(t)经过变换T 后的结果。记为

y(t)=T[x(t)]
 

(3.1.1)

T 称为从x(t)到y(t)的变换。类似地,随机过程的变换也可以这样来定义。
定义 给定一个随机过程X(t),按照某种法则T,对它的每一个样本函数x(t),都

指定一个对应函数y(t),于是就得到了一个新的随机过程Y(t),记为

Y(t)=T[X(t)] (3.1.2)

T 就叫作从随机过程X(t)到Y(t)的变换,Y(t)是随机过程X(t)经过变换后的结果。
需要说明的是式(3.1.2)的变换关系,如果要用普通函数的变换关系来理解的话是

一簇变换关系,也就是说,对X(t)和Y(t)的每一个样本函数都有一个变换等式。
随机过程的变换也可以用系统的观点来加以解释。如图3.1所示,假定系统是按照

法则T 来定义的,那么Y(t)就可以看作随机过程X(t)通过系统后的响应。

图3.1 随机过程的变换示意图

变换有确定性变换和随机性变换两种。对于某个试验结果ei,对应一个特定的时间

函数x(t,ei),用这个信号作为系统的输入,可以得到一个特定的输出函数y(t,ei),这个

函数是Y(t)对应于ei 的一个样本。于是,系统对随机输入的响应与确定性信号的响应

是相同的,所谓随机性主要表现在输入上,而不是变换本身。按这种方式解释的变换称

为确定性变换。即如果e1 和e2 是两个实验结果,且x(t,e1)=x(t,e2),则y(t,e1)=
y(t,e2),则称T 是确定性变换,否则称为随机性变换。本章只介绍确定性变换。

2.
 

线性变换

定义 设有任意两个随机变量A1 和A2 及任意两个随机过程X1(t)和X2(t),如

果满足
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L[A1X1(t)+A2X2(t)]=A1L[X1(t)]+A2L[X2(t)] (3.1.3)
则称L 是线性变换。

对于线性变换L,Y(t)=L[X(t)],如果

Y(t+ε)=L[X(t+ε)] (3.1.4)
其中ε 为任意常数,即输入的时延对输出也只产生一个相应的时延,则称L 是线性时

不变的。

3.1.2 线性变换的基本定理

下面针对线性变换给出两个基本定理,这两个定理描述了随机过程经过线性变换后

数字特征的变化。
定理1 设Y(t)=L[X(t)],其中L 是线性变换,则

E Y(t)  =L E[X(t)]  
 

(3.1.5)
即随机过程经过线性变换后,其输出的数学期望等于输入的数学期望通过线性变换后的

结果。
由于

E Y(t)  =E L[X(t)]  =L E[X(t)]  
 

(3.1.6)
可见,如果把L 和E 看作为算子,那么L 和E 这两个算子是可以交换次序的。

定理1可以用大数定理加以证明。设第i次试验时,得到样本函数xi(t),将其加到

系统的输入端,而在输出端得到一个样本函数yi(t):

yi(t)=L[xi(t)] (3.1.7)
在n 次重复试验后,可以得到n 个样本函数y1(t),y2(t),…,yn(t),那么Y(t)的样本均

值为

Y(t)=
1
n
[y1(t)+y2(t)+…+yn(t)]

=
1
n L[x1(t)]+L[x2(t)]+…+L[xn(t)]  

=L 1
n
[x1(t)+x2(t)+…+xn(t)]  

=L X(t)  
 

(3.1.8)
当X(t)与Y(t)的方差有限时,根据大数定理,当n→∞时,有

X(t)→E[X(t)], Y(t)→E[Y(t)]
所以

E Y(t)  =L E[X(t)]  
  定理2 设Y(t)=L[X(t)],其中L 是线性变换,则

RXY(t1,t2)=Lt2
[RX(t1,t2)]

 

(3.1.9)

RY(t1,t2)=Lt1
[RXY(t1,t2)]=Lt1

·Lt2
[RX(t1,t2)]

 

(3.1.10)
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其中Lt1
表示对t1 做L 变换,Lt2

表示对t2 做L 变换。
证明 因为

X(t1)Y(t)=X(t1)L[X(t)]=L[X(t1)X(t)]

E X(t1)Y(t)  =E L[X(t1)X(t)]  =L E[X(t1)X(t)]  
令t=t2,可得

RXY(t1,t2)=Lt2
[RX(t1,t2)]

同理可证

RY(t1,t2)=Lt1
[RXY(t1,t2)]

联合上面两式,得

RY(t1,t2)=Lt1
·Lt2

[RX(t1,t2)]

  以上两个定理是线性变换的两个基本定理,它给出了随机过程经过线性变换后,输
出的均值和相关函数的计算方法。

从两个定理可知,对于线性变换,输出的均值和相关函数可以分别由输入的均值

和相关函数确定。推广而言,对于线性变换,输出的k 阶矩可以由输入的相应阶矩来

确定。如

E Y(t1)Y(t2)Y(t3)  =Lt1
·Lt2

·Lt3 E[X(t1)X(t2)X(t3)]  (3.1.11)

  假定系统是线性时不变的,由线性时不变的基本特性和两个基本定理可以看出,如
果X(t)是严平稳的,则Y(t)也是严平稳的。如果X(t)是广义平稳的,则Y(t)也是广义

平稳的。

例3.1 随机过程导数的统计特性。设X
·
(t)=dX(t)/dt,L=

d
dt
,很容易证明,导数

图3.2 随机过程的导数变换示意图

是一种线性变换,X
·
(t)可以看作X(t)经过微分变换

后的输出,如图3.2所示。

根据线性变换的基本定理1,导数过程 X
·
(t)的

均值为

E[X
·
(t)]=E{L[X(t)]}=L{E[X(t)]} (3.1.12)

即

mX
·(t)=

dmX(t)
dt

(3.1.13)

  根据线性变换的定理2,X(t)和X
·
(t)的互相关函数为

RXX
·(t1,t2)=Lt2

[RX(t1,t2)]=
∂RX(t1,t2)

∂t2
 (3.1.14)

自相关函数为

RX
·(t1,t2)=Lt1

[RXX
·(t1,t2)]=

∂RXX
·(t1,t2)

∂t1
=
∂2RX(t1,t2)
∂t1∂t2

(3.1.15)
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  如果X(t)为平稳随机过程,
 

则

mX
·(t)=0 (3.1.16)

RXX
·(τ)=-

dRX(τ)
dτ

, RX
·(τ)=

dRXX
·(τ)

dτ =-
d2RX(τ)

dτ2
 

(3.1.17)

GXX
·(ω)=-jωGX(ω) GX

·(ω)=jωGXX
·(ω)=ω2GX(ω)

 

(3.1.18)

  导数过程的相关函数可用图3.3来表示。

图3.3 随机过程及其导数相关函数示意图

另外,RXX
·(-τ)=RX

·
X
(τ)=

dRX(τ)
dτ

 

,
 

综合式(3.1.17),可得RXX
·(-τ)=-RXX

·(τ),

RXX
·(τ)是奇函数,RXX

·(0)=0。因此,平稳随机过程X(t)与它的导数X
·
(t)在同一时刻

是正交的和不相关的,如果X(t)服从正态分布,则它们还是相互独立的。
 

3.2 随机过程通过线性系统分析

随机过程通过线性系统分析的中心问题是:
  

给定系统的输入函数和线性系统的特

性,求输出函数,由于输入是随机过程,所以输出也是随机过程;
 

对于随机过程,一般很难

给出确切的函数形式,因此,通常只分析随机过程通过线性系统后输出的概率分布特性

和某些数字特征。线性系统既可以用冲激响应描述,也可以用系统传递函数描述,因此,
随机过程通过线性系统的常用分析方法也有两种:

  

冲激响应法和频谱法。

3.2.1 冲激响应法

设有如图3.4所示的线性系统,其中h(t)为系统的冲激响应。

图3.4 线性系统示意图

根据线性系统的理论,输出Y(t)为

Y(t)=∫
+∞

-∞
X(t-τ)h(τ)dτ=∫

+∞

-∞
X(τ)h(t-τ)dτ=h(t)*X(t) (3.2.1)
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如果用L=h(t)*表示与冲激响应的卷积,即Y(t)=L[X(t)],很容易证明,L 是一种线

性变换,由定理1,输出的均值为

mY(t)=L[mX(t)]=h(t)*mX(t)=∫
+∞

-∞
mX(t-τ)h(τ)dτ (3.2.2)

如果X(t)为平稳随机过程,
 

则

mY =∫
+∞

-∞
mXh(τ)dτ=mX∫

+∞

-∞
h(τ)dτ=mXH(0) (3.2.3)

其中 H(0)为系统的传递函数在ω=0时的值。
     

由定理2,输入和输出的互相关函数为

RXY(t1,t2)=Lt2
[RX(t1,t2)]=h(t2)*RX(t1,t2)

=∫
+∞

-∞
RX(t1,t2-u)h(u)du (3.2.4)

输出的自相关函数为

RY(t1,t2)=Lt1
[RXY(t1,t2)]=h(t1)*RXY(t1,t2)

=∫
+∞

-∞
RXY(t1-u,t2)h(u)du (3.2.5)

综合式(3.2.4)与式(3.2.5),得

RY(t1,t2)=h(t1)*RXY(t1,t2)=h(t1)*h(t2)*RX(t1,t2) (3.2.6)

  同理可证

RYX(t1,t2)=h(t1)*RX(t1,t2) (3.2.7)

RY(t1,t2)=h(t2)*RYX(t1,t2) (3.2.8)
输入输出相关函数的关系如图3.5所示。

图3.5 随机过程通过线性系统输入输出相关函数之间的关系

如果X(t)是平稳随机过程,则

RXY(t1,t2)=∫
+∞

-∞
RX(t1,t2-u)h(u)du=∫

+∞

-∞
RX(t1-t2+u)h(u)du

=∫
+∞

-∞
RX(τ+u)h(u)du

其中,τ=t1-t2,即
RXY(τ)=h(-τ)*RX(τ)

 

(3.2.9)

  同理

RY(t1,t2)=∫
+∞

-∞
RXY(t1-u,t2)h(u)du=∫

+∞

-∞
RXY(t1-t2-u)h(u)du
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=∫
+∞

-∞
RXY(τ-u)h(u)du

即

RY(τ)=h(τ)*RXY(τ) (3.2.10)
所以

RY(τ)=h(-τ)*h(τ)*RX(τ) (3.2.11)

  类似地,

RYX(τ)=h(τ)*RX(τ) (3.2.12)

RY(τ)=h(-τ)*RYX(τ) (3.2.13)
平稳随机过程通过线性系统输入输出相关函数之间的关系如图3.6所示。

图3.6 平稳随机过程通过线性系统输入输出相关函数之间的关系

例3.2 设有微分方程描述的线性系统:

dY(t)
dt +αY(t)=X(t)

其中α为常数,系统的起始状态为Y(0)=0,输入X(t)为平稳随机过程,且E[X(t)]=λ,

RX(τ)=λ
2+λδ(τ),求输出Y(t)的统计特性。

解 首先确定系统的冲激响应,令输入为δ(t),则冲激响应为

dh(t)
dt +αh(t)=δ(t)

由此可解得

h(t)=e-αtU(t)

  由于系统是因果系统,系统的响应只有在t≥0时才存在,因此,其输入也只有在t≥
0时才对系统起作用,即实际加到系统的输入为X(t)U(t),那么,输出Y(t)的均值为

mY(t)=h(t)*[mX(t)U(t)]=∫
t

0
λe-ατdτ=

λ
α
(1-e-αt) (t≥0)

  由式(3.2.4),输入与输出的互相关函数为

RXY(t1,t2)=∫
t2

0
RX(t1,t2-u)h(u)du=∫

t2

0
[λ2+λδ(t1-t2+u)]e-αudu

=
λ2

α
(1-e

-αt2)+λe-α(t2-t1)U(t2-t1) (t2>t1)

  由式(3.2.5),输出的自相关函数为

RY(t1,t2)=∫
t1

0
RXY(t1-u,t2)h(u)du




