
     

讲解视频

       
人物介绍

逻辑推理是对人类思维过程的一种模拟,也是人工智能中的一个重要领域。逻辑推理

有多种分类方式,根据逻辑基础的不同可分为演绎推理和归纳推理;
 

按演绎方法的差异又

可分为归结演绎推理和非归结演绎推理。归结演绎推理和非归结演绎推理是本章重点讨论

的逻辑推理方法。归结演绎推理的理论基础———鲁滨逊归结原理是机器定理证明的基石,
它的基本思想是检查子句集S 中是否包含矛盾:

 

若子句集S 中包含矛盾,或者能从S 中推

导出矛盾来,就说明子句集S 是不可满足的。非归结演绎推理可运用的推理规则比较丰

富,因篇幅所限,我们仅讨论其中的自然演绎推理和与或形演绎推理的部分方法。

3.1 逻辑推理概述

逻辑推理是证明一个公式可以由一些其他确定的公式按逻辑推理出来的过程。由于这

些推理所用的知识与证据都是确定的,因此推出的结论也是确定的,故我们也可将逻辑推理

称为确定性推理。本节首先阐述逻辑推理的定义和方法,然后再对推理的控制策略与方向

进行介绍。

3.1.1 逻辑推理的定义

人类在对各种问题进行分析与决策时,往往是从已知的事实出发,再通过应用已掌握的

知识来找出其中蕴含的事实或归纳出新的结论。逻辑推理所用的事实可分为两种:
 

一种是

与求解问题有关的初始证据;
 

另一种是推理过程中所得到的中间结论。本章涉及的逻辑推

理是关于从一个永真的前提“必然地”推出一些结论的科学。比如在医疗诊断专家系统中,
所有与诊断有关的医疗常识和专家经验都被保存在知识库中。当系统开始工作时,首先需

要把病人的症状和检查结果放到事实库中,然后从事实库中的这些初始证据出发,按照某种

策略在知识库中寻找可以匹配的知识。如果得到的是一些中间结论,还需要把它们作为新
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的事实放入事实库中,并继续寻找可以匹配的知识。如此反复进行,直到找出最终结论为

止。至此,我们可以总结出逻辑推理的定义:
 

逻辑推理是以原始证据为出发点,依照某种策

略不断地应用知识库中的已有知识,通过逐步推导得出陈述或结论的过程。
在人工智能领域,逻辑推理是非常重要的一个分支,下面我们将从逻辑推理的分类与逻

辑推理的控制策略这两个方面来进行阐述。

3.1.2 逻辑推理的分类

逻辑推理方法主要解决在逻辑推理过程中存在的前提与结论之间的逻辑关系。逻辑推

理可以有多种不同的分类方法。例如,可以按照推理的逻辑基础、所用知识的确定性、推理

过程的单调性,以及推理的方向来分类。

1.
 

按推理的逻辑基础分类

按照推理的逻辑基础,常用的逻辑推理方法可分为演绎推理和归纳推理。

1)
 

演绎推理

演绎推理是从已知的一般性知识出发,去推出蕴含在这些已知知识中的适合于某种个

别情况下的结论的一种逻辑推理方法。演绎推理按照演绎方法的差异又可分为归结演绎推

理和非归结演绎推理,它们是本章重点讨论的逻辑推理方法。演绎推理的核心是三段论,常
用的三段论由一个大前提、一个小前提和一个结论组成。其中,大前提是已知的一般性知识

或推理过程得到的判断;
 

小前提是关于某种具体情况或某个具体实例的判断;
 

结论是由大

前提推出的,并且满足小前提的判断。
例如,有如下判断:

 

(1)
  

软件工程专业的学生都会编程。
(2)

  

小航是软件工程学院的一名学生。
(3)

  

小航会编程。
这是一个三段论推理。其中,(1)是大前提,(2)是小前提,(3)是经演绎推出来的结论。

从这个例子可以看出,“小航会编程”这一结论是蕴含在“软件工程专业的学生都会编程”这
个大前提中的。因此,演绎推理就是从已知的大前提中推导出满足小前提的判断的结论,即
从已知的一般性知识中抽取其所包含的特殊性知识。由此可见,只要大前提和小前提是正

确的,则由它们推出的结论也必然是正确的。

2)
 

归纳推理

归纳推理是从一类事物的大量特殊事例出发,去推出该类事物的一般性结论。它是一

种由个别到一般的逻辑推理方法。归纳推理的基本思想是:
 

先从已知事实归纳出一个结

论,然后对这个结论的正确性加以证明确认。数学归纳法就是归纳推理的一个典型例子。
对于归纳推理,如果按照所选事例的广泛性分类,可分为完全归纳推理和不完全归纳推理;

 

如果按照推理所使用的方法分类,可分为枚举归纳推理和类比归纳推理等。
完全归纳推理是指在进行归纳时需要考察相应事物的全部对象,并根据这些对象是否

都具有某种属性,来推出该类事物是否具有此属性。例如,某工厂生产一批洗衣机,如果对

每台洗衣机都进行了质量检验,并且都合格,则可得出结论:
 

这批洗衣机的质量是合格的。
不完全归纳推理是指在进行归纳时只考察了相应事物的部分对象,就得出了关于该事
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物的结论。例如,某工厂生产一批电视机,如果只随机地抽查了其中部分电视机的质量,可
根据这些被抽查电视机的质量来推出整批电视机的质量。

枚举归纳推理是指在进行归纳时,如果已知某类事物的有限可数个具体事物都具有某

种属性,则可推出该类事物都具有此种属性。设a1,a2,a3,…,ai 是某类事物A 中的具体

事物,若已知a1,a2,a3,…,ai 都具有属性B,并没有发现反例,那么当i足够大时,就可得

出“A 中的所有事物都具有属性B”这一结论。
例如,设有如下事例:

 

小航是软件学院的学生,他会编程;
 

小北是软件学院的学生,她也会编程;
 

小软也是软

件学院的学生,他同样会编程……
当这些具体事例足够多时,就可归纳出一个一般性的知识:

 

凡是软件学院的学生,就一定会编程。
类比归纳推理是指在两个或两类事物有许多属性都相同或相似的基础上,推出它们在

其他属性上也相同或相似的一种归纳推理。
设A、B 分别是两类事物的集合

A=(a1,a2,a3,…,ai)

B=(b1,b2,b3,…,ai)
并设ai 与bi 总是成对出现,且当ai 有属性P时,bi 就有属性Q与之对应,即

P(ai)→Q(bi), i=1,2,3,…
则当A 与B 中有新的元素对出现时,若已知a'有属性P,b'有属性Q,即

P(a')→Q(b')

  类比归纳推理的基础是相似原理,其可靠程度取决于两个或两类事物的相似程度,以及

这两个或两类事物的相同属性与推出的那个属性之间的相关程度。

3)
 

演绎推理与归纳推理的区别

演绎推理与归纳推理是两种完全不同的推理方法。演绎推理是在已知领域内的一般性

知识的前提下,通过演绎求解一个具体问题或者证明一个给定的结论。这个结论实际上早

已蕴含在一般性知识的前提中,演绎推理只不过是将其揭示出来,因此它不能增加新知识。
在归纳推理中,所推出的结论是没有包含在前提内容中的。这种由个别事物或现象推

出一般性知识的过程,是增加新知识的过程。例如,一名计算机维修工人,当他刚开始从事

这项工作时是一名只有书本知识而无实际经验的维修新手。但当他经过一段时间的工作实

践后,就会通过大量实例积累起来一些经验而成为维修技术高超的熟练工人,这些使他成为

熟练工人的一般性知识就是采用归纳推理的方式从一个个维修实例中归纳总结出来的。而

当他有了这些一般性知识后,就可以运用这些已具备的知识去完成计算机的维修工作,此时

这种针对某一台具体的计算机运用一般性知识进行维修的过程就是演绎推理,因为熟练工

人仅仅是用经验去解决老问题,并未增加新知识。

2.
 

按所用知识的确定性分类

按所用知识的确定性,逻辑推理可分为确定性推理和非确定性推理。所谓确定性推理,
是指推理所使用的知识和推出的结论都是可以精确表示的,其真值要么为真,要么为假,不
会有第三种情况出现。
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所谓非确定性推理,是指推理时所用的知识不都是确定的,推出的结论也不完全是确定

的,其真值会位于真与假之间。由于现实世界中的大多数事物都具有一定程度的不确定性,
并且这些事物是很难用精确的数学模型来进行表示与处理的,因此非确定性推理也就成了

人工智能的一个重要研究课题。非确定性推理问题将在第4章讨论。

3.
 

按推理过程的单调性分类

按照推理过程的单调性,或者说按照推理过程所得到的结论是否越来越接近目标,逻辑

推理可分为单调推理与非单调推理。所谓单调推理是指在推理过程中,每当使用新的知识

后,所得到的结论会越接近目标,而不会出现反复情况,即不会由于新知识的加入而否定了

前面推出的结论,从而使推理过程又退回先前的某一步。
所谓非单调推理是指在推理过程中,当某些新知识加入后,会否定原来推出的结论,使

推理过程退回先前的某一步。非单调推理往往是在知识不完全的情况下发生的。在这种情

况下,为使推理能够进行下去,就需要先进行某些假设,并在这些假设的基础上进行推理。
但是,当后来由于新的知识加入,发现原来的假设不正确时,就需要撤销原来的假设及由这

些假设为基础推出的一切结论,再运用新知识重新进行推理。在我们的日常生活中,经常会

遇到非单调推理的情形。例如,当看到名称牌子上露出的一个字“猫”时,我们一般会在脑海

中浮现出柔软可爱的小动物的形象,它可以被人当宠物饲养;
 

但之后随着遮挡物的移除,我
们看到了牌子的完整内容是“天猫购物”———众所周知,天猫是阿里巴巴集团旗下的购物平

台,并不是一只猫,于是我们就取消了之前加入的“猫很可爱,可以当宠物养”的结论,而重新

加入“天猫是一个网上购物平台”这一个新的结论。

4.
 

按推理的方向分类

1)
 

正向推理

正向推理是一种从已知事实出发、正向使用推理规则的推理方法,也称为数据驱动推理

或前向链推理。其基本思想是:
 

用户需要事先提供一组初始事实,并将其放入综合数据库

DB中;
 

推理开始后,推理机根据综合数据库DB中的已有事实,到知识库KB中寻找当前可

用知识,形成一个当前可用知识库KS;
 

然后按照冲突消解策略,从该知识库KS中选择一

条知识进行推理,并将新推出的事实加入综合数据库DB,作为后面继续推理时可用的已知

事实。如此重复这一过程,直到求出所需要的解或者知识库KB中再无可用知识为止。
正向推理过程可用如下算法描述,如图3-1所示。
(1)

  

把用户提供的初始事实放入综合数据库DB中。
(2)

  

检查综合数据库DB中是否包含了问题的解,若已包含,则求解结束,并成功退出;
 

否则,执行下一步。
(3)

  

检查知识库KB中是否有可用知识,若有,执行步骤(4);
 

否则,执行步骤(6)。
(4)

  

将知识库KB中的所有适用知识都选择出来构成当前可用知识库KS。
(5)

  

如果可用知识库KS为空,则执行步骤(6);
 

如果可用知识库KS不是空集合,就按

照某种冲突消解策略选取可用知识库 KS中的一条知识进行推理,判断推出的事实是否

为新事实,若是新事实,则将其加入综合数据库DB中并执行步骤(2);
 

否则,将再次执行步

骤(5)。
(6)

  

询问用户是否可以进一步补充新的事实,若可补充,则将补充的新事实加入综合数
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图3-1 正向推理的算法示意

据库DB,然后执行步骤(3);
 

否则表示无解,失败退出。
仅从正向推理的算法来看好像正向推理比较简单,但实际上,推理的每步都还有许多工

作要做。例如,如何根据综合数据库DB中的事实在知识库KB中选取可用知识;
 

当知识库

KB中有多条知识可用时,应该先使用哪条知识等。这些问题涉及知识的匹配方法和冲突

消解策略,如何解决,后文将进行讨论。正向推理的优点是比较直观,它允许用户主动提供

有用的事实信息,适用于诊断、设计、预测、监控等领域的问题求解。其主要缺点是推理无明

确的目标,求解问题时可能会执行许多与解无关的操作,导致推理效率较低。

2)
 

反向推理

反向推理也称逆向推理,它是一种以某个假设目标作为出发点的推理方法,也称为目标

驱动推理或逆向链推理。其基本思想是:
 

首先根据问题求解的要求提出假设,将要求证的

目标(称为假设)构成一个假设集;
 

然后从假设集中取出一个假设对其进行验证,检查该假

设是否在综合数据库DB中,是否为用户认可的事实;
 

当该假设在数据库中时,该假设成

立,此时若假设集为空,则成功退出;
 

若假设不在综合数据库DB中,但可被用户证实为初

始事实时,将该假设放入综合数据库DB中,此时若假设集为空,则成功退出;
 

若假设可由
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知识库KB中的一条或多条知识导出,则将知识库KB中所有可以导出该假设的知识构成

一个可用知识库KS,并根据冲突消解策略,从可用知识库KS中取出一条知识,将其前提中

的所有子条件都作为新的假设放入假设集。重复上述过程,直到假设集为空时成功退出,或
假设集非空但可用知识集为空时失败退出为止。

反向推理过程可用如下算法描述,如图3-2所示。

图3-2 反向推理的算法示意

(1)
  

将问题的原始证据和欲求证的目标分别放入综合数据库DB和假设集。
(2)

  

从假设集中选出一个假设,检查该假设是否在综合数据库DB中。若在,则该假设

成立。
此时,若假设集为空,则成功退出;

 

否则,仍执行步骤(2)。若该假设不在数据库DB
中,则执行下一步。

(3)
  

检查该假设是否可由知识库KB中的某条知识导出。若不能由某条知识导出,则
询问用户该假设是否为可由用户证实的初始事实。若是,该假设成立,并将其放入综合数据

库DB中,再重新寻找新的假设;
 

若不是,则执行步骤(5)。若能由某条知识导出,则执行下

一步。
(4)

  

将知识库KB中可以导出该假设的所有知识构成一个可用知识库KS。
(5)

  

检查可用知识库KS是否为空,若空,失败退出;
 

否则,执行下一步。



44   

(6)
  

按冲突消解策略从可用知识库KS中取出一条知识,继续执行下一步。
(7)

  

将该知识的前提中的每个子条件都作为新的假设目标放入假设集,执行步骤(2)。
反向推理的主要优点是不必寻找和使用那些与假设目标无关的信息和知识,推理过程

的目标明确,也有利于向用户提供解释,在诊断性专家系统中较为有效。其主要缺点是当用

户对解的情况认识不清时,由系统自主选择假设目标的盲目性比较大,若选择不好,可能需

要多次提出假设,会影响系统效率。

3)
 

双向推理

在定理证明中,经常采用双向推理。所谓双向推理是指正向推理与反向推理同时进行,
且在推理过程中的某一步骤上“碰头”的一种推理。其基本思想是:

 

一方面根据已知事实进

行正向推理,但并不推导至最终的目标;
 

另一方面从某假设目标出发进行反向推理,也无须

推导至初始事实,而是让它们在中间相遇。即由正向推理所得到的中间结论恰好是反向推

理此时所要求的证据,这时推理就可以结束,反向推理时所做的假设就是推理的最终的

目标。
双向推理的困难在于“碰头”的判断。另外,如何权衡正向推理与反向推理的比重,即如

何确定“碰头”的时机也是一个困难的问题。

4)
 

混合推理

由以上讨论可知,正向推理和反向推理都有各自的优缺点。当问题较复杂时,单独使用

其中任何一种,都会影响到推理效率。为了更好地发挥这两种算法各自的长处,避免各自的

短处,取长补短,可以将它们结合起来使用。这种把正向推理和反向推理结合起来进行的推

理称为混合推理。混合推理可以有多种具体的实现方法。例如,可以采用先正向推理,后反

向推理的方法;
 

也可以采用先反向推理,后正向推理的方法;
 

还可以采用随机选择正向推

理和反向推理的方法。由于这些方法仅是正向推理和反向推理的某种结合,因此对这3种

情况不再进行讨论。

3.1.3 逻辑推理的控制策略

逻辑推理不仅依赖于所用的推理方法,也依赖于推理的控制策略。推理的控制策略是

指如何使用领域知识使推理过程尽快达到目标的策略。由于智能系统的推理过程一般表现

为一种搜索过程,因此,推理的控制策略又可分为推理策略和搜索策略。其中,推理策略主

要解决推理方向、冲突消解等问题,如推理方向控制策略、求解策略、限制策略、冲突消解策

略等;
 

搜索策略主要解决推理路线、推理效果、推理效率等问题。
控制策略用来确定推理的控制方式,即推理过程是从初始证据开始到目标,还是从目标

开始到初始证据。按照对推理方向的控制,推理可分为正向推理、反向推理和混合推理等。
无论哪一种推理方式,系统都需要有一个存放知识的知识库、一个存放初始事实及中间结果

的综合数据库和一个用于推理的推理机。求解策略是指只求一个解,还是求所有解或最优

解等。限制策略是指对推理的深度、宽度、时间、空间等进行的限制。冲突消解策略是指当

推理过程中有多条知识可用时,如何从这多条可用知识中选出一条最佳知识用于推理的策

略。常用的冲突消解策略有领域知识优先和新鲜知识优先等。所谓领域知识优先,是指把

领域问题的特点作为选择知识的依据;
 

而新鲜知识优先,是指把知识前提条件中事实的新
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鲜性作为选择知识的依据。例如,综合数据库中后生成的事实比先生成的事实具有更大的

新鲜性。
对于推理的控制策略中所包含的推理策略和搜索策略,本章主要讨论推理策略,搜索策

略将在第5章讨论。

3.2 逻辑推理的基础

在前文的论述中,已经大概了解了逻辑推理的分类以及知识表示,在2.3节中对谓词逻

辑也进行了相关的阐述,谓词逻辑是一种形式语言,是人工智能中一种常用的知识表示方

法。接下来我们将主要讨论逻辑推理所需要的谓词逻辑基础。

3.2.1 谓词公式

如果P是一个不能再分解的n 元谓词变元,x1,x2,x3,…,xn 是个体变元,那么我们称

P(x1,x2,x3,…,xn)是原子公式或谓词公式。当n 为0时,P表示命题变元或原子命题公

式,故可以说谓词逻辑是更为广泛的一个定义,我们根据下述规则得到谓词公式:
 

(1)
  

单个谓词是谓词公式,我们通常称其为原子谓词公式。
(2)

  

如果A是谓词公式,那么A也应该是谓词公式。
(3)

  

如果A、B是谓词公式,那么其连接词组合A∨B、A∧B、A→B、A↔B均为谓词公式。
(4)

 

如果A是谓词公式,那么其量词组合如∀xA、(∃x)A同样也为谓词公式。
(5)

 

当且仅当使用有限次规则(1)~(4)时,得到的公式才仍然是谓词公式。
谈及谓词公式,我们不可或缺地要了解量词的辖域与变元的约束。在一个公式中,如果

有量词出现,那么位于量词后面的单个谓词或者是用括号括起的谓词公式就称为该量词的

辖域。之所以要定义辖域的概念,是因为在量词的辖域内所有与量词同名的变元都有一个

统一的名称———约束变元。同理,在量词的辖域内,与量词无关的变元就称为非约束变元或

者自由变元,例如

∀x(P(x)→ (∃y)Q(x,y,z))
其中,P(x)→(∃y)Q(x,y,z)是∀x 的辖域,辖域内的变元x 是受∀x 约束的变元。同样

地,Q(x,y,z)是∃y 的辖域,则变元y 是受∃y 约束的变元,而公式中的z 则不受任何约

束,即非约束变元。这里要注意,在谓词逻辑中,变元的具体名称是不受太多束缚的,我们可

以任意地对谓词公式中的变元名进行自由替换,但在更名的过程中要注意:
 

必须把量词辖

域内所有同名的约束变元都改成相同的名称,同时更改的名称不能与辖域内的非约束变元

的名称重复;
 

当对辖域内的非约束变元改名时,也要注意不能将其名称与约束变元的名称

重复。像(∃y)Q(x,y,z)改名为(∃t)Q(m,t,n),其中将约束变元y 更名为t,将非约束变

元x 与z更名为m 和n,这是完全符合规则的。
在命题逻辑中,命题公式的一个解释就是指对该命题公式中各个命题变元的一次真值

指派。有了命题公式的解释,只要命题确定了,就可以根据这个解释及其连接词的定义求出

该命题公式的真值。但谓词逻辑就不一样了,由于谓词公式中可能包含个体常量、个体变元

或函数,因此不能像命题公式那样直接通过真值指派给出解释,必须先考虑个体常量和函数
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在个体域上的取值,然后才能根据常量与函数的具体取值为谓词分别指派真值。综上所述,
存在许多种组合情况,所以一个谓词公式极有可能有许多种不同的解释,且根据每一个解

释,谓词公式均可以求出一个真值T或者F。下面介绍谓词公式的永真性、可满足性和不可

满足性。
定义3.1 如果谓词公式P对非空个体域D 上的任一解释都取得真值T,则称P在D

上是永真的;
 

如果P在任何非空个体域上均是永真的,则称P永真。
定义3.2 如果谓词公式P对非空个体域D 上的任一解释都取真值F,则称P在D 上

是永假的;
 

如果P在任何非空个体域上均是永假的,则称P永假。谓词公式的永假性又称

不可满足性或不相容性。
由以上定义可以看出,要判定一个谓词公式为永真或者永假,必须对每个非空个体域上

的每个解释逐一进行判断。当解释的个数有限时,尽管工作量大,公式的永真性和永假性费

些力还是可以判断的;
 

但当解释个数无限时,其永真性和永假性就很难判断了。
定义3.3 对于谓词公式P,如果至少存在D 上的一个解释,使公式P在此解释下的真

值为T,则称公式P在D 上是可满足的,反之称公式P是不可满足的。谓词公式的可满足

性也称为相容性。
下面介绍谓词公式的等价性,谓词公式的等价性可以用相应的等价式来表示,由于这些

等价式是演绎推理的主要依据,所以也称它们为推理规则。
谓词公式的等价式的定义如下。
定义3.4 设P与Q是D 上的两个谓词公式,若对D 上的任意解释,P与Q都有相同

的真值,则称P与Q在D 上是等价的。如果D 是任意非空个体域,则称P与Q是等价的,
记为P⇔Q。

本书中常用的一些等价式如下。
(1)

 

对合律(双重否定律):
 

P⇔P
(2)

 

交换律:
 

P∨Q⇔Q∨P
P∧Q⇔Q∧P

(3)
 

结合律:
 

(P∨Q)∨R⇔P∨(Q∨R)
(P∧Q)∧R⇔P∧(Q∧R)

(4)
 

分配律:
 

P∨(Q∧R)⇔(P∨Q)∧(P∨R)

P∧(Q∨R)⇔(P∧Q)∨(P∧R)
(5)

 

德·摩根律:
 

(P∨Q)⇔P∧Q
(P∧Q)⇔P∨Q

(6)
 

吸收律:
 

P∨(P∧Q)⇔P
P∧(P∨Q)⇔P
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(7)
 

否定律:
 

P∨P⇔T
P∧P⇔F

(8)
 

逆否律:
 

P→Q⇔Q→P
(9)

 

连接词化规律:
 

P→Q⇔P∨Q
P↔Q⇔(P→Q)∧(Q→P)

P↔Q⇔(P∧Q)∨(P∧Q)
(10)

 

量词转化规律:
 

(∃x)P⇔(∀x)(P)

(∀x)P⇔(∃x)(P)
(11)

 

量词分配规律:
 

(∀x)(P∧Q)⇔(∀x)P∧(∀x)Q
(∃x)(P∨Q)⇔(∃x)P∨(∃x)Q

下面介绍谓词公式的永真蕴含性。谓词公式的永真蕴含性可以用相应的永真蕴含式来

表示,由于这些永真蕴含式是演绎推理的主要依据,所以它们也是推理规则的一种。
谓词公式的永真蕴含式可定义如下。
定义3.5 对谓词公式P和Q,如果P→Q永真,则称P永真蕴含Q,且称Q为P的逻

辑结论,P为Q的前提,记作P⇒Q。
本书中常用的永真蕴含式如下。
(1)

 

附加律:
 

P⇒P∨Q
Q⇒P∨Q
Q⇒P→Q

(2)
 

化简律:
 

P∧Q⇒P
P∧Q⇒Q

(3)
 

假言推理:
 

P,P→Q⇒Q
即由P为真和P→Q为真,可以推出Q为真。

(4)
 

拒取式推理:
 

P→Q,Q⇒P
即由P→Q为真和Q为假,可以推出P为假。

(5)
 

假言三段论:
 

P→Q,Q→R⇒P→R
即由P→Q为真和Q→R为真,可以推出P→R为真。

(6)
 

析取三段论:
 

P,P∨Q⇒Q
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(7)
 

二难推理:
 

P∨Q,P→R,Q→R⇒R
(8)

 

存在固化:
 

(∃x)P(x)⇒P(y)
注意:

 

y 是个体域中的某一个可以使得P(y)为真的个体,利用此永真蕴含式可消去谓

词公式中的存在量词。
(9)

 

全称固化:
 

(∀x)P(x)⇒P(y)
注意:

 

y 是个体域中的任意个体,利用此永真蕴含式可消去谓词公式中的全称量词。
上面给出的等价式和永真蕴含式是进行演绎推理的重要依据,因此这些公式也称为推

理规则。除了这些公式以外,我们在3.3节的归结演绎推理中,还需要将反证法推广到谓词

公式集。接下来再介绍3条在谓词逻辑中非常重要的推理规则。

P规则:
 

只要是在推理的过程中,那么在任何步骤前后均可以引入前提假设。

T规则:
 

在推理的过程中,若前面步骤中有一个或几个公式是永真蕴含式 M 的,那么

我们就可以将公式 M引入推理过程。

CP规则:
 

若能从N(N为任意引入的命题)和前提集合中推出结论 M 来,那么就能够

从前提集合中推出N→M。

3.2.2 谓词公式的范式

在实际操作过程中,谓词公式的形式千变万化,这就给谓词的演算带来了很大的困难。
为了简化谓词演算,我们将谓词公式在不失其原始语义的情况下进行标准变形,使其成为某

种标准形,而这种标准形就是范式。即范式是谓词公式的标准形式,谓词公式往往需要变换

为同它等价的范式,以便对它们进行一般性处理,从而简化对谓词公式的研究。在谓词逻辑

中,根据量词在谓词公式中出现的位置不同,在谓词演算中,我们可将谓词公式的范式分为

两种。

1.
 

前束范式

定义3.6 设F为一个谓词公式,如果其中的所有量词均非否定地出现在公式的最前

面,而它们的辖域为整个公式,则称F为前束范式。一般地,前束范式可写成

(Q1x1)(Q2x2)…(Qnxn)M(x1,x2,x3,…,xn)
式中,Qi(i=1,2,3,…,n)为前缀,它是一个由全称量词或存在量词组成的量词串;

 

M(x1,

x2,x3,…,xn)为母式,它是一个不含任何量词的谓词公式。
例如,(∀x)(∀y)(∃z)(P(x)∧Q(y,z)∨R(x,z))是前束范式。
任意含有量词的谓词公式均可化为与其对应的前束范式,其化简方法将在后文子句集

的化简中讨论。

2.
 

斯克林范式

定义3.7 如果前束范式中所有的存在量词都在全称量词之前,则称这种形式的谓词

公式为斯克林(Skolem)范式。
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例如,(∃x)(∃z)(∀y)(P(x)∨Q(y,z)∧R(x,z))是斯克林范式。
任意含有量词的谓词公式均可化为与其对应的斯克林范式,其化简方法也将在后文子

句集的化简中讨论。

3.2.3 置换与合一

在不同的谓词公式中,往往会出现谓词名相同但其个体不同的情况,此时逻辑推理过程

是不能直接进行匹配的,需要先进行置换。例如,可根据全称固化推理和假言推理由谓词

公式

P(y)和(∀x)(P(x)→Q(x))
推出Q(y),这对谓词P(y)而言可以看作是全称固化推理,即由(∀x)P(x)⇒P(y)推出来

的,其中y 是任意个体常量。想要使用假言推理,需要先找到项y 对变元x 的置换,使

P(y)与P(x)一致。类似这种寻找项对变元的置换从而将谓词统一化的过程,就称为合一。
下面详细讨论置换与合一的有关概念及方法。

1.
 

置换

置换(substitution)可以简单地理解为是在一个谓词公式中用置换项去替换变元。其

形式定义如下。
定义3.8 置换是形如

m1
x1
,m2
x2
,m3
x3
,…,mn

xn  
的有限集合。其中,m1,m2,m3,…,mn 是项,x1,x2,x3,…,xn 是互不相同的变元。

mi

xi
表

示用mi 置换xi,并且要求mi 与xi 不相同。
例如

a
x
,b
y
,f(c)

z  
是一个置换。但是

g(y)
x
,f(x)

y  
则不是一个置换,原因是在x 与y 之间出现了循环置换现象。置换的目的是将某些变元用

另外的变元、常量或函数取代,使其不在公式中出现。但在 g(y)
x
,f
(x)
y  中,用g(y)置换

x,又用f(g(y))置换y,既没有消去x,也没有消去y。若改为

g(a)
x
,f(x)

y  
就可以了,因为此时用f(g(a))来置换变元y,从而消去了x 和y。

通常,置换是用希腊字母θ、δ、τ、α来表示的。

定义3.9 设θ=
m1
x1
,
m2
x2
,
m3
x3
,…,

mn

xn  是一个置换,F是一个谓词公式,把公式F中出
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现的所有xi 换成mi(i=1,2,3,…,n),得到一个新的公式G,称G为F在置换θ下的例

示,记作G=Fθ。
显然,一个谓词公式中的任何例示都是该公式的逻辑结论。
下面介绍求两个置换合成的方法。
定义3.10 设

δ=
p1
x1
,p2
x2
,p3
x3
,…,pn

xn  
θ=

q1
y1
,q2
y2
,q3
y3
,…,qm

ym  
是两个置换,且δ与θ的合成也是一个置换,记作θδ,它是从集合

p1θ1
x1

,p2θ2
x2

,p3θ3
x3

,…,pnθn

xn
,q1
y1
,q2
y2
,q3
y3
,…,qm

ym  
中删去以下两类元素:

 

(1)
  

当piθi=xi 时,删去
piθi

xi
(i=1,2,3,…,n);

 

(2)
  

当yj∈{x1,x2,x3,…,xn}时,删去
qj

yj
(j=1,2,3,…,m)。

后剩下元素所构成的集合,其中piθ表示对pi 运用θ置换,实际上θδ就是对一个公式先

运用θ置换,再运用δ置换。接下来看一个求置换合成的例子。

例3.1 设δ= f(y)
x
,z
y  ,θ= a

x
,b
y
,y
z  ,求δ与θ的合成。

解:
 

先求出集合

f
b
y  
x

,

y
z  
y
,a
x
,b
y
,y
z  = f(b)

x
,y
y
,a
x
,b
y
,y
z  

式中,f
(b)
x

中的f(b)是置换θ作用于f(y)的结果;
 y
y

中的y 是置换θ作用于z的结果。

在该集合中,y
y

满足定义3.10中的条件(1),需要删除;
 a
x

和b
y

满足定义中的条件(2),

也需要删除。删除整理后得

δθ= f(b)
x
,y
z  

即为所求。

2.
 

合一

什么是合一呢? 其实很简单,合一(unifier)可以理解为寻找项对变量的置换,使两个谓

词公式一致。通常来讲,一个公式集的合一往往不是唯一的。合一的形式定义如下。
定义3.11 设有公式集F= F1,F2,F3,…,Fn  ,若存在一个置换θ,可使F1θ=F2θ=

 

F3θ=…=Fnθ,则称θ是F的一个合一,此时称F1,F2,F3,…,Fn 是可合一的。
例如,设有公式集F= P(x,y,f(y)),P(a,g(x),z)  ,那么
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θ=
a
x
,g(a)

y
,f(g(a))

z  
满足上述定义,故θ是公式集F的一个合一。

定义3.12 设θ是公式集F的一个合一。如果对F的任意一个合一δ,都存在一个置

换λ,使得

δ=θλ
则称θ是F的最一般合一。

一个公式集的最一般合一是唯一的。若用最一般合一置换那些可合一的谓词公式,则
可使它们变成完全一致的谓词公式,即一模一样的字符串。那么如何求取最一般合一呢?
我们需要先引入差异集的概念。差异集是指两个公式中相同位置处有不同符号的集合。

例如,有两个谓词公式

F1:P(x,y,z)

F2:P(x,f(a),h(b))
  分别从F1 和F2 的第一个符号开始,逐项向右比较,此时可发现F1 中的y 与F2 中的

f(a)不同。再继续比较,又可知F1 中的z与F2 中的h(b)不同。于是可得到两个差异集

D1= y,f(a)  
D2= z,h(b)  

  求公式集F的最一般合一的算法如下:
 

(1)
  

令k=0、Fk=F、σk=ε,ε代表空置换。F为欲求最一般合一的公式集。
(2)

  

若Fk 只含一个表达式,则算法停止。σk 就是最一般合一;
 

否则,执行步骤(3)。
(3)

  

找出Fk 的差异集Dk。
(4)

  

若Dk 中存在元素xk 和tk,其中xk 是变元,tk 是项,且xk 不在tk 中出现,则进行

σk+1=σk
tk

xk  
Fk+1=Fk

tk

xk  
k=k+1

然后执行步骤(2)。若不存在这样的xk 和tk,则执行步骤(5)。
(5)

  

算法终止。F的最一般合一不存在。下面来看一个求最一般合一的例子。
例3.2 求出下面公式集的最一般合一:

 

F= P(a,x,f(g(y))),P(z,f(z),f(u))  
  解:

 

(1)
 

令F0=F,σ0=ε。F0 中有两个表达式,所以σ0 不是最一般合一。
(2)

  

得到差异集D0= a,z  。
(3)

 

σ1=σ0
a
z  = a

z  
F1= P(a,x,f(g(y))),P(a,f(a),f(u))  

  (4)
  

得到差异集D1= x,f(a)  。
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(5)

σ2=σ1
f(a)
x  = a

z
,f(a)

x  
F2=F1

f(a)
x  = P(a,f(a),f(g(y))),P(a,f(a),f(u))  

  (6)
 

得到差异集D2= g(y),u  。
(7)

σ3=σ2
g(y)
u  = a

z
,f(a)

x
,g(y)

u  
F3=F2

g(y)
u  = P(a,f(a),f(g(y)))  

  (8)
  

因为F3 中只有一个表达式,所以σ3 就是最一般合一。
(9)

  

所求最一般合一为

a
z
,f(a)

x
,g(y)

u  
3.3 归结演绎推理

归结演绎推理是一种基于鲁滨逊归结原理的机器推理方法,它在人工智能、逻辑编程、
定理证明和数据库理论等诸多领域都有广泛的应用。归结原理也称为消解原理,是鲁滨逊

于1965年在海伯伦(Herbrand)原理的基础上提出的一种基于逻辑“反证法”的机械化定理

证明方法。在人工智能中,几乎所有的问题都可以转化为一个定理证明问题。而定理证明

的实质,就是要对前提P和结论Q,证明P→Q永真。由3.2节可知,要证明P→Q永真,就
是要证明P→Q在任何一个非空的个体域上都是永真的。这将是非常困难的,甚至是不可

实现的。为此,人们进行了大量的探索,后来发现可以采用反证法的思想,把关于永真性的

证明转化为关于不可满足性的证明。即要证明P→Q永真,只要能够证明P∧Q为不可

满足即可,这正是归结演绎推理的基本出发点。

3.3.1 子句集

由于鲁滨逊归结原理是在子句集的基础上进行定理证明的,因此,在讨论这些方法之

前,需要先介绍子句集的有关概念。

1.
 

子句和子句集

定义3.13 原子谓词公式及其否定统称为文字。
例如,P(x)、Q(x)、P(x)、Q(x)等都是文字。
定义3.14 任何文字的析取式称为子句。
例如,P(x)∨Q(x)、P(x,f(x))∨Q(x,g(x))都是子句。
定义3.15 不包含任何文字的子句称为空子句。
由于空子句不含有任何文字,也就不能被任何解释所满足,因此空子句是永假的、不可
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满足的。空子句一般记为NIL。
定义3.16 由子句或空子句构成的集合称为子句集。

2.
 

子句集的化简

在谓词逻辑中,任何一个谓词公式都可以通过应用等价关系及推理规则化成相应的子

句集。其化简步骤如下。
(1)

 

消去连接词“→”和“↔”。
反复使用如下等价公式:

 

P→Q⇔P∨Q
P↔Q⇔(P∧Q)∨(P∧Q)

就能消去谓词公式中的连接词“→”和“↔”。
如公式

(∀x)((∀y)P(x,y)→(∀y)(Q(x,y)→R(x,y)))
经等价变换后变为

(∀x)((∀y)P(x,y)∨(∀y)(Q(x,y)∨R(x,y)))
(2)

 

减少否定符号的辖域。
反复使用双重否定律

(P)⇔P
德·摩根律

(P∨Q)⇔P∧Q
(P∧Q)⇔P∨Q

量词转化规律

(∃x)P⇔(∀x)(P)

(∀x)P⇔(∃x)(P)
将每个否定符号“”移动到仅靠谓词之后的位置,使得每个否定符号最多仅仅作用在一个

谓词上。
例如,(1)中所得公式经过本变换后为

(∀x)((∃y)P(x,y)∨(∃y)(Q(x,y)∧R(x,y)))
(3)

 

对变元标准化。
在一个量词的辖域内,把谓词公式中受该量词约束的变元全部用没有出现过的变元代

替,使不同量词约束的变元有不同的名字。
例如,上步所得公式经本变换后为

(∀x)((∃y)P(x,y)∨(∃z)(Q(x,z)∧R(x,z)))
(4)

 

化为前束范式。
化为前束范式的方法是把所有量词都移到公式的左边,并且在移动时不能改变其相对

顺序。由于在(3)中已对变元进行了标准化,每个量词都有自己的变元,这就消除了任何由

变元引起冲突的可能,因此这种移动是可行的。
例如,上步所得公式化为前束范式后为

(∀x)(∃y)(∃z)(P(x,y)∨(Q(x,z)∧R(x,z)))
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  (5)
 

消去存在量词。
消去存在量词时,需要区分以下两种情况。
若存在量词不出现在全称量词的辖域内(即它的左边没有全称量词),只要用一个新的

个体常量替换受该存在量词约束的变元,就可消去该存在量词。
若该存在量词位于一个或多个全称量词的辖域内,例如

(∀x1)(∀x2)…(∀xn)(∃y)P(x1,x2,x3,…,xn,y)
则需要用斯克林函数f(x1,x2,x3,…,xn)替换受该存在量词约束的变元,然后再消去该存

在量词。
例如,在上步所得公式中存在量词∃y 和∃z 都位于∀x 的辖域内,因此都需要用斯克

林函数来替换。设替换y 和z的斯克林函数分别是f(x)和g(x),则替换后的公式为

(∀x)(P(x,f(x))∨(Q(x,g(x))∧R(x,g(x)))
(6)

 

化为斯克林标准形。
斯克林标准形的一般形式为

(∀x1)(∀x2)(∀x3)…(∀xn)M(x1,x2,x3,…,xn)

式中,M(x1,x2,x3,…,xn)是斯克林标准形的母式,它由子句的合取所构成。
把谓词公式化为斯克林标准形需要使用以下等价关系:

P∨(Q∧R)⇔(P∨Q)∧(P∨R)
例如,上步所得的公式化为斯克林标准形后为

(∀x)(P(x,f(x))∨Q(x,g(x))∧(P(x,f(x))∨R(x,g(x))))
(7)

 

消去全称量词。
由于母式中的全部变元均受全称量词的约束,并且全称量词的次序已无关紧要,因此可

以消去全称量词。但剩下的母式,仍假设其变元是被全称量词量化的。
例如,上步所得公式消去全称量词后为

(P(x,f(x))∨Q(x,g(x)))∧(P(x,f(x))∨R(x,g(x)))
(8)

 

消去合取词。
在母式中消去所有合取词,把母式用子句集的形式表示出来。其中,子句集中的每一个

元素都是一个子句。
例如,上步所得公式的子句集中包含以下两个子句:

 

P(x,f(x))∨Q(x,g(x))

P(x,f(x))∨R(x,g(x))
(9)

 

更换变元名称。
对子句集中的某些变元重新命名,使任意两个子句中不出现相同的变元名。由于每

一个子句都对应母式中的一个合取元,并且所有变元都是由全称量词量化的,因此任意

两个不同子句的变元之间实际上不存在任何关系。这样,更换变元名是不会影响公式的

真值的。例如,对(8)中所得公式,可把第二个子句集中的变元名x 更换为y,得到如下子

句集:
 

P(x,f(x))∨Q(x,g(x))

P(y,f(y))∨R(y,g(y))
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3.
 

子句集的应用

通过上述化简步骤,可以将谓词公式化简为一个标准子句集。由于在消去存在量词时

所用的斯克林函数可以不同,因此化简后的标准子句集是不唯一的。这样,当原谓词公式为

非永假时,它与其标准子句集并不等价。但是,当原谓词公式为永假(即不可满足)时,其标

准子句集则一定是永假的,即斯克林标准化并不影响原谓词公式的永假性。这个结论很重

要,是归结原理的主要依据,可用定理的形式来描述。
定理3.1 设有谓词公式F,其标准子句集为S,则F为不可满足的充要条件是S 为不

可满足的。
在证明此定理之前,先进行如下说明。
为方便讨论问题,设给定的谓词公式F已为前束型

(Q1x1)…(Qrxr)…(Qnxn)M(x1,x2,x3,…,xn)
式中,M(x1,x2,x3,…,xn)已化为合取范式。由于将F化为这种前束型是一种很容易实

现的等值运算,因此这种假设是可以的。
又设Qrxr 是第一个出现的存在量词∃xr,即F为

F=(∀x1)(∀x2)…(∀xr-1)(∃xr)…(Qr+1xr+1)…(Qnxn)

M(x1,…,xr-1,xr,xr+1,…,xn)

  为把F化为斯克林标准形,需要先消去这个∃xr,并引入斯克林函数,得到

F1=(∀x1)(∀x2)…(∀xr-1)…(Qr+1xr+1)…(Qnxn)

M(x1,…,xr-1,f(x1,…,xr-1),xr+1,…,xn)

  若能证明

F不可满足⇔F1 不可满足

则同理可证

F1 不可满足⇔F2 不可满足

重复这一过程,直到证明了

F1 不可满足⇔Fm 不可满足

为止。此时,Fm 已为F的斯克林标准形,而S 只不过是Fm 的一种集合表示形式。因此有

F不可满足⇔S 不可满足

下面开始用反证法证明

F不可满足⇔F1 不可满足

(1)
 

先证明⇒。
证明:

 

已知F不可满足,假设F1 是可满足的,则存在一个解释I,使F1 在解释I 下为

真。即对任意x1,…,xr-1 在I的设定下有

(Qr+1xr+1)…(Qnxn)M(x1,…,xr-1,f(x1,…,xr-1),xr+1,…,xn)
为真。亦即对任意的x1,…,xr-1 都有一个f(x1,…,xr-1),使

(Qr+1xr+1)…(Qnxn)M(x1,…,xr-1,f(x1,…,xr-1),xr+1,…,xn)
为真。即在I下有

(∀x1)(∀x2)…(∀xr-1)(∃xr)…(Qr+1xr+1)…(Qnxn)M(x1,…,xr-1,xr,xr+1,…,xn)
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为真。即F在I下为真。
但这与前提F是不可满足的相矛盾,即假设F1 为可满足是错误的。从而可以得出“若

F不可满足,则必有F1 不可满足”。
(2)

 

再证明⇐。
证明:

 

已知F1 不可满足,假设F是可满足的。于是便有某个解释I 使F在I 下为真。
即对任意的x1,…,xr-1,在I的设定下都可找到一个xr,使

(Qr+1xr+1)…(Qnxn)M(x1,…,xr-1,xr,xr+1,…,xn)
为真。若扩充I,使它包含一个函数f(x1,…,xr-1),且有

xr =f(x1,…,xr-1)
这样,就可以把所有的(x1,…,xr-1)映射到xr,从而得到一个新的解释I',并且在此解释

下对任意的x1,…,xr-1 都有

(Qr+1xr+1)…(Qnxn)M(x1,…,xr-1,f(x1,…,xr-1),xr+1,…,xn)
为真。即在I'下有

(∀x1)(∀x2)…(∀xr-1)(Qr+1xr+1)…(Qnxn)M(x1,…,xr-1,f(x1,…,xr-1),xr+1,…,xn)
为真。它说明F在解释I'下为真。但这与前提F1 是不可满足的相矛盾,即假设F为可满

足是错误的。从而可以得出“若F1 不可满足,则必有F上不可满足”。
于是,定理得证。
由此定理可知。要证明一个谓词公式是不可满足的,只要证明其相应的标准子句集是

不可满足的即可。而有关如何证明一个子句集的不可满足性的问题就无须我们关心了,它
可由鲁滨逊归结原理来解决。

3.3.2 鲁滨逊归结原理

鲁滨逊归结原理是在对子句集中的子句依次进行归结的基础上证明子句集的不可满足

性的一种基础定理。由谓词公式转化为子句集的方法可以知道,在子句集中,子句之间是合

取关系。其中,只要有一个子句是不可满足的,则整个子句集就是不可满足的。另外,前面

已经指出空子句是不可满足的。因此,一个子句集中如果包含空子句,则此子句集就一定是

不可满足的。鲁滨逊归结原理就是基于上述认识提出来的,它的基本思想是:
 

首先把欲证

明问题的结论否定,并将其加入子句集,得到一个扩充的子句集S'。然后设法检验子句集

S'是否含有空子句,若含有空子句,则表明S'是不可满足的;
 

若不含有空子句,则继续使用

归结法,在子句集中选择合适的子句进行归结,直至导出空子句或不能继续归结为止。鲁滨

逊归结原理可分为命题逻辑归结原理和谓词逻辑归结原理。

1.
 

命题逻辑归结原理

归结原理的核心是求两个子句的归结式,因此需要先讨论归结式的定义和性质,然后再

讨论命题逻辑的归结过程。下面先讨论归结式的定义与性质。
定义3.17 若P是原子谓词公式,则称P与P为互补文字。
定义3.18 设C1 和C2 是子句集中的任意两个子句,如果C1 中的文字L1 与C2 中的
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文字L2 互补,那么可从C1 和C2 中分别消去L1 和L2,并将C1 和C2 中余下的部分按析

取关系构成一个新的子句C12。称这一过程为归结,称C12 为C1 和C2 的归结式,称C1 和

C2 为C12 的亲本子句。
例3.3 设C1=P∨Q∨R,C2=P∨S,求C1 和C2 的归结式C12。
解:

 

这里L1=P,L2=P,通过归结可以得到

C12=Q∨R∨S
例3.4 设C1=Q,C2=Q,求C1 和C2 的归结式C12。
解:

 

这里L1=Q,L2=Q,通过归结可以得到

C12=NIL
定理3.2 归结式C12 是其亲本子句C1 和C2 的逻辑结论。
证明:

 

设C1=L∨C'1、C2=L∨C'2关于解释I 为真,则只需证明C12=C'1∨C'2关于

解释I也为真。对于解释I而言,L 和L 中必有一个为假。
若L 为假,则必有C'1为真,否则就会使C1 为假,这将与前提假设C1 为真矛盾,因此只

能有C'1为真。
同理,若L 为假,则必有C'2为真。
因此,必有C12=C'1∨C'2关于解释I也为真。即C12 是C1 和C2 的逻辑结论。
这个定理是归结原理中很重要的一个定理,由它可得到以下两个推论。
推论1 设C1 和C2 是子句集S 中的两个子句,C12 是C1 和C2 的归结式,若用C12

代替C1 和C2 后得到新的子句集S1,则由S 与S1 的不可满足性可以推出原子句集S 的不

可满足性。即

S1 的不可满足性⇒S 的不可满足性

推论2 设C1 和C2 是子句集S 中的两个子句,C12 是C1 和C2 的归结式,若把C12
加入S 中得到新的子句集S2,则S 与S2 的不可满足性是等价的。即

S2 的不可满足性⇔S 的不可满足性

推论1和推论2的证明可利用不可满足性的定义和解释I 的定义来完成,本书从略。
这两个推论说明,为证明子句集S 的不可满足性,只要对其中可进行归结的子句进行归结,
并把归结式加入子句集S,或者用归结式代替它的亲本子句,然后对新的子句集证明其不可

满足性就可以了。如果经归结能得到空子句,根据空子句的不可满足性,即可得到原子句集

S 是不可满足的结论。
在命题逻辑中,对不可满足的子句集S,其归结原理是完备的。这种不可满足性可用如

下定理描述。
定理3.3 子句集S 是不可满足的,当且仅当存在一个从S 到空子句的归结过程。
要证明此定理,需要用到海伯伦原理,正是从这种意义上说,鲁滨逊归结原理是建立在

海伯伦原理的基础上的。
这里需要指出,鲁滨逊归结原理对可满足的子句集S 是得不出任何结果的。

2.
 

谓词逻辑归结原理

在谓词逻辑中,由于子句中含有变元,所以不能像命题逻辑的归结原理那样直接消去互

补文字,在归结之前必须要用最一般合一对变元进行置换,比如有如下两个子句
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C1=P(x)∨Q(x)

C2=P(a)∨R(y)
在这种情况下,由于P(x)与P(a)的不一致,因此亲本子句C1 和C2 就无法进行归结,此时

就要用C1 与C2 的最一般合一δ= a
x  来对它们进行置换

C1δ=P(a)∨Q(a)

C2δ=P(a)∨R(y)
置换后消去P(a)和P(a)即可对以上二式进行归结并得出最终结果

Q(a)∨R(y)
在一般情形下,我们往往会遇到比较复杂的问题,所以要用一套合适的规则来描述,谓

词逻辑中的归结可用如下定义来描述。
定义3.19 设C1 和C2 是两个没有公共变元的子句,L1 和L1 分别是C1 和C2 中的

文字。
如果L1 和L2 存在最一般合一δ,则称

C12=(C1δ  - L1δ  )∪(C2δ  - L2δ  )
为C1 和C2 的二元归结式,而L1 和L2 为归结式中的文字。

这里使用集合符号和集合的运算,是为了说明问题的方便。即先将子句Ciδ和Liδ写

成集合的形式,并在集合表示下做减法和并集运算,然后再写成子句集的形式。
此外,定义中还要求C1 和C2 无公共变元,这也是合理的。例如C1=P(x),C2=

P(f(x)),而S= C1,C2  是不可满足的。但由于C1 和C2 的变元相同,就无法合一了。
没有归结式,就不能用归结法证明S 的不可满足性,这就限制了归结法的使用范围。但是,
如果对C1 或C2 的变元进行换名,便可通过合一对C1 和C2 进行归结。如上例,若先对C2
进行换名,即C2=P(f(y)),则可对C1 和C2 进行归结,可得到一个空子句NIL,至此即

可证明S 是不可满足的。
事实上,在由公式集化为子句集的过程中,其最后一步就是进行换名处理。因此,定义

中假设C1 和C2 没有相同变元是可以的。下面看一些谓词逻辑归结的例子。
例3.5 设C1=P(a)∨R(x),C2=P(y)∨Q(b),求C12。

解:
 

取L1=P(a)、L2=P(y),则L1 和L2 的最一般合一是δ= a
y  ,根据定义3.19

可得

C12=(C1δ  - L1δ  )∪ (C2δ  - L2δ  )

=(P(a),R(x)  - P(a)  )∪ (P(a),Q(b)  - P(a)  )

= R(x)  ∪ Q(b)  
= R(x),Q(b)  
=R(x)∨Q(b)

  例3.6 设C1=P(x)∨Q(a),C2=P(x)∨R(x),求C12。
解:

 

由于C1 和C2 有相同的变元x,不符合定义3.19的要求。所以为了进行归结,需
要修改C2中变元的名字,令C2=P(b)∨R(y)。此时L1=P(x),L2=P(b),L1 和L2
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的最一般合一是δ= b
x  ,则有

C12=(C1δ  - L1δ  )∪ (C2δ  - L2δ  )

=(P(b),Q(a)  - P(b)  )∪ (P(b),R(y)  - P(b)  )

= Q(a)  ∪ R(y)  
= Q(a),R(y)  
= Q(a),∨R(y)  

  例3.7 设C1=P(x)∨Q(b),C2=P(a)∨Q(y)∨R(z),求C12。
解:

 

对C1 和C2 利用最一般合一,可以得到两个互补对。但是需要注意,求归结式不

能同时消去两个互补对,同时消去两个互补对的结果不是二元归结式,如在

δ=
a
x
,b
y  

中,若同时消去两个互补对,所得的R(z)不是C1 和C2 的二元归结式。
例3.8 设C1=P(x)∨P(f(a))∨Q(x),C2=P(y)∨R(b),求C12。
解:

 

对参与归结的某个子句,若其内部有可合一的文字,则在进行归结之前应先对这些

文字进行合一。本例的C1 中有可合一的文字P(x)与P(f(a)),若用它们的最一般合一

δ= f(a)
y  进行置换,可得到

C1δ= P(f(a))∨Q(f(a))  
此时可对C1δ与C2 进行归结。选L1=P(f(a)),L2=P(y),L1 和L2 的最一般合一

是δ= f(a)
y  ,则可得到C1 和C2 的二元归结式为

C12=R(b)∨Q(f(a))
  在这个例子中,把C1δ称为C1 的因子。一般来说,若子句C 中有两个或两个以上的文

字具有最一般合一δ,则称Cδ为子句C 的因子。如果Cδ是一个单文字,则称它为C 的单

元因子。应用因子概念,可对谓词逻辑中的归结原理给出如下定义。
定义3.20 若C1 和C2 是无公共变元的子句,则存在以下二元归结式:

 

(1)
  

C1 和C2 的二元归结式。
(2)

  

C1 和C2 的因子C2δ2 的二元归结式。
(3)

  

C1 的因子C1δ1 和C2 的二元归结式。
(4)

  

C1 的因子C1δ1 和C2 的因子C2δ2 的二元归结式。
这4种二元归结式都是子句C1 和C2 的二元归结式,记为C12。
对于谓词逻辑的归结原理来说,归结式仍然为其亲本子句的逻辑结论。因此,用归结式

C12 来取代它在子句集S 中的亲本子句,所得到的新子句集仍然保持原子句集S 的不可满

足性。下面来看一个求二元归结式的例子。
例3.9 设C1=P(y)∨P(f(x))∨Q(g(x)),C2=P(f(g(a)))∨Q(b),求C12。

解:
 

对C1 来说,取最一般合一δ= f(x)
y  ,得C1 的因子

C1δ1=P(f(x))∨Q(g(x))
将C1 的因子和C2 归结,可得到C1 和C2 的二元归结式

C12=Q(g(g(a)))∨Q(b)
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3.3.3 归结反演

有了鲁滨逊归结原理,我们就可以据此进行定理的证明。应用归结原理证明定理的过

程称为归结反演。归结原理给出了证明子句集不可满足性的方法,即归结演绎的推理方法,
其包含命题逻辑的归结反演和谓词逻辑的归结反演两种。下面分别进行介绍。

1.
 

命题逻辑的归结反演

归结原理给出了证明子句集不可满足性的方法。若假设F为已知的前提条件,G为欲

证明的结论,且F和G都是公式集的形式。根据前面提到的反证法:
 

G为F的逻辑结论,
当且仅当F∧G是不可满足的。可把已知F证明G为真的问题,转化为证明F∧G为

不可满足的问题。再根据之前的定理,在不可满足的意义上,公式集F∧G与其子句集是

等价的,又可把F∧G在公式集上的不可满足问题,转化为子句集上的不可满足问题。这

样,就可用归结原理来进行定理的自动证明。
在命题逻辑中,已知F证明G为真的归结反演过程如下:

 

(1)
  

否定目标公式G,得G。
(2)

  

把G并入公式集F,得到 F,G  。
(3)

  

把 F,G  化为子句集S。
(4)

  

应用归结原理对子句集S 中的子句进行归结,并把每次得到的归结式并入S。如

此反复进行,若出现空子句,则停止归结,此时就证明了G为真。
例3.10 设已知的公式集为 P,(P∧Q)→R,(S∨T)→Q,T  ,求证结论R。
解:

 

假设结论R为假,即R为真,将R加入公式集,并将其化为子句集,步骤如下:
 

S= P,P∨Q∨R,S∨Q,T∨Q,T,R  
由于文字R与R、P与P、Q与Q、T与T均为互补文字,根据归结原理,我

们对子句集中的这些互补对分别进行归结处理,并且每一个互补对归结后均把归结式并

入子句集中,迭代这一过程直到出现空子句NIL为止。此时,根据归结原理的完备性,可
得子句集S 是不可满足的,即开始时假设的R为真是错误的假设,故 R为真已被

证明。

2.
 

谓词逻辑的归结反演

谓词逻辑的归结反演与命题逻辑的归结反演的最大区别是两种方法中每个步骤的处理

对象是不同的,但两种归结反演的主要思想都是统一的。谓词逻辑的归结反演是仅有一条

推理规则的问题求解方法,在使用归结反演来证明P→Q成立时,我们实际上是证明其反面

不成立,即(P→Q)不可满足。在谓词逻辑中,由于子句集中的谓词一般都含有变元,因此

不能像命题逻辑那样直接消去互补文字,而需要先用一个最一般合一对变元进行置换,然后

才能进行归结。可见,谓词逻辑的归结反演要比命题逻辑的归结反演稍复杂些。下面来看

一个谓词逻辑的归结反演的示例。
例3.11 已知

F:(∀x)((∃y)A(x,y)∧B(y)→(∃y)(C(y)∧D(x,y)))

G:(∃x)C(x)→(∀x)(∀y)(A(x,y)→B(y))
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求证:
 

G是F的逻辑结论。
证明:

 

先把G否定,并放入F中,得到的新子句集 F,G  为

(∀x)((∃y)A(x,y)∧B(y)→(∃y)(C(y)∧D(x,y))) 
((∃x)C(x)→(∀x)(∀y)(A(x,y)→B(y))) 

再把 F,G  化成子句集,得到

(1)
  

A(x,y)∨B(y)∨C(f(x))
(2)

  

A(u,v)∨B(v)∨D(u,f(u))
(3)

  

C(z)
(4)

  

A(m,n)
(5)

  

B(k)
其中,(1)、(2)是由F化出的两个子句,(3)、(4)、(5)是由G化出的3个子句。

最后应用谓词逻辑的归结原理,对上述子句集进行归结,其过程如下:
 

(6)
  

A(x,y)∨B(y),由(1)和(3)归结,取δ= f(x)
z  。

(7)
  

B(n),由(4)和(6)归结,取δ= m
x
,n
y  。

(8)
  

NIL,由(5)和(7)归结,取δ= k
x  。

至此,出现空子句NIL,故G是F的逻辑结论得证。

3.3.4 归结策略

归结演绎推理实际上就是从子句集中不断寻找可进行归结的子句对,并通过对这些子

句对的归结,最终得出一个空子句。由于我们实际并不知道哪些子句对可进行归结,更不知

道通过对哪些子句对的归结能尽快得到空子句,因此就需要对子句集中的所有子句逐对进

行比较,直到得出空子句为止。假设有子句集S= C1,C2,C3,C4  ,则计算机中对此子句

集的归结过程一般如下:
 

(1)
  

把S 内任意子句两两进行归结,得到一组归结式,称为第一级归结式,记为S1。
(2)

  

把S 与S1 内的任意子句两两进行归结,得到一组归结式,称为第二级归结式,记
为S2。

(3)
  

把S 和S1 内的子句与S2 内的任意子句两两进行归结,得到一组归结式,称为第

三级归结式,记为S3。
(4)

  

如此反复,直到出现空子句或者不能再继续归结为止。只要子句集是不可满足的,
则上述归结过程中一定会归结出空子句。

这种盲目地全面进行归结的方法,不仅会产生许多无用的归结式,更严重的是会产生组

合爆炸问题。因此,需要研究有效的归结策略来解决这些问题。
目前,常用的归结策略可分为两大类:

 

一类是删除策略;
 

另一类是限制策略。删除策

略是通过删除某些无用的子句来缩小归结范围;
 

限制策略是通过对参与归结的子句进行某

些限制,来减少归结的盲目性,以尽快得到空子句。下面介绍几种使用频率较高的归结策略。
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1.
 

删除策略

删除策略有以下几种删除法。

1)
 

纯文字删除法

如果某文字L在子句集中不存在可与之互补的文字L,则称该文字为纯文字。显然,
在归结时纯文字不可能被消去。因而用包含纯文字的子句进行归结时不可能得到空子句,
即这样的子句对归结是无意义的。所以可以把纯文字所在的子句从子句集中删去,这样并

不影响子句集的不可满足性。例如,子句集S= P∨Q∨R,Q∨R,Q,R  ,其中P是纯

文字,因此可将子句P∨Q∨R从S 中删去。

2)
 

重言式删除法

如果一个子句中同时包含互补文字对,则称该子句为重言式。
例如,P(x)∨P(x)、P(x)∨Q(x)∨P(x)都是重言式。重言式是真值为真的子

句。对于一个子句集来说,不管是增加还是删去一个真值为真的子句都不会影响它的不可

满足性。所以可从子句集中删去重言式。

3)
 

包孕删除法

设有子句C1 和C2,如果存在一个置换δ使得C1δ∈C2,则称C1 包孕于C2。
例如:

 

P(x)包孕于P(y)∨Q(z),δ= y
x  ;

P(x)包孕于P(a)∨Q(z),δ= a
x  ;

P(x)∨Q(a)包孕于P(f(a))∨Q(a)∨R(y),δ= f(a)
x  。

删去子句集中包孕的子句(即较长的子句),不会影响子句集的不可满足性。所以可从

子句集中删去包孕子句。

2.
 

限制策略

1)
 

支持集策略

支持集策略是一种限制策略。其限制的方法是:
 

每次归结时,参与归结的子句中至少

应有一个是由目标公式的否定所得到的子句,或者是它们的后裔。支持集策略是完备的,即
假如对一个不可满足的子句集运用支持集策略进行归结,那么最终会导出空子句。

例3.12 用支持集策略归结子句集S={I(x)∨R(x),I(a),R(y)∨L(y),

L(a)},其中I(x)∨R(x)是目标公式否定后得到的子句。
解:

 

用支持集策略进行归结的过程如下。

S:
 

①I(x)∨R(x)

②
 

I(a)

③
 

R(y)∨L(y)

④
 

L(a)

S1:
 

①与②归结得⑤R(a),其中运用了最一般合一 a
x  
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①与③归结得⑥I(x)∨L(x),其中运用了最一般合一 x
y  

①与④无法归结

S2:
 

①与⑤无法归结

①与⑥无法归结

②与⑤无法归结

②与⑥归结得⑦L(a),其中运用了最一般合一 a
x  

③与⑤归结得⑧L(a),其中运用了最一般合一 a
y  

③与⑥无法归结

④与⑤无法归结

④与⑥归结得⑨I(a),其中运用了最一般合一 a
x  

S3:
 

①与⑦无法归结

①与⑧无法归结

①与⑨无法归结

②与⑦无法归结

②与⑧无法归结

②与⑨归结得NIL(结束)
至此,归结结束。
上述支持集策略的归结过程可用归结树来表示,如图3-3所示。

图3-3 支持集策略的归结树

2)
 

线性输入策略

线性输入策略的限制方法是:
 

参与归结的两个子句中至少有一个是原始子句集中的子

句(包括那些待证明公式的否定)。线性输入策略可限制生成归结式的数量,具有简单、高效

的优点。但是线性输入策略是不完备的。例如,用线性输入策略对子句集S={P∨Q,P∨
Q,P∨Q,P∨Q}进行归结,就得不到空子句,但是该子句集是不可满足的。
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例3.13 用线性输入策略对例3.12中的子句集进行归结。
解:

 

用线性输入策略进行归结的过程如下。

S:
 

①
 

I(x)∨R(x)

②
 

I(a)

③
 

R(y)∨L(y)

④
 

L(a)

S1:
 

①与②归结得⑤R(a),其中运用了最一般合一 a
x  

①与③归结得⑥I(x)∨L(x),其中运用了最一般合一 x
y  

①与④无法归结

②与③无法归结

②与④无法归结

③与④归结得⑦R(a),其中运用了最一般合一 a
y  

S2:
 

①与⑤无法归结

①与⑥无法归结

①与⑦归结得⑧I(a),其中运用了最一般合一 a
x  

②与⑤无法归结

②与⑥归结得⑨L(a),其中运用了最一般合一 a
x  

②与⑦无法归结

③与⑤归结得L(a),其中运用了最一般合一 a
y  

③与⑥无法归结

③与⑦无法归结

④与⑤无法归结

④与⑥归结得I(a),其中运用了最一般合一 a
x  

④与⑦无法归结

S3:
 

①与⑧无法归结

①与⑨无法归结

①与无法归结

①与无法归结

②与⑧归结得NIL(结束)
至此,归结结束。
上述线性输入策略的归结过程可用归结树来表示,如图3-4所示。
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图3-4 线性输入策略的归结树

3.4 非归结演绎推理

3.4.1 自然演绎推理

  接下来我们讨论非归结演绎推理中的自然演绎推理。首先看它的定义:
 

从一组已知为

真的事实出发,直接运用经典逻辑的推理规则推出结论的过程称为自然演绎推理。自然演

绎推理常被用在数理逻辑的证明中,其最主要的推理规则是由一大一小两个前提与一个结

论组成的三段论法。其中,基本的推理是上一节提出的P规则、T规则、假言推理和拒取式

推理等。
假言推理的一般形式是

P,P→Q⇒Q
表示:

 

由P→Q为真及P为真,可推出Q为真。
例如,由“如果x 是可燃物,那么x 可以燃烧”和“塑料袋是可燃物”可以推出“塑料袋可

以燃烧”的结论。
拒取式推理的一般形式是

P→Q,Q⇒P
表示:

 

由P→Q为真并且Q为假,则可推出P为假。
例如,由“如果x 是可燃物,那么x 可以燃烧”和“石头不可以燃烧”可以推出“石头不是

可燃物”的结论。
说到这里,读者要特别注意避免否定前件P及肯定后件Q这两种类型的错误,例如如

下推理:
 

①
  

如果打开 MP3,则能听到优美的音乐。

②
  

没有打开 MP3。

③
  

所以,不能听到优美的音乐。
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这就是应用了否定前件P的推理,显然是不正确的,因为其违背了确定性推理的逻辑

规则。我们知道,通过手机、计算机、iPad或前往音乐厅等诸多方式均能听到优美的音乐。
故如此多的方法,凭什么得出“不打开MP3就听不到优美的音乐了”这种荒谬的结论呢? 因

此,当P→Q为真时,希望通过否定前件P为假来推出后件Q为假是不正确的,这是第一类

错误。
又如如下推理:

 

①
  

如果打开 MP3,则能听到优美的音乐。

②
  

听到了优美的音乐。

③
  

所以,打开了 MP3。
这就是应用了肯定后件Q的推理,同样是不正确的,其同样违背了确定性逻辑的逻辑

规则。我们知道,通过手机、计算机、iPad或前往音乐厅等诸多方式均能听到优美的音乐,
那么凭什么断言我们听到的音乐就是由 MP3发出的呢? 因此,当P→Q为真时,希望通过

肯定后件Q为真来推出前件P为真也是不正确的,这是第二类错误。
下面举例说明自然演绎推理方法。
例3.14 假设已知如下事实:

 

①
  

只要是好玩的游戏小航都爱玩。

②
  

“企鹅公司”出品的游戏都很有意思。

③
  

《王者荣誉》是“企鹅公司”的一款游戏。
求证:

 

小航爱玩游戏《王者荣誉》。
证明:

 

①
  

将谓词定义出来。

F(x):
 

x 是一款好玩的游戏。

L(x,x):
 

x 喜欢玩y 游戏。

T(x):
 

x 是T 公司的一款游戏。

②
  

将上述已知的事实与要证明的问题用谓词公式表示出来。

∀x(F(x)→L(Hang,x)):
 

只要是好玩的游戏,小航都喜欢玩。

∀x(T(x)→F(x)):
 

“企鹅公司”出品的游戏都很有意思。

T(w):
 

《王者荣誉》是“企鹅公司”出品的一款游戏。

L(Hang,w):
 

求证小航爱玩游戏《王者荣誉》。

③
  

根据上述自然演绎推理的相应规则进行推理。
因为

(∀x)(F(x)→L(Hang,x))
经全称固化,由一般到特殊有

F(m)→L(Hang,m)
又因为

(∀x)(T(x)→F(x))
经全称固化,由一般到特殊有

(T(n)→F(n))
依据P规则引入前提,再由假言推理得
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T(w),T(n)→F(n)⇒F(w)
由T规则将永真蕴含公式(∀x)(T(x)→F(x))引入推理过程得

F(w),F(m)→L(m)⇒F(Hang,w)
再次应用P规则及假言推理得

L(Hang,w)
综上所述,小航喜欢玩《王者荣誉》得证。
通常意义上讲,由已知事实推出的结论可能有两个甚至更多个,但只要欲解决的问题包

含在这些结论之中,那么我们就可以认定推理成功,即欲证问题得以解决。
自然演绎推理是一种证明过程自然流畅、表达方法简明易懂的推理方法,它拥有非常清

晰准确的推理规则,推理过程严密而不失灵活性,可以在推理规则中嵌入某领域的特定知

识;
 

但自然演绎推理也有其局限性,因其在推理过程中得到的中间结论过于繁多且增长速

率高(呈指数级增长),所以容易产生组合爆炸,故不适用于复杂的问题。接下来我们讨论适

用于复杂问题的推理方法。

3.4.2 与或型演绎推理

本节将讨论第二种经典的非归结演绎推理方法———与或型演绎推理。它与归结演绎推

理最大的区别是:
 

归结演绎推理要求把有关问题的知识及目标的否定都化成子句形式,然
后通过归结进行演绎推理;

 

而与或型演绎推理所遵循的推理规则只有一条,即归结规则。
对于许多公式来说,子句集是一种不够高效的表达式。为提高公式推理和证明的效率,与或

型演绎推理不再把有关知识转化为子句集,而是把领域知识和已知事实分别用蕴含式及与

或型表示出来,然后通过蕴含式进行演绎推理,从而证明某个目标公式。
与或型演绎推理分为正向演绎、逆向演绎和双向演绎3种推理形式,下面对其分别进行

讨论。

1.与或型正向演绎推理

在与或型正向演绎推理中,以正向方式使用的规则称为F规则,其具有如下形式

L→W
式中,L为单文字,W为与或型。

与或型正向演绎的推理方法是从已知事实出发,正向使用蕴含式(F规则)进行演绎推

理,直至得到某个目标公式的一个终止条件为止。在这种推理中,对已知事实、F规则及目

标公式的表示形式均有一定要求。如果不是所要求的形式,则需要进行变换。

1)
 

事实表达式的与或型变换及其树形表示

与或型正向演绎推理要求已知事实用不含蕴含符号“→”的与或型表示。把一个公式化

为与或型的步骤与化为子句集的步骤类似,只是不必把公式化为子句的合取形式,也不能消

去公式中的合取词。其具体过程如下:

①
  

利用P→Q⇔P∨Q消去公式中的蕴含连接词“→”。

②
  

利用德·摩根律及量词转化规律把否定词“”移到紧靠谓词的位置上。

③
  

重新为变元命名,使不同量词约束的变元有不同的名字。

④
  

引入斯克林函数消去存在量词。
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⑤
  

消去全称量词,且使各主要合取式中的变元不同名。
例如,对如下谓词公式

(∃x)∀y Q(y,x)∧[R(y)∨P(y)∧S(x,y)]  
按上述步骤转化后得到

Q(z,a)∧ [R(y)∧P(y)]∨S(a,y)  
这个不包含蕴含连接词“→”的表达形式,称为与或型。

事实表达式的与或型可用一棵与或树表示,称为事实与或树。和其他树形结构相同,与
或树最顶端的节点称作根节点,无分支的节点称为叶子节点。例如上式可用图3-5所示的

与或树表示。

图3-5 事实与或树

在图3-5中,根节点代表整个表达式,叶子节点表示不可再分解的原子公式,其他节点

表示还可分解的子表达式。对于用析取符号“∨”连接而成的表达式,用一个n连接符,即图

中的半圆弧把它们连接起来。对于用合取符号“∧”连接而成的表达式,无须使用连接符。
由与或树也可以很方便地获得原表达式的子句集。

2)
 

F规则的表示形式

我们知道,在与或型正向演绎推理中F规则的形式为L→W。式中我们之所以限制F
规则的左部为单文字,是因为在进行演绎推理时,要用F规则作用于事实与或树。而该与

或树的叶子节点都是单文字。这样就可用 F规则的左部与叶子节点进行简单匹配

(合一)了。
如果知识领域的表示形式不是所要求的形式,则需要通过变换将它变成规定的形式。

变换步骤如下。

①
  

暂时消去蕴含词“→”。例如,对公式

(∀x)[(∃y)(∀z)P(x,y,z)]→(∀u)Q(x,u)  
运用等价关系可化为

(∀x)[(∃y)(∀z)P(x,y,z)]∨(∀u)Q(x,u)  
②

  

把否定词“”移到紧靠谓词的位置上。运用德·摩根律及量词转化规律将否定词

“”移到括号中。于是上式可化为

(∀x)(∀y)(∃z)[P(x,y,z)]∨(∀u)Q(x,u)  
③

  

引入斯克林函数消去存在量词。消去存在量词之后上式可化为
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(∀x)(∀y)[P(x,y,f(x,y))]∨(∀u)Q(x,u)  
④

  

消去全称量词。将上式消去全称量词后则化为

P(x,y,f(x,y))∨Q(x,u)
此时公式中的变元都被视为受全称量词约束的变元。

⑤
  

恢复为蕴含式。例如,用等价关系将上式变为

P(x,y,f(x,y))→Q(x,u)

3)
 

目标公式的表示形式

在与或型正向演绎推理中,要求目标公式用子句表示。如果目标公式不是子句形式,就
需要化成子句形式,转化方法如3.4.1节所述。

2.
 

与或型逆向演绎推理

与或型逆向演绎推理是从待证明的问题(目标)出发,通过逆向使用蕴含式(B规则)进
行演绎推理,直到得到包含已知事实的终止条件为止。

与或型逆向演绎推理对目标公式、B规则及已知事实的表示形式也有一定的要求。若

不符合要求,则需进行转换。

1)
 

目标公式的与或型变换及与或树表示

在与或型逆向演绎推理中,要求目标公式用与或型表示。其变换过程和与或型逆向演

绎推理中对已知事实的变换基本相似。但是要用存在量词约束的变元的斯克林函数替换由

全称量词约束的相应变元,并且先消去全称量词,再消去存在量词。这是与或型逆向演绎推

理与正向演绎推理进行变换的不同之处。例如,对如下目标公式

(∃y)(∀x)P(x)→[Q(x,y)]∧R(x)∧S(y)]  
经过与或型逆向演绎方法转化后可得到

P(f(z))∨ Q(f(y),y)∧[R(f(y))∨S(y)]  
在变换时应使各个主要的析取式具有不同的变元名。
目标公式的与或型也可用与或树表示,但其表示方式和与或型正向演绎中的事实与或

树的表示略有不同。目标公式与或树中的n连接符用来把具有合取关系的子表达式连接起

来,而在与或型正向演绎中的连接符则是把已知事实中具有析取关系的子表达式连接起来。
上述目标公式的与或树如图3-6所示。

图3-6 目标公式的与或树
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2)
 

B规则的表示形式

B规则的表示形式为

W→L
其中,W为与或型,L为单文字。

之所以限制规则的右部为文字,是因为推理时要用它与目标与或树中的叶子节点进行

匹配,而目标与或树中的叶子节点是文字。如果已知的B规则不是所要求的形式,则可用

与转换F规则类似的方法将其转化成规定的形式。特别是对于

W→(L1∧L2)
这样的蕴含式均可化为两个B规则

W→L1,W→L2
3)

 

已知事实的表示形式

在与或型逆向演绎推理中,要求已知事实是文字的合取式,即形如

F1∧F2∧…∧Fn

在问题求解中,由于每个Fi(i=1,2,…,n)都可单独起作用,因此可把上式表示为事实

的集合

F1,F2,…,Fn  
  4)

 

推理过程

应用B规则进行与或型逆向演绎推理的目的在于求解问题。当从目标公式的与或树

出发,通过运用B规则最终得到了某个终止在事实节点上的一致解图时,推理就成功结束。
一致解图是指在推理过程中所用到的置换应该是一致的。与或型逆向演绎推理的过程

如下:
 

(1)
  

用与或树将目标公式表示出来。
(2)

  

将B规则的右部和与或树的叶子节点进行匹配,并将匹配成功的B规则加入与或

树中。
(3)

  

重复步骤(2),直到产生某个终止在事实节点上的一致解图为止。
上述推理过程如图3-7所示。

3.与或型双向演绎推理

与或型正向演绎推理要求目标公式是文字的析取式,与或型逆向演绎推理要求事实公

式为文字的合取式。这两点使得与或型正向演绎和逆向演绎推理都有一定的局限性。为了

克服这种局限性,充分发挥各自优势,可使用双向演绎推理。
正向和逆向组合系统是建立在两个系统相结合的基础上的。此组合系统的总数据库由

表示目标和表示事实的两个与或图组成。这些与或图最初用来表示给出的事实和目标的某

些表达式集合,现在这些表达式的形式都不受约束。这些与或图分别用正向系统的F规则

和逆向系统的B规则来修正。设计者必须决定哪些规则用来处理事实图以及哪些规则用来处

理目标图。尽管新系统在修正由两部分构成的数据库时只沿一个方向进行,但我们仍然把这

些规则分别称为F规则和B规则,继续限制F规则为单文字前项和B规则为单文字后项。
组合演绎系统的主要复杂之处在于其终止条件。终止涉及两个图之间的适当交接。
在完成两个图之间的所有可能匹配之后,目标图中根节点上的表达式是否已经根据事

实图中根节点上的表达式和规则得到证明仍然需要判定。只有得到这样的证明时,推理才
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图3-7 与或型逆向演绎的推理过程

算成功终止。当然,若能断定在给定方法限度内找不到证明时,推理则以失败告终。也就是

说,分别从正、反两个方向进行推理,其与或树分别向着对方扩展。只有当它们对应的叶子

节点都可以合一时,推理才能结束。在推理过程中用到的所有置换必须是一致的。
定义3.21 设置换集合

θ= θ1,θ2,…,θn  
中的第i个置换θi(i=1,2,…,n)为

θi=
ti1

xi1
,ti2

xi2
,…,tim(i)

xim(i)  
其中,tij(j=1,2,…,m(i))为项,xij(j=1,2,…,m(i))为变元,则置换集合是一致的充要

条件是如下两个元组可合一:
 

T= (t11,t12,…,t1m(1),t21,t22,t2m(2),…,tnm(n))  
X = (x11,x12,…,x1m(1),x21,x22,x2m(2),…,xnm(n))  

  例如:
 

(1)
  

设θ1=
x
y  、θ2= y

z  ,则θ=θ1,θ2  是一致的。

(2)
  

设θ1=
f(g(x1))

x3
,f
(x2)
x4  、θ2= x4

x3
,g
(x1)
x2  ,则θ=θ1,θ2  是一致的。

(3)
  

设θ1=
a
x  、θ2= b

x  ,则θ=θ1,θ2  是不一致的。
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(4)
  

设θ1=
g(y)
x  、θ2= f(x)

y  ,则θ=θ1,θ2  是不一致的。

与或型演绎推理不必把公式化为子句集,保留了蕴含连接词“→”,这样就可以直观地表

达出因果关系,比较自然。但是,与或型正向演绎推理把目标表达式限制为文字的析取式,
与或型逆向演绎推理把已知事实表达式限制为文字的合取式。与或型双向演绎推理虽然可

以克服以上限制,但是其终止时机与判断却难于被掌握。

3.5 案例:
 

家庭财务分配管理系统

为了更好地说明如何用谓词公式描述问题以及如何针对问题领域进行逻辑推理,本节

设计一个简单的家庭财务分配管理系统,将其作为例子来表明经典逻辑推理在若干实际问

题中的应用。
本系统帮助用户判定是将资金存在银行还是去买股票,或者既存银行也买股票。家庭

资金的使用方式取决于家庭收入和当前银行存款总额,可以按下述标准判断:
 

①
  

不论家庭收入如何,银行存款不足的家庭应优先考虑增加存款额。

②
  

有足够银行存款和足够收入的家庭应考虑买股票,这种情况下可以承担买股票的风

险,使投资利润更大化。

③
  

已有足够银行存款的低收入家庭可考虑将收入的余额用于银行存款和买股票,这样

既能增加必要时便于使用的积蓄,也能通过买股票增加家庭收入。
存款额和家庭收入是否足够,由家庭必须赡养的人数确定。这里要求人均银行存款至

少为5000元。足够的收入必须是稳定收入,且每年至少应有50000元再加上各赡养人的年

均消费4000元。
我们使用一元谓词符号S和I分别描述家庭银行存款和收入是否充足,它们的变元都

为yes或no。从而,S(yes)、S(no)、I(yes)和I(no)分别描述有充足、不足的银行存款,以及

有充足、不足的家庭收入。咨询系统的结论用一元谓词INVESTMENT描述,变元可为

stocks、savings或combination。故INVESTMENT(stocks)、INVESTMENT(savings)和

INVESTMENT(combination)分别描述资金用于买股票、存入银行及既买股票也存银行。
使用这些谓词,可用蕴含式表示资金使用的不同策略。上面给出的标准可表示如下:

 

①
  

S(no)→INVESTMENT(savings)

②
  

S(yes)∧I(yes)→INVESTMENT(stocks)

③
  

S(yes)∧I(no)→INVESTMENT(combination)
其次,系统必须判定银行存款和收入怎样才算足够或不够。需定义一元函数 mS来确

定最小足够存款额,其变元为家庭赡养人数,且 mS(y)=5000×y。用该函数,存款是否足

够可由下述句子确定:
 

④
  

(SUM(x)∧D(y)∧GREATER(x,mS(y)))→S(yes)

⑤
  

(SUM(x)∧D(y)∧GREATER(x,mS(y)))→S(no)
其中,SUM(x)和D(y)分别表示当前家庭银行存款总额为x 及家庭赡养人数为y,句子中

出现的变量皆为全称量化变量。同样,定义函数 minI为 minI(x)=50000+4000×x,该函

数用于计算当家庭赡养人数为x 时,家庭最小足够收入。下述句子判定家庭收入是否足够:
 



73   

⑥
  

(E(x,steady)∧D(y)∧GREATER(x,minI(y)))→I(yes)

⑦
  

(E(x,steady)∧D(y)∧GREATER(x,minI(y)))→I(no)

⑧
  

E(x,unsteady)→I(no)
其中,二元谓词E(x,y)表示家庭当前总收入为x,y 表示x 是否为稳定收入,y 只能取

steady或unsteady。句子中出现的变量皆为全称量化变量。
用户咨询该系统时需用谓词SUM、E和D描述他的家庭情况。
设用户家庭当前银行存款总额为22000元,有25000元的稳定收入,赡养人数为3,可

描述如下:
 

⑨
  

SUM(22000)


 

E(25000,steady)


  

D(3)
上述①~构成的句子集合S 描述了问题领域。使用一致化算法和假言推理可推断

出该用户正确使用资金的策略,策略是S 的逻辑推论。
首先考虑蕴含式⑦的前件中第一成分E(x,steady)与,它们是可一致的,其最一般合

一为 25000
x  。⑦的前件中第二成分D(y)与

 

是可一致的,其最一般合一为 3
y  。

将这两个最一般合一合成为 25000
x

,3
y  作用到⑦上得出I(no),即

(E25000,steady∧D(3)∧GREATER25000,minI(3))→I(no)
计算出函数minI(3)后得出

(E(25000,steady)∧D(3)∧GREATER(25000,27000))→I(no)
前件中GREATER(25000,27000)为真,且E(25000,steady)∧D(3)与及的合取

相匹配,按假言推理可推断出I(no),将其加入S 可得出。


 

I(no)
同样,⑨及的合取SUM(22000)∧D(3)与④的前件中前两成分可一致化,将得到的

两个最一般合一 22000
x  与 3

y  进行合成可得 22000
x

,3
y  。

(SUM(22000)∧D(3)∧GREATER(22000,mS(3)))→S(yes)
计算出mS(3)的值后,前件中GREATER(22000,50000)为真,其余部分与⑨和的合

取相匹配,按假言推理推断出S(yes),将其加入S 可得:
 


 

S(yes)
蕴含式③的前件与和的合取完全匹配,再由假言推理得出结论


 

INVESTMENT(combination)
这便是系统提供给用户的资金使用建议,将家庭资金进行储蓄和购买股票。
使用Python实现的家庭财务分配管理系统大致如代码清单3-1所示。
代码清单3-1 家庭财务分配管理系统

  def
 

rule01   
  global

 

S 
 

I 
 

INVESTMENT 
 

deposit 
 

people 
 

income 
 

status
  if

 

S
 

==
 

'no' 
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      INVESTMENT
 

=
 

'savings'
 

def
 

rule02   
  global

 

S 
 

I 
 

INVESTMENT 
 

deposit 
 

people 
 

income 
 

status
  if

 

S
 

==
 

'yes'
 

and
 

I
 

==
 

'yes' 
    INVESTMENT

 

=
 

'stocks'
 

def
 

rule03   
  global

 

S 
 

I 
 

INVESTMENT 
 

deposit 
 

people 
 

income 
 

status
  if

 

S
 

==
 

'yes'
 

and
 

I
 

==
 

'no' 
    INVESTMENT

 

=
 

'combination'
 

def
 

rule04   
  global

 

S 
 

I 
 

INVESTMENT 
 

deposit 
 

people 
 

income 
 

status
  x

 

=
 

deposit
  y

 

=
 

people
  if

 

x
 

is
 

None
 

or
 

y
 

is
 

None 
    return
  if

 

SUM x 
 

and
 

D y 
 

and
 

GREATER x 
 

mS y   
    S

 

=
 

'yes'
 

def
 

rule05   
  global

 

S 
 

I 
 

INVESTMENT 
 

deposit 
 

people 
 

income 
 

status
  x

 

=
 

deposit
  y

 

=
 

people
  if

 

x
 

is
 

None
 

or
 

y
 

is
 

None 
    return
  if

 

SUM x 
 

and
 

D y 
 

and
 

not
 

GREATER x 
 

mS y   
    S

 

=
 

'no'
 

def
 

rule06   
  global

 

S 
 

I 
 

INVESTMENT 
 

deposit 
 

people 
 

income 
 

status
  x

 

=
 

income
  y

 

=
 

people
  if

 

x
 

is
 

None
 

or
 

y
 

is
 

None 
    return
  if

 

status
 

==
 

'steady'
 

and
 

D y 
 

and
 

GREATER x 
 

minI y   
    I

 

=
 

'yes'
 

def
 

rule07   
  global

 

S 
 

I 
 

INVESTMENT 
 

deposit 
 

people 
 

income 
 

status
  x

 

=
 

income
  y

 

=
 

people
  if

 

x
 

is
 

None
 

or
 

y
 

is
 

None 
    return
  if

 

status
 

==
 

'steady'
 

and
 

D y 
 

and
 

not
 

GREATER x 
 

minI y   
    I

 

=
 

'no'
 

def
 

rule08   
  global

 

S 
 

I 
 

INVESTMENT 
 

deposit 
 

people 
 

income 
 

status
  if

 

status
 

==
 

'unsteady' 
    I

 

=
 

'no'
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习题

一、
 

选择题

1.
 

设C1=P∨Q∨R,C2=P∨S,则C1 与C2 的归结式C12 为(  )。

                           A.
 

Q∨R∨S B.
 

Q∧R∧S
C.

 

Q∨R∧S D.
 

Q∧R∨S
2.

 

如果命题P为真、命题Q为假,则下述复合命题(  )为真命题。

A.
  

P且Q B.
 

如果Q则P
C.

 

非P D.
 

如果P则Q
3.

 

下面逻辑等价关系不成立的是(  )。

A.
 

∀xP(x)≡∃xP(x) B.
 

∃xP(x)≡∀xP(x)

C.
 

∀xP(x)≡∃xP(x)
 

D.
 

∀xP(x)≡∃xP(x)

4.
 

下面(  )对命题逻辑中的归结(resolution)规则的描述是不正确的。

A.
 

对命题Q及其反命题应用归结法,所得到的命题为假命题

B.
 

对命题Q及其反命题应用归结法,所得到的命题为空命题

C.
 

在两个析取复合命题中,如果命题Q及其反命题分别出现在这两个析取复合命

题中,则通过归结法可得到一个新的析取复合命题,只是在析取复合命题中要去

除命题Q及其反命题。

D.
 

如果命题Q出现在一个析取复合命题中,命题Q的反命题单独存在,则通过归

结法可得到一个新的析取复合命题,只是在析取复合命题中要去除命题Q及其

反命题

5.
 

下面(  )命题范式的描述是不正确的。

A.
 

一个合取范式是成立的,当且仅当它的每个简单析取式都是成立的

B.
 

有限个简单析取式构成的合取式称为合取范式

C.
 

一个析取范式是不成立的,当且仅当它包含一个不成立的简单合取式

D.
 

有限个简单合取式构成的析取式称为析取范式

6.
 

设P(x):x 是鸟,Q(x):x 会飞,命题“有的鸟不会飞”可符号化为(  )。

A.
 

(∀x)(P(x)→Q(x)) B.
 

(∀x)(P(x)∧Q(x))

C.
 

(∃x)(P(x)→Q(x)) D.
 

(∃x)(P(x)∧Q(x))

7.
 

(P∧Q)
 

⇔P∨Q是(  )。

A.
 

德·摩根律 B.
 

吸收律

C.
 

补余律 D.
 

结合律

8.
 

A∨(B∧C)⇔(A∨B)∧(A∨C)是(  )。

A.
 

结合律 B.
 

连接词化规律

C.
 

分配律 D.
 

德·摩根律

9.
 

下列命题公式不是永真式的是(  )。

A.
 

(P→Q)→P B.
 

P→(Q→P)

C.
 

P∨(Q→P) D.
 

(P→Q)∨P
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10.
 

下列谓词公式中是前束范式的是(  )。

                           A.
 

∀xF(x)∧(∃x)G(y) B.
 

∀xP(x)∧∀yG(y)

C.
 

∀x(P(x)→∃yQ(x,y)) D.
 

∀x∃y(P(x)→Q(x,y))
二、

 

判断题

1.
 

演绎推理的核心是三段论,常用三段论由一个大前提、一个小前提和一个结论3部

分组成。 (  )

2.
 

归纳推理是从一类事物的大量特殊事例出发,去推出该类事务的一般性结论。
(  )

3.
 

演绎推理是在已知领域内的一般性知识前提下,通过演绎求解一个具体问题或证明

一个给定的结论。 (  )

4.
 

在归纳推理中,所推理出的结论包含在前提内容中。
 

(  )

5.
 

混沌推理是将正向推理与反向推理结合起来的一种推理。
 

(  )

6.
 

应用归结原理证明定理的过程称为归结反演。 (  )

7.
 

谓词逻辑的归结反演与命题逻辑的归结反演最大区别是两种方法中每个步骤的处

理对象是不同的,所以两种归结反演的主要思想也是不同的。 (  )

8.
 

归结演绎推理世界上就是从字句集中不断寻找可进行归结的子句对,并通过对这些

子句对的归结,最终得到一个空子句。 (  )

9.
 

自然演绎推理是指从一组已知为真的事实出发,直接运用经典逻辑的推理规则推出

结论的过程称为自然演绎推理。 (  )

10.
 

与或型正向演绎推理要求目标公式是文字的合取式,与或型逆向演绎推理要求事

实公式是文字的析取式。 (  )
三、

 

问答题

1.
 

什么是推理? 请从多种角度阐述推理的分类。

2.
 

什么是逆向推理? 它的基本过程是什么?

3.
 

什么是置换? 什么是合一?

4.
 

请阐述鲁滨逊归结原理的基本思想。

5.
 

将下列谓词公式化成对应的子句集:
 

(1)
 

(∀x)(∀y)P(x,y)∧Q(x,y)
(2)

 

(∀x)(∀y)P(x,y)→Q(x,y)
(3)

 

(∀x)(∃y)P(x,y)∨R(y)→Q(x,y)

6.
 

设已知:
 

(1)
 

如果x 是y 的父亲,y 是z的父亲,则x 是z的祖父;
 

(2)
 

每个人都有一个父亲。
使用归结演绎推理证明:

 

对于某人u,一定存在一个人v,v 是u 的祖父。

7.
 

设已知:
 

(1)
 

能阅读的人是识字的;
 

(2)
 

小狗不识字;
 

(3)
 

有些小狗是很聪明的。
请用归结演绎推理证明:

 

有些很聪明的人并不识字。


