
     

前面的章节着重对信号的分类及其分析方法进行了探讨。然而,信号和系统之间有着

十分密切的联系,这是因为,无论是信号传输,还是信号处理,都离不开系统。因此,从本章

开始进入对系统的讨论,本章主要对系统的分类和时域分析方法加以介绍。

5.1 系统的概念、描述及分类

5.1.1 系统的概念

  系统是一个具有一定功能的有机整体,通常由若干相互作用、相互关联的单元组成。例

如,通信系统的功能是实现信号的传输(如语言、文字、图像、数据、指令等),将信号从甲方送

至乙方,如图5-1所示。它由三部分组成:
 

发送端、信道和接收端。为了实现传输,在发送

端先由信号转换单元将所要传送的内容按一定规律变换为相应的信号(如电信号、光信号),
通过发射机发送出去,经过适当的传输介质(如传输线、电缆、光纤、光缆、空间等),将信号传

送到接收方,接收端再将其转换为相应的声音、文字、图像等信号形式。

图5-1 通信系统的基本组成

图5-2给出了一个收音机系统的组成图,它实际上是一个音频通信系统的接收端。其

中,振荡器的主要功能是产生一个外加正弦信号,将此正弦信号通过混频器和接收信号进行

混频,形成一个固定频率的中频信号,再利用中频放大器对信号进行放大,最后通过检波器

获得所广播的音频信号。由于检波后的音频信号比较微弱,故需通过音频放大后送到扬声

器进行收听。
再如,飞机自动驾驶仪是通过飞机计算机控制系统实现自动飞行的。飞机控制系统利

用其他机载系统测得的飞行速度、高度和航向等相关信号来调节油门大小、方向舵和飞机副

翼的位置等变量,用以保证飞机沿着指定的航线平稳飞行,并增强对飞行员命令的反应速

度,这是一个典型的反馈控制系统的例子。又如,飞机的领航员在与地面空中交通管制塔台
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图5-2 收音机的基本组成

通话时,话音信号可能受到驾驶舱内严重的背景噪声影响,这种情况下,需要设计出一个系

统,在保留领航员的话音信号的同时尽可能地抑制掉噪声信号,这是一个典型的信号处理系

统,实现噪声抑制的功能,通常也称这样的系统为滤波器。
一个系统既可以是由看得见、摸得到的硬件设备组成,也可以是看不见、摸不到但又确

实存在的系统,比如生态系统、经济系统等。再者,由程序代码在一定平台上实现相应功能

也称为系统,比如计算机的 Windows操作系统,手机的安卓操作系统及各种具有一定功能

的信号处理软件等。

5.1.2 系统的分类

在系统分析中,通常从不同的角度将系统分为连续时间系统与离散时间系统、线性系统

与非线性系统、时变系统与时不变系统、因果系统与非因果系统、稳定系统与非稳定系统等。

1.
 

连续时间系统和离散时间系统

若系统的输入和输出都是连续时间信号,且其内部也未转换为离散时间信号,则称此系

统为连续时间系统。若系统的输入和输出都是离散时间信号,则称此系统为离散时间系统。
实际上,离散时间系统经常与连续时间系统组合运用,这种情况称为混合系统。

2.
 

线性系统和非线性系统

具有叠加性和均匀性(也称为齐次性)的系统称为线性系统,反之,为非线性系统。

3.
 

时变系统与时不变系统

如果组成系统的参数不随时间的变化而变化,则称此系统为时不变系统(或非时变系

统、定常系统)。如果系统的参数随时间的改变而改变,则称其为时变系统或参变系统。

4.
 

因果系统与非因果系统

因果系统是指当且仅当输入信号激励系统时才产生系统输出响应的系统,有因才有果,
即系统的输出出现在激励加入之后,或与激励加入时刻同时出现,否则称为非因果系统。

5.
 

稳定系统与不稳定系统

若系统对任意的有界输入其零状态响应也是有界的,则称此系统为稳定系统,也可称为

有界输入有界输出(Bounded
 

Input
 

Bounded
 

Output,BIBO)稳定系统,否则称为不稳定

系统。

6.
 

记忆系统与非记忆系统

如果系统的输出信号不仅取决于同时刻的激励信号,而且与它过去的工作状态有关,这种

系统称为记忆系统。凡是包含有记忆作用的元件(如电容、电感、磁芯等)或记忆电路(如寄存

器)的系统都属于此类系统。如果系统的输出信号只决定于同时刻的激励信号,与它过去的工

作状态无关,则称此系统为非记忆系统。例如,只由电阻元件组成的系统就是非记忆系统。
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7.
 

集总参数系统与分布参数系统

只由集总参数元件组成的系统称为集总参数系统。含有分布参数元件的系统是分布参

数系统(如传输线、波导等)。集总参数系统用常微分方程作为它的数学模型。而分布参数

系统的数学模型是偏微分方程,这时描述系统的独立变量不仅是时间变量,还要考虑空间

位置。
本书重点讨论线性时不变的连续时间系统和离散时间系统,它们也是系统理论的核心

与基础。在以后的章节中,凡是没有特别说明的系统,都是指线性时不变系统(Linear
 

Time-Invariant,LTI)。

5.2 线性时不变系统的描述

5.2.1 连续时间系统的数学模型与结构框图描述

  通常还采用数学模型或结构框图的形式来描述系统的输入与输出关系或系统的组成。连

图5-3 RL 电路

续的线性时不变系统用常系数线性微分方程来描述。例如,图5-3
所示的系统是由电阻、电感串联构成的。若激励信号是电压源,系
统响应为回路电流,根据元件的伏安特性与基尔霍夫电压定律

(Kirchhoff
 

Voltage
 

Laws,KVL)可建立输入与输出的关系,即

Ldi
(t)
dt +Ri(t)=e(t)

这个微分方程就是该系统的数学模型。
微分方程的阶数表示系统的阶数,阶数越高,系统越复杂。对于一个n 阶线性时不变

连续系统,其数学模型为

 Cn
dn

dtnr(t)+Cn-1
dn-1

dtn-1r(t)+…+C1
d
dtr
(t)+C0r(t)

=Em
dm

dtme(t)+Em-1
dm-1

dtm-1e(t)+…+E1
d
dte
(t)+E0e(t)

即

∑
n

k=0
Ck
dk

dtkr(t)=∑
m

i=0
Ei
di

dtie(t)

式中,e(t)表示激励;
 

r(t)表示响应。
由上述数学模型可见,其中有的运算关系包括加法、乘法及微分运算(微分运算常用积

分表示),将这些运算分别用相应的符号表示,作为系统的基本运算单元,如图5-4所示。

图5-4 连续系统基本单元方框图

利用这些基本运算单元符号,即可将整个系统的输入输出关系描述出来,例如图5-4所
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示的一阶系统,根据其输入输出方程将其用图5-5所示的方框图形式表示,该图表示这个一

阶系统由乘法器、积分器及加法器组成,其中,系统的输出端含有一个反馈环节与输入信号

共同参与运算,确定输出。

图5-5 连续时间系统的方框图描述

5.2.2 离散时间系统的数学模型与结构框图表示

与连续系统类似,离散的线性时不变系统的数学模型通常用常系数线性差分方程来描

述。下面以客户在银行的存款情况来说明离散时间系统建立数学模型的过程。
若一个客户每个月都将工资存入银行,设第n 个月的工资金额用x(n)来表示,银行的

月利率为a(其中a<1),则第n 个月底该用户在银行的存款金额y(n)可表示为

y(n)=(1+a)y(n-1)+x(n) (5-1)
或者表示为

y(n)-(1+a)y(n-1)=x(n)
这就是一个常系数线性差分方程式,或称递归关系式。一般情况下,等式左端由系统输出序

列y(n)及其移位序列y(n-1)构成,等式右端是系统激励x(n),有时,还可以包括x(n)的
延时序列,如x(n-1),式中a 是常数。由于此方程中包含y(n)和y(n-1),二者仅相差一

个位移序数,因此是一阶差分方程。如果给定x(n),而且知道y(n)的边界条件,解此差分

方程即可求得响应序列y(n)。
如图5-6所示的电阻梯形网络,其各支路电阻都为R,每个结点对地的电压为y(n),

n=0,1,…,N。已知两边界结点电压为y(0)=E,y(N)=0。请写出求第n 个结点电压

y(n)的差分方程式。

图5-6 电阻梯形网络

对于任一结点n-1,运用基尔霍夫电流定律(Kirchhoff
 

Current
 

Laws,KCL)不难写出

y(n-1)
R =y(n)-y(n-1)

R +y(n-2)-y(n-1)
R

可化简为

y(n)-3y(n-1)+2y(n-2)=0
此方程中包含的y(n)和y(n-2),二者相差两个位移序数,因此是二阶差分方程。借助两

个边界条件,经求解即可得到y(n)。
如果方程式中还包括输出序列的其他位移项y(n-3),y(n-4),…,y(n-N)等,就可
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构成N 阶差分方程式。差分方程式的阶数等于系统输出序列变量序号的最高与最低值

之差。
这里举出的差分方程,各输出序列之序号自n 以递减方式给出,称为后向(或向右移

序的)差分方程。也可从n以递增方式给出,即由y(n),y(n+1),…,y(n+N)等项组

成,称为前向(或向左移序的)差分方程。需要说明的是,实际生活中,许多问题都可用差

分方程来描述。本书采用后向差分分析系统,对于一个 N 阶线性时不变离散系统,其数

字模型

a0y(n)+a1y(n-1)+…+aNy(n-N)=b0x(n)+b1x(n-1)+…+bMx(n-M)
即

∑
N

k=0
aky(n-k)=∑

M

r=0
brx(n-r)

  由上述差分方程可见,其中所包含的运算关系包括加法、乘法及延时等,将这些运算分

别用相应的符号表示,作为系统的基本运算单元。图5-7(a)~(c)分别给出了离散时间系统

中加法器、单位延时器和乘法器的方框图。

图5-7 离散系统基本单元方框图

同样,利用这些基本方框图单元,也可将整个离散系统的输入输出关系描述出来,例如

式(5-1)所示的一阶系统,可表示为图5-8所示的方框图形式。

图5-8 离散时间系统的方框图描述

与微分方程的分类相对应,差分方程也可划分为线性的与非线性的、常系数的与参变系

数的。一般情况下,线性时不变离散时间系统需要由常系数线性差分方程描述。

5.2.3 线性时不变系统的特性

1.
 

均匀性与叠加性

对于给定的连续时间系统,若激励为e(t)时,输出为r(t),若将激励扩大k 倍即ke(t)
时,输出也相应能扩大为kr(t),则说明此系统满足均匀性。

若激励为e1(t)时,响应为r1(t),激励为e2(t)时,响应为r2(t),当激励变为e1(t)+
e2(t)时,若输出也为r1(t)+r2(t),则说明此系统满足叠加性。如果一个系统同时满足均

匀性和叠加性,即若输入k1e1(t)+k2e2(t)时,系统的响应为k1r1(t)+k2r2(t),则说明该

系统为线性系统,此特性如图5-9所示。
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图5-9 线性连续系统的叠加性与均匀性

上述特性同样适用于离散时间系统,如图5-10所示。图中,y1(n)是对应激励x1(n)的
响应;

 

y2(n)是对应激励x2(n)的响应。

图5-10 线性离散系统的叠加性与均匀性

例5-1 判断图5-11(a)~(c)所示的系统是否为线性系统。

图5-11 例5-1各系统框图

解 (a)
 

由系统输入输出关系,设激励为e1(t)时,对应响应为r1(t)=∫
t

-∞
e1(τ)dτ;

 

激

励为e2(t)时,响应为r2(t)=∫
t

-∞
e2(τ)dτ。 则当激励为

e3(t)=k1e1(t)+k2e2(t)
则响应为

r3(t)=∫
t

-∞
e3(τ)dτ

=∫
t

-∞
[k1e1(τ)+k2e2(τ)]dτ

=∫
t

-∞
[k1e1(τ)]dτ+∫

t

-∞
[k2e2(τ)]dτ

=k1r1(t)+k2r2(t)
因此,该系统为线性系统。

(b)
 

设激励为x1(n)时,响应为y1(n)=x1(n-1);
 

激励为x2(n)时,响应为y2(n)=
x2(n-1)。则激励为

x3(n)=k1x1(n)+k2x2(n)
时,则响应为

y3(n)=x3(n-1)

=k1x1(n-1)+k2x2(n-1)

=k1y1(n)+k2y2(n)
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因此,该系统是线性系统。
(c)

 

当激励为x1(n)时,响应为y1(n)=3x1(n)+4;
 

当激励为x2(n)时,响应为y2(n)=
3x2(n)+4。当激励为

x3(n)=k1x1(n)+k2x2(n)
时,则响应为

y3(n)=3x3(n)+4
=3k1x1(n)+3k2x2(n)+4

而

k1y1(n)+k2y2(n)=3k1x1(n)+3k2x2(n)+4k1+4k2
经判断

y3(n)≠k1y1(n)+k2y2(n)
因此,该系统为非线性系统。

2.
 

时不变特性

线性系统的时不变特性是指在同样起始状态下,系统响应的变化形式与激励施加于系

统的时刻无关。即:
 

若激励为e(t),产生的响应为r(t),则当激励为e(t-t0)时,响应为

r(t-t0)。此特性如图5-12所示,它表明当激励延迟一段时间t0 时,其输出响应也同样延

迟t0,波形形状保持不变。

图5-12 时不变特性

同样,对于线性离散时间系统同样可满足时不变特性,即若激励为x(n),产生的响应为

y(n);
 

当激励为x(n-n0)时,响应为y(n-n0),其中n0 为整数。

图5-13 微分特性

3.
 

微分特性与差分特性

对于线性时不变连续系统,其具有微分特性,即:
 

若系

统在激励e(t)作用下产生响应r(t),则当激励为de
(t)
dt

时,

响应为dr
(t)
dt

,并且此结论可扩展至高阶导数。图5-13表明

了这一特性。
对于线性离散时间LTI系统,若系统在激励信号x(n)

作用下产生的响应为y(n),则当激励为x(n)-x(n-1)

时,响应为y(n)-y(n-1),称[x(n)-x(n-1)]、[y(n)-y(n-1)]为一阶差分形式。
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4.
 

积分与求和特性

对于LTI连续系统,若系统的输入是原激励信号e(t)的积分∫
t

-∞
e(τ)dτ,则系统的响

应r(t)也是原响应的积分∫
t

-∞
r(τ)dτ,称为积分特性,如图5-14所示。

图5-14 连续时间系统的积分特性

对于LTI离散系统,也有类似的结论,若系统的输入是原激励信号x(n)的求和

∑
n

m= -∞
x(m),则系统的响应y(n)也是原响应的求和∑

n

m= -∞
y(m),如图5-15所示。

图5-15 离散时间系统的求和特性

5.
 

因果性

因果性是指系统在某一时刻的输出响应只取决于该时刻的输入和该时刻之前的

输入。
(1)

 

对于连续系统,若t<t0,e(t)=0,则输出r(t)=0。
(2)

 

对于离散系统,若n<n0,x(n)=0,则输出y(n)=0。
即满足因果性。
例5-2 判断下列系统是否满足因果性。
(1)

  

r1(t)=e1(t-1);
 

(2)
  

r2(t)=e2(t+1);
 

(3)
  

y(n)=(n-2)x(n)。
解 

 

(1)
 

若t<t0,e1(t)=0,则当t<t0 时,t-1<t0-1<t0,所以

r1(t)=e1(t-1)=0
故此系统为因果系统。实际上,可令t0=0,此时r(0)=e1(-1)。这说明,r(t)在“0”时刻

的响应是由激励e(t)在“-1”时刻,也就是“0”时刻之前决定的,同理可得,r(t)在t时刻的

响应是由e(t)在“t-1”时刻的激励决定的。因此,此系统是因果系统。
(2)

 

若t<t0,e2(t)=0,则当t<t0 时,可能会出现t+1>t0,所以可能有

r1(t)=e1(t+1)≠0
也就是说系统响应r(t)在t时刻的值由“t+1”时刻的激励决定,响应出现在激励加入之前,
因此该系统是非因果系统。

(3)
 

若n<n0,x(n)=0,则当n<n0,也有

y(n)=(n-2)x(n)=0
也就是说系统响应y(n)在n 时刻的输出除了一个系数项“n-2”之外,仅由当前时刻的输

入x(n)来决定,因此该系统是因果系统。
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借助系统的“因果”这一词,通常把t=0接入系统的信号(在t<0时函数值为零)称为

因果信号(或有始信号)。对于因果系统,在因果信号的激励下,响应也为因果信号。

5.3 连续时间系统的时域分析

系统分析主要有两个方面的内容:
 

一是已知系统,求解不同激励下系统的响应;
 

二是

分析系统自身的特性。本节首先讲解连续系统响应的时域求解方法。

5.3.1 系统响应的经典求解方法

由于连续时间LTI系统的数学模型是常系数线性微分方程,故可以采用求解微分方程

的方法求解系统的响应。由电路分析理论已知,一个系统的响应分为零输入响应和零状态

响应。零输入响应是指系统在没有外加激励信号的作用下,仅由系统的起始状态所产生的

响应,通常以rzi(t)来表示。零状态响应是指在系统的起始状态等于零时,仅由外加激励信

号作用所产生的响应,通常以rzs(t)来表示。利用微分方程求解rzi(t)和rzs(t)的方法在电

路与分析课程中已有详细讲解,在此处只做简要介绍。

1.
 

零输入响应的求解

设系统的激励为e(t),响应为r(t),对n 阶系统,其数学模型为

 Cn
dn

dtnr(t)+Cn-1
dn-1

dtn-1r(t)+…+C1
d
dtr
(t)+C0r(t)

=Em
dm

dtme(t)+Em-1
dm-1

dtm-1e(t)+…+E1
d
dte
(t)+E0e(t)

(5-2)

按照上述零输入响应的定义,令e(t)=0,rzi(t)必然满足齐次方程

Cn
dn

dtnrzi(t)+Cn-1
dn-1

dtn-1rzi(t)+…+C1
d
dtrzi

(t)+C0rzi(t)=0 (5-3)

设特征根为α,其是如下特征方程的根

Cnαn +Cn-1αn-1+…+C1α+C0=0
若上述特征方程有n 个不相等的特征根,即α1≠…≠αk≠…≠αn,对应的零输入解为

rzi(t)=∑
n

k=1
Azike

αkt

rzi(t)中的常系数Azik 可由r(0-),r'(0-),
 

…,r(n)(0-)的值来求解,其中r(k)(0-)表示

d(k)r(t)
dtk

t=0-
(k=1,2,…,n)。这是因为从t<0到t>0都没有激励的作用,而且系统内部

结构不会发生变化,因而系统的状态在零点不会发生变化,即r(k)(0+)=r(k)(0-)。其中

r(k)(0-)表示r(t)及其各阶导数在0-时刻的取值,称其为0-状态或起始状态,它包含了为

计算未来响应所需要的过去全部信息。r(0+),r'(0+),…,r(k)(0+)表示0+状态或初始状

态。表5-1给出不同特征根类型所对应的齐次解形式。
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表5-1 不同特征根所对应的齐次解形式

特 征 根 齐次解形式

单实根α Ceαt

k重实根α eαt(C1+C2t+…+Cktk-1)
一对单复根α±jβ

 

eαt[C1cos(βt)+C2sin(βt)]

一对k重复根α±jβ
eαt[(C1+C2t+…+Cktk-1)cos(βt)+
(D1+D2t+…+Dktk-1)sin(βt)]

  注:
  

C、Ci 和Di 均为待定系数。

2.
 

零状态响应的求解

根据前述的零状态响应的定义可知,rzs(t)应满足方程

 Cn
dn

dtnrzs(t)+Cn-1
dn-1

dtn-1rzs(t)+…+C1
d
dtrzs

(t)+C0rzs(t)

=Em
dm

dtme(t)+Em-1
dm-1

dtm-1e(t)+…+E1
d
dte
(t)+E0e(t) (5-4)

并符合r(k)(0-)=0的约束。其表达式为

rzs(t)=r齐次解(t)+B(t)
其中B(t)是式(5-4)的特解。而特解的形式与输入信号的形式有关,表5-2给出了常用输入

信号所对应的特解表达式,求解表达式中的系数B,B1,B2,…,D1,D2,…时,需将B(t)代
入原方程,利用方程左右对应项系数相等方法进行求解。

表5-2 几种典型激励信号对应的特解

激
 

励
 

函
 

数 响应函数r(t)的特解

E(常数) B(常数)

tp B1tp+B2tp-1+…+Bpt+Bp+1

eαt Beαt

cos(ωt)或sin(ωt) B1cos(ωt)+B2sin(ωt)

tpeαtcos(ωt)或tpeαtsin(ωt)
(B1tp+B2tp-1+…+Bpt+Bp+1)eαtcos(ωt)+
(D1tp+D2tp-1+…+Dpt+Dp+1)eαtsin(ωt)

齐次解中的系数需利用初始状态值r(0+)及其各阶导r(k)(0+)通过待定系数法确定。
这就需要解决由0-状态导出0+状态的问题。一般情况下,激励e(t)是一个连续信号,若其

不含冲激或阶跃信号时,起始状态与初始状态相同,即r(0-)=r(0+)。但是,当激励中含

有冲激或阶跃信号时,系统的状态可能会在0时刻发生跳变。例如,电容两端加入一个电压

激励vc(t)=u(t),激励加入之前电容两端电压为0,此时vc(0-)=0,vc(0+)=1,故

vc(0-)≠vc(0+),有跳变。再如,电感两端加入一个冲激电压源,同样,激励加入之前电感

电流为0,此时两端的电流iL(t)=
1
L∫

t

-∞
δ(τ)dτ=

1
Lu(t),所以iL(0-)≠iL(0+),有跳变。

这样,求解描述LTI系统的微分方程时,就需要从已知的r(k)(0-)来设法求得r(k)(0+)。
下面先以一个二阶系统为例说明如何由r(k)(0-)来求得r(k)(0+)。

例5-3 若描述某LTI系统的微分方程为
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r″(t)+3r'(t)+2r(t)=e'(t)+3e(t)
已知r(0-)=1,r'(0-)=2,e(t)=u(t),求r(0+)和r'(0+)。

解 将输入e(t)=u(t)代入微分方程,得
r″(t)+3r'(t)+2r(t)=δ(t)+3u(t) (5-5)

可以看出,方程右边的激励端出现了δ(t)和u(t),这就会导致系统的起始状态r(0-)、
r'(0-)有可能与r(0+)、r'(0+)不相等,故需单独确定r(0+)、r'(0+)等。这里采用方程左

右系数对等的方法求解。由于等号两端δ(t)及其各阶导数的系数应分别相等,于是可知

式(5-5)中r″(t)必含有δ'(t),即r″(t)含有冲激函数导数的最高阶为一阶,故令

r″(t)=aδ'(t)+bδ(t)+m0(t)u(t) (5-6)
式中,a、b为待定常数,函数m0(t)中不含δ(t)及其各阶导数的t的连续函数,即

m0(0+)=m0(0-)
对式(5-6)等号两端从-∞到t积分,得

r'(t)=aδ(t)+bu(t)+∫
t

0
m0(x)dx  u(t)

=aδ(t)+m1(t)u(t) (5-7)
式中

m1(t)=bu(t)+∫
t

0
m0(x)dx  u(t)

由r'(t)可知,r'(t)在0-到0+时,有一个跳变量bu(t),r'(0+)-r'(0-)=b。
再对式(5-7)等号两端从-∞到t积分,得

r(t)=au(t)+∫
t

0
m1(x)dx  u(t)

=m2(t)u(t) (5-8)
由r(t)可知,r(t)在0-到0+中存在跳变量au(t),即r(0+)-r(0-)=a,这样只需要求解

出a、b,即可确定r(0+)和r'(0+)。
将式(5-6)~式(5-8)代入式(5-5)并稍加整理,得
aδ'(t)+(3a+b)δ(t)+[m0(t)+3m1(t)+2m2(t)]u(t)=δ(t)+3u(t) (5-9)

式(5-9)中等号两端各项系数对应相等,故得

a=0 (1)

3a+b=1 (2)

m0(t)+3m1(t)+2m2(t)=3 (3)

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

由式(1)和式(2)可解得a=0,b=1。则

b=r'(0+)-r'(0-)=1
根据已知条件知r'(0-)=2,将其代入上式得

r'(0+)=r'(0-)+1=3
类似地,再将已知条件r(0-)=1代入上式得

r(0+)=r(0-)=1
综上所述,可得

r(0+)=1
 
r'(0+)=3 
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  由例5-3可见,当微分方程等号右端含有冲激函数及其各阶导数时,响应r(t)及其各阶

导数由0-到0+的瞬间将发生跃变。这时可按下述步骤由0- 求得0+ 值(仍以二阶系统

为例)。
(1)

 

将输入e(t)代入微分方程。若激励端含有δ(t)及其各阶导数,根据微分方程等号

两端各奇异函数的各对应项相等的原理,判断方程左端r(t)的最高阶导数(对于二阶系统

为r″(t))所含δ(t)导数的最高阶次(例如为δ″(t))。
(2)

 

令r″(t)=aδ″(t)+bδ'(t)+cδ(t)+m0(t)u(t),对r″(t)进行积分(从-∞到t),逐
次求得r'(t)和r(t),并确定r'(t)、r(t)中的跳变量。

(3)
 

将r″(t)、r'(t)和r(t)代入微分方程,根据方程等号两端各奇异函数的系数相等,
从而求得r″(t)中的各待定系数。

(4)
 

将所求得的待定系数,代入第(2)步中确定的跳变量,即可求出0+时刻的r(0+)和
r'(0+)。

例5-4 某系统的微分方程为

r″(t)+4r'(t)+3r(t)=2e'(t)-3e(t)
起始状态r(0-)=1,r'(0-)=3,且当输入e(t)=u(t)时,求系统的零输入响应rzi(t)和零

状态响应rzs(t)。
解 (1)

 

由于需要求零输入响应rzi(t),所以令e(t)=0,代入微分方程的右端即有

r″zi(t)+4r'zi(t)+3rzi(t)=0
则其特征方程为

α2+4α+3=0
求得特征根α1=-1,α2=-3,故零输入响应为

rzi(t)=Azi1e-t+Azi2e-3t

求rzi(t)的一阶导数,即

r'zi(t)=-Azi1e-t-3Azi2e-3t

在零输入情况下,则有

rzi(0-)=r(0-)=1
 
r'zi(0-)=r'(0-)=3 

令t=0,将起始条件rzi(0-)=1,r'zi(0-)=3分别代入rzi(t)、r'zi(t),得
Azi1+Azi2=1
 
-Azi1-3Azi2=3 

由上式解得Azi1=3,Azi2=-2,将它们代入rzi(t),得系统的零输入响应为

rzi(t)=(3e-t-2e-3t)u(t)

  (2)
 

该系统的零状态响应满足方程

r″zs(t)+4r'zs(t)+3rzs(t)=2e'(t)-3e(t) (5-10)
及起始状态rzs(0-)=r'zs(0-)=0。当输入e(t)=u(t),代入式(5-10)后,则有

r″zs(t)+4r'zs(t)+3rzs(t)=2δ(t)-3u(t) (5-11)
由于等号右端含有冲激函数,故零状态响应在t=0时将发生突变,其0+值不等于0-值。

按上述求0+值的方法,令
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r″zs(t)=aδ(t)+m0(t)u(t) (5-12)
式中,m0(t)为t的连续函数。对式(5-12)积分得

r'zs(t)=au(t)+∫
t

0
m0(τ)dτ  u(t)

=m1(t)u(t) (5-13)

此时,r'zs(t)中有跳变量au(t),故r'zs(0+)-r'zs(0-)=a。进一步积分得

rzs(t)=∫
t

0
m1(τ)dτ  u(t)

=m2(t)u(t) (5-14)

此时,rzs(t)中无跳变量,故rzs(0+)-rzs(0-)=0。这样,只要求出a 即可。将式(5-12)~
式(5-14)分别代入式(5-11)得

aδ(t)+[m0(t)+4m1(t)+3m2(t)]u(t)=2δ(t)-3u(t)
上式中等号两端各项系数对应相等,故得

a=2
 
m0(t)+4m1(t)+3m2(t)=-3 

则

r'zs(0+)-r'zs(0-)=a
 
rzs(0+)-rzs(0-)=0 

所以

r'zs(0+)=r'zs(0-)+a=2
 
rzs(0+)=rzs(0-)=0 (5-15)

  对于t>0,式(5-11)可写为

r″zs(t)+4r'zs(t)+3rzs(t)=-3
rzs(t)=r齐次解(t)+B(t)

其中,齐次解为

r齐次解(t)=Azs1e-t+Azs2e-3t

特解B(t)=-1,于是有

rzs(t)=Azs1e-t+Azs2e-3t-1
对rzs(t)及其导数r'zs(t)取t=0,并将式(5-15)的初始条件代入可得

Azs1+Azs2-1=0
 
-Azs1-3Azs2=2 

由上式可解得

Azs1=
5
2

Azs2=-
3
2

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

故系统的零状态响应为
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rzs(t)=
5
2e

-t-
3
2e

-3t-1  u(t)
3.

 

系统的全响应

如果系统的起始状态不为零,在激励e(t)的作用下,LTI系统的响应称为全响应。它

是零输入响应与零状态响应之和,即

r(t)=rzi(t)+rzs(t)

  例如,在例5-4中已经求得系统的零输入响应和零状态响应分别为

rzi(t)=(3e-t-2e-3t)u(t)
和

rzs(t)=
5
2e

-t-
3
2e

-3t-1  u(t)
所以该系统的全响应为

r(t)=rzi(t)+rzs(t)

=
11
2e

-t-
7
2e

-3t-1  u(t)
  另外,全响应还可分为自由响应(固有响应)和强迫响应。其中自由响应是指由系统特

征根所决定的那部分响应,它仅依赖于系统本身的特性,而和激励信号的形式无关。而由激

励信号所确定的那部分响应,称为强迫响应。若微分方程的特征根均为单根,设为αk,则系

统全响应可以分解为

r(t)=rzi(t)+rzs(t)

=∑
n

k=1
Azike

αkt

􀮩 􀮫􀮪􀪁􀪁 􀪁􀪁
零输入响应

+∑
n

k=1
Azske

αkt+B(t)
􀮩 􀮫􀮪􀪁􀪁􀪁􀪁 􀪁􀪁􀪁􀪁

零状态响应

=∑
n

k=1
Azike

αkt+∑
n

k=1
Azske

αkt

􀮩 􀮫􀮪􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁 􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁
自由响应

+B(t)
︸
强迫响应

=∑
n

k=1
Ake

αkt

􀮩 􀮫􀮪􀪁􀪁 􀪁􀪁
自由响应

+B(t)
︸
强迫响应

式中

∑
n

k=1
Ake

αkt=∑
n

k=1
Azike

αkt+∑
n

k=1
Azske

αkt

即

Ak =Azik +Azsk (k=1,2,…,n)

  可见,两种分解方式有明显的区别。虽然自由响应和零输入响应都是齐次方程的解,但
二者系数各不相同,Azik 仅由系统的起始状态所决定,而Ak 要由系统的起始状态和激励信

号共同来确定。在起始状态为零时,零输入响应为零,但在激励信号的作用下,自由响应并

不为零。也就是说,系统的自由响应包含零输入响应和零状态响应的一部分。
在例5-4中,这几种响应之间的关系为
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r(t)=rzi(t)+rzs(t)

=
 

(3e-t-2e-3t)u(t)
􀮩 􀮫􀮪􀪁􀪁􀪁􀪁 􀪁􀪁􀪁􀪁

零输入响应

+
5
2e

-t-
3
2e

-3t-1  u(t)
􀮩 􀮫􀮪􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁 􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁

零状态响应

=
 11
2e

-t-
7
2e

-3t  u(t)
􀮩 􀮫􀮪􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁 􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁

自由响应

+(-u(t))
􀮩 􀮫􀮪􀪁􀪁 􀪁􀪁

强迫响应

  在采用经典法求解系统响应时,求解过程比较烦琐,而且存在很多局限性。特别是在求

解零状态响应时,若描述系统的微分方程中激励信号较复杂,则难以设定相应的特解形式。
若激励信号发生变化,则系统零状态响应需全部重新求解。不过,这种方法对于表明和理解

系统产生响应的物理概念较为清楚。对于系统的零状态响应,还可以根据系统的时域特性,
利用卷积积分的方法求解。5.3.2节将给出具体求解方法。

5.3.2 线性时不变系统零状态响应的近代解法———卷积积分

1.
 

δ(t)作用于系统产生的零状态响应———单位冲激响应

为描述系统零状态响应的近代求解方法,先给出系统冲激响应的定义:
 

当激励为单位

冲激信号δ(t)时系统所产生的零状态响应称为系统的冲激响应,通常以符号h(t)表示,其
关系如图5-16所示。

图5-16 线性时不变系统的单位冲激响应

冲激响应h(t)在求解系统的零状态响应rzs(t)时起着非常重要的作用,除此之外,后面

将会看到h(t)还可以用来描述系统本身的特性。因此,对冲激响应h(t)的分析是系统分析

中重要的内容。下面先研究h(t)的时域求解方法。
设N 阶线性时不变系统,其数学模型为

 Cn
dnr(t)
dtn +Cn-1

dn-1r(t)
dtn-1 +…+C1

dr(t)
dt +C0r(t)

=Em
dme(t)
dtm +Em-1

dm-1e(t)
dtm-1 +…+E1

de(t)
dt +C0e(t) (5-16)

令e(t)=δ(t),则系统对应的零状态响应r(t)=h(t),则式(5-16)变为

 Cn
dnh(t)
dtn +Cn-1

dn-1h(t)
dtn-1 +…+C1

dh(t)
dt +C0h(t)

=Em
dmδ(t)
dtm +Em-1

dm-1δ(t)
dtm-1 +…+E1

dδ(t)
dt +E0δ(t) (5-17)

及起始状态h(0-)及h(i)(0-)均为零。此时,求解h(t)可采用5.3.1节零状态响应求解

方法来解。在此,需要注意的是,h(0+)及h(0+)各阶导数会发生跳变问题。这里也可以

采用以下方法求解:
 

由于δ(t)及其各阶导数在t≥0+时都等于零,因此式(5-17)右端各

项在t≥0+时恒等于零,这时式(5-17)成为齐次方程,这样冲激响应h(t)在t≥0+时,其
形式应与齐次解的形式相同。例如,当系统有n 个单特征根时,且n>m 时,h(t)可表

示为
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h(t)= ∑
n

k=1
Ake

αkt  ·u(t) (5-18)

式中,当n>m 时,待定系数Ak 可以采用冲激平衡法确定,即将式(5-18)代入式(5-17),为
保持系统对应的方程恒等,方程式两边所具有的冲激信号及其高阶导数必须相等,根据此规

则即可求得系统的冲激响应h(t)的待定系数。
例5-5 设描述系统的微分方程式为

d2r(t)
dt2

+4
dr(t)
dt +3r(t)=

de(t)
dt +2e(t)

试求出其冲激响应h(t)。
解 根据系统冲激响应h(t)的定义,设e(t)=δ(t),r(t)即为h(t),则微分方程为

d2h(t)
dt2

+4
dh(t)
dt +3h(t)=δ'(t)+2δ(t) (5-19)

  首先求其特征根为

α1=-1, α2=-3
于是有

h(t)=(A1e-t+A2e-3t)u(t)
对h(t)逐次求导得到

dh(t)
dt =(A1+A2)δ(t)+(-A1e-t-3A2e-3t)u(t)

d2h(t)
dt2

=(A1+A2)δ'(t)+(-A1-3A2)δ(t)+(A1e-t+9A2e-3t)u(t)

将h(t)、
dh(t)
dt

、d
2h(t)
dt2

代入式(5-19)得

(A1+A2)δ'(t)+(3A1+A2)δ(t)=δ'(t)+2δ(t)
令左右两端δ'(t)的系数以及δ(t)系数对应相等,得到

A1+A2=1
 
3A1+A2=2 

解得

A1=
1
2
, A2=

1
2

故冲激响应的表达式为

h(t)=
1
2
(e-t+e-3t)u(t)

  由此题可以看出,这种方法无须求解h(0+)及h(0+)各阶导数,计算更为简单。另外,
当n≤m 时,要使方程式两边所具有的冲激信号及其高阶导数相等,则h(t)表示式中除含

式(5-18)外,还需含有δ(t)及其相应阶的导数δ(m-n)(t),δ(m-n-1)(t),…,δ'(t)。
例5-6 已知某线性时不变系统的微分方程为

dr(t)
dt +6r(t)=2e(t)+3e'(t) (t≥0)

试求系统的冲激响应h(t)。



203  

解 当e(t)=δ(t)时,r(t)即为h(t),原微分方程式为

dh(t)
dt +6h(t)=2δ(t)+3δ'(t) (t≥0)

特征根α=-6,且存在n=m,注意,微分方程中,为了保持微分方程式的左右平衡,冲激响

应h(t)除具有奇次解表达式外,还应含有δ(t)项,即

h(t)=Ae-6tu(t)+Bδ(t)
式中,A、B 为待定系数。将h(t)代入原微分方程式有

d
dt
[Ae-6tu(t)+Bδ(t)]+6[Ae-6tu(t)+Bδ(t)]=2δ(t)+3δ'(t)

化简得

(A+6B)δ(t)+Bδ'(t)=2δ(t)+3δ'(t)
所以有

A+6B=2
 
B=3 

解得A=-16,B=3。因此可得系统的冲激响应为

h(t)=3δ(t)-16e-6tu(t)

  需要说明的是,除可用h(t)描述系统的时域输出外,还可用系统的阶跃响应来描述。
所谓阶跃响应,是指当激励为u(t)时系统所产生的零状态响应,通常用g(t)表示。对于线

性时不变系统,这两种响应之间有一定的依从关系,当已求得其中之一,则另一响应即可确

定。这是因为由LTI系统的微积分特性,根据δ(t)与u(t)的关系,可得出h(t)与g(t)的
关系,即

δ(t) →
LTI系统

h(t)

u(t)=∫
t

-∞
δ(τ)dτ →

LTI系统

g(t)=∫
t

-∞
h(τ)dτ

δ(t)=
du(t)
dt →

LTI系统
h(t)=

dg(t)
dt

  阶跃响应g(t)也可利用系统的微分方程求解,在此不再详述,感兴趣读者可参见其他

相关书籍。

2.
 

任意激励下,系统的零状态响应近代解法———卷积积分

系统的零状态响应除了利用微分方程求解的经典解法之外,还可以借助h(t),利用卷

积积分的方法求解,人们将这种解法称为近代解法。
根据2.3.1节所讲的信号分解理论,设e(t)为因果信号,则

e(t)=∫
t

0
e(τ)δ(t-τ)dτ=lim

Δt1→0
∑
t

t1=0
e(t1)δ(t-t1)Δt1

即任意信号e(t)都可分解为无限多个冲激信号的叠加。利用线性时不变系统的特性,任一

信号e(t)作用于系统产生的零状态响应rzs(t)可由冲激信号δ(t)及δ(t)的一系列延迟

δ(t-t1)产生的响应叠加而成。
设线性时不变连续系统的冲激响应为h(t),即

δ(t)→h(t)
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则

δ(t-t1)→h(t-t1)
由线性系统的均匀性得

e(t1)·δ(t-t1)→e(t1)·h(t-t1)
由线性系统的叠加性得

∑
t

t1=0
e(t1)δ(t-t1)Δt1 →∑

t

t1=0
e(t1)h(t-t1)Δt1

当Δt1→0时,上式取极限得

lim
Δt1→0
∑
t

t1=0
e(t1)δ(t-t1)Δt1 →lim

Δt1→0
∑
t

t1=0
e(t1)h(t-t1)Δt1

由此得

∫
t

0
e(t1)δ(t-t1)dt1 →∫

t

0
e(t1)h(t-t1)dt1

令t1=τ,上式写为

∫
t

0
e(τ)δ(t-τ)dτ→∫

t

0
e(τ)h(t-τ)dτ

=e(t)*h(t)
即

e(t)→rzs(t)
故系统的零状态输出

rzs(t)=e(t)*h(t) (5-20)
 

其为激励e(t)与系统冲激响应h(t)的卷积积分,如图5-17所示。

图5-17 系统的零状态响应

例5-7 已知e(t)=u(t)-u(t-t0),h(t)=Ae-tu(t),求r(t)=e(t)*h(t)的表达式。
解 

r(t)=∫
t

0
[u(τ)-u(τ-t0)]Ae-(t-τ)u(t-τ)dτ

=∫
t

0
Ae-(t-τ)dτu(t)-∫

t

0
Ae-(t-τ)dτu(t-t0)

=
1
Re

-(t-τ)
t

0
u(t)-

1
Re

-(t-τ)
t

0
u(t-t0)

=
1
R
(1-e-t)u(t)-

1
R
(1-e

-(t-t0))u(t-t0)

  在实际应用中,经常会出现几个子系统级联或并联后形成一个总系统。下面给出系统

级联和并联情况下各子系统和总系统的冲激响应之间的关系式。若总系统是由不同子系统

级联在一起的,如图5-18所示。
容易证明,总系统的单位冲激响应是各子系统的单位冲激响应的卷积,即有

h(t)=h1(t)*h2(t)
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图5-18 子系统级联

其等效图如图5-19所示。

图5-19 子系统级联等效图

若总系统是由不同子系统并联在一起,如图5-20所示。

图5-20 子系统并联

  很容易证明,总系统的冲激响应为

h(t)=h1(t)+h2(t)
其等效图如图5-21所示。

图5-21 子系统并联等效图

对于既有级联又有并联的系统,则总系统的冲激响应仍服从上述原则。

5.3.3 利用h(t)分析连续系统因果性和稳定性

h(t)除了可以用于求解系统的零状态响应之外,还可用于描述系统本身的特性,如因

果性和稳定性。

1.
 

系统的因果性

一个连续时间系统是因果系统的充分必要条件可表示为

h(t)=0 (t<0)
这是因为根据系统因果性的定义可知,因果系统在t0 时刻的响应只与t=t0 和t<t0 时刻

的输入有关,而h(t)是当激励为δ(t)时的响应,δ(t)是在t=0时刻加入,h(t)只有在t≥0
时刻值不为零,在t<0时的值均应为零时,系统才是因果系统。

2.
 

系统的稳定性

稳定性是系统自身的性质之一,根据稳定系统的定义:
 

若系统对任意的有界输入,其零

状态响应也是有界的。即对任意的激励信号e(t),满足

|e(t)|≤Me
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若其响应r(t)满足

|r(t)|≤Mr

式中,Me 和Mr 为有界正值,则称该系统是稳定的。在此定义下,可以推出一个连续时间系

统是稳定系统的充分必要条件为

∫
+∞

-∞
|h(t)|dt≤M

式中,M 为有界正值。因此,若冲激响应h(t)绝对可积,则系统是稳定的,也就是说稳定系

统的h(t)是收敛信号,即

lim
t→+∞

h(t)=0

  综上所述,可以看出,h(t)在线性时不变连续系统分析中占有非常重要的地位,用它既

可以求解系统的零状态响应,又可以分析系统在时域中的特性。

5.4 线性时不变离散时间系统的时域分析

同连续系统分析一样,离散系统的时域分析,也包括系统响应的时域求解及系统时域特

性(如因果性、稳定性)的分析。下面先来看离散系统响应的求解方法。N 阶LTI离散时间

系统的数学模型是常系数线性差分方程,其一般形式表示为

a0y(n)+a1y(n-1)+…+aNy(n-N)=b0x(n)+b1x(n-1)+…+bMx(n-M)
(5-21)

即

∑
N

k=0
aky(n-k)=∑

M

r=0
brx(n-r)

其中,x(n)为激励;
 

y(n)为响应。其求解方法一般可采用迭代法、经典法、卷积和法(求解

零状态响应)。卷积和法在离散时间系统的分析中占据十分重要的位置。

5.4.1 差分方程的时域解法

1.
 

迭代法

离散时间系统的差分方程具有递推关系。若已知初始状态和x(n),就可利用迭代法求

得差分方程的数值解。
例5-8 已知y(n)=ay(n-1)+x(n),x(n)=δ(n),n<0时y(n)=0,求y(n)的表

达式。
解 分别令n=0,1,2,…,n,代入原差分方程,依次可求出y(0),y(1),…,y(n),即

n=0 y(0)=ay(-1)+x(0)=0+δ(n)=1
n=1 y(1)=ay(0)+x(1)=a+0=a
n=2 y(2)=ay(1)+x(2)=a·a+0=a2

︙

n=n y(n)=ay(n-1)+x(n)=an

根据y(0),y(1),…,y(n)的规律,可以得到

y(n)=anu(n)
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  用迭代法求解差分方程思路清楚,便于编写计算程序,能得到方程的数值解,但不易得到

解析形式的解。此种方法更适用于求解y(n)的前n个值,不需要求封闭表达式解时的情况。

2.
 

解差分方程

与微分方程的时域经典解法类似,差分方程的解也是由齐次解和特解两部分组成,即

y(n)=yh(n)+yp(n)
式中,yh(n)表示齐次解;

 

yp(n)表示特解。其中齐次解的形式由齐次方程的特征根确定,
特解的形式由差分方程中激励信号的形式确定。

首先给出奇次解法:
 

由式(5-21),令方程右端等于0,得奇次差分方程为

∑
N

k=0
aky(n-k)=0

写出特征方程应为

∑
N

k=0
akλN-k =0

式中有N 个特征根λi(i=1,2,…,N)。根据特征根的不同情况,齐次解将具有不同的

形式。
当特征根是互不相等的实根λ1≠λ2≠…≠λN 时,齐次解的形式为

yh(n)=∑
N

k=0
Ckλn

k =C0λn
0+C1λn

1+…+CNλn
N

当特征根在λ0 处有L 次重根时,其余为单根时,齐次解的形式为

yh(n)=∑
L

k=1
CknL-kλn

0+∑
N-L

i=1
Biλn

i

=[C1nL-1+C2nL-2+…+CL-1n+CL]λn
0+∑

N-L

i=1
Biλn

i

当特征根是共轭复根λ1=a+jb=ρe
jΩ0,λ2=a-jb=ρe

-jΩ0 时,仍按照前述表示方法,并可

进一步整理得到如下形式

yh(n)=C1ρncos(nΩ0)+C2ρnsin(nΩ0)
上面各式中的待定系数C1,C2,…,CN 在全解的形式确定后,由给定的 N 个初值来确定。
表5-3列出了特征根和齐次解的对应关系。

表5-3 不同特征根所对应的齐次解形式

特征根特性 齐次解yh(n)的形式

特征根是 N 个互不相等的实根,即

λ1≠λ2≠…≠λN
yh(n)=∑

N

k=0
Ckλn

k =C0λn
0+C1λn

1+…+CNλn
N

特征根在λ0 处有L 次重根,其余为

单根

yh(n)=∑
L

k=1
CknL-kλn

0+∑
N-L

i=1
Biλn

i

= [C1nL-1+C2nL-2+…+CL-1n+CL]λn
0+∑

N-L

i=1
Biλn

i

特征根是一对共轭复根

λ1 =a+jb=ρe
jΩ0,

λ2 =a-jb=ρe
-jΩ0

yh(n)=C1ρncos(nΩ0)+C2ρnsin(nΩ0)
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  差方特解的形式与方程右端x(n)的形式有关。表5-4列出了常用激励信号所对应的

特解形式。

表5-4 几种常用激励信号对应的特解

x(n) yp(n)

an(a不是齐次根) Dan

an(a是单齐次根) (D1n+D2)an

nk 的多项式,所有特征根不是1 D0nk+D1nk-1+…+Dk

nk 的多项式,1是r重特征根 (D0nk+D1nk-1+…+Dk)nr

annk an(D0nk+D1nk-1+…+Dk)

sin(ω0n)或cos(ω0n) D1sin(ω0n)+D2cos(ω0n)

ansin(ω0n)或ancos(ω0n) an(D1sin(ω0n)+D2cos(ω0n))

得到齐次解和特解后,将两者相加可得全解的表达式。将已知的N 个初始条件代入全

解中,即可求得齐次解表达式中的待定系数,由此获得差分方程的全解。
例5-9 已知y(n)+2y(n-1)=x(n)-x(n-1),x(n)=n2,y(-1)=-1,求y(n)

的表达式。
解 对应齐次方程的特征方程为

λ+2=0
求得

λ=-2
则对应齐次解为

yh(n)=C1(-2)n

下面求特解,将x(n)=n2 代入方程右端,得

x(n)-x(n-1)=n2-(n-1)2=2n-1
由表5-2,设特解的形式为

yp(n)=D0n+D1

  将yp(n)代入原差分方程得到

D0n+D1+2D0(n-1)+2D1=2n-1
整理得到

3D0n+3D1-2D0=2n-1
利用方程左右系数对应相等原则,求出D0、D1 为

D0=
2
3
, D1=

1
9

则特解yp(n)为

yp(n)=
2
3n+

1
9

全解y(n)为
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y(n)=C1(-2)n +
2
3n+

1
9

代入初值

y(-1)=-1
得到

C1=
8
9

因此全解的表达式为

y(n)=
8
9
(-2)n +

2
3n+

1
9

  例5-10 已知y(n)+2y(n-1)+2y(n-2)=sin
nπ
2
,y(0)=1,y(-1)=0,求y(n)的

表达式。
解 容易求得对应齐次方程的特征解为

λ1,2=-1±j=- 2e
∓j
π
4

所以,得齐次解为

yh(n)= - 2  n A1cos
nπ
4 +A2sin

nπ
4  

根据方程右侧的形式,由表5-2,设特解形式为

yp(n)=D1sin
nπ
2 +D2cos

nπ
2

代入方程得到

(2D2-D1)sin
nπ
2 -(2D2+D1)cos

nπ
2 =sin

nπ
2

求出系数为

D1=-
1
5
, D2=

2
5

全解y(n)为

y(n)=(- 2)n A1cos
nπ
4 +A2sin

nπ
4  -15sinnπ2 +

2
5cos

nπ
2

将初值y(0)=1,y(-1)=0代入全解得到

A1=
3
5
, A2=

1
5

因此,全解表达式为

y(n)=(- 2)n 35cos
nπ
4 +

1
5sin

nπ
4  -15sinnπ2 +

2
5cos

nπ
2

5.4.2 LTI离散系统的零输入响应和零状态响应

LTI离散时间系统的全响应也可看作起始状态与输入激励分别单独作用于系统所产生

的响应的叠加,即全响应等于零输入响应与零状态响应之和,即
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y(n)=yzi(n)+yzs(n)
其中,yzi(n)表示零输入响应;

 

yzs(n)表示零状态响应。
如果已知N 阶LTI离散系统的数学模型,即

∑
N

k=0
aky(n-k)=∑

M

k=0
brx(n-r) (5-22)

如何利用求解差分方程的方法求解rzi(n)和rzs(n)。

1.
 

零输入响应求解

零输入响应是当输入为零时,仅由系统的起始状态所产生的响应。在零输入情况下,
式(5-22)中等号右端x(n)及x(n-r)为零,变为齐次方程。对应的解即为齐次解形式,代
入起始状态即可求出零输入响应。

例5-11 若描述某离散系统的差分方程为

y(n)+3y(n-1)+2y(n-2)=x(n)
已知起始状态y(-1)=0,y(-2)=1/2,求系统的零输入响应yzi(n)。

解 特征方程为

λ2+3λ+2=0
解得特征根λ1=-1,λ2=-2,则零输入响应为

yzi(n)=C1(-1)n +C2(-2)n

代入起始状态,有

y(-1)=-C1-
1
2C2=0

y(-2)=C1+
1
4C2=

1
2

解得C1=1,C2=-2,故系统的零输入响应为

yzi(n)=(-1)n -2(-2)n (n≥0)

2.
 

零状态响应求解

零状态响应是指起始状态为零时,仅由激励所产生的响应。零状态响应的形式与全解

的形式相同,但其中齐次解的系数确定需由输入引起的初始状态y(0),y(1),…,y(N)来
确定,此时需令y(-1)=y(-2)=…=y(-N)=0,可利用迭代法逐次导出y(0),y(1),…,

y(N)。
例5-12 已知系统的差分方程表达式为

y(n)-0.9y(n-1)=0.05u(n)

  (1)
 

若起始状态y(-1)=0,求系统的完全响应。
(2)

 

若起始状态y(-1)=1,求系统的完全响应。
解 (1)

 

根据已知条件y(-1)=0可知,系统的起始状态为零,故零输入响应为零。因

此只需求解系统的零状态响应。
由特征方程求得齐次解为yh(n)=C(0.9)n。根据激励在n≥0时是常数,设特解

yp(n)=D,则全解的形式应为

y(n)=C(0.9)n +D
为确定系数D,将特解代入方程得到
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D(1-0.9)=0.05
所以可得

D=0.5
此时全解为

y(n)=C(0.9)n +0.5 (n≥0)

  下面来看系数C 的求解方法,由于激励在n=0接入,且给定y(-1)=0,系统处于零

初始状态,将y(-1)=0代入系统的差分方程,得y(0)=0.05。再将y(0)代入y(n)表达

式求出系数C,即
0.05=y(0)=C+0.5
C=0.05-0.5=-0.45

最后,写出全响应为

y(n)=-0.45×(0.9)nu(n)+0.5u(n)

=[-0.45×(0.9)n +0.5]u(n)
波形如图5-22所示。

图5-22 例5-12(1)的响应波形

(2)
 

先求零输入响应,由于y(-1)=1,在激励加入之前,系统起始状态不为0,故零输

入响应不为0。由于令激励信号等于零,差分方程表达式为

y(n)-0.9y(n-1)=0
容易写出

yzi(n)=C×(0.9)n

以y(-1)=1代入求得系数

C=0.9
于是有

yzi(n)=0.9×(0.9)n

再求零状态响应,此时需令y(-1)=0,此即第(1)问之结果,可以写出

y(n)=[0.5-0.45×(0.9)n]u(n)
将以上两部分结果叠加,得到完全响应y(n)表示式

y(n)=
 

0.5-0.45×(0.9)n􀮩 􀮫􀮪􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁 􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁
零状态响应

+
 

0.9×(0.9)n􀮩 􀮫􀮪􀪁􀪁􀪁 􀪁􀪁􀪁
零输入响应

=0.45×(0.9)n +0.5
最后,将y(n)的图形绘于图5-23。

同样,与连续系统类似,一个起始状态不为零的LTI离散系统,在外加激励作用下,其
完全响应除可以表示成零输入响应与零状态响应之和,也可表示成自由响应和强迫响应之
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图5-23 例5-12(2)的响应波形

和。即若特征根均为单根,则全响应为

y(n)=∑
N

k=1
Czikλn

k

􀮩 􀮫􀮪􀪁􀪁 􀪁􀪁
零输入响应

+∑
N

k=1
Czskλn

k +yp(n)
􀮩 􀮫􀮪􀪁􀪁􀪁􀪁 􀪁􀪁􀪁􀪁

零状态响应

=∑
N

k=1
Ckλn

k

︸
自由响应

+yp(n)
︸
强迫响应

其中,Czik 表示零输入响应的待定系数;
 

Czsk 表示零状态响应的待定系数。全响应的这两种

分解方式有明显的区别,虽然自由响应和零输入响应都是奇次解的形式,但它们的系数并不

相同,Czik 仅由系统的起始状态所决定,而Ck 是由初始状态和激励共同决定。另外,一般而

言,如果差分方程所有的特征根均满足|λk|<1,那么其自由响应将随着n 的增大而逐渐衰

减趋近于零,这时自由响应也称为暂态响应,而全响应中随着n 的增大趋于稳定的那部分

响应也称为稳态响应。这种利用经典法求解系统的零状态响应相对复杂,后面将会看到,其
可以通过离散卷积方便求出。

5.4.3 离散系统的时域特性———单位样值响应

与线性时不变连续时间系统相对应,线性时不变离散系统的时域特性也可用其单位样

值响应来描述。只是此时的激励为单位样值函数δ(n),由δ(n)产生的零状态响应记为

h(n),如图5-24所示。

图5-24 离散系统的单位样值响应

利用h(n)可以很方便地求解离散系统的零状态响应,同时还可以用其分析系统的因果

性和稳定性,下面逐一讲解。
首先,我们先介绍h(n)的时域求解方法。
设N 阶离散系统的差分方程为

∑
N

k=0
aky(n-k)=bx(n)

由于h(n)是激励为δ(n)系统产生的零状态响应,所以,首先将差分方程右端的激励项换为

δ(n),输出y(n)换为h(n),得
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∑
N

k=0
akh(n-k)=bδ(n)

考虑当n>0时

δ(n)=0
此时方程变为

∑
N

k=0
akh(n-k)=0

因此,在n>0时,上述方程解的形式与差分方程奇次解的形式相同。对于n=0时系统的

单位样值响应,可通过n=0时刻系统的状态来求得。下面用具体例子说明求解过程。
例5-13 系统的差分方程式为

y(n)-3y(n-1)+3y(n-2)-y(n-3)=x(n)
求系统的单位样值响应h(n)。

解 令x(n)=δ(n),则y(n)=h(n),而h(n)满足差分方程

h(n)-3h(n-1)+3h(n-2)-h(n-3)=δ(n) (5-23)
此时,当n>0时,该方程变为

h(n)-3h(n-1)+3h(n-2)-h(n-3)=0
求差分方程的齐次解。由特征方程

λ3-3λ2+3λ-1=0
解得特征根λ1=λ2=λ3=1,即1为三重根。对应的齐次解的表达式为

h(n)=C1n2+C2n+C3 (5-24)
上述表达式中三个特征系数C1、C2、C3 需由三个初始条件来求得。此时根据线性时不变系

统的特性,激励δ(n)是在n=0时刻加入,故在n=-1,-2,-3时,冲激响应h(n)为0,即
h(-1)=h(-2)=h(-3)=0。而在n=0时刻的响应h(0)可由式(5-23)求得。将n=0
代入,h(0)=1。将h(0)、h(-1)、h(-2)代入式(5-24)中的h(n)得

1=C3

0=C1-C2+C3

0=4C1-2C2+C3

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

解得

C1=
1
2
, C2=

3
2
, C3=1

则系统的单位样值响应为

h(n)=
1
2
(n2+3n+2) n≥0

0 n<0

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

  例5-14 已知系统的差分方程

y(n)-5y(n-1)+6y(n-2)=x(n)-3x(n-2)
求系统的单位样值响应h(n)。

解 令x(n)=δ(n),则y(n)=h(n),代入原差分方程

h(n)-5h(n-1)+6h(n-2)=δ(n)-3δ(n-2)
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注意,此时方程右端可看作有两个激励,一个是δ(n),另一个是-3δ(n-2)。为简化运算,
首先考虑方程右端只有一个激励δ(n)作用下的单位样值响应h1(n),然后依据系统的线性

和时不变特性得出-3δ(n-2)作用下的h2(n)=-3h1(n-2),最后两个响应h1(n)和
h2(n)相加即为系统总的单位样值响应h(n)。

先来计算当只有一个激励δ(n)作用时的冲激响应h1(n),此时原差分方程可变为

h1(n)-5h1(n-1)+6h1(n-2)=δ(n) (5-25)
特征根λ1=3,λ2=2,则对应的冲激响应为

h1(n)=C13n +C22n (n≥0)
将n=0代入式(5-25)并根据h1(-1)=h1(-2)=0得h1(0)=1,将h1(0)=1,h1(-1)=0
代入h1(n),得

1=C1+C2

0=
1
3C1+

1
2C2

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

解得

C1=3, C2=-2
则

h1(n)=(3n+1-2n+1)u(n)
  根据h1(n)可得-3δ(n-2)项作用引起的响应h2(n)。由线性时不变特性可知

h2(n)=-3h1(n-2)

=-3(3n-1-2n-1)u(n-2)
系统总的响应h(n)为

h(n)=h1(n)+h2(n)

=(3n+1-2n+1)u(n)-3(3n-1-2n-1)u(n-2)

=(3n+1-2n+1)[δ(n)+δ(n-1)+u(n-2)]-3(3n-1-2n-1)u(n-2)

=δ(n)+5δ(n-1)+(3n+1-2n+1-3n +3×2n-1)u(n-2)

=δ(n)+5δ(n-1)+(2×3n -2n-1)u(n-2)

  由以上两例可知,线性时不变离散系统的样值响应形式即为差分方程奇次解的形式,奇
次解中的待定系数求解时,需将n=0时刻激励引起的响应作为初值求解。

5.4.4 离散系统零状态响应的近代解法———卷积和

在连续时间系统中,可以利用卷积积分的方法求系统的零状态响应。同样,对于离散时

间系统,可以采用类似方法进行分析。
由于任意激励信号x(n)可以表示为单位样值函数的线性组合,即

x(n)= ∑
+∞

m= -∞
x(m)δ(n-m)

如果已知系统在单位样值函数作用下的零状态响应为h(n),即
δ(n)→h(n)

由时不变特性则有

δ(n-m)→h(n-m)
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同时,由线性特性的均匀性则有

x(m)δ(n-m)→x(m)h(n-m) (m >0)
再利用线性特性的叠加性,有

∑
+∞

m= -∞
x(m)δ(n-m)→ ∑

+∞

m= -∞
x(m)h(n-m)

故

x(n)→ ∑
+∞

m= -∞
x(m)h(n-m)

即激励x(n)作用于系统产生的零状态响应是x(n)与h(n)的卷积和,如图5-25所示。

yzs(n)= ∑
+∞

m= -∞
x(m)h(n-m)

=x(n)*h(n)

图5-25 离散系统的零状态响应

  通常,一个离散时间系统是由几个子系统级联或并联在一起。下面分别给出系统级联

和并联情况下的各子系统和总系统的单位样值响应之间的关系式。若总系统是由各子系统

级联在一起,如图5-26所示。此时,总系统的单位样值响应是各子系统的单位样值响应的

卷积和,即有

h(n)=h1(n)*h2(n)

图5-26 子系统级联

  若总系统是由各子系统并联在一起,如图5-27所示。此时,总系统的单位样值响应是

各子系统的单位样值响应之和,即有

h(n)=h1(n)+h2(n)

图5-27 子系统并联
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5.4.5 用h(n)分析离散系统的因果性和稳定性

类似于连续时间系统的单位冲激响应h(n),在离散系统时域分析中,也可以根据h(n)
来分析系统的因果性和稳定性,以此来区分因果系统和非因果系统、稳定系统和不稳定

系统。

1.
 

系统的因果性

一个离散时间系统具有因果性的充分必要条件可表示为

h(n)=0 (n<0)
式中,h(n)是当激励为δ(n)时的零状态响应,δ(n)是在零时刻加入,故若为因果系统,响应

h(n)只有在n≥0时刻值存在,在n<0时的值均应为零。

2.
 

系统的稳定性

一个离散时间系统是稳定系统的充分必要条件可表示为

∑
+∞

n= -∞
|h(n)|≤M

式中,M 为有界正值。由此可见,稳定的离散时间系统,其时域特性h(n)应是一个收敛序

列,即

lim
n→+∞

h(n)=0

  例5-15 已知某系统的单位样值响应为h(n)=anu(n),请判断

(1)
 

该系统是否是因果系统?
(2)

 

该系统是否是稳定系统?
解 (1)

 

因为,当n<0时

u(n)=0
所以

h(n)=anu(n)=0 (n<0)
故可以判断该系统是因果系统。

(2)
 

根据a 的取值,可以判定当|a|>1时

lim
n→+∞

an ≠0

此时,系统不稳定。当|a|<1时

lim
n→+∞

an =0

此时,系统稳定。或者根据稳定系统判定条件

∑
+∞

n= -∞
|h(n)|≤M

计算下式得到

∑
+∞

n= -∞
|h(n)|=∑

+∞

n=0
|a|n

这是一个等比数列,公比为|a|,故当|a|<1时,∑
+∞

n= -∞
|h(n)|收敛,此时系统稳定,当|a|>1

时,∑
+∞

n= -∞
|h(n)|发散,故系统不稳定。
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5.5 相关的 MATLAB函数

1.
 

impulse
功能:

 

求解连续时间系统冲激响应。
调用格式:

  

y=impulse num den t 

其中,若描述系统的微分方程为

 Cn
dnr(t)
dtn +Cn-1

dn-1r(t)
dtn-1 +…+C1

dr(t)
dt +C0r(t)

=Em
dme(t)
dtm +Em-1

dm-1e(t)
dtm-1 +…+E1

de(t)
dt +E0e(t)

则:
 

num=[Em,Em-1,…,E1,E0];
 

den=[Cn,Cn-1,…,C1,C0];
  

t为计算系统响应的抽样

点向量;
 

y为系统冲激响应。

2.
 

step
功能:

 

求解连续时间系统阶跃响应。
调用格式:

  

y=step num den t 

其中,若描述系统的微分方程为

 Cn
dnr(t)
dtn +Cn-1

dn-1r(t)
dtn-1 +…+C1

dr(t)
dt +C0r(t)

=Em
dme(t)
dtm +Em-1

dm-1e(t)
dtm-1 +…+E1

de(t)
dt +E0e(t)

则:
 

num=[Em,Em-1,…,E1,E0];
 

den=[Cn,Cn-1,…,C1,C0];
  

t为计算系统响应的抽样

点向量;
 

y为系统阶跃响应。

3.
 

filter
功能:

 

求解离散时间系统零状态响应数值解。
调用格式:

  

y=filter b a x 

其中,b、a分别为系统的差分方程

 a0y(n)+a1y(n-1)+a2y(n-2)+…+aNy(n-N)

=b0x(n)+b1x(n-1)+b2x(n-2)+…+bMx(n-M)

两端的系数向量[b0,b1,…,bM]、[a0,a1,…,aN];
 

x为输入序列;
 

y为输出序列。

4.
 

impz
功能:

 

求解离散时间系统单位样值响应。
调用格式:

  

h=impz b a k 

其中,b、a分别为系统的差分方程

 a0y(n)+a1y(n-1)+a2y(n-2)+…+aNy(n-N)

=b0x(n)+b1x(n-1)+b2x(n-2)+…+bMx(n-M)

两端的系数向量[b0,b1,…,bM]、[a0,a1,…,aN];
 

k为输出序列的取值范围;
 

h为系统单位

样值响应。
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习题

5-1 判断下列系统是否为线性的、时不变的、因果的,其中e(t)表示系统的输入,r(t)
表示输出。

(1)
  

r(t)=
de(t)
dt

;
 

(2)
  

r(t)=e(t)u(t);
 

(3)
  

r(t)=e(1-t);
 

(4)
  

r(t)=e2(t)。

5-2 以下每个系统x(n)表示激励,y(n)表示响应。判断每个激励与响应的关系是否

线性的? 是否时不变的?
(1)

  

y(n)=2x(n)+3;
 

(2)
 

y(n)=x(n)sin
2π
7n+

π
6  。

5-3 有一线性时不变系统,当激励是e1(t)=u(t)时,响应r1(t)=e-αtu(t),试求当激

励是e2(t)=δ(t),响应r2(t)的表示式(假定起始时刻系统无储能)。

5-4 已知描述系统的微分方程和起始状态如下,试求其零输入响应、零状态响应和全

响应。

(1)
  d2

dt2
r(t)+4

d
dtr
(t)+3r(t)=e(t),r(0-)=r'(0-)=1,e(t)=u(t);

 

(2)
  d2

dt2
r(t)+4

d
dtr
(t)+4r(t)=e'(t)+3e(t),r(0-)=1,r'(0-)=2,e(t)=e-tu(t)。

5-5 求下列微分方程描述的系统冲激响应h(t)和阶跃响应g(t)。

(1)
 d
dtr
(t)+3r(t)=2

d
dte
(t);

 

(2)
 d2

dt2
r(t)+

d
dtr
(t)+r(t)=

d
dte
(t)+e(t)。

5-6 如题图5-6所示的电路,若以e(t)为输入,uc(t)为输出,R1=1Ω,R2=1Ω,C=
2F。试列写其微分方程,并求出冲激响应和阶跃响应。

题图 5-6

5-7 列出题图5-7所示系统的差分方程,指出其阶次。

5-8 解差分方程y(n)+2y(n-1)=n-2,已知y(0)=1。

5-9 解差分方程y(n)+2y(n-1)+y(n-2)=3n,已知y(-1)=0,y(0)=0。
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题图 5-7

5-10 解差分方程y(n)+y(n-2)=sin(n),已知y(-1)=0,y(-2)=0。

5-11 描述某LTI离散系统的差分方程为

y(n)-y(n-1)-2y(n-2)=x(n)

并且已知y(-1)=-1,y(-2)=
1
4
,x(n)=u(n),求该系统的零输入响应yzi(n)、零状态

响应yzs(n)及全响应y(n)。

5-12 求下列差分方程所描述的离散时间系统的单位样值响应。
(1)

  

y(n)+2y(n-1)=x(n-1);
 

(2)
 

y(n)-y(n-2)=x(n)。

5-13 求题图5-13所示的各系统的单位样值响应。

题图 5-13

5-14 以下各序列中,x(n)是系统的激励,h(n)是线性时不变系统的单位样值响应。
分别求出系统的响应y(n),并画出波形(请利用卷积来做)。

(1)
 

x(n),h(n)见题图5-14(a);
 

(2)
 

x(n),h(n)见题图5-14(b);
 

(3)
 

x(n)=αnu(n)(0<α<1);
 

h(n)=βnu(n)(0<β<1,β≠α)。
(4)

 

x(n)=u(n);
 

h(n)=δ(n-2)-δ(n-3)。

5-15 已知线性时不变系统的单位样值响应h(n)以及输入x(n),求输出y(n),并绘

图示出y(n)。
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题图 5-14

(1)
  

h(n)=2n[u(n)-u(n-4)],x(n)=δ(n)-δ(n-2);
 

(2)
  

h(n)= 1
2  

n

u(n),x(n)=u(n)-u(n-5)。

5-16 如题图5-16所示的系统包括两个级联的线性时不变系统,它们的单位样值响应

分别为h1(n)和h2(n)。已知h1(n)=δ(n)-δ(n-3),h2(n)=(0.8)nu(n)。令x(n)=
u(n)。

(1)
 

按下式求y(n)。

y(n)=[x(n)*h1(n)]*h2(n) (* 表示卷积符号)

  (2)
 

按下式求y(n)。

y(n)=x(n)*[h1(n)*h2(n)] (* 表示卷积符号)

  (3)
 

系统的总冲激响应h(n)。

题图 5-16

上机习题

5-1 已知某LTI系统的微分方程为

d2r(t)
dt +3

dr(t)
dt +2r(t)=

de(t)
dt +5e(t)

  (1)
 

用 MATLAB命令求解绘出0≤t≤10区间内系统的冲激响应h(t)。
(2)

 

用 MATLAB命令求解并绘出0≤t≤10区间内系统的阶跃响应g(t)。

5-2 已知某LTI系统的微分方程为

d2r(t)
dt +5

dr(t)
dt +6r(t)=5e(t)

式中,e(t)=e-tu(t)。用 MATLAB中的lsim命令绘出0≤t≤10区间内系统的零状态

响应。
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  5-3 已知某LTI系统的差分方程为

y(n)-
5
6y
(n-1)+

1
6y
(n-2)=x(n)

  (1)
 

用 MATLAB中的impz函数求解并绘出0≤n≤50区间内该系统的单位样值

响应。
(2)

 

用 MATLAB中的filter函数求解并绘出当激励信号x(n)=2nu(n)时,该系统的

零状态响应。


