
     

固体中电子的运动状态不仅决定了固体结合的类型,也很大程度上决定了固体的电学、
磁学、光学特性。研究电子运动规律的理论称为“电子论”。

电子论的发展可以追溯到1896年洛伦兹首次提出电子的概念,次年,J.J.汤姆逊证明

了电子的存在。这两位科学家因此分别获得1902年和1906年诺贝尔物理学奖。
1900年,德鲁德(Paul

 

Drude,1863—1906,德国)借用气体分子运动论提出了基于“电
子气”的经典自由电子论。所谓“气”不是指气体,而是电子运动状态的一种描述。德鲁德提

出金属中含有数量巨大的自由电子,基于成熟的气体分子动力学,这些自由电子构成了一种

特殊的气体———“经典电子气”。这个模型做了以下的近似和假设。
•

 

独立电子近似:
 

忽略电子与电子之间的相互作用。
•

 

自由电子近似:
 

电子没有与离子碰撞时,忽略电子与离子之间的相互作用。
•

 

碰撞:
 

电子突然改变速度的瞬时事件,是由于碰到不可穿透的离子实而被反弹,忽
略电子之间的相互碰撞;

 

通过碰撞电子和离子交换能量,在一定温度下达到热平衡

状态;
 

碰撞后电子的速度只与温度有关,服从麦克斯韦速度分布率,与碰撞前电子

速度无关。
•

 

弛豫时间:
 

单位时间内电子发生碰撞的概率是1/τ,τ
 

为弛豫时间(或平均自由时

间,即前后两次碰撞之间的平均时间),弛豫时间与电子位置、速度无关。
根据德鲁德模型的近似和假设,在两次碰撞之间,每个电子做匀速直线运动,势能可以

被忽略,总能量全部是动能;
 

在有外场的情况下,电子的运动服从牛顿定律。
之后洛伦兹对德鲁德模型做了改进,提出“经典电子气”服从麦克斯韦-玻尔兹曼统计分

布规律,可以用经典力学定律对其进行定量的计算。
经典自由电子论能解释欧姆定律和反映电导率与热导率之间关系的维德曼-弗兰兹定

律(Wiedemann-Franz
 

law,对于所有金属,在一定温度下热导率和电导率之比是相同的),
但在分析常温下金属电阻率与温度成正比的关系,以及电子比热容等现象时却遇到不可逾

越的困难。其原因在于电子的行为在很大程度上偏离了经典力学理论,经典自由电子论存

在致命的缺陷,需要用量子力学理论来分析电子的运动状态。
1925年,费米和狄拉克基于泡利不相容原理,提出电子气体的新统计方法———费米-狄

拉克统计;
 

之后,1928年,索末菲使用费米-狄拉克统计,提出索末菲电子气模型,给出费米

气体、费米球、费米波矢等固体电子理论中的一系列重要概念。索末菲电子气模型的基本假
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设与德鲁德的经典电子气模型很类似,但是明确了电子满足量子理论的费米-狄拉克分布,
即电子被处理成服从量子统计的费米子。
1928年,布洛赫(Felix

 

Bloch,1905—1983,瑞士)提出“周期性势场”的概念,给出电子

在周期性势场中运动状态的描述,即固体电子能带理论———量子固体电子理论的基础。布

洛赫因此被称为“固体物理之父”。1963年,科恩(Walter
 

Kohn,1923—2016,奥地利)建立

密度泛函理论,为精确计算元素和化合物能带奠定了基础,由此发展起了量子化学和计算材

料学,科恩因此获得1998年诺贝尔化学奖。
从理论上得到材料的能带结构以及相关的费米面、能态密度和电子云分布(或笼统地简

称为材料的能带结构或电子结构),需要大量的数值计算。这方面的进步既依赖于理论方法

上的发展,也很强地依赖于计算机技术的革新。能带结构的计算同时也成为一个专门的领

域,不仅可以解释实验结果,还可以可靠地预言材料的许多性质,并在某些情形下导致实验

方面的重要发现。
本章首先给出索末菲自由电子论,即电子在自由空间的运动规律;

 

在此基础上,重点讲

述布洛赫的固体电子能带理论,分析在晶格周期势场中电子的运动状态;
 

最后给出费米统

计分布的概念。

3.1 索末菲自由电子论

3.1.1 波函数与E-k关系

  金属中含有数量巨大的自由电子,按照索末菲模型,我们来分析自由电子在势能为U0
的无限空间中运动(电子间的相互作用忽略不计)。这里要用到式(2-8)的能量本征值方程:

 

-
2

2m
2+U0  ψ(r)=Eψ(r)

 

(3-1)

其中,m 是电子的质量。为简单起见,可选取U0=0,展开拉普拉斯算符,则有

-
2

2m
∂2

∂x2
+∂

2

∂y2
+∂

2

∂z2  ψ(r)=Eψ(r) (3-2)

根据牛顿力学能量E 和动量p的关系E=12mp
2以及p=k,可得

E(k)=
2k2
2m

(3-3)

即

k2=2mE2 (3-4)

代入式(3-1),则有

2ψ(r)+k2ψ(r)=0 (3-5)
上式有通解:

 

ψk(r)=Aexp(ik·r) (3-6)
其中,A 为归一化因子,可由归一化条件确定:
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∫(V)ψ*kψkdτ=1 (3-7)

A= 1
V

(3-8)

这里V 为空间体积。所以有

ψk(r)=
1
V
exp(ik·r) (3-9)

  式(3-9)所示的波函数ψk(r)为平面波,具有确定的k,即确定的动量p=k。由

|ψk(r)|2=V∫1Vexp(-ik·r)exp(ik·r)dr=1

可知,该波函数所描述的电子在空间各点出现的概率都相同(不依赖于空间位置),换言之,
其位置是完全不确定的。这正是量子力学的测不准原理,即位置和动量是一对非互易量,一
个确定了,另一个就完全不确定了。

图3.1 自由电子在无限空间的运

动状态———E-k关系

式(3-3)和式(3-4)给出了能量E 和波矢量k(动
量)的关系。如图3.1

 

所示,自由电子的E-k关系可

以用一条抛物线来描述。对式(3-3)求两次导数得

1
m =12

d2E
dk2

(3-10)

上式表明,图3.1中抛物线每一点上切线斜率的变化

率与电子质量m 的倒数成正比,即质量决定了粒子

能量和动量的关系。根据前边提到的自由电子气模

型的近似和假设,金属中自由电子的势能可以被忽

略,总能量E 全部是动能。

3.1.2 能级与态函数

实际的晶体都是具有有限尺寸、有边界的。设晶体为图3.2所示的平行六面体,其棱边

Lx、Ly、Lz 分别沿原胞三个基矢αx、αy、αz 方向,三个基矢的长度分别为ax、ay、az,Nx、
Ny、Nz 分别为沿三个基矢方向的原胞数,可得棱边长分别为

Lx =Nxax (3-11)

Ly=Nyay (3-12)

Lz=Nzaz (3-13)
  可统一写成

Li=Niai (i=x,y,z) (3-14)
  为了处理在有限空间中电子的运动状态,1921年,波恩(Max

 

Born,1882—1970,德国)
和希尔伯特的学生冯·卡门(Theodore

 

von
 

Krmn,1881—1963,美国)提出了著名的波恩-
卡门条件,也称为周期性边界条件。以一维情况为例,即以一个环状链作为有限链的近似模

型,如图3.3所示。这个模型包含有限数目的原胞,而沿环运动仍可看作无限长链,把晶体

看成首尾相接的环状链,固体中的波以晶体总的宏观尺度为周期:
 

ψk(r)=ψk(r+Li)=ψk(r+Niαi) (3-15)
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图3.2 设晶体为一个平行六面体 图3.3 首尾相连的波恩-卡门环状链模型

利用周期性边界条件避免了对于有限原胞链两端原胞的特殊处理,这里实际上忽略了

有限晶体界面上的原胞与内部原胞的区别。对于宏观尺度的晶体,由于处在界面处的原胞

数比例很小,周期性边界条件是一个很好的近似;
 

但当晶体的尺度小至纳米量级,处于边界

处的原胞比例增大到不可忽视的程度时,波恩-卡门条件将不再适用。
由波恩-卡门条件可以推出:

 

1
V
exp(ik·r)= 1

V
exp[ik·(r+Niαi)]  (3-16)

exp(ik·Niαi)=1 (3-17)
要满足式(3-17),k的分量须具有如下的形式:

 

kx =
2πlx

Lx
(3-18)

ky=
2πly

Ly
(3-19)

kz=
2πlz

Lz
(3-20)

即

ki=
2πli

Li
(3-21)

其中,li 为整数。可以看出,在有限尺寸的晶体中,电子波函数ψk(r)的波矢k是不连续分

布的,它的最小单元是

Δkx =2πLx
, Δky=2πLy

, Δkz=2πLz
(3-22)

  波矢的最小单元Δki 与体系尺度Li 的大小有关,Li 越大,Δki 则越小。即边界效应使

得在自由空间连续取值的ki 只能取分立值,抛物线分布的E-k关系变成了离散的点,如
图3.4所示。宏观物体的Li=Niai 很大,所以ki 点分布很密,可以认为是准连续的;

 

当

Li 无穷大时,ki 趋于连续分布,即晶体具有无限大体积的情况。
这些离散取值的k,每一个k代表一个电子运动可能(被允许)的状态,即本征态,由相

应的本征波函数来描述,对应一个能量的本征值。这些本征态在k空间中排成一个点阵,
如图3.5所示,每一个量子态在k空间中所占的体积:
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图3.4 由于边界的存在,ki 只能取离散的值

图3.5 由于k取离散的值,每个k值所对应的本征态在波矢k空间占有一个体积元

ΔkxΔkyΔkz=
(2π)3

LxLyLz
=
(2π)3

V'
(3-23)

如果图3.2所示的晶体为立方晶系,则V'即为晶体的体积。
k空间点阵密度(即单位k空间可能有的k取值的数目)为

k空间的点阵密度=k
的所有取值数

整个k空间体积

即为式(3-23)的倒数:
 

ρ(k)=
V'
(2π)3

(3-24)

考虑电子自旋,每个k值可对应两个自旋不同的状态(这两个状态能量简并,k也简并),所
以k标度下的态密度,即单位k空间的本征态的数目g(k)为

g(k)= 2V'(2π)3
=const (3-25)

可以看到,当晶体的宏观尺度V'=LxLyLz 确定了,k标度下的态密度为一常数。
由k标度下的态密度g(k)可以推导出能量标度下的状态密度N(E),即在单位能量间

隔E→E+ΔE 中含有的本征态的数目,也称为能态密度。若设ΔZ 表示能态数目,则能态

密度函数的定义为

N(E)=limΔZΔE
(3-26)
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如果没有特别说明是k标度,我们常说的态密度一般特指能态密度。

图3.6 一个确定的|k|2对应一个

球形等能面

由式(3-3)可知

E=
2

2m
(k2x +k2y+k2z) (3-27)

如图3.6所示,一个确定的|k|2对应一个球形等能

面,不同的kx、ky、kz 对应不同的电子状态,球形等

能面对应多个电子的状态。
在能量为E 的等能面形成的球体中,波矢k允

许的取值总数为

ρ(k)
4
3π|k|

3 (3-28)

如前所述,每一个k的取值确定一个电子能级。考虑

电子自旋,每一个能级可以填充自旋方向相反的两个电子。所以能量为E 的球体中,电子

能态总数为

Z(E)=2ρ(k)
4
3π|k|3=2V'

8π3
4
3π
(2m)

3
2

3 E
3
2 =V'(2m)

3
2

3π2 3 E
3
2 (3-29)

上式对E 求导:
 

dZ=V'
2π2

2m
2  3

/2
E1/2dE=N(E)dE (3-30)

由式(3-26)能态密度(态密度)的定义,可得

N(E)=limΔZΔE=dZdE=V'
2π2

2m
2  3

/2
E1/2 (3-31)

图3.7 电子的能态密度(态密度)

可见,电子的能态密度并不是均匀分布的,电子能量越

高,能态密度就越大,如图3.7所示。
前面分析的是体材料的态密度,如果是二维晶体情

况就不同了。如图3.8所示二维量子阱材料,这时

式(3-24)的k空间点阵密度为ρ(k)二维=
S
(2π)2

,S为二维

晶体的面积(亦称为二维体积);
 

二维晶体态密度N(E)的
求法与三维晶体类似,但要用圆形等能线替代球形等能

面,式(3-28)变为求能量为E 的等能线形成的圆中波矢k
允许的取值总数,再代入式(3-29)。

图3.8 量子阱材料的态密度
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3.2 周期势场中电子的运动状态

3.2.1 布洛赫定理

  经典电子论及半经典电子论在分析晶体的很多特性时取得了成功,但仍然有很多现象

无法解释。布洛赫非常了解经典电子论及半经典电子论的优缺点。他敏锐地看到,尽管索

末菲用量子统计代替了德鲁德的玻尔兹曼统计,但他保留了理想电子气的假设,所以不能真

正解释电子长平均自由程、电阻与温度的关系等问题。布洛赫抓住了问题的关键:
 

电子是

在离子间运动的,所以不能忽略离子的影响而看成自由电子。为了描述周期性势场:
 

V(r)=V(r+Rn) (3-32)
中电子运动的一般性特点,布洛赫提出布洛赫定理———薛定谔方程的解与自由电子德布罗

意波的解差一个周期性的调幅因子:
 

ψ(r)=eik
·ru(r) (3-33)

即在周期性势场中运动的电子波函数具有调幅平面波的形式,如图3.9所示。图中虚线慢

变平面波部分是自由电子波函数eik·r,实际上代表了自由粒子在晶体中传播的行波,平面

波因子反映了电子在各个原胞之间的共有化运动,德鲁德和索末菲的自由电子论只是研究

了这个共有化运动;
 

实线快变的调幅因子是与晶格周期性相同的周期函数,它的振幅由一

个原胞到另外一个原胞周期性地振荡,反映了单个原胞中电子的运动:
 

u(r+Rn)=u(r) (3-34)
式(3-33)的ψ(r)=eik

·ru(r)称为布洛赫函数(Bloch
 

wavefunction)。u(r)与周期势场V(r)
有着同样的周期,是薛定谔方程在周期势场V(r)中的本征函数,用布洛赫函数描述的电子

称为布洛赫电子。

图3.9 周期势场中运动的电子波函数

布洛赫定理还有另一种表述:
 

在晶格周期性势场V(r)=V(r+Rn)中,电子的波函数ψ
具有这样的性质:

 

ψ(r+Rn)=e
ik·Rnψ(r) (3-35)

即当平移晶格矢量Rn 时,波函数只增加了位相因子eik
·Rn。

下面证明布洛赫定理。由晶格的平移对称性,设电子的概率密度n(r)=|ψ(r)|2
 

在平

移操作TR 下是不变的:
 

TR
 n(r)=n(r+Rn)=n(r) (3-36)

这里

Rn=∑
i
niαi, i=x,y,z (3-37)

因此,在相邻原胞中相应位置的波函数应该就差一个简单相位系数(即模的平方是一样的,
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相位不一定一样):
 

ψ(r+αi)=e
iθiψ(r) (3-38)

由式(3-15)周期性边界条件(波恩-卡门条件)可知

eiNiθi =1 (3-39)
因此有

θi=2πNi
li, li 为整数 (3-40)

由式(3-21)和式(3-40),得

ψ(r+Rn)=ψr+∑
i
niαi  =e

i∑
i

2π
Ni
lini

ψ(r)=e
ik·Rnψ(r) (3-41)

式(3-35)的布洛赫定理得证。

3.2.2 近自由电子近似

1.5节描述了在特定方向上,当入射电磁波的空间频率(波矢)等于晶格空间频率(倒格

矢)半数的整数倍时会发生衍射极大。对于晶格中的电子波函数,也有类似的规律。分析晶

格中电子的运动状态,即解周期势场中的薛定谔方程。求解包含周期势的薛定谔方程是很

难的,实际各种体系的能量本征值问题除了少数情况外,往往不能严格求解,因此需要采用

合适的近似解法,微扰理论是应用最广泛的近似方法。微扰理论的基本思想是把哈密顿量

分为H0和H'两个部分,H0的本征值和本征函数是比较容易解出的,与H0相比,H'是一

个很小的量,称为微扰,因此可以在H0的基础上,把微扰H'的影响逐级考虑进去,获得周

期势场下对电子本征值和本征函数的修正,以求出尽可能精确的近似解。
近自由电子近似,也称为弱晶格势近似(weak

 

potential
 

approximation)是一种常用的

图3.10 晶格中周期势场的

分布特点

方法。从图3.10所示晶体内部周期势场示意

图可以看出,只有在接近离子实的区域,势场会

急剧下降,出现极大的负值;
 

而在远离离子实

的区域,比如两个离子实之间的区域,势场是接

近零且变化缓慢的。近自由电子近似的具体思

路是假定晶体中电子是在很弱的周期势场中运

动,电子的运动状态接近自由电子,但同时受到

周期势场的影响;
 

由于周期势场很弱,所以其对电子状态的影响可以用微扰理论处理;
 

自

由电子哈密顿量(索末菲自由电子模型)被选为零级哈密顿量H0,晶格的周期势场则作为

微扰H'。该方法适用于描述参与共有化运动的外层价电子的运动状态。
设晶格周期势场为

V(r)=V(r+Rn) (3-42)
  由式(2-8)可知,周期势场下电子的能量本征值方程:

 

-
2

2m0
2+V(r)  ψ(r)=Eψ(r) (3-43)

式中,m0为电子的质量,当V(r)=0时,式(3-43)即为自由电子的波动方程。这里用到了

两个近似,一个是绝热近似,另一个是自洽场近似。所谓绝热近似即没有考虑原子核的振
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动,认为原子核是静止不动的;
 

自洽场近似则认为电子是完全一样的,这样只要研究一个电

子的状态即可。
为简单起见,先分析一维晶格的情况。一维周期势场中有

-
2

2m
d2

dx2
+V(x)




 






ψk(x)=Eψk(x) (3-44)

设周期变化的势场V(x)由两部分组成:
 

V(x)=V0+ΔV (3-45)

图3.11 只考虑周期势场的平均场时

基态能量本征值

式中,V0 是周期势场的平均场,ΔV 为对平均场

的偏离量。当ΔV=0,即只考虑周期势场的平均

场时,式(3-44)的解是没有微扰的自由态,称为

基态:
  

ψ
(0)
k (x)=

1
L
eikx (3-46)

式中,L=Na是一维晶格的宏观尺寸,N 为原胞

数,a为晶格常数。如图3.11所示,与3.1节中

索末菲模型的结果相类似,k取离散值:
 

k=l
Na
(2π), l为整数 (3-47)

对应每一个k态能级本征值的零次近似解:
 

E0k=
2k2
2m0

+V0 (3-48)

当ΔV≠0时:
 

H =-
2

2m
d2

dx2
+V(x), V(x)=V0+ΔV (3-49)

将V(x)展开成傅里叶级数:
 

V(x)=∑
n
Vnexpi

2π
anx




 




=V0+∑
n
'Vnexpi

2π
anx




 


 (3-50)

则有

H =-
2

2m
d2

dx2
+V(x)

=-
2

2m
d2

dx2
+V0+∑

n≠0
Vnexpi

2πnx
a  =H0+H' (3-51)

其中:
 

H0=-
2

2m
d2

dx2
+V0 (3-52)

H'=∑
n≠0

Vnexpi
2πnx
a  (3-53)

式中,n为整数,H0就是零级哈密顿量,H'是微扰项。可以看出,ΔV=0时的基态就是H0

的本征值,在此基础上,把H'的影响逐级考虑进去,获得周期势场下对电子能级(能量本征

值)的修正,以求出式(3-51)尽可能精确的近似解。
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根据微扰理论,把电子能量E(k)和波函数ψ(k)分别展开成

E(k)=E(0)
k +E(1)

k +E(2)
k +… (3-54)

ψk=ψ
(0)
k +ψ

(1)
k +ψ

(2)
k +… (3-55)

将以上各展开式代入式(3-44)的能量本征值方程中,得到各阶微扰方程:
 

H0ψ
(0)
k =E(0)

k ψ
(0)
k ———零阶微扰方程 (3-56)

H0ψ
(1)
k +H'ψ

(0)
k =E(0)

k ψ
(1)
k +E(1)

k ψ
(0)
k ———一阶微扰方程 (3-57)

H0ψ
(2)
k +H'ψ

(1)
k =E(0)

k ψ
(2)
k +E(1)

k ψ
(1)
k +E(2)

k ψ
(0)
k      
———二阶微扰方程 (3-58)

式(3-46)中的ψ
(0)
k 即是零阶微扰方程的解,具有正交归一性,即

∫
L

0ψ
(0)*
k' ψ

(0)
k dx=δk'k (3-59)

证明如下:
 

∫
Na

0ψ
(0)*
k' ψ

(0)
k'dx=1L∫

Na

0
ei(k-k')xdx

=
1 k=k'

1
iL(k-k')e

i(k-k')x
Na

0
=0 k≠k' =δk'k (3-60)

用狄拉克符号可表示成

∫
L

0ψ
(0)*
k' ψ

(0)
k dx=<k'|k>=δk'k (3-61)

  由微扰理论可以得到能量和波函数各级修正项的表达式。能量的一级修正项为

E(1)
k =∫(ψ0k)*[ΔV]ψ0kdx=<k'|ΔV|k> (3-62)

能量的二级修正项为

E(2)
k =∑

k'
'|<k'|ΔV|k>|2

E0k-E0k'
(3-63)

这里暂不考虑简并|E0k-E0k'|~0的情况,∑
k'
'代表积分中不包括k'=k这一项。

波函数的一级修正项:
 

ψ
(1)
k =∑

k'
'
<k'|ΔV|k>
E0k-E0k'

ψ0k' (3-64)

下面分别求解式(3-62)~式(3-64)。将ΔV=V(x)-V0代入式(3-62),可得

E(1)
k =∫(ψ0k)*[V(x)-V0]ψ0kdx=∫(ψ0k)*V(x)ψ0kdx-V0∫(ψ0k)*ψ0kdx=V0-V0=0

(3-65)
即能量的一级修正项为零。将式(3-51)所示微扰项ΔV 展开:

 

ΔV=∑
n
'Vnexpi

2π
anx



 


 (3-66)

代入能级的二级修正式(3-63),有

<k'|ΔV|k>= 1Na∫
Na

0
exp(-ik'x)ΔVexp(ikx)dx


