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学习目标

•
 

了解随机过程的基本概念。

•
 

了解随机过程的定义。

•
 

掌握随机过程的概率分布。

•
 

了解随机过程的数字特征。

•
 

了解平稳随机过程,包括定义、各态历经性和功率谱密度等。

•
 

掌握高斯随机过程,包括定义、重要性质和正态分布。

•
 

掌握窄带随机过程,包括定义、统计特性。

•
 

了解平稳随机过程通过线性系统。

•
 

了解白噪声,包括白噪声的概念、低通白噪声和带通白噪声。
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3.1 随机过程的基本概念

1.
 

随机函数(随机信号)

  随机函数是随某些参量变化的随机变量。通常将以时间为参量的随机函数称为随机过

程,也称为随机信号。
在数学上,随机信号是指不能用明确的数学关系式来描述,无法预测未来时刻精确值,

只能用样本或数据序列的统计性质来描述的信号。

2.
 

随机信号的研究方法

随机信号的研究方法是用统计的方法。
按随机试验进行观察,将观察中获得的具有随机性的样本或数据序列抽象为随机信号

(或称为不确定性信号),用统计的方法研究随机信号在时域、频域、时频域的分布规律以及

数字特征。

3.
 

随机信号主要特点

与确定性信号相比,随机信号有以下三个主要特点:
 

(1)
 

随机信号的任何一个实现,都只是随机信号总体中的一个样本;
(2)

 

任一时间点上随机信号的取值都是一个随机变量,只能用概率函数和集合平均这

样的数字特征值来描述;
(3)

 

平稳随机信号在时间上是无始无终的,其能量是无限的,傅里叶变换并不存在,因
此平稳随机信号不能用通常的频谱来表示。

4.
 

随机变量

随机变量是一个数值函数,它将样本空间中的每个可能结果映射到一个实数值。
设随机事件ei 分别用数值xi 来表示,则随机变量X 可表示为

X={ei}={xi} (i=1,2,…) (3-1)

  X 以一定的概率来取某一个xi 值,而xi 是用一个确定的数值来表示。
随机变量表示了随机事件的数值特征,它可以描述某个事件的结果或属性。随机变量

可以分为两种类型:
 

离散随机变量和连续随机变量。
当随机变量的取值个数为有限或无穷可数时,称为离散随机变量,否则为连续随机

变量。

3.2 随机过程的定义

自然界变化的过程可以分为确定过程和随机过程两大类。
确定过程是指每次观测所得结果都相同,都是时间t的一个确定的函数,具有确定的变

化规律;
 

而随机过程是指每次观测所得结果都不同,都是时间t的不同函数,观测前又不能

预知观测结果,并没有确定的变化规律。
随机过程就是随机试验中所有结果的“样本函数”的集合总体。
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每次试验结果所得的时间函数称为一个“样本函数”。由所有的样本函数可以构成一个

“样本空间”。
如某公司通信交换机的输出噪声电压测试结果,用样本函数和样本空间两个过程进行描述。
(1)

 

样本函数xi(t):
 

每测试一次,就会记录一条随时间变化的波形xi(t),都是一个确

定的时间函数xi(t)。
(2)

 

样本空间X(t):
 

经过连续n 次测试,所记录的是n 条形状各不相同的时间波形,
而且在每次观测之前都无法预知将会出现哪一个波形,它可能是x1(t),也可能是x2(t),

x3(t),…,xn(t),…,所有这些可能出现的时间波形的全体{x1(t),x2(t),…,xn(t),…}就
构成一个随机过程,记作X(t),而其中的任意一个波形xi(t)称为随机过程X(t)的一个样

本函数或一次实现,随机过程的波形如图3-1所示。

图3-1 随机过程的波形

同样,通信交换机输出噪声的随机过程实质上是随机

变量的延伸,是由所有可能出现的样本函数构成的。在某

次观测中,观察到的只是这个随机过程中的一个样本,至于

是哪一个样本,在观测之前是无法预见的,这正是随机过程

随机性的表现。这种随机性还可表现为,随机过程在任意

时刻的取值是一个随机变量。因此,随机过程又可定义为

在时间进程中处于不同时刻的随机变量的集合。
综上所述,随机过程兼有随机变量和时间函数的特点。

3.3 随机过程的概率分布

由于随机过程具有两重性,可以用与描述随机变量相似的方法来描述它的统计特性。
随机过程的概率分布有一维概率分布、二维概率分布和n 维(联合)分布函数。
一维概率分布是随机过程{X(t),t∈T}在任一时刻t

 

的状态是一维随机变量。
二维概率分布是随机过程{X(t),t∈T},当t

 

取任意两个时刻时,X(t)是二维随机变量。

1.
 

随机过程X(t)的一维概率分布

设X(t)表示一个随机过程,在任意时刻t1(t1∈T)时X(t1)为一维随机变量。而随机

变量的统计特性可以用概率分布函数来描述,将随机变量X(t1)≤x1 的概率P[X(t1)≤
x1],记作F1(x1,t1),为随机过程X(t)的一维分布函数,其表达式为

F1(x1,t1)=P[X(t1)≤x1] (3-2)

  若F1(x1,t1)对x1 的偏导数存在,则有

∂F1(x1,t1)
∂x1

=f1(x1,t1) (3-3)

式中,f1(x1,t1)为随机过程X(t)的一维概率密度函数,由于t1 时刻是任意取的,就可以把

t1 写为t,这样f1(x1,t1)可记为f1(x1,t)。
2.

 

随机过程X(t)的二维概率分布

对任意两个时刻t1,t2∈T,如X(t1)≤x1,X(t2)≤x2 两式同时成立,则有

F2(x1,x2;
 

t1,t2)=P{X(t1)≤x1,X(t2)≤x2} (3-4)



41   

  上式为随机过程X(t)的二维分布函数。
若F2(x1,x2;

 

t1,t2)对x1 及x2 的偏导数存在,则有

f2(x1,x2;
 

t1,t2)=
∂2F2(x1,x2;

 

t1,t2)
∂x1·∂x2

(3-5)

  成立,则f2(x1,x2;
 

t1,t2)为X(t)的二维概率密度函数。

3.
 

随机过程X(t)的n 维(联合)分布函数

一般对任意时刻的t1,t2,…,tn∈T
 Fn(x1,x2,…,xn;

 

t1,t2,…,tn)

=P X(t1)≤x1,X(t2)≤x2,…,X(tn)≤xn  (3-6)

  此式称为随机过程X(t)的n 维分布函数,描述随机过程在任意n 个时刻状态的统计

特性,它表明X1,X2,…,Xn 事件同时发生的概率。
若

f(x1,x2,…,xn;
 

t1,t2,…,tn)=
∂nF(x1,x2,…,xn;

 

t1,t2,…,tn)
∂x1∂x2…∂xn

(3-7)

  若式(3-7)成立,称为X(t)的n 维概率密度函数。当n 越大,用n 维分布函数(或n 维

概率密度函数)去描述随机过程就越充分。但在实践中,用高维(n>2)分布函数或概率密

度函数去描述随机过程时往往会遇到困难。

3.4 随机过程的数字特征

数字特征是指随机过程的取值具有的某些特定的统计平均值,反映了随机过程的基本

特性。
常用数学期望、方差和相关函数来描述随机过程的数字特征。

1.
 

数学期望(均值)
随机过程X(t)在任意给定时刻t1 的取值X(t1)是一个随机变量,其概率密度函数为

f1(x1,t1),则随机过程X(t1)的数学期望为

E[X(t1)]=∫
∞

-∞
x1f1(x1,t1)dx1

式中,t1 是任取的,则用
 

t替换t1,x
 

替换x1,上式就变为随机过程在任何时刻t的数学期

望,其表达式为

E[X(t)]=∫
∞

-∞
xf1(x,t)dx (3-8)

式中,X(t)的数学期望是时间的确定函数,常记作a(t),表示随机过程的n 个样本函数曲

线的摆动中心,如图3-1所示。

2.
 

方差

随机过程X(t)在任意时刻t
 

的方差定义为

σ2(t)=E [X(t)-a(t)]2  =E[X2(t)]-a2(t) (3-9)

式中,E[X2(t)]=∫
∞

-∞
x2f1(x,t)dx称为随机过程X(t)的均方值,方差σ2(t)反映了随机
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过程在任意时刻t对于数学期望a(t)的偏离程度。

3.
 

相关函数

数学期望和方差只是描述了随机过程在某个时刻的数字特征,而衡量随机过程在不同

时刻的取值之间的关联程度常用协方差函数C(t1,t2)和相关函数R(t1,t2)来表示。
协方差函数定义为

C(t1,t2)=E{[X(t1)-a(t1)][X(t2)-a(t2)]}

=∫
∞

-∞∫
∞

-∞
[x1-a(t1)][x2-a(t2)]f2(x1,x2;t1,t2)dx1dx2 (3-10)

式中,a(t1)和a(t2)分别是随机过程在t1 和t2 时刻的数学期望;
 

f2(x1,x2;
 

t1,t2)是随

机过程的二维概率密度函数。
相关函数定义为

R(t1,t2)=E[X(t1)X(t2)]

=∫
∞

-∞∫
∞

-∞
x1x2f2(x1,x2;

 

t1,t2)dx1dx2 (3-11)

式中,X(t1)和X(t2)分别是在t1 和t2 时刻观测得到的随机变量。
协方差函数与相关函数之间的关系为

C(t1,t2)=R(t1,t2)-a(t1)a(t2) (3-12)
式中,若a(t2)=0或a(t1)=0,则有C(t1,t2)=R(t1,t2),因此C(t1、t2)和R(t1、t2)是衡

量同一随机过程的相关程度,分别称为自协方差函数和自相关函数。

3.5 平稳随机过程

3.5.1 平稳随机过程的定义
 

1.
 

平稳随机过程

  随机过程可分为平稳和非平稳两大类,严格地说,所有信号都是非平稳的,但是对平稳

信号的分析要容易得多。
随机过程的统计特性不随时间推移而变,也就是说支配随机过程的规律不随时间而变,

将这类随机过程称为平稳随机过程;
 

反之,称为非平稳随机过程。
设一个随机过程X(t)的任意有限维分布函数与时间无关,对于时间t

 

的任意n 个数值

t1,t2,…,tn 和任意实数m,随机过程X(t)的n
 

维分布函数为

 Fn(x1,x2,…,xn;
 

t1,t2,…,tn)

=Fn(x1,x2,…,xn;
 

t1+m,t2+m,…,tn +m)

 n=1,2,… (3-13)

  概率密度函数为

 fn(x1,x2,…,xn;
 

t1,t2,…,tn)

=fn(x1,x2,…,xn;
 

t1+m,t2+m,…,tn +m)

 n=1,2,… (3-14)
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  上式的随机过程是在严格定义下的平稳随机过程,简称严平稳过程。

2.
 

广义平稳随机过程

平稳随机过程的统计特性不随时间的推移而改变。
一维概率密度函数与时间无关,则表达式为

f1(x1,t1)=f1(x1) (3-15)
  二维概率密度函数只与时间间隔τ=t2-t1 有关,则其表达式为

f2(x1,x2;
 

t1,t2)=f2(x1,x2;
 

τ) (3-16)

  其均值与t
 

无关,为常数a,其表达式为

E[X(t)]=∫
∞

-∞
x1f1(x1)dx1=a (3-17)

  其自相关函数只与时间间隔τ有关,其表达式为

R(t1,t2)=E[X(t1)X(t1+τ)]

=∫
∞

-∞∫
∞

-∞
x1x2f2(x1,x2;

 

τ)dx1dx2=R(τ) (3-18)

  因此,从数字特征均值和自相关函数的表达式可知,同时满足均值和自相关函数的过程

定义为广义平稳随机过程。显然,严平稳随机过程必定是广义平稳随机过程,反之不一定

成立。
在通信系统中所遇到的信号及噪声,大多数可视为平稳随机过程,研究平稳随机过程有

着很大的实际意义。

3.5.2 各态历经性

随机过程的均值和相关函数数字特征是对随机过程的所有样本函数的统计平均,但在

实际中常常很难测得大量的样本。
各态历经性是指平稳随机过程在满足一定的条件下具有一个有趣而又非常有用的特

性。具有各态历经性的过程,其数字特征(均为统计平均)完全可由随机过程中的任一实现

的时间平均值来代替。
设x(t)是平稳随机过程X(t)的任意一次实现(样本),其时间平均值定义为

a- =x(t)=lim
T→∞

1
T∫

T/2

-T/2
x(t)dt (3-19)

  时间相关函数定义为

R(τ)=x(t)x(t+τ)=lim
T→∞

1
T∫

T/2

-T/2
x(t)x(t+τ)dt (3-20)

  若平稳随机过程X(t)的统计平均值等于它的任意一个样本x(t)的时间平均值,则有

a=a-

R(τ)=R(τ) (3-21)

  满足式(3-21)则称平稳随机过程X(t)具有各态历经性。在通信系统中所遇到的随机

信号和噪声,一般均能满足各态历经性条件。

3.5.3 平稳随机过程自相关函数的特性

通过求出平稳随机过程的均值、方差和相关函数等数字特征,以及各种功率来了解平稳
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随机过程的自相关函数R(τ)的重要性。
平稳随机过程X(t)的均值为常数,自相关函数时间差τ=t2-t1,则
R(τ)=E[(X(t)X(t+τ)]具有如下主要性质:

 

(1)
 

R(0)=E[X2(t)] [X(t)的平均功率] (3-22)
(2)

 

R(∞)=E2[X(t)]=a2 [X(t)的直流功率] (3-23)
(3)

 

R(0)-R(∞)=σ2 [(方差),X(t)的交流功率] (3-24)
当均值为0时,有R(0)=σ2。
(4)

 

R(τ)=R(-τ) [τ的偶函数] (3-25)
(5)

 

|R(τ)|≤R(0) [τ=0时有最大值] (3-26)

3.5.4 平稳随机过程的功率谱密度

随机过程的频谱特性用它的功率谱密度来表示。
对于平稳随机过程X(t),可以把x(t)当作X(t)的一个样本。不同的样本函数具有不

同的功率谱密度,某一样本的功率谱密度不能作为过程的功率谱密度,因此,平稳随机过程

的功率谱密度应看作是对所有样本的功率谱密度的统计平均,故X(t)的功率谱密度可以定

义为

PX(ω)=E[Px(ω)]=E lim
T→∞

|XT(ω)|
2

T
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 =lim

T→∞

E[|XT(ω)|
2]

T
(3-27)

式中,XT(ω)是x(t)的截短函数xT(t)所对应的频谱函数。随机过程X(t)的平均功率可

表示为

P=
1
2π∫

∞

-∞
PX(ω)dω (3-28)

  平稳随机过程的自相关函数和功率谱密度服从维纳-辛钦关系。维纳-辛钦关系是指功

率信号的自相关函数与功率谱密度互为傅里叶变换关系,表达式为

PX(ω)=∫
∞

-∞
R(τ)e-jωτdτ=F[R(τ)] (3-29)

R(τ)=
1
2π∫

∞

-∞
PX(ω)ej

ωτdω=F-1[PX(ω)] (3-30)

  记为

R(τ)↔PX(ω) (3-31)

  用频率f 替代ω,ω=2πf,则有

R(τ)=∫
∞

-∞
PX(f)e

2jfτdω (3-32)

PX(f)=∫
∞

-∞
R(f)e-2jπτdτ (3-33)

R(τ)↔PX(f) (3-34)

  以上关系称为维纳-辛钦关系,它建立了频域与时域的关系。
从平稳随机过程表示的维纳-辛钦关系可得到以下两个结论。
(1)

 

当τ=0时,可得平稳过程的总功率为

R(0)=
1
2π∫

∞

-∞
PX(ω)dω=∫

∞

-∞
PX(f)df (3-35)



45   

  (2)
 

功率谱密度PX(f)具有非负性和实偶性,其关系表达式为

PX(f)≥0 和  PX(-f)=PX(f) (3-36)

3.6 高斯随机过程

高斯随机过程也称正态随机过程。通信系统中的热噪声符合高斯随机过程的统计特

性,称为高斯噪声。

3.6.1 高斯随机过程的定义

高斯随机过程是指随机过程X(t)的n 维(n=1,2,…)分布都服从正态分布,其n
 

维正

态概率密度函数的表达式为

 fn(x1,x2,…,xn;
 

t1,t2,…,tn)

=
1

(2π)n/2σ1σ2…σn|B|1/2
exp -1

2|B|∑
n

j=1
∑
n

k=1
|B|jk

xj -aj

σj  xk -ak

σk  􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁  (3-37)

式中,ak=E[X(tk)],σ
2
k=E[X(tk)-ak]

2,j=1,2,…,k=1,2,…。|B|为归一化协方差

矩阵的行列式,其表达式为

|B|=

1 b12 … b1n
b21 1 … b2n
︙ ︙ ︙ ︙

bn1 bn2 … 1
  |B|jk 为行列式|B|中元素bjk 的代数余因子,bjk 为归一化协方差函数,即

 

bjk =
E{[X(tj)-aj][X(tk)-ak]}

σjσk

3.6.2 高斯随机过程的重要性质

高斯随机过程有以下4方面的重要性质。
(1)

 

高斯过程的n 维分布只依赖各个随机变量的均值、方差和归一化协方差,在研究过

程中,只需考虑其数字特征。
(2)

 

若高斯过程是宽平稳的,则也是严平稳的。
(3)

 

若高斯过程在不同时刻的取值是不相关的,则它们也是统计独立的。
(4)

 

高斯过程经过线性变换后生成的过程仍是高斯过程。

3.6.3 一维高斯分布(正态分布)

1.
 

一维高斯分布(正态分布)的概率密度函数表达式

  高斯过程在任意时刻上的取值x 是一个一维高斯随机变量,它的一维概率密度函数表

达式为

f(x)=
1
2πσ
exp-

(x-a)2

2σ2  (3-38)
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图3-2 正态分布的概率密度函数

式中,a 和σ2 分别为均值和方差,均为常数。概率密度函数

曲线如图3-2所示。

2.
 

一维高斯分布(正态分布)的概率密度函数的特性

由式(3-38)和图3-2可知f(x)具有如下4方面的特性。
(1)

  

f(x)曲线对称于x=a
 

直线,其表达式为

f(a+x)=f(a-x) (3-39)

(2)
 

∫
∞

-∞
f(x)dx=1,且∫

a

-∞
f(x)dx=∫

∞

a
f(x)dx=

1
2
。

(3)
 

a 表示分布中心;
 

σ为标准偏差,表示集中程度;
 

f(x)的图形将随σ的减小而变得

尖锐,说明随机变量x 落在a 点附近的概率增大。
当a=0、σ=1时,则称f(x)为标准正态分布。

f(x)=
1
2π
exp-

x2

2  (3-40)

  (4)
 

f(x)在区间(-∞,a)内单调上升,在区间(a,∞)内单调下降,且在a 点处有极大

值 1
2πσ

,当x→(±∞)时,f(x)→0。

3.
 

误差函数和互补误差函数

在分析数字通信系统的抗噪声性能时,不仅要计算高斯随机变量X 小于或等于某一取

值x 的概率P(X≤x),而且还要用到正态分布函数,正态分布函数是概率密度函数的积

分,其表达式为

F(x)=P(X ≤x)=∫
x

-∞

1
2πσ
exp -

(z-a)2

2σ2
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 dz (3-41)

  为方便计算上式积分的结果,在数学手册上可查函数值的误差函数和互补误差函数。
(1)

 

误差函数的表达式为

erf(x)=
2
π∫

x

0
e-t2dt, x≥0 (3-42)

  误差函数是自变量的递增函数,erf(0)=0,erf(∞)=1,

erf(-x)=-erf(x)。

  (2)
 

互补误差函数的表达式为

erfc(x)=
2
π∫

∞

x
e-t2dt, x≥0 (3-43)

  互补误差函数是自变量的递减函数,erfc(0)=1,erfc(∞)=0,erfc(-x)=2-erfc(x)。
(3)

 

误差函数与互补误差函数的关系为

erfc(x)=1-erf(x) (3-44)

  (4)
 

互补误差函数近似式的表达式为

erfc(x)≈
1

x π
e-x2, x≫1 (3-45)

  因此,在分析通信系统的抗噪声性能时,利用erf(x)函数或erfc(x)函数表示F(x)的
特性。
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3.7 窄带随机过程

3.7.1 窄带随机过程的定义

  “窄带”的含义为频谱被限制在载波或中心频率附近的一个较窄的频带上,而这个中心

频率离零频率较远。
图3-3为窄带随机过程的频谱和波形图,随机过程X(t)的功率谱密度集中在中心频率

fc附近相对窄的频带范围Δf 内,满足Δf≪fc的条件,且fc≥0,则称该X(t)为窄带随机

过程。
窄带随机过程X(t)的表达式为

X(t)=aX(t)cos[2πfct+φX(t)], aX(t)≥0 (3-46)
式中,fc是中心频率;

 

aX(t)和φX(t)分别是窄带随机过程X(t)的包络函数和随机相位函

数,aX(t)和
 

φX(t)的变化相对于载波cos(2πfct)的变化要缓慢得多。

图3-3 窄带随机过程的频谱(功率谱)和波形示意图

3.7.2 窄带随机过程的统计特性

对X(t)=aX(t)cos[2πfct+φX(t)]进行三角函数展开,则有

X(t)=aX(t)cos(φX(t))cos(2πfct)-aX(t)sin(φX(t))sin(2πfct) (3-47)

  设Xc(t)=aX(t)cos(φX(t)),Xs(t)=aX(t)sin(φX(t)),则有

X(t)=Xc(t)cos(2πfct)-Xs(t)sin(2πfct)
式中,Xc(t)及Xs(t)分别称为X(t)的同相分量和正交分量。

窄带随机过程X(t)的统计特性可由aX(t)、φX(t)或Xc(t)、Xs(t)的统计特性确定;
 

反

过来,若已知窄带过程X(t)的统计特性,则可确定aX(t)、φX(t)或Xc(t)、Xs(t)的统计特性。

3.8 平稳随机过程通过线性系统

平稳随机过程通过线性系统是建立在确定信号通过线性系统原理的基础上。
当线性系统任意输入一个确定信号x1(t),其输出y1(t)等于输入信号与系统单位冲激
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响应h(t)的卷积,表达式为

y1(t)=x1(t)*h(t)=∫
∞

-∞
x1(τ)h(t-τ)dτ (3-48)

  若X(t)表示输入样本的函数集合{x1,x2,…,xi,…},Y(t)表示输出样本的函数集合

{y1,y2,…,yi,…},则有

Y(t)=X(t)*h(t)=∫
∞

-∞
X(τ)h(t-τ)dτ (3-49)

或

Y(t)=h(t)*X(t)=∫
∞

-∞
h(τ)X(t-τ)dτ (3-50)

1.
 

输出随机过程的数学期望

根据数学期望的定义,输出随机过程Y(t)的数学期望表达式为

E[Y(t)]=E∫
∞

-∞
h(τ)X(t-τ)dτ  =∫

∞

-∞
h(τ)E[X(t-τ)]dτ (3-51)

式中,X(t)利用了平稳性假设,有E[X(t-τ)]=a,a 为常数,则有

E[Y(t)]=a∫
∞

-∞
h(τ)dτ=a·H(0) (3-52)

  输出随机过程Y(t)的数学期望等于输入随机过程X(t)的数学期望与H(0)的乘积,与
时间t无关。

2.
 

输出随机过程的自相关函数

根据自相关函数的定义,输出随机过程Y(t)的自相关函数表达式为

RY(t,t+τ)=E[Y(t)Y(t+τ)]

=E
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁∫

∞

-∞
h(α)ξi(t-α)dα∫

∞

-∞
h(β)X(t+τ-β)dβ

􀭤
􀭥

􀪁
􀪁

=∫
∞

-∞∫
∞

-∞
h(α)h(β)E[X(t-α)X(t+τ-β)]dαdβ (3-53)

  由于输入随机过程是平稳的,则有E[X(t-α)X(t+τ-β)]=RX(τ+α-β),于是有

RY(t,t+τ)=∫
∞

-∞∫
∞

-∞
h(α)h(β)RX(τ+α-β)dαdβ=RY(τ) (3-54)

式中,输出随机过程的自相关函数仅是时间间隔τ的函数。
由此可知,若线性系统的输入是平稳的,则输出也是平稳的。

3.
 

输出随机过程的功率谱密度

对式(3-54)进行傅里叶变换,则有

PY(ω)=∫
∞

-∞
RY(τ)e-j

ωτdτ

=∫
∞

-∞∫
∞

-∞∫
∞

-∞
[h(α)h(β)RX(τ+α-β)dαdβ]e-jωτdτ

  令τ'=τ+α-β,则有

PY(ω)=∫
∞

-∞
h(α)ejωαdα∫

∞

-∞
h(β)e-jωβdβ∫

∞

-∞
Ri(τ')e-j

ωτ'dτ'

PY(ω)=H *(ω)·H(ω)·PX(ω)=|H(ω)|2PX(ω) (3-55)

  由上式可知,输出随机过程Y(t)的输出功率谱密度PY(ω)是输入功率谱密度PX(ω)
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与系统频率响应函数|H(ω)|2 的乘积。

4.
 

输出随机过程的概率分布

若线性系统的输入随机过程是高斯型的,则输出随机过程也是高斯型的。

已知输入随机过程概率,则输出随机过程的表达式为Y(t)=∫
∞

-∞
h(τ)X(t-τ)dτ,若

从积分原理来分析,此表达式可用一个和式的极限来表示,表达式为

Y(t)=lim
Δτk→0
∑
∞

k=0
X(t-τk)h(τk)Δτk (3-56)

式中,X(t)是高斯型的,则系统任何时刻(t-τk)的输出h(τk)X(t-τk)Δτk 仍是高斯

型的。

3.9 白噪声

在通信系统中,噪声是指有用信号以外的干扰信号,是典型随机过程。它能使模拟信号

失真,使数字信号发生错码,影响通信效果。最常见的噪声就是电子设备中的电阻性器件所

产生的热噪声,它是零均值的高斯白噪声。

3.9.1 白噪声的概念

白噪声的功率谱密度在整个频域内是常数,它类似光学中包括全部可见光频率在内的

白光。

1.
 

白噪声的功率谱密度函数

白噪声是一种带宽无限的平稳过程,且具有恒定的功率谱密度,白噪声的功率谱密度函

数的表达式为

Pn(f)=
n0
2
, (-∞ <f< ∞)

n0, (0<f< ∞)

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (3-57)

式中,n0 为常数,单位是 W/Hz,当-∞<f<∞时,Pn(f)为双边谱,如图3-4(a)所示;
 

当

0<f<∞时,Pn(f)为单边谱。

2.
 

白噪声的自相关函数

白噪声的自相关函数是对双边谱的功率谱密度取傅里叶反变换,得到的表达式为

Rn(τ)=F-1[Pn(f)]=
n0
2δ
(τ) (3-58)

式中,取τ≠0所有值,都有Rn(τ)=0,说明白噪声仅在τ=0时的取值才相关,其他任意两

个不同时刻上的取值都是独立的,如图3-4(b)所示,表示功率谱密度。
 

3.
 

白噪声的平均功率

白噪声的带宽无限,其平均功率为无穷大,白噪声平均功率的表达式为

R(0)=∫
∞

-∞

n0
2df=∞
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图3-4 白噪声的功率谱密度和自相关函数

或

R(0)=
n0
2δ
(0)=∞ (3-59)

  由此可知,真正“白”的噪声是不存在的,它只是构造的一种理想化的噪声形式。实际

中,噪声的功率谱均匀分布的频率范围远远大于通信系统的工作频带。
若白噪声的取值服从高斯分布,则称为高斯白噪声。白噪声分为通过带宽有限的信道

或滤波器的情形,常见形式有低通白噪声和带通白噪声。

3.9.2 低通白噪声

1.
 

低通白噪声的定义

  低通白噪声是指白噪声通过理想矩形低通滤波器或理想低通信道后输出的噪声。

2.
 

低通白噪声的功率谱密度

理想低通滤波器的传输特性为

H(f)=
1, |f|≤B
 
0, |f|>B (3-60)

则低通白噪声的功率谱密度表达式为

PY(f)=Pn(f)|H(f)|2=
n0
2|H(f)|2

PY(f)=
n0
2
, |f|≤B

0, |f|>B

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (3-61)

3.
 

低通白噪声的自相关函数

对低通白噪声的功率谱密度求傅里叶反变换,即得低通白噪声的自相关函数的表达

式为

RY(τ)=F-1[PY(f)]=∫
∞

-∞
PY(f)e

2πfτdf

=∫
B

-B

n0
2e

2πfτdf=n0BSa(2πBτ) (3-62)

式中,Sa(2πBτ)为抽样函数,在等间隔点τ=±k/2B(k=1,2,3,…)时,有RY(τ)=0,因此

两个瞬时值之间是不相关的。

4.
 

低通白噪声的方差

低通白噪声方差的表达式为
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σ2Y =∫
∞

-∞
PY(f)df=∫

B

-B

n0
2df=n0B (3-63)

3.9.3 带通白噪声

1.
 

带通白噪声的定义

  带通白噪声是指白噪声通过理想矩形带通滤波器或理想带通信道后输出的噪声。
2.

 

带通白噪声的功率谱密度

设fc为中心频率,B 为带宽,理想带通滤波器的传输特性为

H(f)=
1, fc-

B
2 ≤|f|≤fc+

B
2

0, 其他

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

则带通白噪声的功率谱密度为

PY(f)=
n0
2
, fc-

B
2 ≤|f|≤fc+

B
2

0, 其他

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (3-64)

3.
 

带通白噪声的自相关函数

带通白噪声的自相关函数表达式为

RY(τ)=∫
∞

-∞
PY(f)ej

2πfτdf

=∫
-fc+

B
2

-fc-
B
2

n0
2e

j2πfτdf+∫
fc+

B
2

fc-
B
2
ej2πfτdf

=n0B
sinπBτ
πBτ cos2πfcτ

(3-65)

4.
 

带通白噪声的方差

带通白噪声方差的表达式为

σ2Y =∫
∞

-∞
PY(f)df=2∫

B/2

-B/2

n0
2df=n0B (3-66)

思考与练习

3-1 随机函数:
 

随某些参量变化的随机变量。通常将以时间为参量的随机函数称为

(  ),也称为(  )。

3-2 随机信号的研究方法:
 

按随机试验进行观察,将观察中获得的具有随机性的样本

或数据序列抽象为(  )或称为(  ),用统计的方法研究随机信号在时域、频域和时频域

的分布规律以及数字特征。

3-3 平稳随机信号在时间上是(  ),其能量(  ),傅里叶变换并不存在,因此平稳

随机信号不能用通常的频谱来表示。

3-4 自然界变化的过程可以分为(  )和(  )两大类。

3-5 数字特征就能反映随机过程的基本特性。数字特征是随机过程的取值的某些特
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定的统计平均值。常用的数字特征是(  )、(  )和相关函数。

3-6 随机过程ξ(t)在任意时刻的取值的统计平均值,即为(  ),或称(  )。

3-7 随机过程的统计特性不随时间推移而变,也就是说支配随机过程的规律不随时间

而变,将这类随机过程称为(  );
 

反之,称为(  )。

3-8 随机过程通常是(  ),其频谱特性通常用功率谱密度来表述。可以证明,平稳

过程的功率谱密度与自相关函数是一对(  )关系。

3-9 高斯随机过程,也称(  ),是一种最常见、最易处理的随机过程。如通信系统中

的热噪声等都是高斯型的,常称为(  )。

3-10 若平稳过程X(t)的数学期望和自相关函数均具有(  ),则称此平稳过程是

(  ),或称遍历过程。

3-11 画图并写出正态分布的函数表达式,并说明它具有哪些性质。

3-12 画图说明随机过程的定义。

3-13 本章所涉及的白噪声有哪几种形式,并说明各自的特点。

3-14 随机信号有哪些主要特点。

3-15 举学习和生活中的实例说明正态分布的特点。


