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··  第5章              chapter5

数组和广义表

数组是人们已经非常熟悉的一种数据类型,几乎所有的计算机高级程序设计语言都

支持数组这种数据类型,它的特点是数组中的数据元素都具有相同的数据类型,不同的

元素通过下标来区别。本章主要讨论数组的逻辑结构、几种特殊矩阵的压缩存储以及广

义表的存储与操作。
【本章学习要求】
掌握:数组的基本概念、数组的存储结构特点以及数组元素存储地址的计算。
掌握:特殊矩阵的压缩存储技术,如对称矩阵、三角矩阵、对角矩阵等的压缩存储。
掌握:稀疏矩阵的压缩存储方法———三元组表和十字链表。
掌握:广义表的基本定义和概念,理解广义表的递归性。
了解:广义表的存储特点和基本操作算法。

5.1　案 例 导 引

数组是程序设计中非常重要的存储形式,它可以将分散的数据按要求存放到一起,
为数据的进一步处理提供方便,下面看几个案例。

【案例5.1】 图的保存。

利用二维数组形式(常称为邻接矩阵,详见第7章),可以很方便地将一个图的信息

保存下来,如图5.1(a)所示的无向图,用1表示有边相连,0表示没有直接边相连,则对应

的邻接矩阵如图5.1(b)所示。

图5.1 无向图及其对应的邻接矩阵
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  【案例5.2】 图像的保存。

数字图像数据可以用矩阵来表示,因此可以采用矩阵理论和矩阵算法对数字图像进

行分析和处理。由于数字图像可以表示为矩阵的形式,所以在计算机数字图像处理程序

中,通常用二维数组来存放图像数据。
二维数组的行对应图像的高,二维数组的列对应图像的宽,二维数组的元素对应图

像的像素,二维数组元素的值就是像素的灰度值。采用二维数组来存储数字图像,符合

二维图像的行列特性,同时便于程序的寻址操作,使得计算机图像编程十分方便。
数字图像一般有二值图像、灰度图像、彩色图像之分。其中二值图像按名字来理解

只有两个值,0和1,0代表黑,1代表白,或者说0表示背景,而1表示前景。其保存也相

对简单,每个像素只需要1b就可以完整存储信息。灰度图像是二值图像的进化版本,是
彩色图像的退化版,也就是灰度图像保存的信息没有彩色图像多,但比二值图像多,灰度

图像只包含一个通道的信息,而彩色图像通常包含3个通道的信息。灰度图像是每个像

素只有一个采样颜色的图像,这类图像通常显示为从最暗的黑色到最亮的白色的灰度,
用于显示的灰度图像通常用每个采样像素8b的非线性尺度来保存,这样可以有256级灰

度。彩色图像,每个像素通常是由红(R)、绿(G)、蓝(B)三个分量来表示的,每个分量值介于

(0,255)。图5.2(a)是原始人脸图像(32×32像素),图5.2(b)和图5.2(c)分别是对应的二值

图像和灰度图像。图5.3所示是二值图像对应的矩阵,图5.4所示是灰度图像对应的矩阵。

图5.2 原始图像及其转换

【案例5.3】 图像卷积操作。

近年来,深度学习非常热门,而深度学习的网络结构要用到卷积操作。卷积的基本

性质是将一个核与一个离散的单位脉冲进行卷积,在脉冲的位置上得到一个核的拷贝。
在图像处理中,卷积操作是提取图像特征的一种方法,如图5.5所示。经过卷积操作的过

滤器可以提取到图像的轮廓特征。
图5.6所示的卷积过程就是卷积核不停在原图上进行滑动(左上角开始),每次滑动

移动1格,然后再利用原图与卷积核上的数值进行计算得到缩略图矩阵(卷积特征)的数

据。当卷积窗口滑动到某一位置时,窗口中的输入子数组与卷积核数组按元素相乘并求

和,得到输出数组(卷积特征)中相应位置的元素。图5.6中的输出数组(卷积特征)的第

一个元素(左上角)4的计算过程为1×1+0×1+1×1+0×0+1×1+0×1+1×0+
0×0+1×1=4。
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图5.3 二值图像对应的矩阵

图5.4 灰度图像对应的矩阵
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图5.5 图像特征提取

图5.6 特征提取过程

  【案例5.4】 本科生导师制问题。

在高校的教学改革中,有很多学校实行了本科生导师制。一个班级的学生被分给几

个老师,每个老师带领多个学生,如果老师还带研究生,那么研究生也可以直接负责本

科生。
本科生导师制问题中的数据元素具有如下形式。
(1)导师带研究生:(导师,((研究生1,(本科生1,…,本科生m)),… ))。
(2)导师不带研究生:(导师,(本科生1,…,本科生m))。
例如:
(章老师,((李强,(王集山,武义军,刘秀)),张红卫,程昌义,姜和利))表示章老师指

导6名本科生和一名叫李强的研究生,其中有3个本科生(王集山,武义军,刘秀)由研究

生李强负责指导。
(李老师,(齐珊珊,黄凯,刘树发,陈海星))表示李老师指导4名本科生,没有指导研

究生。
读者可以思考这两个数据信息表与前面所学的线性表有什么不同? 如果不用这种

信息表,利用线性表能把导师制中导师与本科生以及导师与研究生之间的逻辑关系表达

出来吗? 这种信息表就是本章要介绍的广义表,表中每个元素可以是类似线性表中的元

素(原子项),又可以是嵌套的线性表。这种数据结构在数据处理中有广泛的应用。
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5.2　数　　组

5.2.1 数组的定义

  简单地讲,数组是由n(n≥1)个相同类型数据元素a0,a1,…,an-1组成的有限序列,
且该有限序列存储在一块地址连续的内存单元中,因而数组是顺序存储结构。

对于一个一维数组,一旦a0 的存储地址Loc(a0)确定,每个数据元素的存储单元数

k确定,则任一数据元素ai 的存储地址Loc(ai)可由以下公式求出:

Loc(ai)=Loc(a0)+i×k (0≤i<n) (5.1)

  对于二维数组,可将其转化为一维数组来考虑。例如图5.7为一个m 行n 列的二维

数组,可以看成一个线性表

A=(b0,b1,…,bn-1)
其中每个数据元素bi=(a0i,a1i,…,am-1,i)(0≤i<n)。

Am×n=

a00 a01 a02 … a0,n-1
a10 a11 a12 … a1,n-1
︙ ︙ ︙ ︙

am-1,0 am-1,1 am-1,2 … am-1,n-1

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

图5.7 二维数组示例

显然,二维数组同样满足数组的定义。一个二维数组可以看作是每个数据元素都是

相同类型的一维数组的一维数组。以此类推,一个三维数组可以看作是一个每个数据元

素都是相同类型的二维数组的一维数组,等等。
因此,数组具有以下特点:
(1)数组中的数据元素具有相同的数据类型。
(2)数组是一种随机存储结构,可以根据给定的一组下标直接访问对应的数组

元素。
(3)一旦建立了数组,则数组中的数据元素个数和元素之间的关系就不再发生

变化。

5.2.2 数组的内存映像

一维数组是用内存中一段连续的存储空间进行存储的,它的存储结构关系为式(5.1)。
由于计算机的内存结构是一维的,因此用一维内存来表示多维数组,就必须按某种次序

将数组元素排成一个序列,然后将这个线性序列存放在存储器中。对于二维数组,其存

储可按行或列的次序用一组连续存储单元存放数组中的数组元素。如在C、PASCAL、

BASIC等多数程序语言中,采用的是按行序为主序的存储结构,图5.7所示的二维数组

可表示为图5.8(a),即先存储第1行,然后紧接着存储第2行,最后存储第m 行。而在

FORTRAN等少数程序语言中,采用的是以列序为主序的存储方式,图5.7所示的二维数组

可表示为图5.8(b),即先存储第1列,然后紧接着存储第2列,最后存储第n 列。
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图5.8 二维数组的两种存储形式

在一个以行序为主序的计算机系统中,当二维数组第一个数据元素a00的存储地址

为Loc(a00),假定每个数据元素占k 个存储单元,则该二维数组中任一数据元素的存储

地址可由下式确定:

Loc(aij)=Loc(a00)+(i×n+j)×k (5.2)

  同理,可计算出更高维数组的数据元素存储位置的计算公式。

5.3　特殊矩阵的压缩存储

矩阵运算是许多科学和工程计算问题中常常遇到的问题,在用高级程序设计语言编

制程序求解矩阵问题时,一般都是用二维数组来存储矩阵元素。在实际应用中,常常出

现有许多值相同的元素或有许多零元素,且分布有一定规律的矩阵,一般称为特殊矩阵。
为了节省存储空间,可以对这类特殊矩阵进行压缩存储,即多个相同的非零元素只分配

一个存储空间;对零元素不分配空间。本节讨论这些特殊矩阵的压缩存储。

5.3.1 对称矩阵

在一个n 阶方阵A 中,若所有元素满足下述性质:

aij =aji 0≤i,j≤n-1
则称A 为对称矩阵。

由于对称矩阵中的元素关于主对角线对称,因而只要存储矩阵中上三角或下三角中

的元素,让每两个对称的元素共享一个存储空间,这样就可以将n2 个元素压缩存储到

n(n+1)/2个元素的空间中,能节约近一半的存储空间。假定按“行优先顺序”存储主对

角线(包括对角线)以下的元素。
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假设以一维数组sa[n(n+1)/2]作为n 阶对称矩阵A 的存储结构,则A 中任一元素

aij和sa[k]之间存在如下对应关系:

k=

i(i+1)
2 +j i≥j

j(j+1)
2 +i i<j

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(5.3)

  由此,称一维数组sa[n(n+1)/2]为n 阶对称矩阵A 的存储结构。其存储对应关系

如图5.9所示。

图5.9 对称矩阵的压缩存储

5.3.2 三角矩阵

以主对角线划分,三角矩阵有上三角和下三角两种。所谓n 阶下(上)三角矩阵是指

矩阵的上(下)三角(不包括主对角线)中的元素均为常数或零的n 阶方阵。可以采用和

对称矩阵类似的压缩存储方法来存储。三角矩阵中的重复元素c可共享一个存储空间,
其余的元素正好有n(n+1)/2个,可以用一维数组sa[n(n+1)/2+1]作为n 阶下(上)
三角矩阵A 的存储结构,其中常量c存放在数组的最后一个单元中,当A 为下三角矩阵

时,任一元素aij和sa[k]之间存在式(5.4)的对应关系。

k=

i(i+1)
2 +j i≥j

n(n+1)
2 i<j

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(5.4)

5.3.3 稀疏矩阵

什么是稀疏矩阵? 简单说,设矩阵Amn中有s个非零元素,若s远远小于矩阵元素的

总数(即s<<m×n),则称A 为稀疏矩阵。令e=s/(m×n),称e为矩阵的稀疏因子。
当用数组存储稀疏矩阵中元素时,仅有少部分的空间被利用,造成空间浪费。为节省存

储空间,可以采用一种压缩的存储方法来表示稀疏矩阵的内容。由于非零元素的分布一

般是没有规律的,因此在存储非零元素的同时,还必须同时记下元素所在的行和列的位

置(row,col)。由于a00位于矩阵的第1行第1列,因此,稀疏矩阵A 中的任一非零元素

aij可由一个三元组(i+1,j+1,aij)唯一确定。

1.三元组表

假设非零元素的三元组是以按行优先的顺序排列,一个稀疏矩阵就可转换成用一个

对应的线性顺序表来表示,其中每个元素由一个上述的三元组构成,该线性表称为三元

组表,记为(i,j,v)。其类型说明如下:
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  #define MAXSIZE 1000

typedef struct {

   int i, j;           /*非零元素的行、列号*/

   DataType v;      /*非零元素的值*/

}triple;

typedef struct {

   triple data[MAXSIZE]; /*非零元素的三元组表*/

   int m,n,t;       /*稀疏矩阵的行数、列数和非零元素的个数*/

}tripletable;

下面以矩阵的转置为例,说明在这种压缩存储结构上如何实现矩阵的运算。
一个m×n的矩阵A,它的转置B 是一个n×m 的矩阵,且a[i][j]=b[j][i],即A 的行

是B 的列,A 的列是B 的行。例如图5.10(a)中稀疏矩阵A 及其转置矩阵B 可用图5.10(b)
所示的三元组表示。

图5.10 稀疏矩阵的三元组表示

将A 转置为B,就是将A 的三元组表a.data置换为B 的三元组表b.data,如果只是

简单地交换a.data中i和j的内容,那么得到的b.data将是一个按列优先顺序存储的稀

疏矩阵B,要得到按行优先顺序存储的b.data,就必须重新排列三元组的顺序。有如下两

种方法来进行处理。
(1)第一种方法(跳着找,顺着存)。
由于A 的列是B 的行,因此按a.data的列序转置,所得到的转置矩阵B 的三元组表

b.data必定是按行优先存放的。按这种方法设计的算法,其基本思想是对A 中的每一列

col(1≤col≤n),通过从头至尾扫描三元表a.data,找出所有列号等于col的那些三元组,
将它们的行号和列号互换后依次放入b.data中,即可得到B 的按行优先的压缩存储

表示。
具体算法如下。
【算法5.1】

  tripletable transmatrix(tripletable a)

{ /*将稀疏矩阵 a 转置,结果通过函数名返回*/

 tripletable b;

  int p,q,col;
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  b.m=a.n;         /*矩阵 b 的行数等于矩阵 a 的列数*/

  b.n=a.m;         /*矩阵 b 的列数等于矩阵 a 的行数*/

  b.t=a.t;         /*矩阵 b的非零元素数等于矩阵 a的非零元素数*/

  if(b.t) /*把 a 中每一个非零元素转换到 b 中相应位置*/

  { q=0;

    for(col=1;col<=a.n;col++)      /*按列号扫描*/

    for(p=0;p<a.t;p++)         /*在数据中找列号为 col 的三元组*/

      if(a.data[p].j==col)

      { b.data[q].i=col;           /*新三元组的行号/*

        b.data[q].j=a.data[p].i;  /*新三元组的列号/*

        b.data[q].v=a.data[p].v;  /*新三元组的值/*

        q++;

      }

  }

  return(b);

}

上述算法主要工作是在p和col的两重循环中完成的,故算法的时间复杂度为

O(a.n×a.t),即与矩阵的列数和非零元的个数的乘积成正比。而一般传统矩阵的转置算

法为

  for(col=0;col<n;++col)

  for(row=0;row<m;++row)

    b[col][row]=a[row][col];

其时间复杂度为O(n×m)。当非零元素的个数t和m×n 同数量级时,算法transmatrix
的时间复杂度为O(m×n2),因此上述稀疏矩阵转置算法的时间大于非压缩存储的矩阵

转置的时间。三元组顺序表虽然节省了存储空间,但时间复杂度比一般矩阵转置的算法

大,同时还有可能增加算法的难度。因此,此算法仅适用于t<<m×n 的情况。
(2)第二种方法(顺着找,跳着存)。
第一种方法中重复比较的次数比较多,为了节省时间,需要确定矩阵A 中每一列第

一个非零元素在B 中应存储的位置,为了确定这个位置,在转置前应求得矩阵A 中的每

列非零元素的个数。其算法思想为对A 扫描一次,按A 第二列提供的列号一次确定位

置装入B 的三元组中。具体实施方法如下:一遍扫描先确定三元组的位置关系,二次扫

描由位置关系装入三元组。可见,位置关系是此种算法的关键。
为此需要附设两个一维数组num和pot,num[j]表示矩阵A 中的第j 列非零元素

个数,pot[j]表示A 矩阵中第j列下一个非零元素在B 中应存放的位置(初值为该列第

一个非零元素在B 中应存放的位置)。显然有:

pot[1]=0
pot[j]=pot[j-1]+num[j-1] 2≤j≤a.n

  例如,矩阵A 的num和pot的数组元素值如表5.1所示。
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表5.1 矩阵A 的向量num和pot的值

j 1 2 3 4 5

num[j] 1 2 0 1 1

pot[j] 0 1 3 3 4

  快速转置算法如下。
【算法5.2】

  tripletable fasttranstri(tripletable a)

{ /*将稀疏矩阵 a 做快速转置,结果通过函数名返回*/

  tripletable b;

   int p,q,col,k;

   int num[a.n+1], pot[a.n+1];    /*建立辅助数组*/

   b.m=a.n; b.n=a.m; b.t=a.t;

   if(b.t)

    { for(col=1;col<=a.n;++col)  /*对数组 num 初始化*/

      num[col]=0;

      for(k=0;k<a.t;++k)      /*计算 a 中每一列含非零元素的个数*/

       ++num[a.data[k].j];

       pot[1]=0;    /*计算 a 中第 col 列中第一个非零元素在 b 中的序号*/

      for(col=2;col<=a.n;++col)

       pot[col]=pot[col-1]+num[col-1];

      for(p=0;p<a.t;++p)/*把 a 中每一个非零元素插入 b 中的相应位置*/

     {  col=a.data[p].j; 
         q=pot[col];

       b.data[q].i=a.data[p].j; 
         b.data[q].j=a.data[p].i;

       b.data[q].v=a.data[p].v; 
         ++pot[col];

     }

    }

    return(b);

}

该算法虽然多用了两个辅助向量空间,但它的时间复杂度为O(a.n+a.t),比第一种

方法要好。

2.十字链表存储

三元组表是用顺序方法来存储稀疏矩阵中的非零元素,当非零元素的位置或个数经

常变化时,三元组表就不适合做稀疏矩阵的存储结构。例如,两矩阵做加操作时,会改变

非零元素的个数,如用三元组表表示矩阵时,元素的插入和删除会导致大量的结点移动。
此时,采用链式存储结构更为合适。


