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考点1 信号的正交分解和傅里叶级数

本节考点:
 

主要考查对信号的正交分解的理解及周期信号的傅里叶级数展开。

……知识点链接……

1.
 

信号正交分解原理

  定义在时间区间(t1,t2)上的信号x(t)可以用完备正交信号集{ϕi(t),i=1,2,…,

n}中各基底信号和表示,即x(t)=∑
n

i=1
Ciϕi(t),此式为信号的精确的正交分解(正交展

开)式,又称广义傅里叶展开式,Ciϕi(t)就是信号x(t)在基底ϕi(t)上的正交分量。
信号的能量等于其各正交展开分量的能量之和,这就是广义的帕塞瓦尔能量等

式,即

∫
t2

t1
x2(t)dt=∑

n

i=1
C2iKi

其中,∫
t2

t1
|ϕi(t)|

2dt=Ki,Ci=
1
Ki∫

t2

t1
x(t)ϕ*

i (t)dt,i=1,2,…,n。

2.
 

周期信号傅里叶级数展开

1)
 

三角函数形式的傅里叶级数展开

x(t)=a0+∑
∞

k=1
[akcos(kω0t)+bksin(kω0t)],t0<t<t0+T,ω0=

2π
T

或

x(t)=c0+∑
∞

k=1
ckcos(kω0t+ϕk)

  各次谐波成分的幅度分别如下。

直流分量:
 

a0=c0=
1
T∫

t0+T

t0
x(t)dt。

余弦分量的幅度值:
 

ak =
2
T∫

t0+T

t0
x(t)cos(kω0t)dt。

正弦分量的幅度值:
 

bk =
2
T∫

t0+T

t0
x(t)sin(kω0t)dt。

ck = a2k +b2k, ϕk =arctan-
bk

ak  
  2)

 

指数形式的傅里叶级数展开

x(t)= ∑
∞

k=-∞
Xke

jkω0t, t0<t<t0+T, ω0=
2π
T

  系数为

Xk =
1
T∫

t0+T

t0
x(t)e-jkω0tdt
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  (1)
 

两种表达形式的系数关系。

X0=c0=a0

Xk =|Xk|e
jϕk =

1
2
(ak -jbk)

X-k =|X-k|e
jϕ-k =

1
2
(ak +jbk)

  也可以写成

ck =
X0, k=0

1
2|Xk|,k>0









φk =∠Xk,k≥0
  (2)

 

傅里叶级数展开的条件。
周期信号x(t)应满足下述狄利克雷(Dirichlet)条件,即在(t0,t0+T)

 

区间有定义,
并且:

 

•
 

x(t)绝对可积,即∫
t0+T

t0
|x(t)|dt< ∞;

 

•
 

x(t)的极大值和极小值的数目应有限;
 

•
 

x(t)如有间断点,则间断点的数目应有限。

3.
 

周期信号的频谱分析

1)
 

波形对称性与谐波特性关系

偶周期信号x(t)的傅里叶级数不含正弦项,只含余弦项和直流项,即偶信号↔余弦

级数。
奇周期信号x(t)的傅里叶级数不含余弦项和直流项,只含正弦项,即奇信号↔正弦

级数。

若x(t)=-xt±
T
2  ,则称周期信号x(t)为半波像对称信号,半波像对称信号的傅

里叶级数中只含奇次谐波项(ω=kω0,k=1,3,5,…),不含偶次谐波项(ω=kω0,k=2,4,

6,…),故半波像对称信号又称奇谐信号。

若x(t)=xt±
T
2  ,则称周期信号x(t)为半波对称信号,半波对称信号的傅里叶级

数中只含偶次谐波项(ω=kω0,k=2,4,6,…)不含奇次谐波项(ω=kω0,k=1,3,5,…),

故半波对称信号又称偶谐信号,偶谐信号的实际周期为T
2
,实际基频为2ω0=

4π
T
。

2)
 

功率谱和有效频带

(1)
 

功率有限信号的帕塞瓦尔等式。

P=
1
T∫

T
2

-
T
2
|x(t)|2dt
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= ∑
∞

k=-∞
|Xk|2=|X0|

2+2∑
∞

k=1
|Xk|2

=c20+∑
∞

k=1

ck

2  
2

  (2)
 

有效频带。
周期信号的功率主要集中在低频段,通常将信号中从零频率(直流)到所需考虑的最

高频率的频率范围称为信号占有的有效频带。

图 3-1-1

【题3-1-1】 填空题

(1)
 

已知周期信号x(t)的波形如图3-1-1所示,其

傅里叶级数展开式为x(t)= ∑
∞

k=-∞
Xke

jkω0t,其中ω0=

2π/T,则X2=    。
【分析】 该信号为半波像对称信号(奇谐信号),故

偶次谐波为0。

【解答】 0。

(2)
 

周 期 信 号 x(t)=5cos
1
2t+2sin 3

4t+30°  +12cos(2t-45°),其 基 频

ω0=    。
【分析】 连续时间周期信号的谱具有离散性、谐波性和收敛性,其中谐波性要求各

频率分量的频率均为基波频率的整数倍。该信号各分量频率都是1/4的整数倍,因此基

频为1/4。
【解答】 1/4。
(3)

 

信号x(t)=|cost|中的直流分量为    。
 

【分析】 三角形式的傅里叶级数展开中a0 代表了信号的直流分量。该信号的周期

为π,利用直流分量的计算公式得a0=
1
π∫

π
2

-
π
2
costdt=

2
π
。

【解答】 
2
π
。

(4)
 

实信号x(t)=2+cos2(πt)+3sin6(πt)的平均功率为    。
【分析】 由于傅里叶级数展开将信号在正交基上进行了表示,信号的平均功率就是

各分量的功率之和。

【解答】 P=22+
1
2×12+

1
2×32=9。

(5)
 

x(t)=cos(5t)sin(3t),其指数函数形式的傅里叶级数为    。
【分析】 利用欧拉公式将三角函数转化为复指数函数,得到指数函数形式的傅里叶

级数。
【解答】 利用欧拉公式,有
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x(t)=cos(5t)sin(3t)=
ej5t+e-j5t

2
ej3t-e-j3t

2j =
1
4j
(-e-j8t+e-j2t-ej2t+ej8t)

  【题3-1-2】 选择题

(1)
 

连续周期信号的频谱具有    。

                           A.
 

连续性、周期性 B.
 

连续性、收敛性

C.
 

离散性、周期性 D.
 

离散性、收敛性

【分析】 连续时间周期信号的谱具有离散性、谐波性和收敛性。
【解答】 D。

(2)
 

已知x(t)= ∑
100

k=-100
cos(kπ)ej

π
25kt,则该信号为(  )。

A.
 

周期信号 B.
 

非周期信号 C.
  

实偶信号 D.
  

实奇信号

【分析】 题目给出了该信号复指数形式的傅里叶级数展开,因此该信号为周期信

号。由其表达式可知ω0=
π
25
,故周期为T=

2π
ω0
=50。又因其谱线 Xk=cos(kπ)(k=

-100,-99,…,100)是关于k的实偶函数,因此时域信号也是实偶信号。
【解答】 A、C。

(3)
 

某周期信号x(t)=3+3cos2t+2sin4t-
π
4  的基频为(  )。

A.
 

2rad/s B.
 

2π
 

rad/s C.
 

4rad/s D.
 

0
【分析】 周期信号的谱具有离散性、谐波性和收敛性,其中谐波性要求各频率分量

的频率均为基波频率的整数倍。
【解答】 A。
【题3-1-3】 判断题

周期矩形脉冲信号频谱的谱线间隔与脉宽及周期有关。(  )
【分析】 周期信号谱线间隔与信号周期成反比,与其他参数无关。对于周期为T 的

矩形脉冲信号,谱线间隔ω0=
2π
T
。

【解答】 错误。
【题3-1-4】 判断题

已知两信号分别为

x1(t)=2cos(πt)+4sin(3t)

x2(t)=2+7cos
1
2t  +3cos23t  +5sin 76t  

  试判断说明上述两信号是否为周期信号。若为周期信号,求出周期和基频,指出组

成周期信号的谐波成分。
【分析】 周期信号的谱具有离散性、谐波性和收敛性,其中谐波性要求各频率分量

的频率均为基波频率的整数倍。
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  【解答】 (1)
 

x1(t)的两个频率分量不具有整数倍关系,故x1(t)不是周期信号。
(2)

 

x2(t)的3个非直流分量的频率可分别写为3/6、4/6和7/6,因此该信号是周期

信号,基频为1/6,含有直流分量和三、四、七次谐波。
【题3-1-5】 画图题

画出信号x(t)=2+cost+3cos5t-
π
6  -2cos8t-π3  的频谱图。

 

【分析】 本题考查三角函数形式傅里叶级数的展开,由于信号的时域表达式已经具

有各次谐波分量之和的形式,因此只需将其转换为幅度为正数的余弦信号,即可得到幅

度谱和相位谱。
【解答】 由x(t)表达式可得基频

ω0=1

x(t)=2+cost+3cos5t-
π
6  +2cos8t+

2π
3  

  频谱图如图3-1-2所示。

图 3-1-2

【题3-1-6】 画图题

周期信号x(t)=2+6cos(10πt-45°)+4sin(30πt),画出该信号双边相位频谱图。
【分析】 本题考查傅里叶级数的展开。由于信号的时域表达式已经具有各次谐波

分量之和的形式,因此只需将其转换为幅度为正数的余弦信号,即可得到单边的幅度谱

和相位谱,再根据实信号双边谱与单边谱的关系得到双边谱。
【解答】 x(t)=2+6cos(10πt-45°)+4cos(30πt-90°)

ω0=10π

x(t)= ∑
∞

k=-∞
Xke

jkω0t

X0=2,|X1|=|X-1|=3,|X3|=|X-3|=2

∠X1=-∠X-1=-
π
4

∠X3=-∠X-3=-
π
2

频谱图如图3-1-3所示。
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图 3-1-3

  【题3-1-7】 计算题

周期信号x(t)的频谱如图3-1-4所示,求x(t)的实函数形式表达式,并求其功率。

图 3-1-4

【分析】 本题考查复指数形式的傅里叶级数与三角函数形式傅里叶级数的转换

关系。
【解答】 ω0=2

x(t)=3+3cos2t+2cos(4t-3π/4)+cos(6t+3π/4)

P=32+
1
2
(32+22+12)=16

【题3-1-8】 证明题

设连续时间周期信号x(t)的指数形式的傅里叶级数为x(t)= ∑
∞

k=-∞
Xke

jkω0t,证明:
 

x(t)的平均功率为P= ∑
∞

k=-∞
|Xk|2。

【分析】 这是功率有限信号的帕塞瓦尔等式,由于傅里叶级数展开将信号在正交基

上进行了表示,信号的平均功率就是各分量的功率之和。这是一道证明题,不能直接使

用结论,需要对性质进行推导。

【证明】 P=
1
T∫

t0+T

t0
|x(t)|2dt=

1
T∫

t0+T

t0
x(t)x*(t)dt

=
1
T∫

t0+T

t0
x(t) ∑

∞

k=-∞
Xke

jkω0t  *dt
交换求和积分次序,有

P= ∑
∞

k=-∞
X*

k
1
T∫

t0+T

t0
x(t)e-jkω0tdt



 


 = ∑
∞

k=-∞
X*

kXk = ∑
∞

k=-∞
|Xk|2
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  【题3-1-9】 计算题

设x(t)是基本周期为T 的周期信号,那么它也是周期为NT 的周期信号(N 为正整

数)。令X1n 表示以T 为周期的傅里叶级数系数,X2n 表示以NT 为周期的傅里叶级数

系数,试用X1n 表示X2n。
【分析】 本题考查傅里叶级数展开的谱线间隔与信号时域周期的关系。将信号视

为周期为NT 的信号后,其基频降低为原信号基频的1/N,但展开信号所需的谐波分量

没有改变,因此新增的谱线幅度都为0。

【解答】 x(t)= ∑
∞

k=-∞
X1ke

jkω0t

x(t)= ∑
∞

n=-∞
X2ne

jn
ω0
Nt

令n=kN,得到

x(t)= ∑
∞

k=-∞
X1ke

jkω0t= ∑
∞

k=-∞
X1ke

jkN(
ω0
N)t= ∑

∞

n=-∞
X2ne

jn
ω0
Nt,n=kN

  所以有X2n=
X1k, n=kN

0, 其他 。

考点2 傅里叶变换及其性质

本节考点:
 

主要考查根据傅里叶变换的定义和性质求解傅里叶变换或其反变换。

……知识点链接……

1.
 

傅里叶变换

X(jω)=∫
∞

-∞
x(t)e-jωtdt=F

 

[x(t)]

2.
 

傅里叶反变换

x(t)=
1
2π∫

∞

-∞
X(jω)ejωtdω=

 

F
 -1[X(jω)]

3.
 

常用到的傅里叶变换的特性

(1)
 

对于实信号x(t),有|X(jω)|=|X(-jω)|,∠X(jω)=-∠X(-jω)。

(2)
 

当ω=0时,有X(0)=∫
∞

-∞
x(t)dt。

(3)
 

当t=0时,有x(0)=
1
2π∫

∞

-∞
X(jω)dω。

【题3-2-1】 填空题

(1)
 

x(t)=e3tu(t)的傅里叶变换为    ,拉普拉斯变换为    。
【分析】 本题考查傅里叶变换与拉普拉斯变换的关系,当拉普拉斯变换的收敛域不

包含虚轴时,傅里叶变换不存在。
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【解答】 傅里叶变换不存在;
 

拉普拉斯变换为 1
s-3

,Re[s]>3。

(2)
 

信号时域变化越快,其对应的频谱所含的高频分量(越多,越少)    。
【分析】 本题考查频谱的物理含义,频谱表示信号中不同频率分量的幅度和相位,

其中高频分量对应着信号时域快速变化的部分。
【解答】 越多。
【题3-2-2】 判断题

只要是满足绝对可积的连续信号,就存在傅里叶变换。(  )
【分析】 本题考查傅里叶变换存在的条件:

 

信号绝对可积;
 

只有有限个间断点;
 

有

限个极值点,即狄利克雷条件。注意,狄利克雷条件是傅里叶变换的充分条件,在频域引

入冲激函数后,某些不绝对可积的函数,如正弦信号,也可以定义其傅里叶变换。
【解答】 错误。
【题3-2-3】 选择题

冲激信号δ(t)的傅里叶变换为(  )。

                           A.
 

δ(ω) B.
 

2πδ(ω) C.
 

ejω D.
 

1
【分析】 本题考查基本的傅里叶变换对。
【解答】 D。
【题3-2-4】 简答题

(1)
 

信号分解与合成是信号分析的常用方法,若x(t)↔X(jω),能否用ejωt 合成

x(t)? 若能,请写出其表达式。
【分析】 本题考查傅里叶变换的物理含义:

 

用复正弦信号展开原信号。
【解答】 能。

x(t)=
1
2π∫

∞

-∞
X(jω)ejωtdω

 

  (2)
 

求∫
∞

-∞

sin(t-0.5)
t-0.5

dt

【分析】 本题可利用基本的傅里叶变换对及傅里叶变换的定义求解。

【解答】 由Sa(ωct)↔
π
ωc

G2ωc(ω),可知sin
(t-0.5)

t-0.5 ↔πG2(ω)e
-j0.5ω;

由X(jω)=∫
∞

-∞
x(t)e-jωtdt,可得∫

∞

-∞
x(t)dt=X(0)=πG2(ω)e-j0.5ω|ω=0=π。

【题3-2-5】 证明题

设 [x(t)]=X(jω),试证明:
 

(a)
 

x(0)=
1
2π∫

∞

-∞
X(jω)dω;

(b)
 

X(0)=∫
∞

-∞
x(t)dt。

【分析】 本题可由傅里叶变换和傅里叶反变换的定义导出。
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【证明】 (a)
 

因为x(t)=
1
2π∫

∞

-∞
X(jω)ejωtdω,所以

x(0)=x(t)|t=0=
1
2π∫

∞

-∞
X(jω)ejωtdω|t=0=

1
2π∫

∞

-∞
X(jω)dω

  (b)
 

因为X(jω)=∫
∞

-∞
x(t)e-jωtdt,所以

X(0)=X(jω)|ω=0=∫
∞

-∞
x(t)e-jωtdt|ω=0=∫

∞

-∞
x(t)dt

……知识点链接……

1.
 

常用傅里叶变换性质

  (1)
 

线性特性(叠加性)。
若x1(t)↔X1(jω),x2(t)↔X2(jω),则

ax1(t)+bx2(t)↔aX1(jω)+bX2(jω)
  (2)

 

对称特性。
若x(t)↔X(jω),则X(jt)↔2πx(-ω)。

(3)
 

时频展缩特性。

若x(t)↔X(jω),则x(at)↔
1
|a|Xj

ω
a  。

(4)
 

时移特性。

若x(t)↔X(jω),则x(t+t0)↔X(jω)e
jωt0。

(5)
 

频移特性。

若x(t)↔X(jω),则x(t)ejω0t↔X[j(ω-ω0)]。
(6)

 

时域微分特性。

若x(t)↔X(jω),且
dx(t)
dt

存在傅里叶变换,则dx
(t)
dt ↔jωX(jω)。

(7)
 

频域微分特性。

若x(t)↔X(jω),则tx(t)↔j
d
dωX(jω)。

(8)
 

时域卷积定理。
若x1(t)↔X1(jω),x2(t)↔X2(jω),则

x1(t)*x2(t)↔X1(jω)*X2(jω)
  (9)

 

频域卷积定理。
若x1(t)↔X1(jω),x2(t)↔X2(jω),则

x1(t)x2(t)↔
1
2πX1(jω)*X2(jω)

  (10)
 

信号能量与频谱的关系。

E=∫
∞

-∞
|x(t)|2dt=

1
2π∫

∞

-∞
|X(jω)|2dω
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2.
 

常用信号的傅里叶变换对

(1)
 

e-αtu(t),a>0↔
1

jω+α
(2)

 

δ(t)↔1
(3)

 

1
 

↔2πδ(ω)

(4)
 

Gτ(t)
 

↔τSaωτ
2  

(5)
 

Sa(ωct)
 

↔
π
ωc

G2ωc(ω)

(6)
 

Λ2τ(t)
 

↔τSa2 ωτ
2  

(7)
 

sgn(t)
 

↔
2
jω

(8)
 

u(t)
 

↔πδ(ω)+
1
jω

(9)
 

ej
ω0t

 

↔2πδ(ω-ω0)
(10)

 

cos(ω0t)
 

↔π[δ(ω+ω0)+δ(ω-ω0)]
(11)

 

sin(ω0t)
 

↔jπ[δ(ω+ω0)-δ(ω-ω0)]

(12)
 

δT(t)
 

↔ ∑
∞

k=-∞
ω0δ(ω-kω0),ω0=

2π
T

【题3-2-6】 填空题

(1)
 

实周期信号的傅里叶级数是复序列,其实部和虚部的对称性分别为    。
【分析】 本题考查傅里叶级数展开的奇偶特性,它与傅里叶变换的奇偶特性是相

同的。
【解答】 实部偶对称,虚部奇对称。

(2)
 

已知x(t)为实信号,其傅里叶变换为 X(jω)=R(ω)+jQ(ω),则
1
2
[x(t)+

x(-t)]的傅里叶变换为    。
【分析】 本题考查傅里叶变换的奇偶特性。
【解答】 对于实信号

x(t)↔X(jω)=R(ω)+jQ(ω),R(ω)偶对称,Q(ω)奇对称

x(-t)↔X(-jω)=R(-ω)+jQ(-ω)=R(ω)-jQ(ω)

1
2
[x(t)+x(-t)]↔ 12

[X(jω)+X(-jω)]=R(ω)

  (3)
 

设x(t)=
e-t, 0≤t≤2
 
0, 其他 ,已知f(t)=e-tu(t)的傅里叶变换为F(jω)=
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1
1+jω

,根据傅里叶变换的性质,可得x(t)的傅里叶变换为X(jω)=    。

【分析】 本题考查傅里叶变换的时移性质。

【解答】 e-tu(t)↔
1

1+jω
, e-(t-2)u(t-2)↔

1
1+jωe

-j2ω

则

x(t)=e-tu(t)-e-2e-(t-2)u(t-2)↔
1

1+jω
(1-e-2(jω+1))

  故x(jω)=
1

1+jω
(1-e-2(jω+1))

(4)
 

已知u(t)↔πδ(ω)+
1
jω
,则u(t-3)↔    。

【分析】 本题考查傅里叶变换的时移特性。同时需要运用冲激函数的运算特性对

结果进行简化。

【解答】 u(t-3)↔ πδ(ω)+
1
jω  e-j3ω =πδ(ω)+

e-j3ω

jω
(5)

 

已知X(jω)=cos(3ω),其傅里叶反变换x(t)=    。
【分析】 本题考查基本的傅里叶变换对及傅里叶变换的时移特性。注意,δ(t)↔1,

且根据时移特性,δ(t-3)↔e-j3ω。

【解答】 X(jω)=cos(3ω)=
1
2
(ej3ω +e-j3ω)

则

x(t)=
1
2
[δ(t-3)+δ(t+3)]

  (6)
  

频谱X(jω)=cos(πω)G4(ω)对应的信号x(t)等于    。
【分析】 本题考查基本的傅里叶变换对及傅里叶变换的时移特性。注意,cos(πω)=

1
2
(ejπω+e-jπω)。

【解答】 2πSa
(2t)↔G4(ω)

2
πSa

[2(t-π)]↔G4(ω)e-jπω

2
πSa

[2(t+π)]↔G4(ω)ej
πω

因此

x(t)=
1
π
{Sa[2(t+π)]+Sa[2(t-π)]}

  (7)
 

若x(t)↔X(jω),则2X(2jω)的原函数为    。
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【分析】 本题考查傅里叶变换的时频展缩特性。

【解答】 x 1
2t  。

(8)
 

若x(t)的傅里叶变换为X(ω),则x(2t-2)的傅里叶变换为    。
【分析】 本题考查傅里叶变换的时移特性和时频展缩特性,注意时移和时域展缩的

顺序。
【解答】 方法一:

 

先时移后展缩。x(t)→x(t-2)→x(2t-2),X(jω)→X(jω)e-2jω→
1
2Xj

ω
2  e-jω。

方法二:
 

先展缩后时移。x(t)→x(2t)→x[2(t-1)],X(jω)→
1
2X j

ω
2  →

1
2Xj

ω
2  e-jω。

故傅里叶变换为1
2Xj

ω
2  e-jω。

(9)
 

若信号x(t)的傅里叶变换为X(jω),则x(-2t+3)的傅里叶变换为    。
【分析】 本题综合运用傅里叶变换的奇偶、时移和时频展缩特性。

【解答】 x(t)→x(2t)→x 2t+
3
2  



 


 →x(-2t+3)

X(jω)→
1
2Xj

ω
2  → 12Xj

ω
2  ej

3
2ω →

1
2X -j

ω
2  e-j

3
2ω

故傅里叶变换为1
2X -j

ω
2  e-j

3
2ω。

(10)
 

若x1(t)↔X1(jω),则X2(jω)=2X1(2jω)e
-j4ω 的原函数x2(t)为    。

【分析】 本题考查傅里叶变换的时频展缩特性及时移特性。

【解答】 x(at)↔
1
|a|Xj

ω
a  ,x at+

b
a  



 


 ↔
1
|a|X j

ω
a  ej

b
aω,本题中a=

1
2
,b=

-2。

故X2(t)=x1
t
2-2  。

(11)
 

x(t)=e-jtδ(t-2),其傅里叶变换为    。
【分析】 本题考查傅里叶变换的时移和频域调制特性。
【解答】 δ(t)↔1⇒δ(t-2)↔e-2jω⇒e-jtδ(t-2)↔e-2j(ω+1)

(12)
 

设x(t)的傅里叶变换为X(jω),则X(jt)的傅里叶变换为    。
【分析】 本题考查傅里叶变换对称特性:

 

x(t)↔X(jω)⇒X(jt)↔2πx(-ω)。
【解答】 2πx(-ω)。
(13)

 

已知x(t)的傅里叶变换是X(jω),则X(j2t)的傅里叶变换是    。
【分析】 本题考查傅里叶变换对称特性和时域展缩特性。
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【解答】 x(t)↔X(jω),根据对称特性有X(jt)↔2πx(-ω),进而X(j2t)↔πx(-
ω/2)。

(14)
 

已知x(t)的傅里叶变换为X(jω),则t
dx(t)
dt

的傅里叶变换为    。

【分析】 本题需综合利用傅里叶变换的时域微分特性和频域微分特性。
【解答】 方法一:

 

x(t)↔X(jω),x'(t)↔jωX(jω)

-jtx'(t)↔
d[jωX(jω)]

dω =jX(jω)+jω
d[X(jω)]
dω

tx'(t)↔-X(jω)-ωd
[X(jω)]
dω

  方法二:
 

x(t)↔X(jω)⇒-jtx(t)↔
d[X(jω)]
dω

,-j[tx'(t)+x(t)]↔jω
d[X(jω)]
dω

tx'(t)↔-X(jω)-ωd
[X(jω)]
dω

  故傅里叶变换为-X(jω)-ω
d[X(jω)]
dω

。

(15)
 

已知x(t)傅里叶变换为X(jω),则(2-t)x(2-t)的傅里叶变换为    。
【分析】 本题考查傅里叶变换的时频展缩特性、时移特性及频域微分特性。注意,

当需要同时运用频域微分特性和时频展缩特性时,需要对复合函数求导,不要采用

X'(g(jω))的写法,容易引起歧义。另外,如果先进行频域微分,再进行时域展缩,注意自

变量的微分也要展缩,例如,频谱dX
(jω)
dω

的翻转结果为dX
(-jω)

d(-ω)=-
dX(-jω)
dω

。

【解答】 x(-t)↔X(-jω)

(-jt)x(-t)↔dX
(-jω)
dω

(t-2)x(2-t)↔j
dX(-jω)
dω e-j2ω

因此(2-t)x(2-t)↔-j
dX(-jω)
dω e-2jω。

(16)
 

已知x(t)和X(jω)是傅里叶变换对,那么x(t)cosω0t的频谱是    。
【分析】 根据傅里叶变换的频域卷积定理和余弦信号的频谱特点,可以导出时域调

制对应频谱的搬移。

【解答】 
1
2X[j(ω-ω0)]+

1
2X[j(ω+ω0)]。

(17)
 

若 [x(t)]=X(jω),则 [x(t-t0)*u(t-t0)]=    。
【分析】 本题用到傅里叶变换的时域卷积定理、阶跃信号的频谱及傅里叶变换的时
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移特性。

【解答】 X(jω)πδ(ω)+
1
jω




 


 e-j2ωt0 =πX(0)δ(ω)+
X(jω)
jω

e-j2ωt0

(18)
 

已知信号x(t)=sin(t)/t,则∫
∞

-∞
x2(t)dt=    。

【分析】 本题考查基本的傅里叶变换对和帕塞瓦尔定理,根据时域和频域均可求信

号的能量,而该信号在频域具有门函数的形式,易求能量。

【解答】 sintt ↔πG2(ω)

E=∫
∞

-∞
|x(t)|2dt=

1
2π∫

∞

-∞
|X(jω)|2dω=

1
2π×2×π2=π

【题3-2-7】 判断题

如果f(t)是实函数,且 [f(t)]=F(ω)=R(ω)+jX(ω),则下列哪些关系式是成

立的?

A.
 

R(ω)=R(-ω) (  )

B.
 

X(ω)=-X(-ω) (  )

C.
 

F(ω)=F*(ω) (  )

D.
 

F(ω)=X(ω)+jR(ω) (  )
【分析】 本题考查傅里叶变换的奇偶特性。实信号的频谱是共轭对称函数,因此其

实部为偶函数,虚部为奇函数。
【解答】 A.

 

正确;
 

B.
 

正确;
 

C.
 

错误;
 

D.
 

错误。
【题3-2-8】 选择题

(1)
 

实信号的频谱一定满足(  )。

                           A.
 

频谱是实函数 B.
 

频谱是偶函数
 

C.
 

幅度谱是偶函数 D.
 

频谱的实部是奇函数

【分析】 本题考查傅里叶变换的奇偶特性。实信号的频谱是共轭对称函数,其中幅

频特性是偶函数,相频特性是奇函数。
【解答】 C。
(2)

 

系统的频谱响应为 H(jω)↔|H(jω)|ejφ(ω),其中幅频特性是偶函数,相频特性

是奇函数,则系统的单位冲激响应h(t)是(  )。

A.
 

奇函数 B.
 

偶函数 C.
 

实函数 D.
 

虚函数

【分析】 本题考查傅里叶变换的奇偶特性。实信号的频谱是共轭对称函数,其中幅

频特性是偶函数,相频特性是奇函数。系统的单位冲激响应与系统的频率响应构成一对

傅里叶变换对。由题干可知,系统的频率响应是共轭对称函数,因此单位冲激响应必是

实函数。
【解答】 C。
(3)

 

信号x(t-t0)的频谱与x(t)的频谱相比,二者(  )。

A.
 

相位谱相同 B.
 

幅度谱相同
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C.
 

幅度谱、相位谱相同 D.
 

幅度谱、相位谱均不同

【分析】 本题考查傅里叶变换的时移特性。时移引起与频率成正比的相移,幅频特

性不变。x(t±t0)↔X(jω)e
±jωt0

【解答】 B。

(4)
 

已知u(t)↔πδ(ω)+
1
jω
,则u(t-4)的傅里叶变换为(  )。

A.
 

πδ(ω)+
1
jωe

j4ω B.
 

πδ(ω)+
1
jωe

-j4ω

C.
 

πδ(ω-4)+
1

j(ω-4) D.
 

πδ(ω)-
1
jωe

-j4ω

【分析】 本题考查傅里叶变换的时移特性。同时需要利用冲激函数的运算特性对

结果进行简化。
【解答】 B。

u(t-4)↔ πδ(ω)+
1
jω  e-j4ω =πδ(ω)+

e-j4ω

jω

  (5)
 

已知某信号x(t)的频谱为X(jω)=
sin(2ω+4)

ω+2
,则x(t)为(  )。

A.
 1
2e

-2jtG4(t) B.
 

2e-2jtG2(t)

C.
 

2e2jtG4(t) D.
 1
2e

2jtG2(t)

【分析】 本题综合运用基本的傅里叶变换对、傅里叶变换的频移特性。
【解答】 A。

sin(2ω+4)
ω+2 =2Sa[2(ω+2)]

G4(t)↔4Sa(2ω)

1
2G4

(t)↔2Sa(2ω)

1
2G4

(t)e-2jt↔2Sa[2(ω+2)]

  (6)
 

已知x(t)的傅里叶变换为X(jω),则ej4tx(t-2)的傅里叶变换为(  )。

A.
 

X[j(ω+4)]e-2(jω+4) B.
 

X[j(ω+4)]e-2jω

C.
 

X[j(ω-4)]e-2j(ω-4) D.
 

X[j(ω-4)]e-2jω

【分析】 本题考查傅里叶变换的时移和时域调制特性,先时移后调制推导更简便。
【解答】 C。

x(t-2)↔X(jω)e-2jω

ej4tx(t-2)↔X(j(ω-4))e-2j(ω-4)

  (7)
 

信号x(t)=ej2tδ'(t)的傅里叶变换等于(  )。
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A.
 

j(ω-2) B.
 

j(ω+2) C.
 

jω-2 D.
 

jω+2
【分析】 本题需综合利用傅里叶变换的时域微分特性和频移性质。
【解答】 A。
方法一:

 

x'(t)↔jωX(jω)

δ'(t)↔jω

ej2tδ'(t)↔j(ω-2)

  方法二:
 

因为

x(t)δ'(t)=x(0)δ'(t)-x'(t)δ(t)

  故

ej2tδ'(t)=δ'(t)-2jδ(t)

ej2tδ'(t)↔jω-2j
  (8)

 

已知x(t)的频谱X(jω)如图3-2-1所示,则x(t)为(  )。

A.
 

能量有限信号,能量为2/π B.
 

能量有限信号,能量为4/π
C.

 

功率有限信号,功率为2/π D.
 

功率有限信号,功率为4/π

图 3-2-1

【分析】 本题考查帕塞瓦尔定理,由时域和频域均可求

信号的能量,题目中给出了信号的频谱,可以直接从频域求

信号的能量。
【解答】 B。
【题3-2-9】 证明题

(1)
 

已知x1(t)和x2(t)为两个实信号,其傅里叶变换分

别为X1(jω)和X2(jω),信号x(t)=x1(t)+jx2(t),其傅里叶变换为X(jω),利用傅里

叶变换的定义式证明:
 

X(jω)+X*(-jω)=2X1(jω)

  【分析】 本题可用傅里叶变换的线性特性和奇偶特性证明,也可用傅里叶变换的定

义证明。根据题意,应采用后者。
【证明】

X(jω)=∫
∞

-∞
[x1(t)+jx2(t)]e-jωtdt

X*(-jω)=∫
∞

-∞
x1(t)+jx2(t)  ejωtdt  

*

    =∫
∞

-∞
[x1(t)-jx2(t)]e-jωtdt

  所以

X(jω)+X*(-jω)=∫
∞

-∞
2x1(t)e-j

ωtdt=2X1(jω)

  (2)
 

设x(t)为复数函数,可表示为x(t)=xr(t)+jxd(t),且设x(t)↔X(jω),试
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证明:
 

 [xr(t)]=
1
2
[X(jω)+X*(-jω)]

 [xd(t)]=
1
2j
[X(jω)-X*(-jω)]

其中,X*(-jω)= [x*(t)]。
【分析】 本题考查复数的表示和傅里叶变换的奇偶特性。注意,对于一般的复信号

x(t),可根据傅里叶变换的定义导出x*(t)↔X*(-jω)。
【证明】 因为

x(t)=xr(t)+jxd(t)

x*(t)=xr(t)-jxd(t)

  对于一般的复信号x(t),可根据傅里叶变换的定义导出

x*(t)↔X*(-jω)

  所以

xr(t)=
1
2
[x(t)+x*(t)], xd(t)=

1
2j
[x(t)-x*(t)]

  则

 [xr(t)]=
1
2
 [x(t)+x*(t)]=

1
2
 [X(jω)+X*(-jω)]

 [xd(t)]=
1
2j

 [X(jω)-X*(-jω)]

  (3)
 

试证明傅里叶变换的卷积定理。
若给定两个时间函数x1(t)、x2(t),已知 [x1(t)]=X1(jω), [x2(t)]=X2(jω),

则 [x1(t)*x2(t)]=X1(jω)X2(jω)。
【分析】 时域卷积定理是傅里叶变换的基本性质之一,但在证明题中,必须根据卷

积运算和傅里叶变换的定义进行推导。

【证明】  [x1(t)*x2(t)]=∫
∞

-∞∫
∞

-∞
x1(τ)x2(t-τ)dτ  e-jωtdt

变换积分次序,可得

∫
∞

-∞
x1(τ)∫

∞

-∞
x2(t-τ)e-jωtdt  dτ=∫

∞

-∞
x1(τ)e-j

ωτ∫
∞

-∞
x2(t-τ)e-jω(t-τ)dt  dτ

=∫
∞

-∞
x1(τ)X2(jω)e-j

ωτdτ=X1(jω)X2(jω)

  (4)
 

如果有x(t)↔X(jω),则有如下的帕塞瓦尔关系存在:
 

∫
∞

-∞
|x(t)|2dt=

1
2π∫

∞

-∞
|X(jω)|2dω

  ①证明上述关系。②阐明帕塞瓦尔关系的物理意义。
【分析】 本题考查帕塞瓦尔定理的证明过程和物理含义。
【解答】 ①

 

证明:
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根据傅里叶变换的定义式,有

x(t)=
1
2π∫

∞

-∞
X(jω)ejωtdω,x*(t)=

1
2π∫

∞

-∞
X*(jω)e-jωtdω

∫
∞

-∞
|x(t)|2dt=∫

∞

-∞
x(t)x*(t)dt

       =
1
4π2∫

∞

-∞∫
∞

-∞
X(jω1)e

jω1tdω1∫
∞

-∞
X*(jω2)e

-jω2tdω2  dt
       =

1
4π2∫

∞

-∞∫
∞

-∞∫
∞

-∞
X(jω1)X

*(jω2)e
j(ω1-ω2)tdω1dω2  dt

       =
1
2π∫

∞

-∞∫
∞

-∞
X(jω1)X

*(jω2)
1
2π∫

∞

-∞
ej
(ω1-ω2)tdt


 



 dω1dω2

       =
1
2π∫

∞

-∞∫
∞

-∞
X(jω1)X

*(jω2)δ(ω1-ω2)dω1dω2

       =
1
2π∫

∞

-∞
X(jω1)X

*(jω1)dω1

       =
1
2π∫

∞

-∞
|X(jω)|2dω

其中,∫
∞

-∞
ejωtdt=2πδ(ω)的推导过程如下:

 

根据傅里叶变换对

1↔2πδ(ω)
  可知

∫
∞

-∞
e-jωtdt=2πδ(ω)

  进而

∫
∞

-∞
ejωtdt=2πδ(-ω)=2πδ(ω)

  ②
 

对于能量有限信号

E=∫
∞

-∞
|x(t)|2dt< ∞

  由帕塞瓦尔定理可知,从时域或者频域都可以求信号的能量。

E=∫
∞

-∞
|x(t)|2dt=

1
2π∫

∞

-∞
|X(jω)|2dω

  (5)
 

试证明∫
∞

-∞
Sa2(t)dt=π。

【分析】 本题可视为求信号Sa(t)的能量,也可视为求信号Sa2(t)的直流分量。
【证明】 方法一:

 

Sa(t)↔πG2(ω)
  根据帕塞瓦尔等式

∫
∞

-∞
|x(t)|2dt=

1
2π∫

∞

-∞
|X(jω)|2dω
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  故

∫
∞

-∞
|Sa(t)|2dt=

1
2π∫

∞

-∞
π2|G2(ω)|

2dω=
1
2π∫

1

-1
π2dω=π

  方法二:
 

由Sa(t)↔πG2(ω),可知Sa2(t)↔
π
2G2

(ω)*G2(ω)=πΛ4(ω)。

由X(jω)=∫
∞

-∞
x(t)e-jωtdt,可知

X(0)=∫
∞

-∞
x(t)dt

  故

∫
∞

-∞
Sa2(t)dt=πΛ4(0)=π

图 3-2-2

  【题3-2-10】 画图题

已知信号x(t)的频谱如图3-2-2所示,试画出y(t)=
x(t-1)ej2t 的幅度谱和相位谱图。

 

【分析】 本题考查傅里叶变换的时移特性和调制特

性。时移引起与频率成正比的相移,幅频特性不变;
 

时域

调制引起频谱的搬移。注意,本题是先时移后调制,因此

频谱先相位滞后再搬移。
【解答】 x(t-1)↔X(jω)e-jω

x(t-1)ej2t↔X[j(ω-2)]e-j(ω-2)

Y(jω)=X[j(ω-2)]e-j(ω-2)

 图 3-2-3

幅度谱和相位谱图如图3-2-3所示。
【题3-2-11】 计算题

(1)
 

计算卷积积分sin
(2πt)
2πt *

sin(8πt)
8πt

。

【分析】 本题考查基本的傅里叶变换对和傅里叶变换

的时域卷积定理。

【解答】 Sa(ωct)↔
π
ωc

G2ωc(ω)

Sa(2πt)*Sa(8πt)↔
1
2G4π

(ω)·
1
8G16π

(ω)=
1
16G4π

(ω)

1
8Sa

(2πt)↔
1
16G4π

(ω),

所以Sa(2πt)*Sa(8πt)=
1
8Sa

(2πt)

(2)
 

已知x1(t)=
2
πSa

(2t),x2(t)=
2
πSa

(t)cos2t,求x1(t)*x2(t)。
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【分析】 本题考查基本的傅里叶变换对和傅里叶变换的时域卷积定理。

【解答】 Sa(ωct)↔
π
ωc

G2ωc(ω)

X1(jω)=G4(ω)
X2(jω)=G2(ω+2)+G2(ω-2)

x1(t)*x2(t)↔X1(jω)X2(jω)=G1ω+
3
2  +G1ω-

3
2  

所以

x1(t)*x2(t)=
1
πSa

t
2  cos32t  

  (3)
 

x(t)的傅里叶变换为X(jω)=
(sinω)3

ω
2  3

,求x(0)、x(4)。

【分析】 本题需要两次利用傅里叶变换的时域卷积性质。
【解答】 G2(t)↔2Sa(ω),G2(t)*G2(t)*G2(t)↔[2Sa(ω)]

3

x(t)=G2(t)*G2(t)*G2(t)=2Λ4(t)*G2(t)

x(0)=∫
1

-1
2Λ4(τ)dτ=3,x(t)波形范围为[-3,3],因而x(4)=0。

(4)
 

计算信号sin
(5t)
πt cos(30t)的能量。

【分析】 本题考查帕塞瓦尔定理,由时域和频域均可求信号的能量。

【解答】 sin
(5t)
πt ↔G10(ω)

cos(30t)sin
(5t)
πt ↔ 12

[G10(ω-30)+G10(ω+30)]

E=∫
∞

-∞
|x(t)|2dt=

1
2π∫

∞

-∞
|X(jω)|2dω=

1
2π
·1
4
(10+10)=

5
2π

(5)
 

求如图3-2-4所示信号x(t)的频谱函数X(jω)。
【分析】 本题考查傅里叶变换的线性特性和基本的傅里叶变换对。
【解答】 因为x(t)=0.5+G2(t)
所以

X(jω)=F[x(t)]=πδ(ω)+2Sa(ω)
  (6)

 

求图3-2-5所示信号x(t)的频谱X(jω)。

图 3-2-4 图 3-2-5
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【分析】 本题可用基本傅里叶变换对结合傅里叶变换的性质完成。将x(t)视为两

个门信号的叠加,这两个门信号经过了不同的时移和缩放。根据傅里叶变换的线性特

性,x(t)的频谱就是两个门信号频谱的叠加。

【解答】 Gτ(t)↔τSa
ωτ
2  

x(t)=G2(t-2)+G6(t-4)

X(jω)=2Sa(ω)e-j2ω +6Sa(3ω)e-j4ω

(7)
 

已知矩形脉冲信号Gτ(t)的脉冲宽度为τ,其频谱为τSaωτ
2  ,请根据傅里叶变

换的对称性求出信号Sa(10t)的傅里叶变换。
【分析】 本题考查傅里叶变换的对称特性。

【解答】 Gτ(t)↔τSa
ωτ
2  , Sa(ωct)↔ πωcG2ωc(ω), Sa(10t)↔ π10G20(ω)

(8)
 

求x(t)=
1
πt

的傅里叶变换。

【分析】 本题可利用基本的傅里叶变换对及傅里叶变换的对称特性求解。

【解答】 sgn(t)↔
2
jω
,2
jt
↔2πsgn(-ω),1πt↔jsgn

(-ω)=-jsgn(ω)

(9)
 

已知X(jω)=e-2jωu(ω),其中,u(ω)是关于ω 的单位阶跃函数,求其傅里叶反

变换。
【分析】 本题考查傅里叶变换的奇偶特性和对称特性。
【解答】 因为X(jω)=e-2jωu(ω),所以X(jt)=e-2jtu(t)。

F[X(jt)]=F[e-2jtu(t)]=πδ(ω+2)+
1

j(ω+2)
所以由傅里叶变换的互易对称性,可得

x(t)=
1
2πj
· 1
2-t+

1
2δ
(t-2)

  (10)
 

已知X(jω)=[u(ω)-u(ω-2)]e-j2ω,求其傅里叶反变换x(t)。
【分析】 本题综合运用傅里叶变换的奇偶特性、时移特性和对称特性。
【解答】 u(t)-u(t-2)=G2(t-1)↔2Sa(ω)e-jω

[u(t)-u(t-2)]e-j2t↔2Sa(ω+2)e-j(ω+2)

2Sa(t+2)e-j(t+2)↔2π[u(-ω)-u(-ω-2)]ej2ω

2Sa(-t+2)e-j(-t+2)↔2π[u(ω)-u(ω-2)]e-j2ω

注意,辛格函数是偶函数:
 

1
πSa

(t-2)ej(t-2)↔[u(ω)-u(ω-2)]e-j2ω

  (11)
 

设x(t)=
sintsint

2  
πt2

,求x(t)的傅里叶变换。
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【分析】 本题考查傅里叶变换的频域卷积定理,注意到题干中的函数可写为两个辛

格函数的乘积形式。

【解答】 x(t)=
sintsint

2  
πt2

=
sint
t

sint
2  

t
2

1
2π=

1
2πSa

(t)Sat
2  

所以

 [x(t)]=
1
4π2

 [Sa(t)]*  Sat
2  



 




 

=
1
2G2

(ω)*G1(ω)

=
1
2
[u(ω+1)-u(ω-1)]* uω+

1
2  -uω-

1
2  



 




=
1
2 rω+

3
2  -rω+

1
2  -rω-

1
2  +rω-

3
2  



 




  (12)
 

已知x(t)如图3-2-6所示,求其傅里叶变换X(jω)。
【分析】 本题考查傅里叶变换的时移和调制特性。

 图 3-2-6

【解答】 g(t)=-
E
2sin

2πt
τ  Gτ(t),x(t)=gt-

τ
2  

Gτ(t)↔2
sinτω

2  
ω

sin2πtτ  Gτ(t)↔

1
j 
sin τ

2
(ω-ω0)




 




ω-ω0
-
sin τ

2
(ω+ω0)




 




ω+ω0  
注意到

ω0=
2π
τ
,sin2πtτ  Gτ(t)↔jsin

τ
2ω  2ω0

ω2-ω20  。
  因此X(jω)=-j

2Eπ
τ sinτ

2ω  1
ω2-ω20

e-j
τ
2ω。

(13)
 

升余弦脉冲信号x(t)=
1
2 1+cos

π
τt  



 


 [u(t+τ)-u(t-τ)],求其傅里叶变

换X(jω)。
【分析】 本题考查基本的傅里叶变换对,以及傅里叶变换的时域调制特性。
【解答】 方法一:

 

运用傅里叶变换的调制特性。

G2τ(t)↔2
sin(τω)

ω
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cosπtτ  G2τ(t)↔sin[τ(ω-ω0)]
ω-ω0

+
sin[τ(ω+ω0)]

ω+ω0
  注意到

ω0=
π
τ
,cosπtτ  G2τ(t)↔-sin(τω)

2ω
ω2-ω20  

1
2 1+cos

π
τt  



 


 G2τ(t)↔sin(τω)
1
ω -

ω
ω2-ω20  

  方法二:
 

运用频域卷积性质。

x(t)=
1
2 1+cos

π
τt  



 


 G2τ(t)↔
1
2π
π
2 2δ

(ω)+δω-
π
τ  +δω+

π
τ  



 


 *2τSa(ωτ)

=
τ
2
[2Sa(ωτ)+Sa(ωτ-π)+Sa(ωτ+π)]

=
τ
2 2

sin(ωτ)
ωτ -

sin(ωτ)
ωτ-π-

sin(ωτ)
ωτ+π




 



=sin(τω)
1
ω -

ω
ω2-ω20  

  【题3-2-12】 计算题

已知实函数x(t)满足以下3个条件:
 

(1)
 

x(t)=0,t<0;
 

(2)
 

(2+jω)X(jω)为ke-3tu(t)的傅里叶变换,其中k为非负的实常数;
 

(3)
 

∫
∞

-∞
|X(jω)|2dω=π;

 

求x(t)。
【分析】 本题可利用基本的傅里叶变换对的性质、时域微分定理和帕塞瓦尔定理

求解。
【解答】 (1)

 

x(t)=x(t)u(t)

(2)
 

(2+jω)X(jω)=
k
3+jω⇒X(jω)=

k
(3+jω)(2+jω)=k

1
(2+jω)-

1
(3+jω)




 




有x(t)=k(e-2t-e-3t)u(t)

(3)
 

∫
∞

-∞
|X(jω)|2dω=2π∫

∞

-∞
|x(t)|2dt=2πk2∫

∞

0
(e-4t+e-6t-2e-5t)dt=π

有k2 14+
1
6-

2
5  =12⇒k= 30

所以

x(t)= 30(e-2t-e-3t)u(t)。
【题3-2-13】 计算题

求下列信号的傅里叶变换,设x(t)↔X(jω)。
(1)

 

u(t)+Sa(t)
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(2)
 

x(t)sin(ω0t)
(3)

 

x(at-t0)
【分析】 本题综合利用基本的傅里叶变换对及傅里叶变换的性质。

【解答】 (1)
 

u(t)+Sa(t)↔πδ(ω)+
1
jω+πG2

(ω)

(2)
 

x(t)sinω0t↔
1
2j

X(jω)*[δ(ω-ω0)-δ(ω+ω0)]

=
1
2j
{X[j(ω-ω0)]-X[j(ω+ω0)]}

(3)
 

x(at-t0)↔
1
|a|Xj

ω
a  e-j

t0
aω

x(at)↔
1
|a|Xj

ω
a  

x at+
b
a  



 


 ↔
1
|a|Xj

ω
a  ej

b
aω

本题中,b=-t0。

……知识点链接……

设周期信号xT(t)的傅里叶变换为XT(jω),x(t)一般取周期信号xT(t)在原点附

近的一个周期(称为主周期),其傅里叶变换为X(jω)。
周期信号xT(t)的傅里叶级数展开系数与非周期信号x(t)的傅里叶变换之间存在

如下关系:
 

Xk=
1
TX(jkω0)=

1
TXjω  ω=kω0

,其中ω0=
2π
T

计算周期信号的傅里叶变换有两种方法:
 

方法一:
 

F[xT(t)]=XT(jω)= ∑
∞

k=-∞
ω0X(jkω0)δ(ω-kω0)

  方法二:
 

F[xT(t)]=XT(jω)= ∑
∞

k=-∞
2πXkδω-k2πT  

  【题3-2-14】 填空题

(1)
 

若信号在时域是周期的、连续的,则其频谱特点为    、    。
【分析】 本题考查周期信号的频谱特点。时域的周期性对应频域的离散性,时域的

离散性对应频域的周期性。
【解答】 离散,非周期。
(2)

 

周期矩形脉冲信号的脉宽与其频谱的主瓣宽度成    比。
【分析】 连续时间周期信号的频谱具有离散性,其包络由一个周期内的信号形式决
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定。对周期矩形脉冲串来说,频谱包络具有辛格函数形式,且其主瓣宽度与脉冲宽度成

反比。
【解答】 反。
【题3-2-15】 选择题

下列论述正确的有(  )。

A.
 

周期信号的频谱是离散的

B.
 

非周期信号与周期信号的频谱的表示方法是相同的

C.
 

非周期信号的频谱是连续的

D.
 

∫
∞

-∞
|x(t)|dt< ∞ 是傅里叶变换存在的充分条件

【分析】 前3个选项考查周期信号与非周期信号频谱的区别。时域的周期性对应

频域的离散性。对于周期信号,可用傅里叶级数展开和傅里叶变换两种方法表示其频

谱,其中傅里叶级数展开每一根谱线都代表对应分量的强度,而傅里叶变换求得的是频

谱密度,因此每根谱线都是冲激函数。D选项考查傅里叶变换存在的条件。狄利克雷条

件是傅里叶变换的充分条件:
 

信号绝对可积;
 

只有有限个间断点;
 

有限个极值点。D选

项只说明信号是绝对可积的,不能构成充分条件。
【解答】 A、C。
【题3-2-16】 选择题

(1)
 

如图3-2-7所示,周期冲激串x(t)= ∑
∞

k=-∞
δ(t-kT)的频谱为(  )。

                           

A.
  

B.
  

C.
  

D.
 

图3-2-7

【分析】 周期冲激串信号的频谱仍然是周期冲激串,将周期冲激串与时长有限的信

号卷积,可得到其他周期信号。
【解答】 A。
(2)

 

连续时间周期信号的频谱具有(  )。

A.
 

周期性 B.
 

非周期性 C.
 

离散性 D.
 

连续性

【分析】 本题考查周期信号的频谱特点。时域的周期性对应频域的离散性,时域的

离散性对应频域的周期性。
【解答】 B、C。
(3)

 

信号的频谱是周期的连续谱,则原信号是(  )。

A.
 

连续的周期信号 B.
 

连续的非周期信号
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C.
 

离散的非周期信号 D.
 

离散的周期信号

【分析】 本题考查周期信号的频谱特点。时域的周期性对应频域的离散性,时域的

离散性对应频域的周期性。
【解答】 C。
(4)

 

下列说法中,正确的是(  )。

A.
 

系统y″(t)+5y'(t)+6y(t)=x(t)一定是因果系统

B.
 

系统y″(t)+5y'(t)+6y(t)=x(t)一定是稳定系统

C.
 

设x(t)的傅里叶变换为X(jω)=δ(ω)+δ(ω-π)-δ(ω+2),则x(t)肯定

不是周期的

D.
 

两个非周期信号的卷积可能是周期的

【分析】 极点在s平面的左半平面,是因果系统稳定的充要条件。周期信号的频谱

不但具有离散性,还具有谐波性。C选项中的频谱虽然是离散的,但不具有谐波性,由其

傅里叶反变换也可知,x(t)=
1
2π
[1+ejπt-e-j2t]不是周期的。

【解答】 C。
【题3-2-17】 计算题

已知信号x(t)如图3-2-8所示,试求其傅里叶变换。

图 3-2-8

【分析】 可将信号x(t)视为s(t)=e-|t|与周期矩形脉冲串相乘,因此其傅里叶变

换为周期矩形脉冲串频谱与S(jω)的卷积。
【解答】 s(t)=e-|t|=e-tu(t)+etu(-t)

e-tu(t)↔
1

1+jω
,etu(-t)↔

1
1-jω

因此

S(jω)=
2

1+ω2

  对周期矩形脉冲串,有

T=2, ω0=
2π
T =πrad/s, 

Eτ
T =0.5, ω0τ=

2π
T

 

τ=π

p(t)= ∑
∞

k=-∞
G1(t-kT)
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P(jω)=π∑
∞

k=-∞
Sakπ
2  δ(ω-kπ)

故

X(jω)=
1
2πS

(jω)*P(jω)= ∑
∞

k=-∞
Sakπ
2  1
1+(ω-kπ)2

  【题3-2-18】 计算题

 设X(jω)表示图3-2-9所示信号x(t)的傅里叶变换。

图 3-2-9

(1)
 

求X(jω)的相位谱函数∠X(jω)。

(2)
 

求∫
∞

-∞
|X(jω)|2dω。

(3)
 

计算∫
∞

-∞
X(jω)

2sinω
ω e2jωdω。

(4)
 

若分别以T=2、4、8为周期,将信号x(t)周期延拓

为xT(t),试分析确定xT(t)包含哪些频率分量。
【分析】 注意,x(t)是一个周期信号被截取后的片段。它的相位特性可通过将该片

段时移到某个对称的位置进行分析。它的能量可从频域或时域计算,本题中从时域计算

更方便。对于第(3)问,将待积分的部分视为某个信号的频谱,则积分结果将是该信号的

直流分量。对于第(4)问,需要从时域分析延拓后其周期性及一个周期的具体形式,才能

进一步判断其包含的频率分量。

【解答】 (1)
 

由于x(t+1)是奇信号,其频谱为虚奇谱,相位为π
2

或-
π
2
,故

∠X(jω)=±
π
2-ω

  (2)
 

由帕塞瓦尔定理

∫
∞

-∞
|X(jω)|2dω=2π∫

∞

-∞
|x(t)|2dt

  从时域计算该信号的能量为

∫
∞

-∞
|x(t)|2dt=8∫

1/2

0
(2t)2dt=

4
3

  因此

∫
∞

-∞
|X(jω)|2dω=

8
3π

  (3)
 

G2(t)↔2Sa(ω)

x(t+2)↔X(jω)e2jω

  记

y(t)=G2(t)*x(t+2)

  则原积分为

2πy(0)=∫x(τ+2)G2(τ)dτ=0
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  (4)
 

记x(t)的一个基本片段为x0(t)=G1(t)x(t),它是一个奇信号,直流分量为0。
为分析以T=2为周期的延拓,将x(t)分解为两个长度为2的部分,x(t)=x'(t)+

x'(t-2),其中x'(t)=G2(t)x(t),对两部分分别进行以T=2为周期的延拓,则将

x(t)以T=2为周期延拓后,x2(t)=2∑
∞

n=-∞
x0(t-n),基频为2π,含有的频率分量为

2kπ,k为整数且k≠0。

对x(t)以T=4为周期延拓后,x4(t)= ∑
∞

n=-∞
x0(t-n),基频为2π,含有的频率分

量为2kπ,k为整数且k≠0。

对x(t)以T=8为周期延拓后,x8(t)=∑
∞

n=-∞
x(t-8n),基频为π/4,含有的频率分

量为kπ/4,k为整数。

考点3 连续时间系统的频域分析

本节考点:
 

主要考查利用频谱分析求解系统的响应,以及对系统频率响应的理解。

……知识点链接……

1.
 

系统的频率响应

  H(jω)是系统单位冲激响应h(t)的傅里叶变换,称为系统的频率响应,简称频率响

应,H(jω)的模|H(jω)|
 

(常记为 H(ω))表征系统对各频率分量幅度的加权能力,称为

系统的幅频特性。而 H(jω)的辐角∠H(jω)表征各频率分量通过系统后产生的附加相

移,称为系统的相频特性。

2.
 

线性时不变系统对单一频率信号的响应

ej
ω0t →H(jω0)e

jω0t

  由此可知

cos(ω0t+θ)→|H(jω0)|cos[ω0t+θ+∠H(jω0)]
  线性时不变系统对正弦信号的响应又称正弦稳态响应。

3.
 

求解系统频率响应的方法

方法一:
 

H(jω)= [h(t)]

方法二:
 

H(jω)=
Yzs(jω)
X(jω)

方法三:
 

对于微分方程

∑
n

i=0
ai
di

dtiy(t)=∑
m

j=0
bj
dj

dtjx(t), n≥m

  有

H(jω)=
N(jω)
D(jω)
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其中,N(jω)、D(jω)分别为

N(jω)=bm(jω)
m +bm-1(jω)

m-1+…+b1(jω)+b0

D(jω)=an(jω)
n +an-1(jω)

n-1+…+a1(jω)+a0
  【题3-3-1】 填空题

(1)
 

已知某系统的频率响应为H(jω)=
1

1+j3ω
,则其幅频特性|H(jω)|=    ,

相频特性∠H(jω)=    。

【解答】 |H(jω)|=
1

9ω2+1
,∠H(jω)=-arctan3ω。

(2)
 

已知一个线性时不变系统的频率响应为 H(jω),当输入信号为2ej2t 时,系统的

零状态响应为    。
【分析】 输入信号是正弦信号,通过线性时不变系统后输出也是同频率的正弦信

号,其幅度和相位的变化量由系统的频率响应特性决定,即有ej
ω0t→H(jω0)e

jω0t。

【解答】 2H(2j)ej2t。

(3)
 

已知线性时不变系统的冲激响应为h(t)=
1, |t|≤1/2
0, |t|>1/2 ,输入为x(t)=

cos(ω0t),若使输出y(t)=x(t)*h(t)恒为0,则ω0 所有可能的取值为    。
【分析】 输入信号是正弦信号,通过线性时不变系统后输出也是同频率的正弦信

号,其幅度和相位的变化量由系统的频率响应特性决定。因此本题的关键在于求解该系

统幅度响应为0的频率点。

【解答】 H(jω)=Sa
ω
2  

  因此当ω=2kπ,k≠0时,有 H(jω)=0。
故答案为:

 

ω0=2kπ,k为整数且k≠0。
(4)

 

已知线性时不变系统的微分方程为y'(t)+y(t)=x'(t),当输入信号为x(t)=
1+2cost时,系统输出响应y(t)为    。

【分析】 本题输入信号x(t)包含两个单频分量,根据微分方程求得系统的频率特性

后,分别计算系统对这两个单频分量的响应,再合成得到系统的输出。

【解答】 H(jω)=
jω
1+jω

H(jω)|ω=0=0

H(jω)|ω=1=
2
2e

j
π
4

故输出为

y(t)= 2cost+
π
4  
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  【题3-3-2】 选择题

某线性时不变系统对于任意频率ω0 的输入信号x(t)=cos(ω0t),都有输出y(t)=
1
ω0
sin(ω0t),则该系统的冲激响应h(t)为(  )。

A.
 

-δ'(t) B.
 

δ'(t) C.
 

u(t) D.
 

不能确定

【分析】 根据题目描述可知该系统的频率响应特性,进而求得其单位冲激响应。
【解答】 C。

注意,sin(ω0t)=cosω0t-
π
2  。

故当ω≠0时,H(jω)=
1
ωe

-jπ/2=
1
jω
,这是一个积分器的频率响应特性。

【题3-3-3】 证明题

某线性时不变系统的频率响应为 H(jω),当输入信号为x(t)=cos(ω0t)时,试证明

系统输出响应为y(t)=|H(jω0)|cos[ω0t+∠H(jω0)]。
【分析】 在其他题目中,本题结论可直接使用。但本题为证明题,需从更基本的原

理导出该结论。此处采用分析一般信号通过线性时不变系统的方法。
【证明】 y(t)=x(t)*h(t)

Y(jω)=X(jω)H(jω)

X(jω)=π[δ(ω-ω0)-δ(ω+ω0)]
于是

Y(jω)=πH(jω0)δ(ω-ω0)+πH(-jω0)δ(ω-ω0)

y(t)=
1
2H(jω0)e

jω0t+
1
2H(-jω0)e

-jω0t

  对于 一 个 实 际 的 线 性 时 不 变 系 统,h(t)是 实 函 数,H (jω)是 共 轭 对 称 函 数,

H(jω0)=|H(jω0)|e
j∠H(jω0),H(-jω0)=|H(jω0)|e

-j∠H(jω0)。
因此

y(t)=
1
2|H(jω0)|(e

j(ω0t+∠H(jω0))+e
-j(ω0t+∠H(jω0)))

=|H(jω0)|cos(ω0t+∠H(jω0))

  【题3-3-4】 计算题

(1)
 

已知某线性时不变系统的冲激响应为h(t)=G2(t-1),试求x(t)=cost(-∞<
t<∞)通过该系统的响应的频谱Y(jω)。

【分析】 输入信号是ω0=1的余弦信号,其频谱包含两个冲激函数,因此本题在运

算中要用到冲激函数的筛选特性。
【解答】 方法一:

 

G2(t-1)=u(t)-u(t-2)
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Y(jω)=H(jω)X(jω)=
1-e-2jω

jω
π[δ(ω+1)+δ(ω-1)]

  =jπ[(1-e2j)δ(ω+1)-(1-e-2j)δ(ω-1)]

  方法二:
 

G2(t-1)↔2Sa(ω)e-jω

Y(jω)=H(jω)X(jω)=2πSa(ω)e-jω·[δ(ω+1)+δ(ω-1)]

  注意

Sa(1)=Sa(-1)=sin1=
ejω -e-jω

2j
  即得到了与方法一相同的结果。

(2)
 

已知LTI系统的频率特性为 H(jω)=
1

1+jω
,输入周期信号为x(t)=sin2t,计

算系统的稳态响应。
【分析】 输入信号是正弦信号,通过线性时不变系统后输出也是同频率的正弦信

号,其幅度和相位的变化量由系统的频率响应特性决定。因此本题的关键在于求解该系

统在ω0=2时的频率响应。

【解答】 H(jω)|ω=2=
1

1+j2=
1
5
e-jarctan2

y(t)=
1
5
sin(2t-arctan2)

(3)
 

已知一连续时间系统的单位冲激响应为h(t)=
1
πSa

(3t),输入信号为x(t)=

3+6cos2t+3cos4t(-∞<t<∞),试求该系统的稳态响应。
【分析】 输入信号是正弦信号,通过线性时不变系统后输出也是同频率的正弦信

号,其幅度和相位的变化量由系统的频率响应特性决定。因此本题的关键在于求解该系

统在输入信号包含的频率处的频率响应。

【解答】 H(jω)=
1
3G6

(ω)

H(jω)|ω=0=H(jω)|ω=2=
1
3

H(jω)|ω=4=0
故稳态输出为y(t)=1+2cos2t。
【题3-3-5】  计算及画图题

如图3-3-1所示的RC 电路,R=1Ω,C=1F,输入电压源x(t)为门信号,系统初始状

态为零,取电阻上的电压为输出y(t)。
(1)

 

求系统的频率响应 H(jω),并画出幅频响应|H(jω)|。
(2)

 

求输出y(t),并画出y(t)的波形图。
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图 3-3-1

【分析】 本题第(1)问考查电路系统的频域分析,需要用到电阻和电容的复阻抗。
第(2)问考查门信号通过滤波器的输出。将门信号视为两个不同时延阶跃信号之差,可
以简化求解的过程。

【解答】 (1)
 

H(jω)=
R

R+1/jωC=
jω
1+jω

,|H(jω)|=
ω

1+ω2

幅频响应如图3-3-2所示。

图 3-3-2

(2)
 

x(t)=u(t+τ/2)-u(t-τ/2)↔
ejωτ/2-e-jωτ/2

jω

Y(jω)=
ejωτ/2-e-jωτ/2

jω
jω
1+jω=

ejωτ/2-e-jωτ/2

1+jω
y(t)=e-(t+τ/2)u(t+τ/2)-e-(t-τ/2)u(t-τ/2)
波形图如图3-3-3所示。

图 3-3-3
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考点4 无失真传输与滤波

本节考点:
 

主要考查信号传输的两种状况:
 

无失真传输和滤波,包括其定义及理解,
以及利用信号传输理论求解系统输出。通常是重点考查内容。

……知识点链接……

1.
 

无失真传输
 

  无失真传输是指系统输出信号与输入信号相比,只有幅度大小和出现时刻不同,而
无波形上的变化。

若输入信号为x(t),则经过无失真传输后,输出信号yzs(t)应为

yzs(t)=kx(t-td)
 

其中,k为实常数,k≠0,td≥0。
系统的频率响应为

H(jω)=ke-jωtd

  系统的冲激响应为

h(t)=kδ(t-td)

2.
 

有失真传输与滤波

对于一个线性时不变系统,若信号在传输过程中不满足无失真,则称为有失真传输。
原因有:

 

系统对输入信号中各频率分量的幅度产生不同程度的衰减,使响应的各频率分

量的相对幅度产生变化,称幅度失真;
 

系统对输入信号中各频率分量产生的相移不与频

率成正比,使响应的各频率分量在时间轴上的相对位置产生变化,称相位失真。
在许多情况下,希望信号通过系统后产生“预定”的失真,或者想改变一个信号所含

频率分量的相对大小,或者全部滤除某些频率分量,这样的过程称为信号的滤波。
【题3-4-1】 填空题

(1)
 

一个无失真传输系统的频率响应特性是    。
【分析】 本题考查无失真传输系统的基本特性。无失真传输系统的频率响应可表

示为 H(jω)=ke
-jωtd,其中,td为系统传输引起的时延,k为幅度增益,是实常数。

【解答】 幅频特性是常数,相频特性是过原点的负斜率的直线。
(2)

 

一个系统的增益为1,相移为-σω,当输入x(t)作用于该线性时不变系统时,其
输出为    。

【分析】 本题考查无失真传输系统的基本特性。无失真传输系统的频率响应可表

示为 H(jω)=ke
-jωtd,其中,td为系统传输引起的时延。

【解答】 x(t-σ)。

(3)
 

系统H(jω)=
e-j2ω, |ω|≤120π
0, |ω|>120π 能否对信号x(t)=

sin(100πt)
t

实现无失真传

输?    。
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【分析】 输入信号的频率范围为[-120π,120π]时,可无失真地通过题中描述的理

想低通滤波器。信号x(t)=
sin(100πt)

t =100πSa(100πt)↔πG200π(ω),该信号的最大频

率为100π,故能用题中的滤波器实现无失真传输。
【解答】 能。
(4)

 

信号x(t)=sin(ω1t)+3sin(2ω1t),通过某系统后的输出为y(t)=k1sin(ω1t-

θ1)+k2sin(2ω1t-θ2),若 系 统 为 无 失 真 传 输 系 统,则
k1
k2
、
θ1
θ2

各 自 要 满 足 什 么

条件?     。
【分析】 本题利用无失真传输系统的基本特性。无失真传输系统频率响应要求幅

频特性为常数K,相频特性为过原点负斜率直线-ωtd,则K=
k1
1=

k2
3
,td=

θ1
ω1
=

θ2
2ω1

,由

此得到
k1
k2
=
1
3
,
θ1
θ2
=

ω1
2ω1

=
1
2
。

【解答】 
k1
k2
=
1
3
,
θ1
θ2
=
1
2
。

【题3-4-2】 选择题

(1)
 

下列信号中,能无失真地通过截止频率为100π的理想低通滤波器的信号有

(  )。 注:
 

Sa(x)=
sinx
x




 




A.
 

Sa(50πt) B.
 

Sa(200πt) C.
 

G50π(t) D.
 

G200π(t)
【分析】 信号的频率范围为[-100π,100π]时可无失真地通过题中描述的理想低通

滤波器。因Sa(ωct)↔
π
ωc

G2ωc(ω),Gτ(t)↔τSa
ωτ
2  ,对于以上4个信号,A和B的截止

频率分别为50π和200π,C和D不是带限信号。
【解答】 A。
(2)

 

能够无失真地通过截止频率为100π的理想低通滤波器的是(  )。

A.
 

G50π(t) B.
 

Sa50πt+
1
2  C.

 

Sa(50πt)ej100πt D.
 

G100π(t)

【分析】 信号的频率范围为[-100π,100π]时可无失真地通过题中描述的理想低通

滤波器。本题与题3-4-1的区别在于,部分信号发生了时延或调制。时延不改变信号频

谱的范围,而调制则会导致频谱搬移。
【解答】 B。

A和D选项中的信号频谱是Sa函数,最大频率为∞;
 

C选项Sa(50πt)ej100πt↔
1
50G100π

(ω-100π),其最大频率为150π;
 

B选项Sa50πt+
1
2  ↔150G100π(ω)ej

1
100πω,其最大频率为50π。
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图 3-4-1

(3)
 

某信号的频谱函数如图3-4-1所示,下列系统中能

实现无失真传输的有(  )。

A.
 

H(jω)=G30π(ω)e
-j2ω

B.
 

H(jω)=G10π(ω)
 

C.
 

H(jω)=Λ30π(ω)

D.
 

H(jω)=G30π(ω)e
-j2ω2

【分析】 信号的频率范围为[-10π,10π],在此频率范围内满足无失真传输条件(幅
频特性为常数,相频特性为过原点负斜率直线)的只有选项A。

【解答】 A。
【题3-4-3】 简答题

(1)
 

何谓无失真传输系统?
 

【分析】 本题考查无失真传输系统的定义,可从时域和频域两个角度进行描述。
【解答】 从时域上说,信号的无失真传输是指通过系统后输出信号波形与输入信号

波形相同,只允许改变其幅度及增加一定的延迟时间,相应的系统称为无失真传输系统。
从频域上说,无失真传输系统的幅频特性是常数,相频特性是过原点的负斜率的直线,频

率响应可表示为 H(jω)=ke
-jωtd,其中,td为系统传输引起的时延。

(2)
 

无失真传输系统的系统函数 H(jω)应满足什么条件? 为什么?
【分析】 本题考查无失真传输系统的频率特性。由于是简答题,所以需要由无失真

传输的定义导出其频率特性。
【解答】 无失真传输的定义为:

 

输出信号的波形与输入信号的波形相同,只允许改

变幅度及增加一定的延迟,即y(t)=kx(t-td),k 为正实常数,td≥0。对输入和输出分

别求傅里叶变换,得Y(jω)=ke
-jωtdX(jω),因此 H(jω)=ke

-jωtd,即无失真传输系统的

系统函数应满足的条件是:
 

幅频特性为常数,相频特性为过原点的负斜率直线。
【题3-4-4】 计算题

某系统的系统框图如图3-4-2所示,其中,H(jω)=G2ωc(ω)e
-j2ωtd,单位延时器的冲

激响应为δ(t-1)。

图 3-4-2

(1)
 

在ωc≥
1
2

和ωc<
1
2

两种情况下,求输入为x(t)=
2sint

2  
t

时的输出响应。

(2)
 

哪种情况满足无失真传输条件?
【分析】 本题首先要分析输入信号的频谱。由于输入信号是辛格函数,其频谱具有
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门函数形式,通过比较输入信号截止频率与低通滤波器截止频率的关系,可以求得输出

信号的频谱。
【解答】 y(t)=[x(t)+x(t-1)]*h(t)=x1(t)*h(t)

x(t)=Sa
1
2t  ↔X(jω)=2πG1(ω)

X1(jω)=[X(jω)+X(jω)e-jωT]=2πG1(ω)(1+e-jωT)

当ωc≥
1
2

时,满足无失真传输条件。

y(t)=x1(t-td)=x(t-td)+x(t-T-td)

=Sa
1
2
(t-td)




 


 +Sa
1
2
(t-1-td)




 




  当ωc<
1
2

时,滤掉了信号中>ωc的分量。

Y(jω)=2πG2ωc(ω)[1+e-jωT]e-jωtd

y(t)=2ωcSa[ωc(t-td)]+2ωcSa[ωc(t-1-td)]

  【题3-4-5】 计算题

理想低通滤波器的频率响应为 H(ω)=
1, |ω|<50
0, |ω|>50 ,当滤波器的输入为基波周期

T0=
π
2

的周期信号xp(t),其傅里叶级数系数为ak 时,若要满足输入/输出关系:
 

xp(t)
LTI
→yp(t)=xp(t),则在信号xp(t)的ak 中,当k取何值时,必须有ak=0?

【分析】 本题要求输入信号中不含频率大于理想低通滤波器截止频率的频率分量。

【解答】 T0=
π
2⇒ω0=4

;
 

若使 H(ω)=G100(ω)的滤波器对该信号实现无失真传

输,则该信号的最大角频率应小于50rad/s,即ak=0,kω0≥50⇒k>12。

……知识点链接……

理想低通滤波器的频率响应满足

H(jω)=
e-jωtd, |ω|≤ωc
0, |ω|>ωc =G2ωc(ω)e

-jωtd

其中,td>0为实数,ωc为截止频率,称为理想低通滤波器的通频带,简称频带。

理想低通滤波器的单位冲激响应为

h(t)=
ωc
πSa

[ωc(t-td)]

  理想低通滤波器的单位阶跃响应为
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s(t)=
1
2+

1
πSi
[ωc(t-td)]

  理想低通滤波器是非因果系统,在工程实践中不可能实现,但仍具有理论价值。
【题3-4-6】 选择题

(1)
 

理想低通滤波器的带宽越宽,则其阶跃响应的上升时间(  )。

                           A.
 

越短 B.
 

越长 C.
 

不受影响 D.
 

不能判断

【分析】 理想低通滤波器的单位阶跃响应是单位冲激响应的积分,带宽越宽,单位

冲激响应的主瓣越窄,因此单位阶跃响应的上升时间越短。
【解答】 A。
(2)

 

下面各种命题中正确的是(  )。

A.
 

理想低通滤波器的截止频率与其阶跃响应的上升时间成正比

B.
 

在指数形式的傅里叶级数中,负频率分量无任何物理意义,只是数字运算

结果

C.
 

系统函数的零点位置影响时域波形的衰减或增长

D.
 

一个信号存在傅里叶变换,就一定存在双边拉普拉斯变换;
 

反之,一个信号

存在拉普拉斯变换,就一定存在傅里叶变换

【分析】 本题A选项考查低通滤波器的时域响应特点,通带越宽,能通过的高频分

量越多,阶跃响应上升越快。C选项考查零极点位置与系统的稳定性,时域波形的衰减

或增长与系统稳定性有关,极点位置决定系统的稳定性。

A错误。一般地,信号(系统)时域的时宽(或上升时间)与其频域带宽(或截止频率)
的乘积为常数。设理想低通滤波器的截止频率为ωc,其频率响应为 H(jω)=G2ωc(ω)

e
-jωtd,其单位冲激响应为h(t)=

ωc
πSa

[ωc(t-td)],其阶跃响应的上升时间为2π
ωc
。

B正确。定义周期信号的周期为满足x(t)=x(t+T)的最小正实数,定义其频率为

f=1/T,在此意义下周期信号的频率为正。

C错误。系统函数的极点决定了该系统单位冲激响应的增长或衰减。

D错误。如直流信号存在傅里叶变换,但不存在拉普拉斯变换;
 

又如e2tu(t)存在拉

普拉斯变换,但不存在傅里叶变换。
【解答】 B。
(3)

 

如图3-4-3(a)所示系统,该系统中含有两个低通滤波器,其频率响应如图3-4-3(b)
所示,当输入为一带限信号x(t),其频谱X(jω)如图3-4-3(c)所示,当ωm<ωc,ω1<ωc,

ω2>ωc-ω1 时,整个系统等效于何种滤波器? (  )

A.
 

低通 B.
 

高通 C.
 

带通 D.
 

带阻

【分析】 x(t)被调制后的频谱如图3-4-4(a)所示,滤波后的频谱如图3-4-4(b)所示,
该信号被再次调制后的频谱如图3-4-4(c)所示。被低通滤波后,仅原信号的高频分量被

保留。
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图 3-4-3

图 3-4-4

【解答】 B。

图 3-4-5

【题3-4-7】 填空题

某系统的零极点图如图3-4-5所示,从频率选择性上看,该系

统完成    (低通、高通、带通、带阻)滤波功能。
【分析】 本题考查基于零极点图分析系统的滤波特性。由于

系统在原点有零点,因而有|H(jω)|ω=0=0,又由于系统有两个极

点、一个零点,故分母比分子高一阶,因而|H(jω)|ω=∞=0,故为

带通滤波器,ω0 近似为通带中心频率。
【解答】 带通。
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  【题3-4-8】 计算题

理想低通滤波器(LPF)的截止频率为10Hz,其相频特性为∠H(f)=-6πf,求该滤

波器的单位冲激响应h(t)。
【分析】 本题考查理想低通滤波器的时域和频域特性。理想低通滤波器的截止频率

为ωc,其频率响应为H(jω)=G2ωc(ω)e
-jωtd,其单位冲激响应为h(t)=

ωc
πSa

[ωc(t-td)]。

【解答】 因为截止角频率为

ω=2πf=20πrad/s;
 

∠H(ω)=-3ω
  所以

H(jω)=G40π(ω)e-j3ω;
 

h(t)=20Sa[20π(t-3)]
 

  【题3-4-9】 证明题

已知理想低通滤波器的传输函数为 H(jω)=G2π(ω),试证明:
 

输入为x1(t)=

Sa(πt)时的响应y1(t)等于输入为x2(t)=
sin(4πt)
πt

时的响应y2(t)。

【分析】 当两个不同的输入信号在系统通带内的频率分量相同时,通过滤波器后的

输出就会相同。
【证明】

Sa(ωct)↔
π
ωc

G2ωc(ω)

Sa(πt)↔G2π(ω),
sin(4πt)
πt =4Sa(4πt)↔G8π(ω)

Y1(jω)=X1(jω)H(jω)=G2π(ω)G2π(ω)=G2π(ω)

Y2(jω)=X2(jω)H(jω)=G8π(ω)G2π(ω)=G2π(ω)=Y1(jω)

  【题3-4-10】 简答题

如图3-4-6(a)、图3-4-6(b)所示两个信号,T1=T2。试问其分别通过有相同截止频

率的低通滤波器时,哪个信号可能失真更大? 为什么?

图 3-4-6

【分析】 低通滤波器只能允许输入信号中小于截止频率的频率分量通过,抑制高频

分量。
【解答】 图3-4-6(b)所示信号失真更大。这是由于信号x1(t)在时域上没有突变,

信号x2(t)在时域上比x1(t)变化更快,因此x2(t)的高频分量大于x1(t),通过低通滤

波器后失真更大。
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……知识点链接……

线性时不变系统对周期信号的响应

周期信号可通过傅里叶级数展开表示成复正弦信号的和,即

x(t)= ∑
∞

k=-∞
Xke

jkω0t, t0<t<t0+T, ω0=
2π
T

  系数为

Xk =
1
T∫

t0+T

t0
x(t)e-jkω0tdt

  线性时不变系统对周期信号的响应可以通过系统对各个分量的响应合成,即

ej
ω0t →H(jω0)e

jω0t

x(t)= ∑
∞

k=-∞
Xke

jkω0t →
 

y(t)= ∑
∞

k=-∞
XkH(jkω0)e

jkω0t

其中,H(jω)=∫
∞

-∞
e-jωτh(τ)dτ。

【题3-4-11】 简答题

已知周期信号x(t)波形如图3-4-7所示,判断将x(t)通过频率ωc=4πrad/s的理想

低通滤波器后,有哪些频率成分?

图 3-4-7

【分析】 对周期脉冲串进行傅里叶级数展开可分析

其频率成分。低通滤波器只能允许输入信号中小于截止

频率的频率分量通过,抑制频率大于截止频率的分量。
【解答】 该周期信号的周期为2,故基频为ω0=π;

 

又因该信号无直流且为奇谐信号,故信号包含的频率分

量为

(2k+1)ω0=(2k+1)π
  低通滤波器的截止频率为ωc=4π,故输出信号的频率成分只有π和3π。

【题3-4-12】 计算题

图 3-4-8

已知 理 想 低 通 滤 波 器 的 频 率 响 应 为 H (jω)=
1, |ω|<4π
 
0, |ω|>4π ,滤波器的输入信号x(t)为周期矩形脉冲

信号,如图3-4-8所示,则滤波器输出y(t)为(  )。
【分析】 对周期脉冲串进行傅里叶级数展开可分析

其频率成分。低通滤波器只能允许输入信号中小于截止频率的频率分量通过,抑制频率

大于截止频率的分量。

【解答】 ω0=2π/T=πrad/s, 
Eτ
T =5, ω0τ=

2π
Tτ=π
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x0(t)= ∑
∞

k=-∞

Eτ
TSa

kω0τ
2  ejkω0t=5∑

∞

k=-∞
Sakπ
2  ejkπt

x(t)=x0t-
1
2  

原信号偶次谐波分量幅度为0,低通滤波器的截止频率为4π,故输出信号只含有k=
0、±1、±3的频率成分。

y0(t)=∑
3

k= -3
Sakπ
2  ejkπt=5+

20
πcos

(πt)-
20
3πcos

(3πt)

y(t)=y0t-
1
2  =5+

20
πsin

(πt)+
20
3πsin

(3πt)

  【题3-4-13】 计算题

如图3-4-9(a)所示周期矩形脉冲信号x(t),通过幅频特性和相频特性如图3-4-9(b)、
(c)所示的系统,求零状态响应y(t)。

图 3-4-9

【分析】 本题通过傅里叶级数展开分析信号的频率分量,通过系统的频率特性求每

个频率分量对应的输出。本题中,系统起到了低通滤波作用,输入信号中只有直流和基

波分量能通过系统。
【解答】 输入信号的周期为2,则ω0=π,且为偶对称信号,bk=0。

a0=
1
T∫

t0+T

t0
x(t)dt=

1
2
, ak =

2
T∫

t0+T

t0
x(t)cos(kω0t)dt=Sa

kπ
2  

  故有

x(t)=
1
2+∑

∞

k=1
Sakπ
2  cos(kπt)

  因ω0=π,故信号通过如图3-4-9(b)所示的滤波器后,输出只有直流分量和基波分

量,且有 H(jω)|ω0=0=2π,H(jω)|ω0=π=πe
j
π
2,因而输出为
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x(t)=2π·
1
2+π·Sa

π
2  cosπt+

π
2  =π-2sinπt

  【题3-4-14】 计算题

已知周期信号x(t)波形如图3-4-10所示(E=1,T=2),将x(t)通过频率ωc=3.1π
理想低通滤波器,求输出y(t)。

图 3-4-10

【分析】 本题通过傅里叶级数展开分析信号的频率分量,并将通过理想低通滤波器

的频率分量合成输出信号。
【解答】 该周期信号的周期为T=2,故ω0=π。

x(t)为奇对称信号,其傅里叶级数只含正弦项,且有

bk =
4
T∫

T/2

0
E2tTsin

(kω0t)dt=2∫
1

0
tsin(kπt)dt

=2 -tcos
(kπt)
kπ

1

0
+∫

1

0

cos(kπt)
kπ dt



 




 =2 -

cos(kπ)
kπ +

sin(kπt)
(kπ)2

1

0





 






=
2(-1)k+1

kπ
  低通滤波器的截止频率为ω0=3.1π,故输出信号只含1~3次谐波,即

y(t)=∑
3

k=1

2(-1)k+1

kπ sin(kπt)

……知识点链接……

物理可实现

(1)
 

系统物理可实现需满足如下条件:
 

系统单位冲激响应为

h(t)=0, t<0
  (2)

 

佩利-维纳准则:
 

对于幅频特性|H(jω)|,物理可实现的必要条件为

∫
∞

-∞

|ln|H(jω)||
1+ω2

dω< ∞

∫
∞

-∞
|H(jω)|2dω< ∞
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  若此条件不能满足,则系统的单位冲激响应是非因果的,因此是物理不可实现的,佩
利-维纳准则仅为必要条件,不是充分条件。

系统可实现性的本质是因果性,对于物理可实现的系统,允许|H(jω)|在某些不连

续的频率点上为零,但不允许在一个有限频带内为零。
【题3-4-15】 简答题

某一系统的频谱图如图3-4-11所示,试问该系统是否为物理可实现的,说明理由。

图 3-4-11

【解答】 理想低通滤波器具有无限长的单位冲激响应,因此是非因果的和物理不可

实现的。
【题3-4-16】 计算题

已知一连续线性时不变系统的单位冲激响应为

h(t)=
1
4 Saπt+

π
2  +2Saπt-

π
2  +Saπt-

3π
2  



 




其中,函数Sa(t)=
sint
t
,试求:

 

(1)
 

该系统的频率响应 H(jω),并画出它的频谱图。
(2)

 

该系统是何种类型(低通、带通、高通、全通、线性相位等)滤波器?

(3)
 

当系统的输入信号为x(t)=
sin(πt/2)
πt cos(2πt)+∑

∞

n=0
2-ncosn πt2+

π
4  



 




 

时,

求系统的输出y(t)。
【分析】 本题需根据单位冲激响应的傅里叶变换求得系统的频率响应,从而判断其

滤波类型。在求系统输出时,首先判断各频率分量能不能通过该滤波器,从而极大地简

化输出信号的形式。

【解答】 (1)
 

由Sa(ωct)↔
π
ωc

G2ωc(ω)可知

H(jω)=
1
4G2π

(ω)(ej
1
2ω +2e-j

1
2ω +e-j

3
2ω)

=
1
4G2π

(ω)e-j
1
2ω(ejω +2+e-jω)

=
1
2G2π

(ω)e-j
1
2ω(1+cos(ω))

  频谱图如图3-4-12所示。



87   

图 3-4-12

(2)
 

由其幅频特性可知该系统为低通滤波器,截止频率为π,且具有线性相位特性。
(3)

 

对输入信号的两个分量分别分析其频率成分。

sin(πt/2)
πt cos(2πt)是中心频率为ω0=2π、带宽为π的带通信号,不能通过截止频率

为π的低通滤波器。

∑
∞

n=0
2-ncosn πt2+

π
4  



 


 中的每个分量都是余弦信号,频率分别为ωn=
π
2n
,能通

过 H (jω)的 仅 有 n=0,1 的 两 个 分 量,其 幅 度 增 益 分 别 为|H (jω) ω=0=1,

H(jω)ω=π/2=0.5。由H(jω)的相位特性可知,输出相对于输入还有td=0.5的时延。
因此

y(t)=1+
1
4cos

π
2
(t-0.5)+

π
4  =1+

1
4cos

π
2t  

  【题3-4-17】 计算题

已知一个信号x(t)的频谱如图3-4-13所示。

图 3-4-13

其中,ω0>1。若该信号通过如图3-4-14所示的系统,求系统的零状态响应。

图 3-4-14

【分析】 本题综合运用基本的傅里叶变换对、傅里叶变换的调制特性及系统的滤波

特性。题中系统为理想的低通滤波器。
【解答】 X(jω)=Λ2(ω+ω0)+Λ2(ω-ω0)=Λ2(ω)*[δ(ω+ω0)+δ(ω-ω0)]
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 x(t)cosω0t↔
1
2X(jω)*[δ(ω+ω0)+δ(ω-ω0)]

=
1
2Λ2

(ω)*[δ(ω+ω0)+δ(ω-ω0)]*[δ(ω+ω0)+δ(ω-ω0)]

=Λ2(ω)*
1
2
[δ(ω+2ω0)+δ(ω-2ω0)+2δ(ω)]

=
1
2Λ2

(ω+2ω0)+
1
2Λ2

(ω-2ω0)+Λ2(ω)

Y(jω)=
1
2Λ2

(ω+2ω0)+
1
2Λ2

(ω-2ω0)+Λ2(ω)



 


 H(jω)

  =
1
2Λ2

(ω+2ω0)+
1
2Λ2

(ω-2ω0)+Λ2(ω)



 


 G2(ω)=Λ2(ω)

其中

Λ2(ω)=G1(ω)*G1(ω), 
1
2πSa

t
2  ↔G1(ω)

  因此系统的零状态响应为

y(t)=
1
2πSa

2 t
2  

  【题3-4-18】 计算题

如图3-4-15所示系统,已知 H(jω)=
e
-jωt0, |ω|<2ω1
 
0, |ω|≥2ω1







 ,且ω0≫ω1。

图 3-4-15

(1)
 

当输入为x(t)=
sin(ω1t)

ω1t  2cos(ω0t)时,求输出y(t)。

(2)
 

当输入为x(t)=
sin(ω1t)

ω1t  2sin(ω0t) 

时,求输出y(t)。

【分析】 本题综合运用基本的傅里叶变换对、傅里叶变换的调制特性及系统的滤波

特性。其难点在于分析输入信号的频谱范围,以及其被调制后基带频谱与原信号频谱的关

系。由时域表达式求解输入信号与余弦信号相乘后的低频分量,比由频域分析更简便。
【解答】 (1)

 

x(t)cos(ω0t)=Sa
2(ω1t)cos

2(ω0t)=Sa
2(ω1t)

1+cos(2ω0t)
2

=
1
2Sa

2(ω1t)+
1
2Sa

2(ω1t)cos(2ω0t)
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  所以

y(t)=
1
2Sa

2[ω1(t-t0)]

  (2)
 

y(t)=0
【题3-4-19】 计算及画图题

已知输入信号x(t)=
sin(ωct)

ωct
,按图3-4-16所示进行处理,其中系统1的频率响应

为 H1(jω)=G2ωc(ω+ω0)e
-j(ω+ω0)td+G2ωc(ω-ω0)e

-j(ω-ω0)td,ω0≫ωc,td>1。
 

图 3-4-16

(1)
 

求x1(t)的傅里叶变换X1(jω),并画出其幅度谱|X1(jω)|。
(2)

 

求y1(t)。
(3)

 

求y2(t)的傅里叶变换Y2(jω),并画出其幅度谱|Y2(jω)|。
(4)

 

若要使输出y(t)=x(t),则系统2的频率响应 H2(jω)应是什么? 系统2是否

为物理可实现系统? 为什么?
【分析】 本题综合运用基本的傅里叶变换对、傅里叶变换的调制特性及系统的滤波

特性。
注意:

 

在第(2)问中,系统1只对x1(t)信号增加了相位项,而该相频特性并不是过

(0,0)点的线性相位,而是分别过(-ω0,0)和(ω0,0)的两组线性相位,它等效于将基带信

号延时后再进行调制产生的相位,因此y1(t)的延时只体现在基带部分。在第(3)问中,
先写出y2(t)的时域表达式再求频谱,比从频域求解更简便。

【解答】 (1)
 

x1(t)=x(t)cos
 

ω0t
故

X1(jω)=∫
∞

-∞
x1(t)e-jωtdt=

π
2ωc

G2ωc(ω+ω0)+
π
2ωc

G2ωc(ω-ω0)

 图 3-4-17

  其图形如图3-4-17所示。

(2)
 

Y1(jω)=X1(jω)H1(jω)=
π
2ωc

H1(jω)

故y1(t)=Sa[ωc(t-td)]cosω0t
 

(3)
 

y2(t)=y1(t)cosω0t=Sa(ωc(t-td))cos
2ω0t=

1
2Sa

[ωc(t-td)](1+cos2ω0t)

Y2(jω)=
π
4ωc

G2ωc(ω+2ω0)e
-j(ω+2ω0)td+

π
2ωc

G2ωc(ω)e
-jωtd+

π
4ωc

G2ωc(ω-2ω0)
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e
-j(ω-2ω0)td

其图形如图3-4-18所示。

(4)
 

H2(jω)=
2ej

ωtd, |ω|≤ωd
 
0, 其他 (其中,ωc≤ωd≤2ω0-ωc)

 

系统2是物理不可实现的,原因有二:
 

正斜率的相位说明输出比输入超前,是非因果

系统;
 

系统的频率响应在截止频率之外都为零,不满足佩利-维纳准则要求。
【题3-4-20】 计算题

在如图3-4-19所示的系统中,理想低通滤波器的频率响应为 HL(jω)=G4ωc(ω)

e
-jωt0,ωc、ω0、t0 为实数,且ω0≫ωc。

图 3-4-18 图 3-4-19

(1)
 

求虚框所示系统的单位冲激响应h(t)。

(2)
 

若输入信号为x(t)=
sin(ωct)

ωct




 




 2cos(ω0t),求系统输出响应y(t)。

(3)
 

图3-4-19中虚框所示系统是否为因果系统?
【分析】 虚框中的系统含有调制模块,会对输入信号进行频谱搬移,不是线性时不

变系统。对该系统仍可求输入为单位冲激信号时的响应,即单位冲激响应,但此时单位

冲激响应不能完全描述该系统的特性,也不能求该系统对其他输入信号的响应。另外,
理想低通滤波器不是因果系统,因此整个虚框内的系统也不是因果系统。

【解答】 (1)
 

因为

δ(t)cos(ω0t)=δ(t)
所以

h(t)=hL(t)=
2ωc
πSa

[2ωc(t-t0)]

  (2)
 

x(t)cos(ω0t)=Sa
2(ωct)cos

2(ω0t)=
1
2Sa

2(ωct)+
1
2Sa

2(ωct)cos(2ω0t)

1
2Sa

2(ωct)能完全通过低通滤波器 HL(jω),而高频分量1
2Sa

2(ωct)cos(2ω0t)则被
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低通滤波器滤除,因此y(t)=
1
2Sa

2[ωc(t-t0)]。

(3)
 

理想低通滤波器不是一个因果系统,因此整个虚框内的系统也不是因果系统。
【题3-4-21】 计算及画图题

在图3-4-20(a)所示的系统中,H1(jω)为理想的低通滤波器,即

H1(jω)=
1, |ω|≤ωm
 
0, |ω|>ωm 

  H2(jω)为带通滤波器,其频率特性如图3-4-20(b)所示。

图 3-4-20

(1)
 

假设ω0≫ωm,请写出x(t)的时域表达式,推导其频谱X(jω),并绘制其频谱图。
(2)

 

分别在ωc>ωm 和ωc<ωm 两种情况下求系统输出y(t)的时域表达式。
【分析】 单位冲激函数通过理想低通滤波器后,输出为理想低通滤波器的单位冲激

响应,其具有辛格函数的形式。本题中经调制后得到一个带通信号,该信号再通过带通

滤波器 H2(jω),得到输出y(t)。

【解答】 (1)
 

记δ(t)经过H1(jω)后的信号为x0(t),根据
sin(ωct)

ωct
↔
π
ωc

G2ωc(ω),有

x0(t)=
ωm

π
sin(ωmt)

ωmt
=
ωm

πSa
(ωmt)=

sin(ωmt)
πt

x(t)=x0(t)cos(ω0t)=
ωm

πSa
(ωmt)cos(ω0t)=

sin(ωmt)
πt cos(ω0t)

X(jω)=
1
2π
·G2ωm(ω)*π[δ(ω+ω0)+δ(ω-ω0)]

  =
1
2
[G2ωm(ω+ω0)+G2ωm(ω-ω0)]

  其图形如图3-4-21所示。
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图 3-4-21

(2)
 

H2(jω)=G2ωc(ω)e
-jωtd*[δ(ω-ω0)+δ(ω+ω0)]

=
1
2π
·2G2ωc(ω)e

-jωtd*π[δ(ω-ω0)+δ(ω+ω0)]

  故

h2(t)=
2ωc
πSa

[ωc(t-td)]cos(ω0t)=
2sin[ωc(t-td)]
π(t-td)

cos(ω0t)

  当ωc>ωm 时,H2(jω)仅起到对x(t)中低频因子的延时作用,因此

y(t)=
ωm

πSa
[ωm(t-td)]cos(ω0t)=

sin[ωm(t-td)]
π(t-td)

cos(ω0t)

  当ωc<ωm 时,

y(t)=
ωc
πSa

[ωc(t-td)]cos(ω0t)=
sin[ωc(t-td)]
π(t-td)

cos(ω0t)

  【题3-4-22】 计算题

已知某系统H(jω)=
-j, ω≥0
 
j, ω<0 ,输入x(t)=cos(ω0t),其中ω0>0,求输出y(t)。

【分析】 题干中的 H(jω)是一个希尔伯特变换器,对单频信号实现了相位的90°
旋转。

【解答】 H(jω)=
e-j

π
2, ω ≥0

ej
π
2, ω <0









所以

y(t)=cosω0t-
π
2  =sinω0t 

  【题3-4-23】 计算及画图题

如图3-4-22所示,信号 x(t)的频谱 X(ω)处于-ωm~ωm 范围内,ω0≫ωm,

H(jω)=-jsgn(ω)。设y(t)的频谱为Y(ω),求Y(ω)的表达式,并画出频谱图。
【分析】 本题综合运用傅里叶变换的调制特性及系统的滤波特性。
注意:

 

题干中的 H(jω)是希尔伯特变换器,对于带限信号x(t),x(t)+jx(t)*h(t)
是一个只有正频率分量的解析信号。但本题的系统还包含调制过程,不能套用结论。
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图 3-4-22

  【解答】 y(t)=x(t)cos(ω0t)-[x(t)*h(t)]sin(ω0t)

Y(ω)=
1
2
[X(ω+ω0)+X(ω-ω0)]-j

1
2
[X(ω+ω0)H(ω+ω0)-

   
 

X(ω-ω0)H(ω-ω0)]
因 H(ω)=-jsgn(ω),且ω0≫ωm,故有

Y(ω)=
1
2
[X(ω+ω0)+X(ω-ω0)]-

1
2
[X(ω+ω0)sgn(ω+ω0)-

 X(ω-ω0)sgn(ω-ω0)]

=
1
2X(ω+ω0)[1-sgn(ω+ω0)]+

1
2X(ω-ω0)[1+sgn(ω-ω0)]

=

X(ω+ω0), ω<-ω0
0, |ω|<ω0
X(ω-ω0), ω>ω0










  频谱图如图3-4-23所示。

图 3-4-23

考点5 时频抽样

本节考点:
 

主要考查信号时域抽样定理和频域抽样定理的掌握。通常时域抽样定理

是重点考查内容。

……知识点链接……

1.
 

时域抽样定理

  一个频谱在区间(-ωm,ωm)以外为零的频带有限的信号x(t)可唯一地由其在均匀
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间隔Ts≤
π
ωm

 (或抽样频率ωs=
2π
Ts
≥2ωm)上的样本点x(nTs)确定。即

x(t)=
Tsωc
π ∑

∞

n=-∞
x(nTs)Sa[ωc(t-nTs)]

式中,ωm≤ωc≤ωs-ωm。
通常将最低允许抽样频率ωs=2ωm 称为奈奎斯特频率,将最大允许抽样间隔Ts=

π
ωm

称为奈奎斯特间隔。

2.
 

频域抽样定理

一个在时间区间(-tm,tm)内的有限时间信号x(t)的频谱X(jω)可唯一地由其在

均匀频率抽样间隔ωsωs<
π
tm  上的样本点X(jkωs)确定。即

X(jω)=
ωstm
π ∑

∞

k=-∞
X(jkωs)Sa[tm(ω-kωs)]

  【题3-5-1】 判断题

对连续周期信号进行抽样,若抽样过程满足时域抽样定理,则得到的离散信号仍具

有周期特性。(  )
【分析】 周期信号的频谱不但具有离散性,还具有谐波性。抽样造成频谱的周期延

拓,如果延拓周期不是基波频率的整数倍,则抽样信号的频谱不满足谐波性要求,不是周

期信号。例如,对cost信号以0.1s为间隔抽样,抽样后的信号不是周期信号。
【解答】 错误。
【题3-5-2】 填空题

(1)
 

已知非周期信号x(t)的频谱为X(jω),若在时域上将x(t)以固定周期T 进行

周期延拓,则可等效于对其频谱X(jω)进行以    为周期的等间隔抽样,即时域的

    性,对应频域的    性。
【分析】 本题考查频域抽样定理的推导过程。

【解答】 
2π
T
;

 

周期;
 

离散。

(2)
 

设语音信号的最高频率成分是400kHz,则对语音信号进行时域抽样处理,抽样

频率至少应该为    。
【分析】 本题直接运用抽样定理作答。
【解答】 800kHz。
(3)

 

一个频谱受限的信号x(t),其频谱宽度为-ωm~ωm,则信号x(t)可以用等间

隔的抽样值唯一地表示,而抽样间隔必须不大于    。
【分析】 本题考查抽样定理。

【解答】 
π
ωm
。

(4)
 

已知带限信号x(t)的频带范围为-4π~4π(rad/s),对x(2t)进行抽样,则满足
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抽样定理的最低抽样频率为
 

    。
【分析】 本题需要根据傅里叶变换的时频展缩特性求信号的频谱支撑集,并进一步

应用抽样定理确定抽样频率。
【解答】 8Hz。

x(2t)↔
1
2X jω2  ,其最大频率4Hz;

 

因此最小抽样频率为8Hz。

(5)
 

信号x(t)的最高频率为400Hz,对信号x(t)*x t
2  进行理想抽样,使频谱不

混叠的最大抽样周期为    。
【分析】 本题需要利用傅里叶变换的时频展缩特性和时域卷积定理求信号的频率

范围,并进一步应用抽样定理确定抽样频率。
【解答】 2.5ms。
由x(t)*x(t/2)↔X(jω)2X(j2ω),得X(jω)、X(j2ω)的最大频率分别为400Hz、

200Hz,则该信号的最大频率为200Hz。

fs≥2×200Hz=400Hz⇒Ts=
1
fs
≤
1
400s=2.5ms

  (6)
 

若x(t)的最高角频率为ωm,则对信号y(t)=x(2t)x
t
3  抽样,其频谱不混叠

的奈奎斯特间隔为    。
【分析】 本题需要利用傅里叶变换的时频展缩特性和频域卷积定理求信号的频率

范围,并进一步应用抽样定理确定抽样频率。

【解答】 
6π
14ωm

。

x(2t)的最高角频率为2ωm,x
t
3  的最高角频率为

ωm

3
,二者时域相乘,谱域卷积,最

高角频率为7
ωm

3
,因此抽样频率不低于14

ωm

3
,奈奎斯特间隔为 6π

14ωm
。

(7)
 

已知信号x(t)的最高频率为ωmrad/s,则对信号x2(t)进行均匀抽样的奈奎斯

特频率为    。
【分析】 本题需要运用频域卷积定理求信号的频率范围,并进一步应用抽样定理确

定抽样频率。x2(t)的最高角频率为2ωm,因此奈奎斯特频率为4ωm。
【解答】 4ωm。

(8)
 

某信号奈奎斯特间隔为τ
2s
,频谱为X(jω),那么对应频谱Y(jω)=X(3jω)X j

ω
4  进

行抽样,满足不混叠的最小重复周期是    s。
【分析】 本题直接给出了待抽样信号的频谱,分析其最高频率后应用奈奎斯特抽样

定理。奈奎斯特间隔为τ
2

的信号最高频率为2π
τ
,X(3jω)的最高频率为2π

3τ
,X jω4  的最高
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频率为8π
τ
,二者相乘后最高频率为2π

3τ
,因此最低抽样频率为4π

3τ
,最大抽样周期为3τ

2
。

【解答】 
3τ
2
。

(9)
 

对信号x(t)=Sa(100t)(1+Sa(100t))进行理想冲激串抽样,满足频谱不混叠

的最小抽样频率是    Hz。
【分析】 本题需要应用傅里叶变换的频域卷积定理求信号的频率范围,并进一步应

用抽样定理确定抽样频率,注意,本题中要求给出以赫兹为单位的频率,而不是角频率。
【解答】 63.66。

信号的最高频率为200rad/s,因而最小抽样频率为200
π
≈63.66Hz。

(10)
 

已知对x(t)无失真抽样的最小抽样角频率为ω0,则对x'(t)cos(ω0t)无失真

抽样角频率为    。
【分析】 本题需要利用傅里叶变换的时域微分性质和调制特性求信号的频率范围,

并进一步应用抽样定理确定抽样频率。注意,时域微分不改变信号频谱的支撑集。
【解答】 3ω0。
因为

x'(t)↔jωX(jω)
  所以

x'(t)cos(ω0t)↔
1
2
[j(ω+ω0)X(jω+jω0)+j(ω-ω0)X(jω-jω0)]

  由于x(t)无失真抽样角频率为ω0,则该信号的最高频率为
ω0
2
,因此信号x'(t)cos(ω0t)的

最高频率为
ω0
2+ω0=

3ω0
2
,故对该信号的无失真抽样角频率为3ω0。

【题3-5-3】 选择题

(1)
 

已知信号x(t)=Sa(100t)+Sa2(60t),若对其进行冲激串抽样,则使频谱不发

生混叠的最低抽样频率fs等于(  )。

A.
 

120/πHz B.
 

240Hz C.
 

100/πHz D.
 

200Hz
【分析】 本题需要利用基本的傅里叶变换对和傅里叶变换的性质求信号的频谱,并

进一步应用抽样定理确定抽样频率。
【解答】 A。

x(t)=Sa(100t)+Sa2(60t),Sa(100t),Sa2(60t)的最大频率分别是100rad/s和

120rad/s;
 

因此x(t)的最大频率为120rad/s,故有fs≥
2×120
2π =

120
π
。

(2)
 

已知信号x(t)=Sa(100t)(1+Sa(100t)),对其进行理想抽样后,满足频谱不混

叠的最小抽样频率是(  )。

A.
 

100Hz
 

B.
 100
π Hz C.

 

200Hz D.
 200
π Hz
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【分析】 本题需要利用基本的傅里叶变换对和傅里叶变换的性质求信号的频谱,并
进一步应用抽样定理确定抽样频率。

x(t)=Sa(100t)+Sa2(100t),Sa(100t)和Sa2(100t)的最大频率分别为100rad/s和

200rad/s;
 

因而x(t)的最大频率为200rad/s,故有fs≥
2×200
2π =

200
π
。

【解答】 D。
(3)

 

信号x(t)=Sa(20t)sin(30t),对其进行理想抽样,满足频谱不混叠的最小抽样

频率是(  )。

A.
 

50Hz B.
 50
πHz C.

 

100Hz D.
 100
π Hz

【分析】 本题需要应用傅里叶变换的频域卷积定理求信号的频率范围,并进一步应

用抽样定理确定抽样频率。
【解答】 B。
信号的最高频率为(20+30)rad/s,因而最小抽样频率为

2×50
2π =

50
πHz

  (4)
 

对于信号x(t)=
(sin50t)2

t2
,当抽样频率为下列何值时,才能使得到的抽样信号

不发生频谱混叠? (  )

A.
 

≤200rad/s B.
 

≥200rad/s C.
 

≤100rad/s D.
 

≥100rad/s
【分析】 本题需要利用基本的傅里叶变换对和傅里叶变换的性质求信号的频谱,并

进一步应用抽样定理确定抽样频率。
【解答】 B。

Sa(50t)的最大频率是50rad/s,Sa2(50t)的最大频率是100rad/s,因此抽样频率要大

于200rad/s。
【题3-5-4】 简答题

(1)
 

设x(t)是最高频率为100Hz的带限信号,对x(4t)进行抽样,抽样间隔T 应满

足什么条件?
【分析】 本题需要利用傅里叶变换的时频展缩特性求信号的频谱支撑集,并进一步

应用抽样定理确定抽样频率。
【解答】 T≤1.25ms。

x(4t)↔
1
4X jω

4  ,其 最 大 频 率 为4×100Hz=400Hz,因 而 最 大 抽 样 间 隔 为

1
2×400Hz=1.25ms

。

(2)
 

一信号通过如图3-5-1所示的系统后再抽样,试确定满足无失真抽样的抽样

周期。
【分析】 本题考查抽样定理。信号经过低通滤波器后,其最高频率等于低通滤波器
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图 3-5-1

的截止频率,而抽样频率应当大于或等于信号最高频率的

2倍。

【解答】 ωs≥2ωm=2000rad/s⇒Ts=
2π
ωs
≤
π
1000s

。

(3)
 

若x(t)是最高频率fmax=1kHz的带限信号,用

周期为T=0.5×10-3s的周期冲激串分别对信号x(2t)
和x(t/2)进行抽样,得到抽样信号。问能否由这样的抽样信号重构原信号,用简要概念

解释原因。
【分析】 本题需要利用傅里叶变换的时频展缩特性分析信号的最高频率,并进一步

应用抽样定理。
【解答】 x(2t)的最高频率为2kHz,对应的奈奎斯特间隔为0.25×10-3s,不能由

T=0.5×10-3s的抽样信号重构原信号。

x(t/2)的最高频率为0.5kHz,对应的奈奎斯特间隔为1×10-3s,可以由T=0.5×
10-3s的抽样信号重构原信号。

(4)
 

信号x(t)=
sin(10πt)sin(50πt)

πt2
,求满足抽样定理的最低抽样频率。

【分析】 本题综合考查傅里叶变换的频域卷积定理和抽样定理。
【解答】 60Hz。

x(t)=500π
sin(10πt)sin(50πt)
(10πt)(50πt) ↔500π

1
2π
1
10G20π

(ω)*
1
50G100π

(ω)=
1
2G20π

(ω)*

G100π(ω)信号的最高频率为60πrad/s,因此最低抽样频率为60Hz。
(5)

 

已知信号x(t)的最高频率为ω1rad/s,信号h(t)的最高频率为ω2rad/s,若对信

号y(t)=x(2t)*h(t)进行理想抽样,要满足从抽样后信号中将y(t)完全恢复出来,应
选择的最大抽样间隔Tmax是多少?

 

【分析】 本题需要利用傅里叶变换的时频展缩特性和时域卷积定理求信号的频率

范围,并进一步应用抽样定理确定抽样频率。

【解答】 
π

min{2ω1,ω2}
。

x(2t)的最高频率为2ω1,y(t)↔
1
2Xj

ω
2  H(jω),故y(t)的最高频率ω3=min{2ω1,ω2},

因此对y(t)进行无失真抽样的最大抽样间隔为

Tmax≤
π
ω3

=
π

min{2ω1,ω2}
  (6)

 

x(t)是截止频率为ω2 的低频信号,其频谱图如图3-5-2所示,但其中ω1<ω<
ω2 范围内的频谱已被噪声污染不可用。对x(t)进行理想抽样,若要完全保留0<ω<ω1
范围内的信息,则抽样频率ωs应满足什么条件? 简述原因。

【分析】 本题不能直接应用抽样定理,而要具体分析抽样导致频谱周期延拓的情

况,根据题意,要求0<ω<ω1 范围内的频谱不被混叠。
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图 3-5-2

【解答】 以抽样频率ωs 抽样后,信号频谱以ωs 为周

期延拓,第一组向右延拓分量的最低频率为ωs-ω2,为了

不与要保留的信号分量混叠,要求

ωs-ω2≥ω1
  向左延拓的分量分析方法和结论相同。因此对抽样频

率的要求为

ωs≥ω1+ω2

  (7)
 

已 知 连 续 时 间 信 号 x(t)=cos60πt+
π
6  -3cos300πt+π5  ,xs(t)=

x(t)∑
∞

n=-∞
δ(t+nT),其中T=0.005s,将抽样信号xs(t)通过频率响应为H(jω)的理想

低通滤波器,H(jω)=
T, ω<200π
 
0, ω>200π ,求输出y(t)。

【分析】 本题中输入信号最高频率为300π,抽样频率为400π,因此输入信号中第二

个余弦分量抽样后会发生频谱混叠。该频率分量经抽样后产生的频率分量为±300π+
k·400π,落在低通滤波器通带内的频率分量为±100π。注意,100π位置的谱线由原

-300π位置的谱线周期延拓得到,-100π位置的谱线由原300π位置的谱线周期延拓得

到,谱线位置的正负交换会引起信号的初始相位反向。
 

【解答】 xs(t)=x(t)∑
∞

n=-∞
δ(t+nT)

Xs(jω)=
1
T ∑

∞

k=-∞
X[j(ω-400πk)]

 

故

Y(jω)=Xs(jω)*H(jω)=-3πej
π
5δ(ω+100π)-3πe-j

π
5δ(ω-100π)+

 πe-j
π
6δ(ω+60π)+πej

π
6δ(ω-60π)

  所以输出为

y(t)=cos60πt+
π
6  -3cos100πt-

π
5  

 

  【题3-5-5】 计算题

(1)
 

已知矩形脉冲信号Gτ(t)的脉冲宽度为τ,其频谱为τSaωτ
2  ,请根据傅里叶变

换的对称性求出Sa(50t)的傅里叶变换。
(2)

 

已知信号的时域表达式为Sa2(50t),请根据卷积定理确定信号的频带范围,并画

出其频谱。
(3)

 

根据时域抽样定理确定Sa2(50t)+sin(80t)的最低抽样频率,并说明理由。
【分析】 本题有两个关键。一是根据傅里叶变换的对称特性求辛格函数的频谱;

 

二
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是抽样定理。

【解答】 (1)
 

Gτ(t)↔τSa
ωτ
2  ⇒Sa(ωct)↔πωcG2ωc(ω),Sa(50t)↔π50G100(ω)

(2)
 

Sa2(50t)↔
1
2π

π
50G100

(ω)


 


 * π
50G100

(ω)


 


 =
π
5000100Λ200

(ω)=
π
50Λ200

(ω)

其频率范围为[-100,100]rad/s。
频谱如图3-5-3所示。

图 3-5-3

(3)
 

Sa2(50t)+sin(80t)的最大频率为100rad/s,
因此最低抽样频率为200rad/s。

【题3-5-6】 计算题

(1)
 

已知矩形脉冲信号Gt(t)的脉冲宽度为τ,其

频谱为τSaωτ
2  ,请根据傅里叶变换的对称性求出

Sa(10t)的傅里叶变换。
(2)

 

已知信号的时域表达式为Sa2(10t)+sin(15t),请根据卷积定理确定信号的频

带范围,并根据时域抽样定理确定最低抽样频率。
【分析】 本题需要根据基本的傅里叶变换对和傅里叶变换的性质求信号的频谱,并

进一步应用抽样定理确定抽样频率。

【解答】 (1)
 

Gτ(t)↔τSa
ωτ
2  ⇒Sa(ωct)↔πωcG2ωc(ω),Sa(10t)↔π10G20(ω)

(2)
 

Sa2(10t)↔
1
2π

π
10G20

(ω)


 


 * π
10G20

(ω)


 


 =
π
20020Λ40

(ω)=
π
10Λ40

(ω)

频谱如图3-5-4所示。

图 3-5-4

其最高角频率为20rad/s;
 

sin(15t)的角频率为

15rad/s,所以Sa2(10t)+sin(15t)的最高角频率为

20rad/s,最低抽样频率为f=2·
20
2π=

20
πHz

。

【题3-5-7】 作图题

已知x1(t)、x2(t)的频谱分别如图3-5-5(a)、(b)所

示,试画出∑
∞

n=-∞
x1(t)x2(t)δt-nπ5  的频谱图。

图 3-5-5
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【分析】 本题考查傅里叶变换的性质,具体包括:
 

①频域卷积定理;
 

②时域抽样造

成频谱的周期延拓。

【解答】 x1(t)x2(t)↔
1
2πX1(ω)*X2(ω)

x1(t)x2(t)∑
∞

n=-∞
δ(t-nT)↔ 12π

1
2πX1(ω)*X2(ω)



 


 *

  ωs∑
∞

k=-∞
δ(ω-kωs)

T=
π
5⇒ωs=10

频谱图如图3-5-6所示。

图 3-5-6

【题3-5-8】 计算及画图题

图3-5-7(a)所示的系统使用开关电路实现信号调制。已知x(t)的频谱如图3-5-7(b)所

示,pT(t)为周期脉冲串(开关信号),波形如图3-5-7(c)所示,其角频率ω0=
2π
T

且ω0>

2ωm;
 

滤波器为理想的频率选择滤波器(通带幅度恒为1,阻带幅度恒为0)。
(1)

 

求xs(t)的频谱并绘制示意图。
(2)

 

若希望y(t)=Kx(t)cos(ω0t),应采用何种频率选择性滤波器? 给出其通带截

止频率。
(3)

 

当滤波器满足第(2)问要求时,求调制信号的放大系数K。
(4)

 

若x(t)是能量为E 的能量有限信号,τ应如何取值,才能使输出信号y(t)的能

量最大。

图 3-5-7
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【分析】 pT(t)是周期脉冲串,具有离散的频谱,其频谱包络具有辛格函数形式,
xs(t)是x(t)被周期脉冲串抽样后的信号,在满足抽样定理的条件下,抽样同样造成其频

谱的周期性搬移,但搬移到不同谐波频率上的频谱幅度有不同程度的缩放。xs(t)同时

含有基波和各次谐波分量,而本题只希望输出一次谐波分量,因此需要采用带通滤波器。

【解答】 (1)
 

pT(t)↔ω0δω0
(ω)τSaτω

2  =ω0τ∑
∞

k=-∞
Sa

kτω0
2  δ(ω-kω0)

xs(t)=x(t)pT(t)

Xs(jω)=
1
2πX

(jω)*ω0τ∑
∞

k=-∞
Sa

kτω0
2  δ(ω-kω0)

=
τ
T ∑

∞

k=-∞
Sa

kτω0
2  X[j(ω-kω0)]

频谱图如图3-5-8所示。
(2)

 

采用带通滤波器,上下截止频率分别满足

ωm ≤ωc1≤ω0-ωm, ω0+ωm ≤ωc2≤2ω0-ωm

  频谱图如图3-5-9所示。

图 3-5-8 图 3-5-9

(3)
 

当带通滤波器满足(2)要求时

Y(jω)=
τ
TSa

τω0
2  X[j(ω-ω0)]+

τ
TSa-

τω0
2  X[j(ω+ω0)]

=2
τ
TSa

τω0
2  12πX(jω)*π[δ(ω-ω0)+δ(ω+ω0)]

y(t)=2
τ
TSa

τω0
2  x(t)cos(ω0t)

  故

K =2
τ
TSa

τω0
2  

  (4)
 

根据帕塞瓦尔定理,y(t)的能量为1
2K2E,当K 取最大值时,y(t)的能量最大。

K =2
τ
TSa

τω0
2  =2τ

T

sin
τω0
2  

τω0
2

=
2
πsin

τω0
2  
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  由于τ<T,故
τω0
2 <π

,当
τω0
2 =

π
2

时K 取最大值,此时τ=
π
ω0
=
T
2
。

【题3-5-9】 计算及画图题

已知信号x(t)=∑
5

n=1

1
2nsin

nπ
2t  ,若以 T=0.4s为间隔进行冲激串抽样,得

到xs(t)。
(1)

 

画出xs(t)的频谱图。
(2)

 

此抽样是否会发生频谱混叠? 为什么?

(3)
 

将xs(t)通过一截止频率为π
T
、通带增益为T 的理想低通滤波器,求输出y(t)。

【分析】 本题考查抽样定理。被抽样的信号是周期信号,题干中以傅里叶级数展开

的形式给出其表达式,因此可直接读出其最高频率为5π
2
,该频率的分量为x5(t)=

1
10sin

5π
2t  。当以Ts=0.4s进行抽样时,该分量的抽样信号为x5(nTs)=

1
10sin

(nπ)=0,

这是频谱混叠造成的。

【解答】 (1)
 

x(t)=∑
5

n=1

1
2nsin

nπ
2t  ; 

ωs=
2π
0.4=5πrad

/s

频谱图如图3-5-10所示。

图 3-5-10

(2)
 

信号的最高频率为5
2πrad

/s,而抽样角频率ωs=
2π
0.4=5πrad

/s,信号的最高频率

分量处频谱混叠。

(3)
 

滤波频率为 π
0.4=

5π
2rad

/s,增益为T,输出为

y(t)=∑
4

n=1

1
2nsin

nπ
2t  

  【题3-5-10】 计算及画图题

已知系统框图如图3-5-11(a)所示,信号x(t)=cos(2πt),p(t)=δ(sint),h(t)如
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图3-5-11(b)所示。
(1)

 

试求信号p(t)的频谱P(jω),并画出其频谱图。
(2)

 

试求系统输出信号y(t),并画出其时域波形图。

图 3-5-11

【分析】 本题需要根据单位冲激函数的定义将p(t)转化为周期冲激串,从而将

图3-5-11所示系统转化为理想冲激串抽样。注意,本题中待抽样的原信号是单频信号,
并且其频率与抽样频率不具有整数倍关系。

【解答】 (1)
 

根据冲激函数的定义可以证明

p(t)=δ(sint)= ∑
∞

n=-∞
δ(t-nπ)

  因此P(jω)=ωs∑
∞

k=-∞
δ(ω-kωs),其中ωs=

2π
T=2

。

频谱图如图3-5-12所示。

图 3-5-12

(2)
 

由于X(jω)=π[δ(ω+2π)+δ(ω-2π)];
 

p(t)x(t)↔
1
T ∑

∞

k=-∞
X[j(ω-2k)],其

中位于低通滤波器通带范围内的谱线仅有两根,频率分别是ω1=2π-6和ω2=-2π+
6,其幅度均为1,于是y(t)=2cos[(2π-6)t]。

波形图如图3-5-13所示。

图 3-5-13
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考点6 频域分析综合应用

本节考点:
 

主要考查利用傅里叶变换分析和求解信号与系统,重点是信号与其频谱

互求,将信号的无失真传输和滤波,周期信号频谱特点和抽样概念、原理融合在一起,对
实际线性时不变系统进行分析和求解。

【题3-6-1】 计算及画图题

某线性系统如图3-6-1所示,试求:
 

图 3-6-1

(1)
 

系统的频率响应 H(jω),并画出幅频特性和相频特性曲线;
 

(2)
 

当输入信号x1(t)是图3-6-1(b)所示宽度为 T 的矩形脉冲时,求系统响应

y(t),并画出波形图;
 

(3)
 

当输入信号x2(t)为一个周期为T 的周期信号时,求系统响应y(t)。
【分析】 将输入信号设置为单位冲激信号,可求得该系统的单位冲激响应,进而求

得其频率特性。本题的单位冲激响应为门信号,因此由时域求第(2)问的输出更便捷。
对于第(3)问,可将输入信号直接代入系统,周期为T 的信号将在加法器中被对消,这个

现象也可从频域考查,周期为T 的信号所含的频率分量都是ω0=
2π
T

的整数倍,而系统在

这些频率上的响应都为0。

【解答】 (1)
 

h(t)=[δ(t)-δ(t-T)]*u(t)=u(t)-u(t-T)=GT t-
T
2  

H(jω)=TSa
Tω
2  e-j

T
2ω

频谱图如图3-6-2所示。

(2)
 

y(t)=x1(t)*h(t)=GT t-
T
2  *GT t-

T
2  =TΛ2T(t-T)

波形图如图3-6-3所示。
(3)

 

方法一:
 

y(t)=[x(t)-x(t-T)]*u(t)

  由于x2(t)是以T 为周期的信号,x2(t)-x2(t-T)=0,故y(t)=0。
方法二:

 

由于x2(t)是以T 为周期的信号,所含的频率分量都是ω0=
2π
T

的整数倍,由于
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图 3-6-2 图 3-6-3

H(jkω0)=TSa
Tkω0
2  e-j

T
2kω0

=TSa(kπ)e-jkπ=0

  因此

Y(jω)=X(jω)H(jω)=0
y(t)=0

  【题3-6-2】 计算及画图题

理想微分器的输入信号x(t)和输出信号y(t)服从微分方程:
 

y(t)=
dx(t)
dt

  (1)
 

求理想微分器的频率特性 H1(jω)=
Y(jω)
X(jω)

,并绘制其幅频和相频特性曲线。

(2)
 

工程上常用系统S2(图3-6-4)近似实现微分器,其中放大倍数K>0。建立S2
系统输入信号x(t)和输出信号y(t)的时域关系,并求系统的频率特性 H2(jω)。

(3)
 

求理想微分器和近似微分器的频率特性之比R(ω)=
H2(jω)
H1(jω)

,若要使lim
ω→0

R(ω)=1,对

参数T 和K 有何要求?
(4)

 

在第(3)问导出的参数约束下,为使S2 系统对x(t)近似实现微分器功能,对

x(t)的频谱特性有何要求? (说明:
 

①当0.9≤
H2(jω)
H1(jω)

≤1时,可以认为S2 系统近似

实现了微分器功能。②记Sa(x)=
sinx
x
,有Sa(0.8)≈0.9)。

【分析】 本题从时域方面给出了系统的描述,解答时可先写出输入/输出的时域关

系,然后转换到频域,从而得到系统的时域特性。
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图 3-6-4

【解答】 (1)
 

H1(jω)=
Y(jω)
X(jω)=jω

幅频和相频特性图如图3-6-5所示。

图 3-6-5

(2)
 

时域关系

y(t)=K(x(t)-x(t-T))
  由时域关系知系统是稳定的,故频率特性 H2(jω)=K(1-e-jωT)

进一步可将频率特性写成

H2(jω)=K(1-e-jωT)=Ke-jωT/2(ejωT/2-e-jωT/2)=2jKe-jωT/2sin(ωT/2)

(3)   R(ω)=
H2(jω)
H1(jω)

=
2jKe-jωT/2sin(ωT/2)

jω =2Ke-jωT/2sin(ωT/2)
ω

     =KTe-jωT/2sin(ωT/2)
ωT/2 =KTe-jωT/2Sa(ωT/2)

  因为

lim
ω→0

R(ω)=KT

  所以

lim
ω→0

R(ω)=1, 要求KT=1。

  (4)
 

在KT=1的条件下,有
H2(jω)
H1(jω)

=e-jωT/2Sa(ωT/2)

  故

H2(jω)
H1(jω)

=|Sa(ωT/2)|

  根据题意,为使0.9≤
H2(jω)
H1(jω)

≤1,要求|ωT/2|≤0.8,即|ω|≤
1.6
T
。

因此,当x(t)为带限于|ω|≤
1.6
T

的低频信号时,可通过S2 系统实现近似的微分。
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【题3-6-3】 计算题

如图3-6-6所示系统,其中输入信号x(t)= ∑
∞

n=-∞
G2(t-8n),δT(t)为T=1的周期

冲激串,h1(t)=Sa(πt),h2(t)=3Sa(3πt),试求:
 

图 3-6-6

(1)
 

x(t)的频谱X(jω),并画出其频谱图。
(2)

 

y1(t)的频谱Y1(jω),并画出其频谱图。
(3)

 

y1(t)经过理想冲激串抽样后是否会发生频谱混叠吗? 为什么?
(4)

 

画出y(t)的频谱的示意图,并指明信号y(t)与信号y1(t)的关系。
【分析】 x(t)是脉宽为2、周期为8的周期脉冲串,具有离散的频谱;

 

h1(t)为一个

理想低通滤波器的单位冲激响应,其截止频率为π,因此y1(t)仅包含x(t)的部分低频频

率分量。由于y1(t)的最高频率分量的频率小于或等于滤波器h1(t)的截止频率,因此

对其无失真抽样要求抽样频率大于或等于2π,而δT(t)满足这一要求。

【解答】 (1)
 

ω0=2π/T=π/4rad/s,
Eτ
T =

1
4
,ω0τ=

2π
T

 

τ=
π
2

x(t)=
Eτ
T ∑

∞

k=-∞
Sa

kω0τ
2  ejkω0t=

1
4 ∑

∞

k=-∞
Sakπ
4  ejk

π
4t

X(jω)=
π
2 ∑

∞

k=-∞
Sakπ
4  δω-

π
4k  

频谱图如图3-6-7所示。

图 3-6-7

(2)
 

Sa(πt)↔G2π(ω)
故

H1(jω)=G2π(ω)

  注意,在截止频率处

X(jω)ω= ±π=0



109  

Y1(jω)=
π
2∑

3

k=-3
Sakπ
4  δω-

π
4k  

图 3-6-8

  频谱图如图3-6-8所示。
(3)

 

δT(t)的抽样频率为2π,满足抽样定理;
 

因此y1(t)经过理想冲激串抽样后不会发生频谱

混叠。

(4)
 

∑
∞

n=-∞
δ(t-nT)↔ωs∑

∞

k=-∞
δ(ω -kωs);

 

Y2(jω)=
1
T ∑

∞

k=-∞
Y1(ω-kωs)

本题中T=1,ωs=2π,因此

Y2(jω)-Y1(jω)= ∑
∞

k= -∞
k≠0

Y1(ω-2πk)

而

h2(t)=3Sa(3πt),H2(jω)=G6π(ω);
 

Y(jω)=Y1(ω-2π)+Y1(ω+2π)

  频谱图如图3-6-9所示。

图 3-6-9

因此

y(t)=2y1(t)cos(2πt)

  【题3-6-4】 计算题

周期矩形脉冲信号x(t)的波形如图3-6-10(a)所示,参数τ=0.5s,T=1s。
(1)

 

写出x(t)的指数形式的傅里叶级数展开式。
(2)

 

x(t)的基波频率为多少?
(3)

 

x(t)的基波幅度与三次谐波幅度之比为多少?
(4)

 

如图3-6-10(b)所示的RL 电路,其输入电压为图所示的周期矩形脉冲信号

x(t),求电流i(t)。
【分析】 本题前3问考查矩形脉冲串的傅里叶级数展开。傅里叶级数展开提供了

采用单频信号ej
kω0t 合成周期信号的方法,而系统的频率特性又描述了单频信号通过系

统后的幅度和相位变化,ej
kω0t→H(jkω0)e

jkω0t,由此可求解第(4)问。注意第(4)问只能

通过傅里叶级数展开的形式描述输出信号,不需要进一步化简。
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图 3-6-10

【解答】 (1)
 

ω0=
2π
T=2πrad

/s,
Eτ
T =

1
2
,ω0τ=

2π
T

 

τ=π

x(t)= ∑
∞

k=-∞

Eτ
TSa

kω0τ
2  ejkω0t=

1
2 ∑

∞

k=-∞
Sakπ
2  ej2kπt

(2)
 

f0=1/T=1Hz

(3)
 

Xk=
1
2Sa

kπ
2  =1kπsinkπ

2  ⇒X1=
1
π
,X3=-

1
3π⇒

X1

X3
=3

(4)
 

H(jω)=
1

R+jωL=
1

1+jω
,H(jkω0)=

1
1+j2kπ

i(t)=
1
2 ∑

∞

k=-∞
Sakπ
2  1
1+j2kπ

ej2kπt

【题3-6-5】 计算及画图题

如图3-6-11(a)所示的系统中,分系统1的单位冲激响应为h1(t)=3
sin(1.5πt)
1.5πt




 


 2,

分系统2的单位冲激响应为h2(t)=
sin(4πt)
πt

。

图 3-6-11

(1)
 

求系统的频率响应 H(jω)并画出简图。
(2)

 

当输入为图3-6-11(b)所示周期方波时,求输出信号y(t)。
【分析】 本题第(1)问通过基本的傅里叶变换对性质、频域卷积定理、梅森公式等求
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得系统的频率响应。第(2)问通过傅里叶级数展开分析输入信号的频率分量,通过系统

的频率特性求得每个频率分量对应的输出,本题输入信号中只有直流和基波分量能通过

系统,因此输出信号的形式较为简单。

【解答】 (1)
 

h1(t)=3
sin(1.5πt)
1.5πt




 


 2=3Sa2(1.5πt)

↔H1(jω)=
3
2π
· 1
1.5G3π

(ω)  * 1
1.5G3π

(ω)  =2Λ6π(ω)
h2(t)=4Sa(4πt)↔H2(jω)=G8π(ω)

H2(jω)=G8π(ω)⇒
H2(jω)

1+H2(jω)
=
1
2G8π

(ω)

H(jω)=H1(jω)
H2(jω)

1+H2(jω)
=2Λ6π(ω)·

1
2G8π

(ω)=Λ6π(ω)

频率响应如图3-6-12所示。
(2)

 

输入信号的周期为1,则ω0=2π,且为偶对称信号,

图 3-6-12

bk =0

a0=
1
T∫

t0+T

t0
x(t)dt=

1
2

ak =
2
T∫

t0+T

t0
x(t)cos(kω0t)dt=Sa

kπ
2  

故有

x(t)=
1
2+∑

∞

k=1
Sakπ
2  cos(2kπt)

  因ω0=2π,故信号通过如图3-6-12所示的滤波器后,输出只有直流分量和基波分

量,且有

H(jω)|ω0=0=1,H(jω)|ω0=2π=
1
3

  因而输出为

x(t)=1·
1
2+

1
3
·Sa π2  cos2πt=

1
2+

2
3πcos2πt

  【题3-6-6】 计算及画图题

某抽样及恢复系统如图3-6-13(a)所示,参数T=1,信号x(t)的频谱如图3-6-13(b)
所示。

图 3-6-13
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(1)
 

求A、B 两处信号的频谱并画出频谱图。
(2)

 

设计合适的系统,使xs(t)通过该系统后能恢复原来的信号x(t)。
【分析】 本题所用的抽样信号可以视为两个周期冲激串的线性叠加:

 

以2T 为周期

的周期冲激串和该冲激串时延T 并且幅度取反。这两个周期冲激串的基波频率都是

π/T,其叠加后偶次谐波被抵消。因此被该抽样信号抽样后,原信号的频谱被搬移到

π/T 的奇数倍频率处。为恢复原信号,首先要进行频谱搬移,再进行低通滤波。

【解答】 (1)
 

∑
∞

n=-∞
δ(t-nT0)↔ωs∑

∞

k=-∞
δ(ω-kωs),其中T0=2T,ωs=

2π
T0
=
π
T

∑
∞

n=-∞
δ(t-nT0-T)↔ωs∑

∞

k=-∞
δ(ω-kωs)e-jωT

其中,δ(ω-kωs)e
-jωT=δ(ω-kωs)e

-jkωsT=δ(ω-kωs)e
-jkπ=(-1)kδ(ω-kωs)

(-1)n ∑
∞

n=-∞
δ(t-nT)↔2ωs∑

k为奇数
δ(ω-kωs),ωs=

2π
T0

=
π
T
,T=1

(-1)n ∑
∞

n=-∞
δ(t-n)↔2π∑

∞

k=-∞
δ[ω-(2k+1)π]

Xs(jω)=
1
2πX

(jω)*2π∑
∞

k=-∞
δ[ω-(2k+1)π]= ∑

∞

k=-∞
X[jω-j(2k+1)π]

  频谱图如图3-6-14所示。
(2)

 

y(t)=[xs(t)cosπt]*h(t)=x(t)
系统框图如图3-6-15所示。

其中,ω0=π,H(jω)=Gωc
(ω),

π
2<ωc<

3π
2
。

图 3-6-14 图 3-6-15

【题3-6-7】 计算及画图题

在图3-6-16(a)所示系统中,抽样脉冲p(t)= ∑
∞

n=-∞
(-1)nδt-

1
2n  ,输入信号
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x(t)的频谱X(jω)及理想带通滤波器的频率响应 H(jω)分别如图3-6-16(b)、(c)所示。

图 3-6-16

(1)
 

求抽样脉冲p(t)的频谱P(jω),并画出其频谱图。
(2)

 

分别画出图3-6-16(a)中xs(t)和y(t)的频谱Xs(jω)和Y(jω)。
(3)

 

试确定一个能从y(t)中恢复出原信号x(t)的系统。
【分析】 本题与题3-6-6类似,抽样信号也是正负交替的周期冲激串,本题将提供另

一种求正负交替的周期冲激串的频谱的思路。另外,本题中抽样后的信号经过了带通滤

波环节,恢复原信号时,需由两个半边频谱搬移拼接,才能得到原信号的频谱。
【解答】 (1)

 

正负交替的周期冲激串可视为周期冲激串与余弦信号的乘积。

p(t)=cos(2πt)∑
∞

n=-∞
δt-

1
2n  ,ωs=2πT =4π

P(jω)=2π∑
∞

k=-∞
δ(ω-4πk-2π)+2π∑

∞

k=-∞
δ(ω-4πk+2π)

  =4π∑
∞

k=-∞
δ[ω-2π(2k+1)]

  频谱图如图3-6-17所示。

图 3-6-17

(2)
 

Xs(jω)=
1
2πP

(jω)*X(jω)=2∑
∞

k=-∞
X{j[ω-2π(2k+1)]}

频谱图如图3-6-18所示。

图 3-6-18

Y(jω)=Xs(jω)H(jω)

  频谱图如图3-6-19所示。
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图 3-6-19

图 3-6-20

(3)
 

x2(t)=[y(t)cos2πt]*h(t)
系统框图如图3-6-20所示。

其中,ω0=2π,H(jω)=Gωc
(ω),

π
2<ωc<

7π
2
。

【题3-6-8】 计算题

如图3-6-21(a)所示系统,输入x(t)为带限信号,即X(jω)=0,|ω|≥ωm,xT(t)为如

图3-6-21(b)所示的周期信号。令系统输出为y(t),试求:
 

当τ=
T
2

时,根据ωm 确定可

由y(t)恢复x(t)的最大值T 值,并以此确定一个由y(t)恢复x(t)的系统。

图 3-6-21

【分析】 xT(t)是周期脉冲串,具有离散的频谱,其频谱包络具有辛格函数形式,并
且该信号的偶次谐波分量为0。y(t)是x(t)被xT(t)抽样后的信号,抽样造成其频谱的

周期性搬移,搬移到不同谐波频率上的频谱,幅度有不同程度的缩放。由于xT(t)没有

偶次谐波分量,因此只要搬移到奇次谐波频率处的频谱不发生混叠,原信号的频谱信息

就被保留。但由于xT(t)没有直流分量,调制后的信号没有基带分量,因此不能通过线

性时不变系统由y(t)恢复x(t)。

【解答】 xT(t)的周期为T,基频为ω0=
2π
T
,其谱线位于ω=kω0 处。注意,xT(t)

为半波像对称信号,偶次谐波为0,只有奇次谐波分量,因此相邻谱线的间隔为2ω0。
当ω0>ωm 时,信号调制不会造成频谱混叠。因此

T <
2π
ωm

  y(t)不含x(t)的频率分量,不能通过线性时不变系统由y(t)恢复x(t),必须采用

具有频谱搬移功能的非线性系统。例如,采用

y2(t)=y(t)xT(t)
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  注意,xT(t)xT(t)=1,于是,y2(t)=y(t)xT(t)=x(t)xT(t)xT(t)=x(t)。
说明:

 

本题还可采用cos((2k+1)ω0t)作为调制信号,将第2k+1次谐波分量搬回

基带,并连接一个低通滤波器,滤除其他谐波分量;
 

或者先通过带通滤波器选通需要的谐

波分量,再通过解调将其搬回基带。
【题3-6-9】 计算及画图题

某因果LTI系统如图3-6-22所示,已知输入信号x(t)=
1
8Sa

π
8t  ,抽样周期信号

δT(t)= ∑
∞

n=-∞
δ(t-nT),T=4,滤波器的单位冲激响应h(t)=4Λ4(t)。

图 3-6-22

(1)
 

求抽样后信号xs(t)的频谱Xs(jω)。
(2)

 

在-π<ω<π区间画出Y(jω)。
(3)

 

设计一个合适的滤波器,由y(t)恢复原

输入信号x(t)=
1
8Sa

π
8t  。

【分析】 本题采用理想冲激串抽样,抽样信号的频谱是原信号频谱的周期延拓。滤

波器的单位冲激响应具有门信号卷积的形式,因此其频谱应为辛格函数的平方。在恢复

原信号时,需要补偿滤波器造成的幅度变化。

【解答】 (1)
 

x(t)=
1
8Sa

π
8t  ↔Gπ

4
(ω)

Xs(jω)=
1
T ∑

∞

k=-∞
X[j(ω-kωs)], T=4, ωs=

2π
T =

π
2

  (2)
 

h(t)=4Λ4(t)=2G2(t)*G2(t);
 

H(jω)=8Sa2(ω)

Y(jω)=Xs(jω)H(jω)=2∑
∞

k=-∞
X[j(ω-kωs)]Sa

2(ω)

  频谱图如图3-6-23所示。

(3)
 

由第(2)问可知,恢复原信号需要滤除y(t)中|ω|≥
3π
8

的频率分量,并补偿

|ω|≤
π
8

频率范围内的幅度不平衡。

因此

H(jω)=
1

2Sa2(ω)
, |ω|≤ωc,

π
8 <ωc<

3π
8

0, |ω|>ωc









  【题3-6-10】 计算题

如图3-6-24所示系统,已知x(t)= sin2πt2πt  2,δT(t)是周期为T 的冲激串。

(1)
 

求X(jω)和Y(jω)。
(2)

 

为了由y(t)恢复原信号x(t),试确定T 的最大值Tmax。
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图 3-6-23

图 3-6-24

(3)
 

要恢复x(t),需要将y(t)通过怎样的滤波器 H(jω)。
【分析】 本题中乘法器之后的系统是一个线性时不变系统,它由两个系统并联而

成,这两个系统的单位冲激响应分别为u(t)和u(t-T),因此该系统的单位冲激响应为

ha(t)=u(t)-u(t-T)=GT(t-T/2)。因此,乘法器(抽样)与该系统级联,形成了一

个抽样-零阶保持系统。当抽样频率满足奈奎斯特抽样定理时,可以将零阶保持器输出通

过适当的低通滤波器恢复原信号。在第(1)问中,由于没有确定是否满足抽样定理,只能

形式化地写出输出信号的频谱。

【解答】 (1)
 

x(t)=Sa2(2πt)↔X(jω)=
1
2π
1
2G4π

(ω)*12G4π
(ω)=

1
2Λ8π

(ω)

Y(jω)=Xs(jω)Ha(jω)

其中,Xs(jω)=
1
T ∑

∞

k=- ∞
X[j(ω-kωs)],X(jω)=

1
2Λ8π

(ω),Ha(jω)=TSaT
2ω  e-j

T
2ω

Y(jω)=Xs(jω)Ha(jω)=
1
T ∑

∞

k=-∞
X[j(ω-kωs)]  TSaT

2ω  e-j
T
2ω



 




= ∑
∞

k=-∞
X[j(ω-kωs)]Sa

T
2ω  e-j

T
2ω
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  (2)
 

x(t)的最高频率为4π,故抽样频率≥4Hz,最大抽样间隔为0.25s。
(3)

 

当满足抽样定理时,Xs(jω)相对于X(jω)没有混叠,因此只需滤出Xs(jω)中的

基带分量,并补偿 Ha(jω)引起的幅度变化,即可恢复原信号频谱。线性相位延迟可不处

理,此时输出相对于输入存在延时,仍然满足无失真传输的要求。

H(jω)=

1

SaT
2ω  

, |ω|≤ωc, 4π<ωc<
2π
T -4π

0, |ω|>ωc












  【题3-6-11】 计算及画图题

如图3-6-25(a)所示的系统中,频带有限信号x(t)的波形如图3-6-25(b)所示。

图 3-6-25

(1)
 

如果系统h(t)的单位冲激响应为h(t)=u(t)-u(t-T1),T1<T,求输出

y(t)和Y(jω),并画出y(t)的波形图。

(2)
 

如果系统h(t)的频率响应为 H(jω)=
T, ω<|ωc|
 
0, ω≥|ωc| ,ωc=

π
T
,求输出y(t)。

【分析】 本题第(1)问中,系统h(t)是一个零阶保持器;
 

第(2)问中,系统h(t)是理

想低通滤波器。因此,在满足抽样定理的条件下,第(1)问的系统只能近似地恢复原信

号,第(2)问的系统可以无失真地恢复原信号。
注意:

 

题干中没有给出是否满足抽样定理,因此只能用抽样值合成输出信号,不能判

断其与原信号的关系。

【解答】 (1)
 

y(t)=x(t)·δT(t)*h(t)= ∑
∞

n=-∞
x(nT)δ(t-nT)*h(t)

= ∑
∞

n=-∞
x(nT)h(t-nT)= ∑

∞

n=-∞
x(nT)[u(t-nT)-

 u(t-nT-T1)]
波形图如图3-6-26所示。

(2) h(t)=F-1[H(ω)]=
Tωc
π Sa

(ωct)=Sa(ωct)

y(t)= ∑
∞

n=-∞
x(nT)δ(t-nT)  *h(t)= ∑

∞

n=-∞
x(nT)h(t-nT)

= ∑
∞

n=-∞
x(nT)·Sa{ωc(t-nT)}



118  

图 3-6-26

  【题3-6-12】 计算题

已知带限信号x(t)(频带为-ωm~ωm),用两种方式进行抽样,抽样过程均满足时

域抽样定理,抽样信号x1(t)和x2(t)如图3-6-27所示。
(1)

 

用数学模型描述抽样信号x1(t)与抽样信号x2(t)的关系。
(2)

 

已知x1(t)↔X1(jω),求x2(t)的频谱X2(jω)。

(3)
 

若将x2(t)通过一个理想低通滤波器,截止频率为π
T
,试分析说明能否恢复信号

x(t)。
(4)

 

试设计一个滤波器,满足输入信号为抽样信号x2(t),输出信号为x(t)。

图 3-6-27

【分析】 本题比较两种不同的抽样方式:
 

理想冲激串抽样和抽样-保持抽样,其中抽

样-保持抽样可等效为理想冲激串抽样后卷积了一个窄脉冲,因此x2(t)的频谱相对于

x1(t)的频谱,将被辛格函数加权。为从x2(t)中恢复x(t),不仅要经过低通滤波,还要

平衡辛格函数加权造成的幅度变化。
【解答】 (1)

 

x2(t)=x1(t)*GT/4(t)

(2)
 

GT/4(t)↔
T
4Sa

T
8ω  
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X2(jω)=
T
4Sa

T
8ω  X1(jω)=

1
4Sa

T
8ω  ∑

∞

k=-∞
X[j(ω-kωs)],其中,ωs=2π/T。

(3)
 

由于X2(jω)中的基带分量相对于X(jω)已经被加权,因此不能仅通过理想低通

滤波恢复x(t),还要平衡加权引起的幅度变化。

(4)
 

H(jω)=

4

SaT
8ω  

, |ω|≤ωc

0, |ω|>ωc












,其中ωm<ωc<
2π
T-ωm。

【题3-6-13】 计算及画图题

已知连续时间带限信号x(t)的最高频率为2kHz,以抽样间隔T 为250μs对其抽

样,所得的已抽样信号xs(t)如图3-6-28所示,试求:
 

(1)
 

从xs(t)中恢复出x(t)的重构滤波器的频率响应 H(jω),并粗略画出其频

谱图。
(2)

 

第(1)问中所求的重构滤波器为什么不是物理可实现滤波器? 为实现无失真恢

复原信号x(t),需对抽样频率和重构滤波器的频率响应做怎样的修改?

图 3-6-28

【分析】 由抽样后的波形可以看出,本题采用的是抽样-保持抽样策略,等效为理想

冲激串抽样后卷积了一个窄脉冲,因此xs(t)的频谱相对于理想冲激串抽样信号的频谱,
将被辛格函数加权。为从xs(t)中恢复x(t),不仅要经过低通滤波,还要平衡辛格函数

加权造成的幅度变化。

【解答】 (1)xs(t)= x(t)∑
∞

n=-∞
δ(t-nT)  *GT/2t-

T
4  

x(t)∑
∞

n=-∞
δ(t-nT)↔ 1T ∑

∞

k=-∞
X[j(ω-kωs)],ωs=2π/T

GT/2t-
T
4  ↔T

2Sa
T
4ω  e-j

T
4ω

Xs(jω)=
1
2Sa

T
4ω  e-j

T
4ω ∑

∞

k=-∞
X[j(ω-kωs)]

H(jω)=

2

SaT
4ω  

ej
T
4ω, |ω|≤2π×2000

0, |ω|>2π×2000
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频谱图如图3-6-29所示。

图 3-6-29

(2)
 

该滤波器对应的单位冲激响应是非因果信号,是物理不可实现的。并且,由于该

滤波器具有锐截止特性和相位超前,难以用物理可实现的系统近似实现。为了近似实现

该滤波器,需要增大抽样频率,从而提供较宽的过渡带,并引入负斜率的线性相位,允许

输出相对于输入存在一定延时,从而使原理想滤波器单位冲激响应的大部分能量位于

t=0以后。
【题3-6-14】 计算及画图题

在工程应用中,可以采用等效抽样的策略对周期信号进行抽样以降低抽样频率。已

知周期信号x(t)的频谱如图3-6-30(a)所示,基频ω0=2π×10
6rad/s。

图 3-6-30

(1)
 

对x(t)进行无失真抽样,最低抽样频率fs应满足什么要求?
(2)

 

理想的抽样与恢复系统框图如图3-6-30(b)所示。周期信号x(t)作为输入,取
抽样频率fs=0.9×10

6Hz,试绘出抽样后信号xs(t)的频谱图([-ω0,ω0]区间即可)。
(3)

 

在第(2)问的前提下,若低通滤波器的频率响应为 HLP(ω)=H0G2ωc(ω),其中

H0=Ts=
1
fs
=
10
9×10

-6,ωc=
ω0
2=π×10

6rad/s,试求此时输出y(t)与输入x(t)的

关系。
【分析】 本题第(2)问的抽样频率不满足抽样定理要求,需具体分析抽样导致的频

谱周期延拓情况。
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【解答】 (1)
 

由x(t)的频谱图可知,其最高频率分量为2ω0,其中ω0=
2π
T0
=2π×

106rad/s。根据奈奎斯特抽样定理,对其进行无失真抽样的最低抽样频率应满足fs≥

2fm=
ωm

π=
2ω0
π =

4
T0
=4×106Hz。

(2)
 

抽样造成频谱的周期延拓,即

x(t)δTs
(t)↔ 1

Ts∑
∞

k=-∞
X[j(ω-kωs)]

其中延拓周期

ωs=
2π
Ts

=2πfs=1.8π×106rad/s=0.9ω0

  故抽样后信号在[-ω0,ω0]区间内的频谱图如图3-6-31所示。

图 3-6-31

(3)
 

由于低通滤波器的截止频率ωc=π×10
6Hz=

ω0
2
,增益 H0=Ts,比较xs(t)与

x(t)的频谱可知

Y(jω)=Xs(jω)HLP(jω)=10X(j10ω)注意,δ(aω)=
1

|a|
δ(ω)  

  故

y(t)=x(0.1t)


