
第5章
分治

在那些最强有力的问题求解技术中, 有一种方法是将问题拆成更小且更易解决的部分。
较小的问题没有那么强势,于是我们便有可能将注意力集中在那些细节问题上,而这是从整
体上研究原问题时所看不到的。要是能将问题拆成更小的同类子问题, 那么一个递归算法
就会开始逐渐成形。如今每台计算机都有多核处理器, 而要想发挥并行处理的功用, 得将任
务分解成至少与处理器个数相同的子任务。

算法设计中有两种重要的范式,它们都基于将问题拆分至更小问题的这种思想。在第10
章中我们会讲解动态规划, 它通常先从问题中移除一个元素, 再解决这个新形成的小问题,
然后在较小问题解的基础上以合适的方式再将移除元素重新加回来。而分治(divide-and-
conquer)则是将问题划分成几部分, 比如说两半, 再分别求解这两部分, 最后将它们重新整
合起来从而形成完整的解。

要将分治作为一种算法技术来使用,我们必须将问题分成两个更小的子问题,再对它们
分别递归求解, 最后整合这两个子问题的解从而得到原问题的解。只要整合所用时间少于
求解这两个子问题的时间, 便能获得一个高效的算法。归并排序(4.5节中已讨论)是分治算
法的一个经典实例。对于两个具有n/2个元素的有序表, 我们需要花费O(n logn)时间才能
得到, 而归并这两个有序列表却只需线性时间, 因此归并排序很高效。
许多重要的算法, 包括归并排序、快速傅里叶变换和Strassen矩阵相乘算法, 其优异的

性能都要归功于分治这项算法设计技术。然而我发现, 除了二分查找及其众多变种之外, 分
治是一种在实际中很难用好的设计技术。此外, 递推关系(recurrence relation)决定了此类
递归算法的性能开销, 而我们对分治算法的分析能力取决于能否求出递推关系的渐近记号,
因此我们还将介绍递推式(recurrence)的求解技术。

5.1 二分查找及相关算法

要在有序数组S中查找键值, 二分查找是一种很快的算法, 而它可称得上是所有分治算
法之母。为了查找q这个键, 我们用q和位于中间的键S[n/2]比较。如果q出现在S[n/2]之前,
它必然属于S的前半部; 否则它必然属于S的后半部。不断在q每次所归属的那部分上递归

重复此过程, 我们就能在⌈logn⌉次比较之内找到该键所处位置——相比于使用顺序查找平
均所需n/2次比较, 这是一个很大的超越。1

int binary_search(item_type s[], item_type key, int low, int high)
{

int middle; /* 中间元素的下标 */
if (low > high)

1 译者注: 我们对二分查找的代码实现略有更改, 原文中计算middle时有可能会产生溢出错误。
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return -1; /* 未找到此键 */
middle = low + (high - low) / 2;

if (s[middle] == key)
return middle;

if (s[middle] > key)
return binary_search(s, key, low, middle - 1);

else
return binary_search(s, key, middle + 1, high);

}

上述这些你可能已经学过了。不过, 重要的其实是去体会二分查找到底有多快。二十
问题(twenty questions)是一个流行的儿童游戏, 一名游戏者选一个单词, 而另一个不断问
“真/假”问题1来试着去猜出那个单词。如果问过20个问题后单词仍不能确认, 选词的游戏
者获胜; 否则, 提问的游戏者赢得奖金。事实上, 提问的游戏者始终有一种策略能赢得奖金,
也就是基于二分查找的方案。指定一部纸版字典, 提问的游戏者从中间翻开, 再选一个单词
(比如说“move”), 然后问那个未知单词依字母序是否在“move”之前。由于普通字典收词数
大约为50 000到200 000, 我们能确保上述过程会在20次提问内结束。

5.1.1 出现次数的计数

有不少巧妙的算法都是二分查找稍加改动而得。假定我们想对某个有序数组中给定键

k(比如说Skiena)的出现次数进行计数。因为排序会将所有k的副本集中在一段紧密相连的

区段中, 此问题即可简化为寻找符合要求的区段并度量其长度。
使用前面所给的二分查找子程序, 可让我们在O(logn)时间内找到一个键值为k的元素

(记为x)的下标,显然x所在的区段符合要求。要定出区段边界很自然会想到从x向左挨个测

试元素, 直到我们找到首个不同于待查键的元素为止, 然后再从x向右重复此查找过程。右

边界和左边界的差再加1, 刚好就是k出现次数的计数值。

上述算法可在O(logn+s)时间内运行完毕,其中s是所给键的出现次数。如果整个数组

由完全相同的键构成, 此时间可能会与直接查找的线性时间一样糟。若将二分查找修改成
寻找包含k的那个区段的边界,而不是找k本身,我们可得到一个更快的算法。假定我们从上
述实现中删去关于相等性的测试:

if (s[middle] == key)
return middle;

并在每个不成功的查找中返回下标high而不是-1。由于没有相等性测试, 所有查找现在都
将是不成功的。每当待查键和一个具有相同键值的数组元素比较时, 查找便会在右半部继
续执行, 最终停在该区段的右边界。改变二元比较算符>的方向后, 再重复此查找过程可将
我们带至该区段的左边界。两次查找均用时为O(logn), 因此无论区段大小如何, 我们都能
在对数时间内完成k所出现次数的计数工作。

1 译者注: 只能用“真/假”或“是/否”回答的问题。
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若是将我们的二分查找函数修改为在搜索失败时返回(low + high) / 2,1 而非原有
的-1, 便可获得一个位于两个特定数组元素之间的位置, 若是数组中能找到待查键k, 其实
这两个元素所在的位置本应是成功返回的下标值。以上变更为我们提供了求解以上串结长

度问题的另一种方案: 我们基于这种修订方案寻找k − ϵ和k + ϵ所在位置, 其中ϵ是一个足够

小的常数, 能保证数组中没有在这两个值之间的键, 进而也意味着两次查找必然都会失败。
显然, 这种基于两次二分查找的方案同样只需要O(logn)时间。

5.1.2 单侧二分查找

现在假定我们有一个数组, 其构成是一连串0再接着一连串但个数未知的1, 我们想要
找出它们之间的转折点。如果我们知道数组中元素个数的上界n, 在此数组上的二分查找将
在⌈logn⌉次测试内提供转折点的下标。
要是没有n这样的上界, 我们可在逐步增大的区间(A[1], A[2], A[4], A[8], A[16], · · · )上

不断测试, 直到找出首个非零值为止。于是我们拥有了一个目标数据滑动窗, 而且很适合二
分查找去处理。无论数组实际长度为多少, 这种单侧二分查找(one-sided binary search)都
能在至多2⌈log p⌉次比较内找到转折点的下标p。只要我们想去寻找当前位置附近的某个键,
这时候最有用的就是单侧二分查找。2

5.1.3 平方根和其他方根

n的平方根是平方等于n的数r, 即r2 = n。每台袖珍计算器都具备平方根计算的功能,
但是研制一个高效计算平方根的算法对我们来说依旧很有启发性。

首先, 注意到n ⩾ 1情况下n的平方根必然在1到n之间。令l = 1且r = n。考虑此区间

的中点m = (l + r)/2。3 m2与n相比, 是大还是小? 如果n > m2, 那么待求平方根肯定比m

大, 于是令l = m再让算法重复上述步骤; 如果n < m2, 那么待求平方根肯定小于m, 于是
令r = m再让算法重复上述步骤。无论哪种情况下, 我们都只用一次比较便将区间减半。因
此, ⌈logn⌉轮之后我们将能找到n的平方根, 且偏差在±1/2以内。
这种对分法(数值分析中的叫法)还能用于更一般性的问题中,也即寻找方程的根。若存

在x使得f(x) = 0则称x是方程f的根。假定我们从满足f(l) > 0和f(r) < 0的初值l和r开始

处理。如果f是连续函数,在l和r之间肯定存在一个根。取m = (l+ r)/2,每次测试f(m),我
们就能将这个包含方程根的窗口[l, r]截半, 而切掉哪半段则视f(m)的符号而定, 直到我们
的估计值(即m)达到精度要求为止。

数值分析中专门有一类所谓的“求根算法”, 它们比二分查找收敛更快, 事实上也是由于
能快速求解前面这两个问题而得名的。二分查找总是去测试区间的中点, 而求根算法却不
一定这样做, 它们以插值来找一个离实际的根值更近的测试点。不过, 二分查找的优点在于

1 译者注: 此处得小心处理溢出问题, 不过通常搜索失败时上下界差值为1, 可对原表达式化简处理。实际上, 这种方案不是很方
便, 而且随后的ϵ选取若无线性扫描也未能保证稳妥。
2 译者注: 当p ≪ n时, 2⌈log p⌉这个开销比⌈log n⌉划算得多。更重要的是, 对于上界未知的单调型问题(不限于处理数组), 单
侧二分查找更能发挥功用, 例如对某个单调递增函数找出满足特定约束的最大值。
3 译者注: 连续型问题取中点比起离散型的二分查找算法方便多了, 不妨仔细体会。
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简单和稳健, 并且在不附加关于待计算函数特性的情况下, 它仍会尽自己所能去快速地1完

成计算。

领悟要义: 二分查找及其变种是分治算法的完美典范。

5.2 算法征战逸事: 错中揪错

Yutong起身宣布了他几周辛勤工作的成果。“死了。” 他愤怒地说。随即, 房间中每个
人都发出了哀叹。

我所在的团队正在研发一种制造疫苗的新方法: 合成减毒病毒工程(Synthetic Attenu-
ated Virus Engineering)或者叫SAVE(刚好是“拯救”)。由于基因编码的运行机制,对于给定
任何长为n的蛋白质, 一般会有3n种可用于编码的不同基因序列。打眼一看, 似乎它们都一
样, 因为这些所描述的是完全相同的蛋白质。但是这3n个同义基因序列中的每一个, 使用生
物机器的方式都存在些许不同, 而翻译的速度也都有所差异。
通过将一种危险性较低的基因取代原有病毒基因,我们有望造出某种弱毒疫苗:一种能

起到同样致病效果但毒性较弱的制剂。我们人类的身体可以在不得病的前提下打败稍弱的

病毒, 并在这个过程中训练免疫系统将来去战胜更强的敌人。但是我们需要的是较弱的病
毒而不是已死的病毒: 你基本不可能从打败那些已经死掉的东西这件事中学到任何技能。

“死亡意味着在这个包含1200个碱基的区域中肯定存在一个地方, 病毒在那里进化而给
出一个特别的信号,你可以将它理解为序列存活所必需的东西。”团队里面的一位资深病毒
学家说道。由于我们在该点位改变了序列, 导致我们杀死了病毒。“我们必须找到这个信号,
这样才能让病毒重获新生。”

“但是有1200个位置要去找! 我们怎么才能找到啊?” Yutong问道。
我思考了一会。我们必须排错,这听起来好像和在程序中排错的问题一样。我想起多少

个寂寞的夜晚, 我努力想弄清到底是哪一行让程序崩溃。我经常得去委委屈屈地注释掉大
段的代码, 然后再次运行以测试它是否依然会崩溃。当我将注释过的区域缩减到足够小的
一段后, 问题往往就很容易解决了。而查找这个区域的最好方式就是· · · · · ·

“二分查找!” 我宣布。在图5.1的第II组设计中, 现在我们用已死的关键信号缺失毒株所
编码的子序列(通常以深色标记)替换掉前半部分原先的活性编码子序列(通常以浅色标记)。
如果这个杂交基因序列可以存活,这意味着关键信号肯定发生在序列的后半部分,而要是病
毒死亡则意味着问题必然出现在前半部分。我们通过在一个长为n的区域上执行二分查找,
只需⌈logn⌉轮测序实验便可将关键信号定位到所在区域。

“我们可以只做四轮实验就能把长为n的基因序列中包含信号的区域大小缩减到n/16,”
我告诉他们。那位资深病毒学家很激动, 但是Yutong的脸色却发白了。

“再做四轮实验!”他抱怨起来。“我已经花了整整一个月合成、克隆,本以为这是最后一
次培养病毒了。现在你又让我整个重做, 再等着看结果确定信号究竟在哪半部分, 做完一遍
还不够, 然后接着要再重复三遍? 你想都别想! ”

1 译者注: 即仍按每次减半的方式进行, 仅与区间大小有关(仍为对数量级), 而与函数特性无关。
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图 5.1 设计四种合成基因序列来定位一个特定序列信号: 浅色部分从可存活序列中提取, 而深色部分则从
存在致死缺陷的序列中提取。基因序列II、III和IV均可存活, 而基因序列I存在缺陷, 这个实验结果只能用
位于右起第5个区域的致死信号来解释。

Yutong的这番话说明他已经意识到, 二分查找的力量来自于“信息交互”: 我们在第r轮

中的检索方案取决于通过r − 1在第1轮中的检索结果。二分查找生来就是串行算法, 因此,
如果单次比较操作是一个缓慢而费事的过程时, logn次比较操作突然之间就显得不是很好
了。不过, 我还藏着一个很炫酷的小戏法没展示呢。

“连着这样做四轮对你来说确实工作量太大了, Yutong。不过, 你能不能同时做四种不
同的设计? 如果我们一次把它们都给你的话。” 我又问他。

“如果我同时对四组不同的序列做同样的工作, 这倒没什么难度,” 他说。“其实不比我
只做其中一个麻烦多少。”
问题解决了。我提议让他们同时合成四种病毒设计,也即图5.1中标为I、II、III和IV的序

列。事实证明, 只要你能够检索任意子集而不是仅能处理顺序相连的两半, 你就可以并行化
二分查找。请注意这四种设计所定义的每一列都是由深色(死)和浅色(活)所组成的独特模
式。1 因此, 四种合成设计中的这种活/死模式就能在一轮实验唯一地给出其中关键信号的
位置。在这个例子中刚好病毒I死亡而其他三个依然存活, 这样就准确地将致死信号定位于
从右数第5个区域。

Yutong迎难而上, 付出一个月的辛劳(不是几个月)后发现了脊髓灰质炎病毒中的一个
新信号[SLW+12]。他使用分治的观点在一堆错乱之中成功揪出错误, 而分治在每步将问题一
分为二时会运行得最快。请注意, 我们每次用四种设计组成一套, 都得由一半深色和一半浅
色组成, 这样的安排可使16个区域对应不同的颜色模式。传统的二分查找其实属于交互式
操作, 反复处理到最后一次测试在最终所剩的两个区域间选出结果。而通过将测试扩展到
可以一次性按对分方式处理完序列,我们消除了对多次测序的需求,从而使整个过程加快了
很多。

5.3 递推关系

许多分治算法的时间复杂度可以很自然地通过递推关系建模来得到。要想理解什么样

的分治算法能高效执行,很重要的一点就是求出相应的递推关系量级,此外递推关系还可以
为一般情况下的递归算法分析提供重要工具。对于满是数学符号的算法分析有畏难心理的

1 译者注: 实为4位二元编码, 也可理解为长为4的二进制数(从0000到1111), 共16个。
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那些读者完全可以跳过本节, 但算法设计中有许多很重要的洞见来自对递推关系特性的熟
谙。1

那么, 什么是递推关系呢? 它是一种根据自身来定义的等式。Fibonacci数是以递推关
系Fn = Fn−1 + Fn−2来定义, 它将在10.1.1节中讨论。此外还有许多自然数函数(natural
function)也可以很容易地表述为递推关系。任意多项式亦可用递推关系表示, 如线性函数:

an = an−1 + 1, a1 = 1 −→ an = n

任意指数函数也可用递推关系表示, 例如2的幂:

an = 2an−1, a1 = 1 −→ an = 2n−1

最后, 有很多古怪的函数不能以常见记号简单地描述, 它们也可用递推关系表示:

an = nan−1, a1 = 1 −→ an = n!

这意味着递推关系是一种强有力的函数表示方法。

这种自引用(self-reference)特性是递推关系和递归程序/算法所共有的, 而recurrence
(递推)和recursive(递归)共用一个词根也说明了它们之间确有共通之处。从本质上看, 递推
关系提供了一种分析递归结构(例如递归算法)的手段。

分治递推关系

分治算法往往会将所给问题拆成若干(比如说a个)较小的部分, 每部分规模量为n/b。2

分治算法还得再花f(n)时间将这些子问题的解组合成一个完整的解。令T (n)表示该算法在

最坏情况下解决一个规模量为n的问题所用时间。那么T (n)便可由以下递推关系给出:

T (n) = aT (n/b) + f(n)

考虑下列实例, 都是我们所学过的算法:

• 归并排序——归并排序的时间性能由递推关系T (n) = 2T (n/2)+O(n)决定,因为该
算法将数据分成大小相等的两半, 待这两半排完序再花费线性时间将它们归并。事
实上, 此递推关系的解为T (n) = O(n logn), 正好和我们前面所分析的一样。

• 二分查找——二分查找的时间性能由递推关系T (n) = T (n/2) + O(1)决定, 因为我
们每步只花费了常数时间将原问题简化成子问题(规模量为原问题的一半)。事实上,
此递推关系的解为T (n) = O(logn), 正好和我们前面所分析的一样。

• 快速建堆——bubble_down(详见4.3.4节)这种建堆方法可建立一个含有n个元素的

堆, 其过程是: 先构建两个含有n/2个元素的堆, 随后在对数时间内将它们与根合并。
上述过程可浓缩为递推关系T (n) = 2T (n/2) + O(logn)。事实上, 此递推关系的解
为T (n) = O(n), 正好和我们前面所分析的一样。

求解递推关系意味着你得找出一个较好的闭形式函数/渐近记号来表述或界定。我们
可用5.4节中将要讨论的主定理(master theorem)来处理分治算法中常见的递推关系。
1 译者注: 若某个递推关系其解的渐近记号较好, 比如为O(log log n), 即可用此来设计算法。van Emde Boas树就是一例。
2 译者注: 这里的a指分治后真正需要去处理的子问题数, 而不是规模量变更系数b。比如二分查找将问题一分为二, 我们所要处
理的子问题数为a = 1, 而b = 2。
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5.4 求解分治递推关系

形如T (n) = aT (n/b) + f(n)一般称为分治递推关系, 事实上它很容易求解, 因为其解
通常属于三种完全不同的情况之一:

(1)若对于某个常数ϵ > 0有f(n) = O(nlogba−ϵ), 则T (n) = nlogba。

(2)若f(n) = Θ(nlogba), 则T (n) = Θ(nlogba logn)。
(3)若对于某个常数ϵ > 0有f(n) = Ω(nlogba+ϵ), 且对于某个常数c < 1有af(n/b) ⩽

cf(n), 则T (n) = Θ(f(n))。

尽管这看上去有些吓人, 但它实际上不难运用。问题在于从上述所谓的主定理中找出
适用于你所要处理的递推关系的那种情况。情况(1)适用于建堆和矩阵相乘,而情况(2)适用
于归并排序。对于比较笨拙的算法, 通常会出现情况(3), 其中对子问题进行组合的开销压
倒1了所有的其他开销。

图5.2展示了一个典型的T (n) = aT (n/b) + f(n)分治算法所对应的递归树。每个规模

量为n的问题被分解成a个规模量为n/b的问题。每个规模量为k的子问题需要O
(
f(k)

)
时间

来进行它自身的内部处理工作, 即划分和整合2这两步中间的那些工作。算法所需总时间是

所有这些内部处理开销之和再加上建立递归树的附加费用。该树的高度为h = logbn, 且叶
子结点的个数为ah = alogbn, 通过一些代数运算处理, 刚好可将alogbn化为nlogba。3

图 5.2 将每个规模量为n的问题分解成a个规模量为n/b的子问题所形成的递归树

主定理的三种情况对应三种不同的开销(它们都是关于a、b和f(n)的函数),而这三种开
销都有可能占据上风:
1 译者注: 注意af(n/b) ⩽ cf(n), 这表明f(n)的增长不算“特别”快。
2 译者注: 这里的划分和整合是观念上的, 而在算法上只需常数时间。如归并排序中划分是将元素从中分成两块, 内部处理工作
是归并有序表, 而整合则是归并后简单地从算法中返回一个有序表。
3 译者注: 附加费用是从T (n)变为aT (n/b)最后再变为alogbnT (1)这部分, 可用叶子结点的个数alogbn描述, 也就是说这部分
的时间开销是O(nlogba), 或可视作将附加费用分摊到叶子结点。而对应规模量为k的子问题的内部结点处的开销跟f(k)有关,
因此可称为内部处理工作。算法的总时间即为nlogba再加上内部处理开销, 只需比较这两者之间的关系即可得到时间复杂度。
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• 情况1: 叶子太多——若叶子结点的个数超过内部处理所需开销的总和, 则运行总时
间为O(nlogba)。

• 情况2: 每层工作量相同——当我们沿树下移时, 每个问题都会变得更小, 但是会
有更多的问题要去解决。若每层内部处理所需开销相同, 则运行总时间即为每层的
nlogba时间乘以层数logbn, 即运行总时间为O(nlogba logn)。

• 情况3: 根结点的处理过于费时——若内部处理所需开销随n增长足够快, 则处理根
所需开销就会变成最强的量级。要是这样的话, 运行总时间便为O(f(n))。

5.5 快速乘法

你至少知道两种将整数A和B相乘而获得A×B的方法。通常你首先学到的是A×B意

味着将B份A相加,于是便可给出一种对两个n位十进制数相乘的O(n ·10n)时间算法。然后
你学到的是对按位表示的较长数字逐项做乘法, 比如:

9256× 5367 = 9256× 7 + 9256× 60 + 9256× 300 + 9256× 5000 = 13 787 823

不妨仔细观察上式,我们在每个数位之后所填补的那些零并没有真正作为乘数参与运算,而
我们只是通过将乘积直接移位(移动距离恰为零的个数)从而达到相同的功效。假设我们实
际执行两个一位数字的相乘只需常数时间(可通过在乘法表中查找来实现), 那么以上算法
可在O(n2)时间内完成对两个n位十进制数的乘法运算。

本节我们将介绍一种更快的大数相乘算法, 它属于较为经典的分治算法。为简单起见,
不妨设乘数均为n = 2m位, 我们可以将每个数分成两段, 而这些数段均为m位, 这样一来,
原有数字的乘积便可很容易地基于各个数段的乘积而构建。设w = 10m+1, 于是A和B可分

别表示为A = a0 + a1w且B = b0 + b1w, 其中ai和bi分别对应每个数字各自的数段。有了这

样的分段方法之后, 于是可知:

A×B = (a0 + a1w)× (b0 + b1w) = a0b0 + a0b1w + a1b0w + a1b1w
2

通过以上处理过程, 我们将两个n位数的乘法问题化为四个n/2位数的乘积。如果不明

白, 可以回想一下前面我们所讨论的“乘以w不参与实际计算”: 它只是在乘积后面补零而
已。有了这四个乘积结果, 我们还必须将它们全部加起来, 当然这只需O(n)时间即可完成。

我们将两个n位数相乘所花费的总时间记为T (n), 如果我们在每个较小的乘积上递归
使用相同的算法, 那么这种相乘算法的运行时间可由以下递推式给出:

T (n) = 4T (n/2) +O(n)

使用主定理(情况1)易知该算法能在O(n2)时间内运行完毕, 而它与逐位乘法基本上完全没
有分别。这说明我们的方案只能叫分而未治, 根本算不上分而治之。

Karatsuba算法基于另一种分解给出乘法的递推式, 从而让运行时间得到了改善。假设
我们先算出以下三个乘积:
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q0 = a0b0

q1 = (a0 + a1)(b0 + b1)

q2 = a1b1

请注意我们接下来会使用一个巧妙的运算组合:

A×B = (a0 + a1w)× (b0 + b1w)

= a0b0 + a0b1w + a1b0w + a1b1w
2

= q0 + (q1 − q0 − q2)w + q2w
2

于是我们现在只需要三个“半长”(half-length)乘法以及若干加法便能算出原有数字的乘积。
w的相关项依然不作为乘数参与计算, 不妨回想前文的讨论: 它们只是零的移位而已。因此
Karatsuba算法的时间复杂性由下列递推式掌控:

T (n) = 3T (n/2) +O(n)

由于n = O(n log2 3),而这属于主定理的第1种情况,因此T (n) = Θ(nlog2 3) = Θ(n1.585)。

这相比于大数相乘的平方算法是一个很大的改进, 而实际上对于500位左右的数字来说, 其
执行速度胜过常规数乘算法不少。

这种使用较少的乘法但会用较多的加法的策略, 同样可为矩阵相乘快速算法助力, 不
过其递推式定义略有不同。在2.5.4节中所讨论的矩阵嵌套循环乘法中, 两个n × n矩阵相

乘要花费O(n3)时间, 原因是我们要想算出矩阵乘积中n2个元素, 得逐个位置执行n维向量

的点乘运算才能完成。然而, Strassen找到了一种分治算法[Str69], 该算法巧妙地处理7个
n/2× n/2的矩阵积从而获得两个n× n矩阵的乘积, 其运行时间的递推式为

T (n) = 7T (n/2) +O(n2)

由于log2 7 = 2.81, 因此O(nlog2 7)强于O(n2), 而这同样适用于主定理的第1种情况, 易知
T (n) = Θ(n2.81)。

研究人员通过越来越复杂的各种递推式不断地“改进”1Strassen算法, 目前的最好结果
可达到O(n2.3727), 不妨参阅16.3节以了解更多细节。

5.6 最大子范围与最近点对

假设你接到任务要为一个对冲基金撰写广告文案, 该基金本年度的每月业绩为

[−17, 5, 3,−10, 6, 1, 4,−3, 8, 1,−13, 4]

虽说今年你亏了钱, 但是从五月到十月这个时段你的净收益共计17个单位, 相比于这一年
的其他连续时段而言算是最大收益。这给了你吹嘘的资本, 并以此入手来准备文稿。

1 译者注: 其实在算法实用性上没有太多的“改进”。
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最大子范围问题的输入为一个含有n个数的数组A, 输出是一对下标i和j, 它们能够最
大化S = A[i] +A[i+ 1] + · · ·+A[j]。由于有负数的存在, 将整个数组相加并不一定能最大
化目标函数。显式地测试每种可能的区间(也即“开始—结束”端点对)需要Ω(n2)时间, 我们
在这里给出一个可在O(n logn)时间内运行完的分治算法。

假设我们将数组A分为左右两半。最大子范围会在哪里? 它要么位于左半边要么位于
右半边, 也可能从中间横跨两边。一个在A[l]和A[r]之间寻找最大子范围的递归程序可以很

容易地调用自身来处理左右两个子问题, 那么我们又该如何找到位于中点m向两边延伸的

那种最大子范围(注意必然能覆盖m位置和m+ 1位置)?
解决问题的关键在于,其实这种居中向两边延伸的最大子范围,应该是位于左侧且结束

于m的最大子范围与位于右侧且开始于m+1的最大子范围这两者的并集,如图5.3所示。左
侧的这种最大子范围其和值Vl可在线性时间内通过扫视找到(算法21), 当然右侧的相应和
值也可以类似地找到。

图 5.3 最大子范围之和: 要么整个在中轴左边, 要么整个在中轴右边, 或者(像此图实例这样)基于以中轴
为界分别朝左右两边延伸的两个最大子范围之和(分别是7与10)来求和

算法21 LeftMidMaxRange(A, l,m)

1 S ←M ← 0

2 for i from m downto l do
3 S ← S +A[i]

4 if (S > M) then
5 M ← S

6 end
7 end
8 return M

这种分治算法将数组分成两半(对应数组长度n除以2), 再以线性时间整合子问题。我
们设该递归算法所花费的时间为T (n), 易知:

T (n) = 2T (n/2) + Θ(n)

根据主定理的情况2可推出T (n) = Θ(n logn)。
“分别在两侧找到最优再检查横跨中轴的情况”这个一般化方案也可适用于其他问题,

下面来考虑在一个由n个点构成的集合中寻找点对之间的最小距离的问题。

这个问题在一维中很简单, 4.1节中我们已经见过: 将点进行排序之后, 最近点对必然是
相邻的; 排序后从左到右以线性时间扫视, 便可获得一个Θ(n logn)算法。但是我们可以用


