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  连续时间傅里叶分析在分析和了解连续时间信号与系统的性质中起到了很重要的

作用。同样,离散时间傅里叶分析对离散时间信号与系统的研究也起着极为重要的作

用。特别是目前随着计算机的广泛应用和功能的日益扩大,离散时间信号与系统分析技

术有了突飞猛进的发展。
离散时间傅里叶分析与连续时间傅里叶分析之间有许多相似之处。例如,可以把离

散时间信号表示成复指数信号的线性组合。但在它们之间也存在着某些不同之处。例

如,一个离散时间周期性信号的傅里叶级数是一个有限项级数,而不像连续时间信号的

傅里叶级数是一个无穷级数。本章通过对两类系统相似处的讨论来加深对傅里叶分析

法的理解,同时利用它们之间的差别来研究离散时间系统的特性。

5.1 离散时间信号的傅里叶变换

5.1.1 抽样信号的频谱

  抽样是从连续到离散的过渡,离散时间信号可以用于表示连续时间信号的抽样值,
因此,离散时间信号的频域表示与抽样信号的频谱有内在的联系。本节将从抽样信号的

频谱引出对离散时间信号进行频域分析的方法,即离散时间傅里叶变换。

对连续时间信号xa(t)以时间间隔Ts进行冲激串抽样,根据4.10.1节,可以写出抽

样后连续时间信号的时域和频域表达式。

xs(t)= ∑
∞

n= -∞
xa(nTs)δ(t-nTs) (5.1.1)

Xs(jω)=
1
Ts ∑

∞

k= -∞
Xa(jω-jkωs) (5.1.2)

  式(5.1.2)描述了抽样信号的频谱与原信号频谱的关系:通过原信号频谱的周期延

拓可以得到抽样信号的频谱。从另一个角度看,也可以直接对式(5.1.1)进行傅里叶变

换求得抽样信号的频谱:

Xs(jω)=∫
∞

-∞
xs(t)e-jωtdt

=∫
∞

-∞ ∑
∞

n= -∞
xa(nTs)δ(t-nTs)e-jωtdt

= ∑
∞

n= -∞∫
∞

-∞
xa(nTs)δ(t-nTs)e-jωtdt

= ∑
∞

n= -∞
xa(nTs)e

-jωTsn (5.1.3)

由于xa(t)的傅里叶变换存在,因此上述推导过程中的求和及积分都是收敛的,在推导中

对二者进行了换序。式(5.1.3)表明,可以根据连续时间信号的抽样值采用求和的方式

导图
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求得抽样信号的频谱,并且由于傅里叶变换的唯一性,式(5.1.3)与式(5.1.2)必然是相

等的。因此式(5.1.3)的结果也将是以2π/Ts 为周期的周期函数,这一点也可以从

e
-jωTsn 的周期性得到验证,即

e
-jω+

2π
Ts  Tsn

=e
-j(ωTsn+2πn)

=e
-jωTsn

  抽样的目的之一就是使用数字设备对信号进行处理,例如进行频谱分析。抽样定理

表明,当Ts小于奈奎斯特抽样间隔时,式(5.1.3)的基本周期就能反映原信号的频谱,此
时式(5.1.3)提供了基于抽样值进行频谱分析的方法。

为了进一步简化表达,将抽样值表示为一个离散时间信号x(n):

x(n)=xa(nTs)
从离散时间信号的观点来看,已不再关注抽样间隔Ts的具体值,因此定义新的频率变量

Ω=ωTs (5.1.4)
式(5.1.3)变为

X(Ω)= ∑
∞

n= -∞
x(n)e-jΩn (5.1.5)

X(Ω)是在引入了x(n)和Ω 之后定义的新的函数,它与Xs(jω)存在以下对应关系:

X(Ω)=Xsj
Ω
Ts  

由于Xs(jω)以2π/Ts 为周期,根据式(5.1.4),
 

X(Ω)将以2π为周期,这也可以从

式(5.1.5)得到验证。由于

e-j(Ω+2π)n =e-j(Ωn+2πn)=e-jΩn

因此根据式(5.1.5)求得的X(Ω)将以2π为周期。

X(Ω)可以看作基于连续时间信号的抽样值进行频谱分析的结果,反映了被抽样的

连续时间信号的频域特性。式(5.1.5)又说明,
 

X(Ω)可以完全基于离散时间信号x(n)
计算得到,因此在5.1.2节中,它将被定义为离散时间信号的频谱,从而引出直接对离散

时间信号进行频域分析的方法。

5.1.2 离散时间傅里叶变换

对离散时间信号x(n),定义其傅里叶变换X(Ω)为

X(Ω)= ∑
∞

n= -∞
x(n)e-jΩn (5.1.6)

  为与连续时间信号的傅里叶变换相区别,式(5.1.6)称为离散时间傅里叶变换

(Discrete
 

Time
 

Fourier
 

Transform),简记为DTFT,Ω 称为数字角频率。从5.1.1节的

分析可以知道,
 

X(Ω)一般是Ω 的连续函数,并且以2π为周期。

X(Ω)=X(Ω+2πk), k为任意整数



187  

  从形式上看,x(n)的时域离散间隔是1,因此其频域的周期是2π,时域的离散性造成

了频域的周期性。
考虑式(5.1.6)无穷级数求和的收敛问题,保证这个和式收敛的条件与连续时间傅

里叶变换的收敛条件是对应的。如果x(n)是绝对可和的,即

∑
∞

n= -∞
x(n)< ∞ (5.1.7)

那么式(5.1.6)就一定收敛,x(n)的傅里叶变换存在。
式(5.1.6)对应的反变换为

x(n)=
1
2π∫2πX(Ω)ejΩndΩ (5.1.8)

其中,∫2π(·)dΩ 表示在任意一个长度为2π的连续区间内积分。由于式(5.1.8)等号右

边的被积函数以2π为周期,因此式(5.1.8)等号右边的积分区间取任意一个长度为2π
的连续区间,结果都相同。

下面给出式(5.1.8)的证明:
将式(5.1.6)代入式(5.1.8)等号右边的表达式,有

1
2π∫2πX(Ω)ejΩndΩ=

1
2π∫2π ∑

∞

m= -∞
x(m)e-jΩm ejΩndΩ

=
1
2π∑

∞

m= -∞
x(m)∫2πejΩ(n-m)dΩ  

  由于x(n)满足绝对可和的条件,积分与求和运算可以换序。
又由于

1
2π∫2πejΩ(n-m)dΩ=δ(n-m) (5.1.9)

因此

1
2π∑

∞

m= -∞
x(m)∫2πejΩ(n-m)dΩ  = ∑

∞

m= -∞
x(m)δ(n-m)=x(n)

  证毕。
式(5.1.9)是证明过程中的一个关键步骤,可以通过对n=m 和n≠m 两种情况的分

别讨论进行验证。
至此,得到了完整的离散时间傅里叶变换对x(n)与X(Ω),记作x(n)↔X(Ω)。
离散时间傅里叶变换:

X(Ω)= ∑
∞

n= -∞
x(n)e-jΩn

  离散时间傅里叶反变换:

x(n)=
1
2π∫2πX(Ω)ejΩndΩ
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  类比4.4.2节对连续时间傅里叶变换的分析,可以理解反变换表达式的物理意义:

x(n)可表示成复指数信号ejΩn 的线性组合,这些复指数信号在频率上是无限靠近的,它
们的幅度是X(Ω)(dΩ/2π),用以合成x(n)的复指数信号的频率分布在任意一个连续的

2π区间内。因此,像连续时间情况一样,
 

X(Ω)称为离散时间傅里叶变换,也称为x(n)
的频谱。因为它表示了x(n)是怎样由这些不同频率的复指数信号组成的。

由以上分析可见,离散时间傅里叶变换和连续时间傅里叶变换具有很多相同点。两

者的主要差别就在于离散时间傅里叶变换X(Ω)的周期性,以及反变换式的积分限为有

限区间2π,这是因为在频率上相差2π的离散时间复指数信号是完全相同的。
由于ejΩn 具有周期性,也就是在Ω=0和Ω=2kπ,k≠0整数处信号值相同,因此靠

近这些值或任何其他π的偶数倍的Ω,都对应于信号的低频部分,而靠近π的奇数倍的

Ω 都对应于信号的高频部分。为此,在图5.1.1中分别画出了两个序列x1(n)和x2(n),
及其变换X1(Ω)和X2(Ω)。从频谱来看,

 

X1(Ω)集中于Ω=0,±2π,±4π,…附近,而

X2(Ω)则主要集中在Ω=±π,±3π,…附近,说明序列x1(n)是低频信号,序列x2(n)是
高频信号;从时域波形看,序列x1(n)比序列x2(n)变化得慢。

图5.1.1 离散时间信号及其傅里叶变换

下面举例说明离散时间傅里叶变换。
例5.1.1 求x(n)=anu(n),|a|<1的离散时间傅里叶变换。
解:

 

由式(5.1.6)得

X(Ω)=∑
∞

n=0
ane-jΩn =∑

∞

n=0
(ae-jΩ)n

这是一个公比为ae-jΩ 的无穷几何级数,因此只要 ae-jΩ <1,就有

X(Ω)=
1

1-ae-jΩ

因为 e-jΩ =1,这就意味着若|a|≥1,
 

X(Ω)不收敛,即不存在离散时间傅里叶变换。

仿真求解
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若|a|<1,有

X(Ω)=
1

1-ae-jΩ
, |a|<1

即 X(Ω)=
1

1-acosΩ+jasinΩ

所以有 |X(Ω)|=
1

(1-acosΩ)2+(asinΩ)2
=

1

1+a2-2acosΩ

∠X(Ω)=-arctan
asinΩ
1-acosΩ

图5.1.2(a)所示为当a=0.8时,指数信号x(n)=anu(n)波形图,图5.1.2(b)、(c)
所示为其频谱图。可以看出,频谱是Ω 的连续且周期为2π的周期函数。幅度谱|X(Ω)|
和相位谱∠X(Ω)分别是Ω 的偶函数和奇函数。

图5.1.2 指数信号anu(n)及其傅里叶变换

例5.1.2 有一矩形脉冲序列

x(n)=
1, |n|≤N1

0, |n|>N1 
试求x(n)的傅里叶变换X(Ω),并画出N1=4时的频谱图。

仿真求解
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解:
 

由式(5.1.6),x(n)的傅里叶变换为

X(Ω)= ∑
N1

n= -N1
e-jΩn

  这是一个公比为e-jΩ 的级数,由等比求和公式得

X(Ω)=
sinΩ N1+

1
2  

sin(Ω/2)

  当N1=4时,有 X(Ω)=
sin(4.5Ω)
sin(0.5Ω)

其频谱图如图5.1.3(b)所示。

图5.1.3 离散时间矩形脉冲及其傅里叶频谱

这个例子与连续时间的矩形脉冲相类比,矩形脉冲信号的频谱为sinx/x 函数形式。
而矩形脉冲序列的谱必为周期性的,则与sinx/x 函数相对应,矩形脉冲序列的谱为

sinBx/sinx 函数形式,像所有离散时间傅里叶变换一样是周期的,其周期为2π。
例5.1.3 若x(n)是一个单位样值序列,即x(n)=δ(n),试求x(n)的傅里叶变换

X(Ω)。
解:

 

由式(5.1.6),x(n)的傅里叶变换为

X(Ω)= ∑
∞

n= -∞
δ(n)e-jΩn =1

这与连续时间情况一样,单位样值序列的傅里叶变换在所有频率上都是相等的。
图5.1.4给出了单位样值序列及其频谱的示意图。

图5.1.4 单位样值序列及其傅里叶频谱

仿真求解
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例5.1.4 求频谱为X(Ω)=2π∑
∞

k= -∞
δ(Ω-2πk)的序列x(n)。

解:
 

根据式(5.1.8),并将积分区间选为(-π,π],在此区间内有 X(Ω)=2πδ(Ω),
因此

x(n)=
1
2π∫

π

-π
X(Ω)ejΩndΩ=

1
2π∫

π

-π
2πδ(Ω)ejΩndΩ=∫

π

-π
δ(Ω)ejΩndΩ=1

x(n)=1说明x(n)是一个函数值恒为1的常数序列。图5.1.5给出了常数序列及其频

谱的示意图。由于常数序列只有直流分量,这个变换对也再次验证了,在数字频率域中,

Ω=0,±2π,±4π,…,对应的复指数信号都是直流分量。需要说明的是,常数序列并不满

足式(5.1.7)给出的绝对可和的条件,因此其傅里叶变换中出现了冲激函数。与连续时

间傅里叶变换类似,在频域引入冲激函数后,傅里叶变换的适用范围扩大了,一些不满足

绝对可和的序列也可以求出离散时间傅里叶变换,在5.1.4节将给出更多的例子。

图5.1.5 常数序列及其傅里叶频谱

5.1.3 离散时间傅里叶变换性质

离散时间傅里叶变换和连续时间傅里叶变换一样,也具有很多重要的性质。同样可

以简化一个信号正变换和反变换的求取,这些性质与连续时间情况下相比有很多相似之

处,但是也有若干明显的差别。

1.
 

周期性

离散时间傅里叶变换对Ω 来说,总是周期的,其周期为2π,这一点是与连续时间傅

里叶变换不同的。

2.
 

线性性

如果

x1(n)↔X1(Ω), x2(n)↔X2(Ω)
则

ax1(n)+bx2(n)↔aX1(Ω)+bX2(Ω)
其中,a、b为常数。

仿真求解
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3.
 

对称性

如果 x(n)↔X(Ω)
则 x*(n)↔X*(-Ω)

若信号x(n)是实信号,即x(n)=x*(n),这意味着有X(Ω)=X*(-Ω),即X(Ω)
是共轭对称的。实信号x(n)的频谱X(Ω)一般是复函数,又可写成

X(Ω)=|X(Ω)|ej∠X(Ω)

  由于X(Ω)的共轭对称性,对实信号x(n)可得

|X(Ω)|=|X(-Ω)|
∠X(Ω)=-∠X(-Ω)

  可见对于实信号x(n),幅度谱|X(Ω)|是Ω 的偶函数,相位谱∠X(Ω)是Ω 的奇函

数。如例5.1.1和例5.1.2所示就是这种情况。

4.
 

时移和频移性质

如果 x(n)↔X(Ω)
则

x(n-n0)↔e
-jΩn0X(Ω) (5.1.10)

而且

ej
Ω0nx(n)↔X(Ω-Ω0) (5.1.11)

此性质可直接根据傅里叶变换定义推导出来。

5.
 

差分与求和

离散时间情况下求和就相应于连续时间情况下的积分。而一阶差分就相应于连续

时间情况下的一阶微分。
考虑一阶差分信号x(n)-x(n-1),根据线性和时移性质,其傅里叶变换为

x(n)-x(n-1)↔(1-e-jΩ)X(Ω)
再考虑信号

y(n)= ∑
n

m= -∞
x(m)

由于y(n)-y(n-1)=x(n),似乎可导出y(n)的变换应为x(n)的变换除以(1-e-jΩ),
但是,正像连续时间积分性质一样,除此项以外还要增加一些项,其精确表达式为

∑
n

m= -∞
x(m)↔ 1

1-e-jΩX(Ω)+πX(0)∑
∞

k= -∞
δ(Ω-2πk) (5.1.12)

式(5.1.12)的冲激序列反映了求和中可能出现的直流或平均值。由于x(n)=δ(n)时,
X(Ω)=1,

而 u(n)= ∑
n

m= -∞
δ(m)
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则

u(n)↔ 1
1-e-jΩ +π∑

∞

k= -∞
δ(Ω-2πk) (5.1.13)

式(5.1.12)和式(5.1.13)的推导与连续时间积分性质类似。

6.
 

时间和频率尺度特性

由于离散时间信号在时间上的离散性,因此时间和频率的尺度特性与在连续时间情

况下稍有不同。
如果 x(n)↔X(Ω)

先求y(n)=x(-n)的傅里叶变换:

Y(Ω)= ∑
∞

n= -∞
y(n)e-jΩn

= ∑
∞

n= -∞
x(-n)e-jΩn

令m=-n,可得 Y(Ω)= ∑
∞

m= -∞
x(m)e-j(-Ω)m

=X(-Ω)
即 x(-n)↔X(-Ω) (5.1.14)
显然,式(5.1.14)与连续时间情况是类似的,即信号在时间域中的翻转相应于在频域中

其频谱的翻转。但是对于时间和频率尺度变换时其结果就不同了。
对于连续时间情况,时域尺度变换性质为

x(at)↔ 1
a Xj

ω
a  

与上式相类似的离散时间情况如下,令k是一个正整数,定义一个信号

x(k)(n)=
x(n/k), n 是k的倍数 
0, n 不是k的倍数 

图5.1.6画出了k=3时的x(3)(n)。

图5.1.6 在序列x(n)的每两个值之间插入两个零值而得到的序列x(3)(n)
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显然,
 

x(k)(n)是在x(n)的连续值之间插入(k-1)个零值而得到的。直观上来看,
可以将x(k)(n)看作减慢了的x(n),其傅里叶变换为

X(k)(Ω)= ∑
∞

n= -∞
x(k)(n)e-jΩn

= ∑
∞

r= -∞
x(k)(rk)e-jΩrk

= ∑
∞

r= -∞
x(r)e-j(kΩ)r

=X(kΩ)
即 x(k)(n)↔X(kΩ) (5.1.15)

式(5.1.15)又一次表明了时域和频域之间的反比关系。若k>1,则信号在时域中扩

展了,随时间的变化减慢了,而它的傅里叶变换就压缩了。由于X(Ω)是周期的,且周期

为2π,因而X(kΩ)也是周期的,其周期为2π/|k|。图5.1.7通过一个矩形脉冲序列的例

子来说明这个性质。

图5.1.7 矩形脉冲序列时间和频率尺度特性

7.
 

频域微分

对式

X(Ω)= ∑
∞

n= -∞
x(n)e-jΩn
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两边对Ω 求微分可得

dX(Ω)
dΩ =- ∑

∞

n= -∞
 

jnx(n)e-jΩn

显然上式右边就是-jnx(n)的傅里叶变换,两边都乘以j可得到

nx(n)↔j
dX(Ω)
dΩ

(5.1.16)

8.
 

帕塞瓦尔定理

如果x(n)↔X(Ω),则

∑
∞

n= -∞
x(n)|2=

1
2π∫2π X(Ω)|2dΩ (5.1.17)

  这个关系类似于连续时间情况下的帕塞瓦尔定理。同样,式(5.1.17)的左边表示序

列x(n)在时域中的能量,右边表示其在频域中的能量,|X(Ω)|2 称为能量谱密度。若

x(n)是周期序列,它的能量是无穷大,式(5.1.17)将不再适用。周期序列的帕塞瓦尔定

理将在5.2.3节介绍。

9.
 

卷积性质

y(n)=x(n)*h(n) (5.1.18)

则 Y(Ω)=X(Ω)H(Ω)
其中,X(Ω)、H(Ω)和Y(Ω)分别是x(n)、h(n)和y(n)的傅里叶变换。式(5.1.18)的推

导过程与连续时间情况下完全相同。

5.1.4 周期序列的离散时间傅里叶变换

一般来说,周期序列是功率信号,不满足绝对可和的条件,但从例5.1.4导出的变

换对

1↔2π∑
∞

k= -∞
δ(Ω-2πk)

已经看到,在频域引入冲激函数后,可以对一些不满足绝对可和条件的序列求出傅里叶

变换。本节将给出周期序列的离散时间傅里叶变换的一般形式,它们都包含一系列的冲

激函数。学习周期序列的离散时间傅里叶变换有两个作用:
 

①深刻认识时域周期性造成

的频谱离散化,这一点在连续时间信号的频域分析中已经出现过,对于离散时间信号也

是同样适用的,但由于离散时间信号的频谱还具有周期性,因此离散时间周期信号的频

谱会有新的特点;
 

②为引出离散时间周期信号的傅里叶级数展开做铺垫,离散时间信号

的傅里叶 级 数 展 开 是 数 字 信 号 处 理 中 广 泛 应 用 的 快 速 傅 里 叶 变 换(Fast
 

Fourier
 

Transform,FFT)技术的基础。
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例5.1.5 求周期脉冲序列x(n)= ∑
∞

l= -∞
δ(n-lN)的傅里叶变换。

解:
 

对图5.1.5中的常数序列在时域扩展 N 倍,可以得到周期为 N 的周期脉冲序

列x(n),又由于

1↔2π∑
∞

k= -∞
δ(Ω-2πk)

根据式(5.1.15)的时间和频率尺度特性,有

X(Ω)=2π∑
∞

k= -∞
δ(NΩ-2πk)=

2π
N ∑

∞

k= -∞
δΩ-

2π
Nk  

图5.1.8给出了周期脉冲序列及其频谱的示意图。可以看出,随着时域内脉冲之间的间

隔变长,在频域内冲激之间间隔就变小。类似于在连续时间情况下,时域与频域成反比

的关系。

图5.1.8 周期脉冲序列及其频谱

周期脉冲序列的傅里叶变换对

∑
∞

l= -∞
δ(n-lN)↔2πN ∑

∞

k= -∞
δΩ-

2π
Nk  (5.1.19)

对于推导一般的周期序列的傅里叶变换有重要的作用。这是由于,周期序列可以看作有

限长序列的周期延拓,而延拓的过程可以用有限长序列与周期脉冲序列卷积实现。下面

运用式(5.1.19)推导周期序列的傅里叶变换。
周期序列x~(n)的周期为N,用x(n)表示x~(n)的一个周期:

x(n)=
x~(n), M ≤n≤M +N -1
 
0, 其余n 值 (5.1.20)

其中,M 可以为任意整数。x~(n)可以由x(n)以N 为周期延拓得到:

x~(n)= ∑
∞

l= -∞
x(n-lN)=x(n)* ∑

∞

l= -∞
δ(n-lN)

根据卷积性质,可以求得周期序列的傅里叶变换

x~(n)↔X(Ω)·2πN ∑
∞

k= -∞
δΩ-

2π
Nk  

=
2π
N ∑

∞

k= -∞
X 2π

Nk  δΩ-
2π
Nk  (5.1.21)

  式(5.1.21)表明,
 

周期序列的傅里叶变换是一个周期性冲激序列,在[0,2π)区间内,

仿真求解
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这些冲激位于以下N 个频率点上:

Ω1=0,Ω2=
2π
N
,Ω3=2

2π
N  ,…,ΩN =(N -1)

2π
N  

  周期序列的傅里叶变换仍然是以2π为周期的函数,因此与以上N 个频率点相距2π
整数倍的所有频率点上,也存在强度相同的冲激。冲激的强度可以根据一个周期内的序

列x(n)的傅里叶变换X(Ω)在以上频率点的值求得。

X 2π
Nk  = ∑

M+N-1

n=M
x(n)e-j

2π
Nkn (5.1.22)

  虽然由于M 的变化,x(n)和X(Ω)都会有变化,但是可以证明,X(Ω)在采样频率点

2πk/N 上的值与M 无关。因此,M 的取值不会影响式(5.1.22),从而x(n)在x~(n)中的

截取起始位置不影响式(5.1.21)的结果。
图5.1.9给出了x(n)、x~(n)及其频谱的示意图。

图5.1.9 周期序列和非周期序列的频谱

从图5.1.9可以看出,周期序列的频谱不但是周期的,而且是离散的。频谱的离散

性正是由时域的周期性造成的。离散间隔Ω0=2π/N 与序列的周期成反比,也称作周期

序列的基本频率。
例5.1.6 求图5.1.10(a)所示周期矩形脉冲序列x~(n)的离散时间傅里叶变换。
解:

 

由图5.1.10(a)可见其周期为N=32,不妨截取n=-16,…,15的一个周期形

成x(n),有

x(n)=
1, |n|≤4
0, 其余n 值 

它的傅里叶变换已经在例5.1.2中求过。

仿真求解
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X(Ω)=
sin(4.5Ω)
sin(0.5Ω)

根据式(5.1.21),有

X
~(Ω)=

2π
N ∑

∞

k= -∞
X 2π

Nk  δΩ-
2π
Nk  

其中,N=32。记Ω0=2π/32=π/16,求得x~(n)的离散时间傅里叶变换为

x~(n)↔ π16∑
∞

k= -∞

sin4.5kΩ0  
sin0.5kΩ0  δΩ-kΩ0  

 

图5.1.10(b)给出了频谱的示意图。

图5.1.10 周期矩形脉冲序列及其频谱

例5.1.7 讨论序列x(n)=cosΩ0n 的傅里叶变换。

解:
 

x(n)=cosΩ0n=
1
2e

jnΩ0+
1
2e

-jnΩ0

由于1↔2π∑
∞

k= -∞
δ(Ω-2πk)和ej

Ω0nx(n)↔X(Ω-Ω0)

求得其傅里叶变换X(Ω)为

X(Ω)= ∑
∞

l= -∞
πδ(Ω-Ω0-2πl)+πδ(Ω+Ω0+2πl)  (5.1.23)

  X(Ω)如图5.1.11所示。
这个例题并没有从周期序列傅里叶变换的一般形式来求解,这是因为x(n)=

cosΩ0n 并不一定是周期序列。如果它是周期序列并且周期为N,则必有

仿真求解
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图5.1.11 x(n)=cosΩ0n的离散时间傅里叶变换

cosΩ0(n+N)=cosΩ0n, 对任意整数n 成立

因此要求Ω0N=2πm,其中m 为一个整数,由于离散时间信号的频率可以约束在一个2π
主值区间内,不妨假定0≤Ω0<2π,则有0≤m<N。由此推得

Ω0=
2π
Nm, 0≤m <N (5.1.24)

  仅当Ω0 满足式(5.1.24)时,x(n)=cosΩ0n 才是周期信号。此时式(5.1.23)中冲

激发 生 的 位 置 满 足 周 期 序 列 频 谱 通 式(5.1.21)的 要 求。不 难 验 证,当 Ω0 满 足

式(5.1.24)时,式(5.1.21)中的

X 2π
Nk  =∑

N-1

n=0
cos(Ω0n)e

-j
2π
Nkn =

N/2,k=Nl±m,l为整数
 
0, 其余k值 

此时采用式(5.1.21)也能得到与式(5.1.23)相同的结果。
若Ω0 不满足式(5.1.24),x(n)=cosΩ0n 不是周期序列,它的频谱仍然可以用

式(5.1.23)描述,也是一串冲激函数。但由于信号不是周期的,不存在基本频率,而冲

激发生的位置也不存在与基本频率的整数倍关系,因此并不符合周期序列频谱的通

式(5.1.21)。

5.2 离散时间信号的傅里叶级数

5.2.1 周期序列的分解与合成

  将式(5.1.21)给出的频谱代入式(5.1.8),得到

x~(n)=
1
N∫2π ∑

∞

k= -∞
X 2π

Nk  δΩ-
2π
Nk  ejΩndΩ (5.2.1)

  注意,积分可以在任意一个长度为2π的区间内进行,因此能对积分产生贡献的冲激

谱线只有N 个,不妨取Ω∈[0,2π)区间,则能对积分产生贡献的k满足0≤k≤N-1,因
此式(5.2.1)可以写为

x~(n)=
1
N∫

2π

0∑
N-1

k=0
X 2π

Nk  δΩ-
2π
Nk  ejΩndΩ

  在傅里叶变换存在的前提下,可以将积分与求和换序:

x~(n)=
1
N∑

N-1

k=0
X 2π

Nk  ∫2π0δΩ-
2π
Nk  ejΩndΩ
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=
1
N∑

N-1

k=0
X 2π

Nk  ej
2π
Nkn (5.2.2)

其中,X 2π
Nk  是x~(n)中任意截取的一个周期x(n)的傅里叶变换在离散频点上的值:

X 2π
Nk  = ∑n= N

x~(n)e-j
2π
Nkn (5.2.3)

  求和限n= N 表示可以在任意一个长度为N 的周期内求和。

将X 2π
Nk  转换为以k 为自变量的函数,记为 X

~(k),即 X
~(k)=X 2π

Nk  。由于

X(Ω)以2π为周期,
 

X
~(k)将以N 为周期。根据式(5.2.3),有

X
~(k)= ∑

n= N
x~(n)e-j

2π
Nkn (5.2.4)

  采用X
~(k)函数,式(5.2.2)可以写为

x~(n)=
1
N∑

N-1

k=0
X
~(k)ej

2π
Nkn (5.2.5)

  由于X
~(k)将以 N 为周期,并且ej

2π
N(k+mN)n=ej

2π
Nkn,因此求和区间不必局限为0≤

k≤N-1,可以在任意一个长度为N 的周期内求和。这一点也可以从式(5.2.1)关于Ω
的积分限的讨论得到验证,积分区间选择不同的2π区间,相应位置处 N 根冲激谱线就

会对积分产生贡献,但不管积分限或相继的N 根谱线如何选取,最终结果是相同的。因

此式(5.2.5)可以进一步写成

x~(n)=
1
N ∑k= N

X
~(k)ej

2π
Nkn (5.2.6)

  式(5.2.6)说明,周期序列可以分解为 N 个复指数序列之和,每个复指数序列的系

数可以按照式(5.2.4)求得。实际上,这N 个复指数序列{ϕk(n)=e
j
2π
Nkn,k∈ N }构成

了一组完备正交基。任何一个以 N 为周期的时间序列都可以在这组基上进行表示,这
与4.2节对连续时间周期信号进行正交分解的思想是完全一致的。不同之处在于,连续

时间周期信号需要在一个无穷维的空间中才能得到精确的表示,而离散时间周期信号只

有N 个自由度,在一个N 维空间中就可以得到精确的表示,因此式(5.2.6)是一个由 N
项组成的求和式。

不妨选取k=0,1,…,N-1,则

x~(n)=
1
NX

~(0)+
1
NX

~(1)ej
2π
Nn +

1
NX

~(2)ej
4π
Nn +…+

1
NX

~(N -1)ej
2π
N(N-1)n

其中,右边第一项为直流分量,第二项为与基本频率2π/N 对应的基波分量,后续的项分

别对应各高次谐波分量。由于数字频率的周期性,第N 次谐波分量ej
2π
NNn 将等同于直流

分量,因此展开式中最高次谐波为第N-1次谐波分量。
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5.2.2 离散傅里叶级数展开

式(5.2.4)和式(5.2.6)描述了一个周期为 N 的时域周期序列x~(n)和一个周期为

N 的频域周期序列X
~(k)之间的相互转换关系,称为离散傅里叶级数展开(Discrete

 

Time
 

Fourier
 

Series),简写为DTFS或DFS。X
~(k)称为离散傅里叶级数展开的系数。

x~(n)←→
DFS

X
~(k)

x~(n)=
1
N ∑k= N

X
~(k)ej

2π
Nkn

X
~(k)= ∑

n= N
x~(n)e-j

2π
Nkn

  x~(n)和X
~(k)都是周期的和离散的,这再次说明,周期序列的谱是离散的并且是周

期的。从信号分解与合成的观点看,合成周期离散序列只需要 N 个复指数信号{ej
Ωkn},

这些复指数信号的频率是基本频率Ω0=2π/N 的整数倍,即Ωk=kΩ0,倍数k 在一个长

度为N 的周期内取值。

至此给出了周期序列的两种频域表示方法,一种是5.1.4节导出的周期序列的傅里

叶变换,另一种是本节导出的傅里叶级数展开。对比式(5.1.21)和式(5.2.4),两种频域

表示方法的结果是可以相互转换的。它们的区别在于:
 

式(5.1.21)是以数字频率Ω 为

自变量的频谱(实际为频谱密度),其周期为2π,每个合成周期信号所需要的分量在频谱

中都会对应一根冲激谱线;
 

式(5.2.4)是以谱线序号为自变量的绝对谱,每根谱线直接代

表了周期信号中对应的复指数分量,因此其周期为N,谱线的函数值是有限值,合成周期

信号所需要的复指数分量的复振幅就是X
~(k)/N。

采用傅里叶级数展开描述周期序列的频谱有几个好处:
 

①直观理解周期序列与复指

数序列的分解与合成关系;
 

②谱线的函数值是有限值,便于计算。在讨论计算问题时,经

常引入以下记号:

WN =e-j2π/N

于是式(5.2.4)、式(5.2.6)变为

X
~(k)= ∑

n= N
x~(n)Wkn

N

x~(n)=
1
N ∑k= N

X
~(k)W-kn

N

其中,WN=e
-j2π/N 称为旋转因子,它的特性在设计快速计算方法时有重要的作用。

例5.2.1 求图5.1.10(a)所示周期矩形脉冲序列的离散时间傅里叶级数。
解:

 

由图5.1.10(a)可见其周期为N=32,则其基频Ω0=2π/32=π/16,由式(5.2.6),得
仿真求解
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x~(n)=
1
32∑k= 32

X
~(k)ejk

π
16n

在例5.1.6中已经求过该周期矩形脉冲序列的离散时间傅里叶变换,根据周期序列两种

频域表示之间的关系

X
~(k)=X 2π

Nk  
可以直接得到

X
~(k)=

sin4.5kΩ0  
sin0.5kΩ0  

按照式(5.2.4)计算,也可以得到同样的结果。于是图5.1.10(a)所示的周期矩形脉冲序

列的傅里叶级数展开为

x~(n)=
1
32∑k= 32

sin(4.5kΩ0)
sin(0.5kΩ0)

ejk
π
16n

图5.2.1给出了该序列的傅里叶级数展开谱,将它与图5.1.10(b)进行对比,可以验证周

期序列的傅里叶变换与傅里叶级数展开的区别。

图5.2.1 周期矩形脉冲序列的傅里叶级数展开

例5.2.2 试求图5.2.2(a)所示序列x~(n)=sin0.1πn 的离散时间傅里叶级数,并
画出其幅度谱和相位谱。

解:
 

正弦序列x~(n)=sin0.1πn 的频率Ω0=0.1π=
2π
20
,满足式(5.1.24),此时m=

1,
 

N=20。因此它是一个周期 N=20的周期序列,其基波频率Ω0=2π/N=0.1π。根

据式(5.2.6),有
 

x~(n)=
1
20∑k= 20

X
~(k)ej0.1πkn

其中,求和是在任意20个k的相继值上进行。现将这个范围选为-10≤k<10,这样选

取对应于利用基本频率范围-π≤Ω<π内的频率分量合成x(n),于是有

x~(n)=
1
20∑

9

k= -10
X
~(k)ej0.1πkn

注意例5.1.7分析的是余弦信号,而本题讨论的是正弦信号。本题中按照式(5.2.4)计

仿真求解
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算,
 

傅里叶级数展开的系数

X
~(k)= ∑

9

n= -10
sin0.1πne-j0.1πkn = ∑

9

n= -10

1
2j
ej0.1πn -e-j0.1πn  e-j0.1πkn

=
1
2j∑

9

n= -10
ej0.1πn(1-k)-e-j0.1πn(1+k)  

  在这些和式中,k取-10~9的全部值。上式右边第一个和式除k=1时有值为20
外,对于其余的k值均为0。同理,第二个和式除k=-1时有值为20外,对于其余的k
值均为0。因此

X
~(1)=

10
j
, X

~(-1)=-
10
j

而所有其他系数都为0。对应的傅里叶级数为

x~(n)=sin0.1πn=
1
2j
(ej0.1πn -e-j0.1πn) (5.2.7)

这里的基波频率Ω0=0.1π,仅有两个非零分量:

X
~(1)=

10
j=10e-j

π
2, X

~(-1)=-
10
j=10ej

π
2

因此 |X
~(1)|=|X

~(-1)|=10

∠X
~(1)=-π/2, ∠X

~(-1)=π/2

  以上推导的是在区间-10≤k<10内的频谱,对应的频率区间是-π≤Ω<π。按照

式(5.2.7),总共仅有两个分量分别对应于k=1和k=-1,剩下18个分量都是0。频谱

X
~(k)是k的周期函数,周期为N=20,为此,将这个频谱以周期为N=20(或Ω=2π)重

复,结果如图5.2.2(b)和图5.2.2(c)所示。可以看到,幅度谱和相位谱分别为k(或Ω)

的偶函数和奇函数。

再次观察式(5.2.7),它本身就是正弦函数的欧拉公式展开,可以直接得到而不用求

傅里叶级数展开。本题的目的是加深对离散时间傅里叶级数及其周期性的理解。由于

傅里叶级数分量可以在任意长度为N=20(或Ω=2π)的范围内选取,例如若选这个频率

范围为0≤Ω<2π(或0≤k<20),得到的傅里叶级数为

x~(n)=sin0.1πn=
1
2j
(ej0.1πn -ej1.9πn) (5.2.8)

  这个级数与式(5.2.7)的级数是等效的,因为这两个指数ej1.9πn 和e-j0.1πn 是等效

的,这是由于ej1.9πn=ej1.9πn·e-j2πn=e-j0.1πn 的缘故。傅里叶级数是利用复指数序列

表示周期信号x(n)的一种方法。从这个角度理解,式(5.2.8)的结果表明:在合成

sin0.1πn所需要的20个谐波分量中,除1次谐波和19次谐波外,直流分量和其余的

谐波分量都为0。
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图5.2.2 离散时间正弦序列x(n)=sin0.1πn和它的频谱

5.2.3 离散傅里叶级数的主要性质

1.
  

线性

  设x~1(n)和x~2(n)为两个离散时间周期序列,它们的离散傅里叶级数系数分别为

X
~

1(k)和X
~

2(k),两个序列的每个周期的长度均为 N。如果另一个周期序列x~3(n)为
ax~1(n)与bx~2(n)之和,即

x~3(n)=ax~1(n)+bx~2(n)
其中,a、b为常数,则x~3(n)的离散傅里叶级数系数为

X
~
3(k)=aX

~
1(k)+bX

~
2(k)

且X
~

3(k)的一个周期的长度亦为N。

证明: X
~

3(k)=DFSx~3(n)  
=DFSax~1(n)+bx~2(n)  

=aX
~

1(k)+bX
~

2(k)



205  

由于X
~

1(k)与X
~

2(k)的每个周期的长度皆为N,所以二者相加后,每周期长度仍为N。

2.
  

序列的移位

一个周期序列全体左移(或右移)时对一个整数周期来说从左(或右)侧移出去的恰

好等于从右(或左)侧补进来的。

1)
 

时间序列的移位

若 x~(n)← →DFSX
~(k)

则 x~(n+m)← →DFS W-km
N X

~(k) (5.2.9)

证明:
 

DFS[x~(n+m)]=∑
N-1

n=0
x~(n+m)Wkn

N

令 n+m=r

则 DFS[x~(n+m)]= ∑
N-1+m

r=m
x~(r)Wk(r-m)

N

但 ∑
N-1+m

r=m
x~(r)Wkr

N
 =∑

N-1

r=m
x~(r)Wkr

N + ∑
N+m-1

r=N
x~(r)Wkr

N

=∑
N-1

r=m
x~(r)Wkr

N +∑
m-1

r=0
x~(r)Wkr

N =X
~(k)

所以 DFS[x~(n+m)]=W -km
N X

~(k)
如果移位点数|m|>N,则由于x~(n)为周期序列,其离散傅里叶级数系数与x~(n)移

位点数为(m-PN)时相同,这里P 为正或负的整数。
如果整个序列左(或右)移l个整周期,即m=lN,则整个序列与没有移位相同,即

DFS[x~(n+lN)]=X
~(k)

  2)
 

频域序列的移位

若 x~(n)← →DFSX
~(k)

则 Wqn
Nx~(n)← →

DFSX
~(k+q) (5.2.10)

证明:
 

IDFS[X
~(k+q)]=

1
N∑

N-1

k=0
X
~(k+q)W-kn

N

令 k+q=r

则 IDFS[X
~(k+q)]=

1
N ∑

N-1+q

r=q
X
~(r)W-(r-q)n

N

=Wqn
Nx~(n)

3.
 

离散傅里叶级数的对称性质

当已知x~(n)和X
~(k)是一个傅里叶级数变换对时,可以利用离散傅里叶级数变换对

的一些性质,不必再进行计算就能直接写出某些其他的离散傅里叶级数变换对。例如

x~*(n)与X
~*(-k)是一个离散傅里叶级数变换对,可以直接写出x~*(-n)与X

~*(k)也
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是一个变换对等。这些性质称为离散傅里叶级数的对称性质。

(1)
 

若 x~(n)← →DFSX
~(k)

则 x~*(n)← →DFS X
~*(-k) (5.2.11)

  证明:
 

DFSx~*(n)  =∑
N-1

n=0
x~*(n)Wkn

N

=
 

∑
N-1

n=0
x~(n)W-kn

N  *

=X
~*(-k)

(2)
 

用相同的方法可以证明:

x~*(-n)← →DFS X
~*(k) (5.2.12)

  (3)
 

在x~(n)为实序列的情况下,还可以证明下列的对称性质:

X
~(-k)↔NX

~*(k) (5.2.13a)

Re[X
~(k)]=Re[X

~(-k)] (5.2.13b)

Im[X
~(k)]=-Im[X

~(-k)] (5.2.13c)

|X
~(k)|=|X

~(-k)| (5.2.13d)

∠X
~(k)=-∠X

~(-k) (5.2.13e)

式(5.2.13a)说明当x~(n)是实序列时,其离散傅里叶级数系数的共轭等于 X
~(-k)。

式(5.2.13b)和式(5.2.13c)说明当x~(n)是实序列时,其离散傅里叶级数系数的实部是

偶函数,虚部是奇函数。式(5.2.13d)和式(5.2.13e)说明其离散傅里叶级数系数的模为

偶函数,相角为奇函数。

4.
 

周期卷积

设x~1(n)和x~2(n)是周期为N 的两个周期序列,它们的离散傅里叶级数系数分别为

X
~

1(k)和X
~

2(k),周期长度亦为N。令

x~3(n)=∑
N-1

m=0
x~1(m)x~2(n-m) (5.2.14)

式(5.2.14)中的序列x~1(m)和x~2(n-m)都是变量m 的周期函数,周期为N,因而乘积

也是周期为N 函数。另外,求和也只在一个周期上进行。这类卷积通常称为周期卷积。
图5.2.3举例说明了对应式(5.2.14)的两个周期序列的周期卷积的形成过程。在作这

种卷积过程中,当一个周期移出计算区间时,下一周期就移入计算区间。

1)
 

时域周期卷积定理

令x~3(n)=∑
N-1

m=0
x~1(m)x~2(n-m),

 

x~3(n)的离散傅里叶级数系数为

X
~
3(k)=∑

N-1

n=0
x~3(n)W

kn
N
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图5.2.3 形成两个周期序列之周期卷积的步骤

则 X
~

3(k)=X
~

1(k)X
~

2(k) (5.2.15)
证明:

X
~
3(k)=∑

N-1

n=0
x~3(n)W

kn
N

=∑
N-1

n=0
∑
N-1

m=0
x~1(m)x~2(n-m)Wkn

N

=∑
N-1

m=0
x~1(m)∑

N-1

n=0
x~2(n-m)Wk(n-m)

N Wkm
N

=X
~
1(k)X

~
2(k)

上述推导中,∑
N-1

n=0
x~2(n-m)Wk(n-m)

N 是从x~2(-m)到x~2(N -1-m)的N 个点分别乘

以Wk(-m)
N …Wk(N-1-m)

N 求和,由于x~2(n)是周期的,所以求和的结果与∑
N-1

n=0
x~2(n)W

kn
N 是

相同的。

2)
 

频域周期卷积定理

令x~3(n)=x~1(n)x~2(n),x~3(n)的离散傅里叶级数系数为X
~
3(k)=∑

N-1

n=0
x~3(n)W

kn
N,则
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X
~
3(k)=

1
N∑

N-1

l=0
X
~
1(l)X

~
2(k-l) (5.2.16)

即X
~

3(k)等于X
~

1(k)和X
~

2(k)的周期卷积的1/N 倍。
证明:

x~3(n)=
1
N∑

N-1

n=0
X
~
3(k)W-kn

N

=
1
N∑

N-1

n=0

1
N∑

N-1

l=0
X
~
1(l)X

~
2(k-l)W-kn

N

=
1
N∑

N-1

l=0
X
~
1(l)W-ln

N



 


 1
N∑

N-1

k=0
X
~
2(k-l)W-(k-l)n

N



 




=x~1(n)x~2(n)

5.
 

帕塞瓦尔定理

由于傅里叶级数展开给出了用 N 个正交的复指数序列合成周期序列的方法,因此

周期序列的功率也可以由这 N 个正交序列的功率合成,这就是适用于周期序列的帕塞

瓦尔定理:

∑
n=<N>

x~(n)|2=
1
N ∑k= N

|X
~(k)|2 (5.2.17)

5.3 几种傅里叶变换的关系

所谓傅里叶变换,就是在以时间为自变量的“信号”与以频率为自变量的“频谱”函数

之间的某种变换关系。从前面的分析已经看到,傅里叶变换的离散性和周期性在时域与

频域中表现出巧妙的对称关系,即当自变量“时间”或“频率”取连续形式和离散形式的不

同组合,就可以形成各种不同的傅里叶变换对。具体来说,呈周期性的连续时间函数,其
傅里叶变换为离散的非周期频率函数(傅里叶级数,离散频谱);而非周期性的离散时

间函数,其傅里叶变换为连续的周期性函数(抽样信号的频谱呈周期性)。本节对可能

出现四种类型的时域和频域组合进行讨论,给出示意图形,着重说明各种组合的不同

特点。

5.3.1 连续时间傅里叶变换

连续时间函数x(t)的傅里叶变换X(jω)可以表示为

X(jω)=∫
∞

-∞
x(t)e-jωtdt (5.3.1)

反变换可表示为

x(t)=
1
2π∫

∞

-∞
X(jω)ejωtdω

 

(5.3.2)
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  这种时间函数及其频谱函数的形式如图5.3.1(a)所示。这里的x(t)和X(jω)都是

连续的,也都是非周期的。

图5.3.1 傅里叶变换的各种形式

5.3.2 连续时间傅里叶级数

当连续时间信号为周期函数时,其傅里叶变换具有离散特性,呈冲激序列。在这种

情况下,表示信号频谱的另一种方法是写作傅里叶级数的形式。令x(t)代表一周期为

T=2π/ω0 的周期性连续时间函数,傅里叶级数的系数写作Xk,这组变换对是

Xk =
1
TX(jkω0)=

1
T∫

T
2

-
T
2
x(t)e-jkω0tdt

 

(5.3.3)

和
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x(t)= ∑
∞

k= -∞
Xke

jkω0t
 

(5.3.4)

两函数的特性如图5.3.1(b)所示,可见周期性的连续时间函数对应于非周期性的离散

频谱。

5.3.3 离散时间傅里叶变换

如果将非周期性的连续时间信号x(t),进行等间隔取样就得到非周期性的离散时间

函数x(n),那么,它的傅里叶变换式就是周期性的连续函数,写作X(Ω),如图5.3.1(c)
所示。这种情况曾在5.1节中详细讨论过。

这组变换对是

X(Ω)= ∑
∞

n= -∞
x(n)e-jΩn (5.3.5)

和 x(n)=
1
2π∫2πX(Ω)ejΩndΩ (5.3.6)

此种情况与第二种情况呈对称关系,即非周期的离散时间函数对应于周期性的连续

频谱。

5.3.4 离散时间傅里叶级数

对连续的非周期信号x(t)在时域中取样,结果得到频域的周期性函数,如果再在频

域中取样,则又得到时域的周期性,这样就得到周期性的离散时间信号与周期性离散频

率间的变换对,即在5.2节中曾详细讨论过的离散傅里叶级数

X
~(k)=∑

N-1

n=0
x~(n)e-jk(2π/N)n (5.3.7)

和 x~(n)=
1
N∑

N-1

n=0
X
~(k)ejk(2π/N)n

 

(5.3.8)

它们是图5.3.1(d)所示函数图形的数学描述。
综上可知,傅里叶变换的四种形式中,只有第四种离散傅里叶级数可以借助计算机

从时频对信号进行分析,对于数字信号处理有实用价值;前三种形式中或者信号是时间

的连续函数,或者频谱是频率的连续函数,或者信号及频谱二者都是变量的连续函数,因
此都不适合用计算机进行计算。要使前三种形式能用计算机进行计算,必须针对每种形

式的具体情况,或者在时域与频域上同时取样,或者在时域上取样,或者在频域上取样。
信号在时域上取样导致频域的周期函数,而在频域上取样导致时域的周期函数,最后都

将使原时间函数和频率函数二者都成为周期离散的函数,即由于取样的结果,前三种形

式都能变为第四种形式———离散傅里叶级数形式。即便是离散傅里叶级数,由于其时频

都是周期序列,仍不便于计算机计算。但是离散傅里叶级数虽是周期序列,却只有 N 个
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独立的复值,只要知道它的一个周期内容,其他内容也就知道了,故时频各取一个周期,
建立一种对应关系,这就是离散傅里叶变换(DFT)的思想,有关此部分内容将在相关课

程中学习。

5.4 离散时间系统频域分析

5.4.1 系统响应的频域表示

  考虑一个离散时间线性时不变系统,其单位样值响应为h(n),要求系统对输入

x(n)的零状态响应yzs(n)。有yzs(n)=x(n)*h(n)。令

x(n)↔X(Ω), h(n)↔H(Ω), yzs(n)↔Y(Ω)
  根据离散时间傅里叶变换的卷积性质,有

Y(Ω)=X(Ω)H(Ω) (5.4.1)
其中,H(Ω)称为系统的频率响应,且

H(Ω)= ∑
∞

n= -∞
h(n)e-jΩn (5.4.2)

  H(Ω)一般是复数,可以用幅度和相位表示为 H (Ω)= H(Ω)ej∠H(Ω),其中

H(Ω)称为系统的“幅频特性”,∠H(Ω)称为系统的“相频特性”。与连续时间系统频

率响应的地位与作用相类似,它表示输出序列频谱的幅度和相位相对于输入序列的变

化,即输出幅度谱是输入幅度谱和系统幅频特性的乘积,而输出相位谱是输入相位谱和

系统相频特性的和。离散时间系统的幅频特性也是频率的偶函数,相频特性也是频率的

奇函数。但与连续时间系统频率响应 H(jω)显著不同的是,H(Ω )是Ω 的周期函数,且
周期为2π。

5.4.2 系统的频率响应和单位样值响应的计算

对于一个线性时不变系统,其输出y(n)和输入x(n)之间满足如下形式的线性常系

数差分方程:

∑
k

i=0
aiy(n-i)=∑

m

r=0
brx(n-r)

两边进行傅里叶变换,并应用傅里叶变换的线性和时移性质,就可得到如下表示式:

∑
k

i=0
aie-jiΩY(Ω)=∑

m

r=0
bre-jrΩX(Ω) (5.4.3)

或者,等效为

H(Ω)=
Y(Ω)
X(Ω)=

∑
m

r=0
bre-jrΩ

∑
k

i=0
aie-jiΩ

(5.4.4)
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  从式(5.4.4)可看到,与连续时间情况一样,H(Ω)是两个多项式之比,但是在此情况

下它们是以e-jΩ 为变量的多项式。同样,分子多项式的系数就是式(5.4.3)右边的系数,
而分母多项式的系数就是式(5.4.3)左边的系数。因此,根据式(5.4.3)就可直接确定系

统的频率响应。对系统频率响应求傅里叶反变换就得到了系统的单位样值响应h(n)。
例5.4.1 有一线性时不变系统,初始状态为0,且由下列差分方程表征:

y(n)-
3
4y
(n-1)+

1
8y
(n-2)=2x(n)

试求其系统频率响应和单位样值响应。
解:

 

根据式(5.4.4),该系统的频率响应为

H(Ω)=
2

1-
3
4e

-jΩ +
1
8e

-2jΩ

  为了确定相应的单位样值响应,就需要求 H(Ω)的反变换。与连续时间情况一样,
有效的方法是利用部分分式展开法,即

H(Ω)=
2

1-
1
2e

-jΩ  1-
1
4e

-jΩ  
=

4

1-
1
2e

-jΩ
-

2

1-
1
4e

-jΩ

其中每一项的反变换都能直接求出来,其结果为

h(n)=4
1
2  n

u(n)-2
1
4  n

u(n)

  例5.4.1中采用的求解步骤与连续时间情况在形式上是一样的,尤其是在 H(Ω)展
开成部分分式以后,其每一项的反变换都能直接写出来。因此,这种方法可用来求取任

何一个由常系数差分方程所表征的线性时不变系统的单位样值响应。同样,若已知系统

的输入序列的傅里叶变换X(Ω)和系统的单位样值响应h(n),可以用频域分析法求系统

对x(n)的零状态响应yzs(n)。

例5.4.2 已知一离散LTI系统的单位样值响应为h(n)=(0.5)nu(n),输入信号

为x(n)=(0.8)nu(n),试求零状态响应yzs(n)。
解:

 

由例5.1.1可知

x(n)=
 

(0.8)nu(n)↔X(Ω)=
1

1-0.8e-jΩ

h(n)=
 

(0.5)nu(n)↔H(Ω)=
1

1-0.5e-jΩ

  又因为 yzs(n)=x(n)*h(n)
根据时域卷积性质有

Yzs(Ω)=X(Ω)H(Ω)=
1

1-0.8e-jΩ
· 1
1-0.5e-jΩ

=
8/3

1-0.8e-jΩ -
5/3

1-0.5e-jΩ

仿真求解

仿真求解
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  求离散时间傅里叶反变换,有

yzs(n)=
8
3
(0.8)n -

5
3
(0.5)n



 


 u(n)

  例5.4.3 已知某系统的单位样值响应h(n)=βnu(n),当输入为x(n)=αnu(n)
时,试求其零状态响应yzs(n)。(α、β为绝对值小于1的非零实数。)

解:
 

由例5.1.1可知 x(n)=αnu(n)↔X(Ω)=
1

1-αe-jΩ

h(n)=βnu(n)↔H(Ω)=
1

1-βe-jΩ

由式(5.4.1),有 Y(Ω)=X(Ω)H(Ω)=
1

1-αe-jΩ
· 1
1-βe-jΩ

若α≠β,则

Y(Ω)=

α
α-β

(1-αe-jΩ)-

β
α-β

(1-βe-jΩ)
(5.4.5)

因此,Y(Ω)的离散时间傅里叶反变换为
 

y(n)=
α

α-β
αnu(n)- β

α-ββ
nu(n)

=
1

α-β
αn+1u(n)-βn+1u(n)  

若α=β,式(5.4.5)的部分分式展开就不适用了,在此情况下有

Y(Ω)=
 1
1-αe-jΩ  2

该式可写为

Y(Ω)=jαe
jΩ d
dΩ

1
1-αe-jΩ  

  根据频域微分性质,以及如下的傅里叶变换对

αnu(n)↔ 1
1-αe-jΩ

可以得到

nαnu(n)↔j
d
dΩ

1
1-αe-jΩ  

再利用时移性质得

(n+1)αn+1u(n+1)↔jejΩ
d
dΩ

1
1-αe-jΩ  

再除以α,可得到

y(n)=(n+1)αn+1u(n+1)↔ jαe
jΩ d
dΩ

1
1-αe-jΩ  = 1

1-αe-jΩ  2
上式中的u(n+1)开始于n=-1,但由于(n+1)在n=-1时为0,所以y(n)在n<0时

仿真求解
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仍为0,可写成
 

y(n)=(n+1)αn+1u(n)
  在离散时间线性时不变系统中,频率响应 H(Ω)所起的作用与连续时间线性时不变

系统中的 H(jω)是一样的。同样,两个系统级联后的频率响应就是两者频率响应的乘

积。也如同连续时间系统一样,不是每一个离散时间线性时不变系统都有一个频率响应

特性,例如单位样值响应h(n)=2nu(n)的线性时不变系统对正弦输入就没有一个有限

的响应,这是因为h(n)的傅里叶变换不收敛,即不满足绝对可和的条件。
如果一个线性时不变系统是稳定的,那么它的单位样值响应就是绝对可和的,即

∑
∞

n= -∞
h(n)< ∞ (5.4.6)

  也就保证了h(n)的傅里叶变换的收敛。因此一个稳定的线性时不变系统就一定存

在系统频率响应。

5.4.3 滤波特性

与连续系统的滤波特性一样,离散系统的滤波特性也有低通、带通、高通、带阻、全通

之分,由于频响特性 H(Ω)的周期性,这些特性只能限于在-π≤Ω≤π范围内来区分,
图5.4.1给出了理想时域离散低通、带通、高通、带阻、全通滤波器的频率响应的幅频特性。

图5.4.1 理想低通、带通、高通、带阻、全通数字滤波器的幅频特性

图5.4.1(a)给出了理想时域离散低通滤波器的幅频特性。对于-π≤Ω≤π,有

H(Ω)=
1, Ω ≤Ωc  
0, Ωc< Ω ≤π (5.4.7)

因为 H(Ω)是周期性的,所以式(5.4.7)规定了对于所有Ω 的频率响应。这个系统把输
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入信号频率在Ωc< Ω ≤π范围内的所有分量全部滤掉。显然,理想低通滤波器不是因

果性的,但是它在概念上极其重要。同样,可以用可实现的系统来逼近理想滤波器特性。

5.5 案例:
 

DTFT在多天线通信系统和阵列雷达系统中的应用

多天线通信系统和阵列雷达系统都具有规则排列的多个天线单元。通过对多天线

通信系统各个发射天线单元发射的信号进行控制,可以实现对波束特定指向;
 

而对阵列

雷达各接收天线单元收到的信号进行处理,可以进行目标角度测量。空间位置不同的各

个天线对电磁波进行了空间采样,可以用离散信号来描述。本节将采用离散时间信号与系

统的理论与方法,对多天线通信系统的波束形成和阵列雷达的目标波达方向估计等内容进

行说明。从这些案例中可以看到,运用本章所学的基本原理,就可以理解多天线通信系统

和阵列雷达系统中的很多关键技术,这也再次体现了信号与系统这门课程的基础性作用。

5.5.1 多天线通信系统的波束形成

通信信号在空间传播过程中会出现衰减,特别是对于毫米波波段的5G通信系统,高
达几十dB的信号衰减可能会导致系统无法正常工作。为了满足未来海量的无线通信业

务的需求,大规模阵列技术成为5G的核心技术之一。5G基站可以通过调节各天线的相

位使信号进行有效叠加,提高天线增益来保证无线信号传输质量。这种通过调节各发射

天线的相位使信号在某个方向进行有效叠加的技术称为波束形成技术。图5.5.1给出

了一个通信系统发射天线阵的示意图,它是一个均匀线阵,每个阵元可以发射频率相同

的余弦波信号。由于每个阵元都连接了一个移相器,各个阵元发射的信号的初始相位可

以改变,我们将看到,通过调整初始相位,可以控制阵列合成波束指向用户。

图5.5.1 发射均匀线阵示意图

动画
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首先假设基站各个阵元发射的都是初始相位相同的余弦信号,频率为f0,波长为λ。
由于用户不一定位于阵面的法线方向,各个阵元的信号到达目标存在时间延迟,从而造

成相位差异。对于方位角为θ的目标,相邻阵元与用户的距离差为dsinθ,因此用户接收

到相邻阵元的信号的相位差同为

ϕ=2π
dsinθ
λ

(5.5.1)

  从而用户收到的第n 个阵元的信号可以建模为

x(n)=e-jϕn, n=0,1,…,N -1 (5.5.2)

  此时用户收到的总的信号是各个阵元的信号的叠加,即

A(θ)=∑
N-1

n=0
x(n)=∑

N-1

n=0
e-jϕn =e-j

(N-1)ϕ
2

sinNϕ
2

sinϕ
2

(5.5.3)

  由于各个阵元发射的是同频率的余弦信号,用户收到的也是同频率的余弦信号(忽
略用户运动引起的多普勒频谱),式(5.5.3)给出的是这个信号的复幅度,它同时描述了

该信号的强度和初始相位。式(5.5.3)是θ的函数,因此不同方向的用户接收到的通信

信号功率不同,|A(θ)|2 描述了通信系统发射功率在空间的分配情况,也称为通信系统

的天线阵列方向图。
实际上,式(5.5.3)可以看作一个离散时间信号的傅里叶变换,这个离散时间信号反

映的是阵列的几何构型。例如含有N 个阵元的均匀线阵,可以用N 点的门函数表示,而
式(5.5.3)恰恰是离散时间门函数的傅里叶变换。

图5.5.2给出了d=0.5λ,N=20的情况下,同相发射的均匀线阵的方向图。从图

中可以看到,由于同相发射,通信系统合成波束指向阵面的法线方向。根据门函数傅里

叶变换的性质可知,阵列越长,合成的波束宽度将会越窄。

图5.5.2 同相发射的均匀线阵的方向图

那么,怎样才能使波束指向法线以外的方向呢,可以通过改变各个阵元发射信号的

初始相位实现。如果在相邻阵元间增加一个ϕ0 的相移,则用户接收到的各个阵元的信

号为

x(n)=e
jϕ0ne-jϕn, n=0,1,…,N -1

  根据傅里叶变换的性质不难得到此时的阵列方向图:
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A(θ)=∑
N-1

n=0
x(n)=∑

N-1

n=0
e-j

(ϕ-ϕ0)n =e-j
(N-1)(ϕ-ϕ0)

2

sin
N(ϕ-ϕ0)

2

sinϕ
-ϕ0
2

  此时使|A(θ)|2 取最大值的目标方向为

θ0=arcsinϕ0λ
2πd  

  这就是移相以后均匀线阵的波束指向。通过改变各个发射阵元发射信号的相位,可
以控制阵列的合成波束指向特定的方向。

图5.5.3给出了移相值为0.7π时的方向图,阵列参数与图5.5.2相同。对比图5.5.2可

以发现,除了波束中心指向发生了偏转,波束宽度也有所展宽。波束展宽是由于在用户

方向的等效阵列长度缩短了。

图5.5.3 相邻阵元移相0.7π的均匀线阵的方向图

5.5.2 阵列雷达系统的目标波达方向估计

图5.5.4给出了一个均匀线阵的天线布置,天线之间的间距为d。对距离雷达很远

的目标,它辐射或散射的电磁波信号到达雷达阵列时可以认为是平面波,波前平面的垂

线指向目标。由于波前平面与阵列有一定的夹角,因此相邻天线接收到的电磁波存在相

位延迟。假设目标辐射或散射的是单频连续波,频率为f0,波长为λ,根据图5.5.4的几

何关系可知,相邻天线的信号的相位差也可以表示为式(5.5.1)。以第一个天线(序号为0)
的回波相位为基准,则第n个天线(序号为n-1)相对于第一个天线的回波相位为(n-1)ϕ,
因此可以将n 个天线的信号记为

x(n)=ejϕn, n=0,…,N -1 (5.5.4)

  需要说明的是,由于目标辐射或散射的信号是单频连续波,因此各个天线的回波都

是同频率的余弦信号,它们之间仅有初始相位不同,因此我们可以仅采用一个复数而不

是一个时间信号描述同一时刻每个天线的接收信号。
从表达式看,式(5.5.4)是一个典型的离散时间复正弦信号,但此时序号n 不代表时

间,而代表空间位置。通过对这个信号进行频谱分析,可以估计它的频率ϕ,从而估计目

标的方向角θ,这是阵列雷达的一个重要应用:
 

估计波达方向(Direction
 

of
 

Arrival,

DOA)。下面将对式(5.5.4)进行离散时间傅里叶变换,说明估计DOA的基本原理和主

动画
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图5.5.4 均匀线阵及目标回波的相位延迟

要的性能参数。
式(5.5.4)的离散时间傅里叶变换为

X(Ω)=e-j
(N-1)(Ω-ϕ)

2

sinN(Ω-ϕ)
2

sin
(Ω-ϕ)
2

(5.5.5)

|X(Ω)|在Ω=ϕ+2kπ,k=…,-1,0,1,…时取到最大值。但是由于离散时间信号的频

谱具有周期性,最大值的位置不唯一。为了避免测角结果模糊,通常要求:
 

d≤
λ
2

(5.5.6)

  此时根据式(5.5.1),有

-π<ϕ<π

其中排除了θ=±
π
2

的极端情况。

当阵列间距满足式(5.5.6)时,根据幅度谱峰值的位置Ωmax,可以解算信号源的波达

方向:
 

θ=arcsin
Ωmax

2π
·λ
d  (5.5.7)

  式(5.5.5)的主瓣宽度约为

ΔΩ=
2π
N

  主瓣宽度决定了谱峰的定位精度和对邻近谱峰的分辨能力。将它代入式(5.5.7),
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可以得到以θ为自变量的主瓣宽度:
 

Δθ=
λ
Nd
· 1
|cosθ|

(5.5.8)

  式(5.5.8)说明,阵列长度越长,测向精度和分辨能力越高;
 

目标偏离阵列法线方向

越远,测向精度和分辨能力越低。实际上,Ndcosθ可以视为阵列在波前平面上的投影长

度,也是对该方向的目标测向的有效阵列长度,因此
 

式(5.5.8)说明测向性能与有效阵列

长度成反比。
图5.5.5给出了空间中有两个信号源时,均匀线阵接收信号的幅度谱。两个信源的

波达方向分别为θ=10°和θ=60°,仿真参数取λ=3cm,d=1.5cm,阵元数目分别为N=20
和N=50。图5.5.5(a)和(b)的横坐标为数字频率,图5.5.5(c)和(d)是根据数字频域

与波达方向的关系将横坐标转换为波达方向。对比图5.5.5的左右子图可以看到阵列

长度对测向性能的影响,对比图5.5.5(c)、(d)子图中的两个峰值可以看到不同方向信源

的测向性能差异。

图5.5.5 均匀阵列接收信号的幅度谱

式(5.5.6)可以保证对阵列雷达整个上半平面的信源无模糊测向。但在实际应用

中,关注的信源方向不一定在整个-
π
2<θ<

π
2

区间内,这时可以把每个天线的波束都对

准关注的区间,从而使得关注区间之外的信号不被阵列接收到。由于目标区间收缩,阵
元间距d 可以扩大,这有利于在阵元数目不变的情况下增加阵列长度,提高测向精度和

分辨力,同时有利于在实现时降低阵元间的互耦,提高测向性能。

当阵元间距d>
λ
2

时,如果仍取-π<ϕ<π作为解的主值区间,则根据式(5.5.7),此

时能无模糊测向的角度区间为
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-θmax<θ<θmax, θmax=arcsin
λ
2d  (5.5.9)

  图5.5.6给出了不同的d/λ数值下对应的θmax取值,可以看到从d=0.5λ开始,无
模糊测角范围随阵列间距的增大迅速降低,当d=λ 时,无模糊测向范围已经缩小到

±30°。

图5.5.6 阵元间距与无模糊测角范围的关系曲线

习  题

基础题

  5-1 计算下列每个序列的傅里叶变换:
(1)

 

x(n)如题图5-1(a);  (2)
 

x(n)如题图5-1(b);  (3)
 

2nu(-n);

(4)
 1
4  n

u(n+2); (5)
 1
2  n

[u(n+3)-u(n-2)];

(6)
 

δ(4-2n); (7)
 

0.5 n 。

题图5-1

5-2 计算下列频谱的傅里叶反变换。
(1)

 

X(Ω)=1-2e-j3Ω+4ej2Ω+3e-j6Ω;
 

(2)
 

X(Ω)=cos2Ω;
 

(3)
 

X(Ω)=cos(Ω/2)+jsinΩ。

自测题
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  5-3 设X(Ω)是x(n)的傅里叶变换。将下列信号的傅里叶变换表示成X(Ω)的形

式(不限制x(n)一定为实信号):
 

(1)
 

Re[x(n)]; (2)
 

x*(-n)。

5-4 推导离散时间傅里叶变换的卷积性质x(n)*h(n)↔X(Ω)H(Ω)。

5-5 下列9个离散时间信号:
(a)

 

x(n)如题图5-2(a)所示;    (b)
 

x(n)如题图5-2(b)所示;

(c)
 

x(n)= 1
2  n

u(n); (d)
 

x(n)= 1
2  n

;

(e)
 

x(n)=δ(n-1)+δ(n+2); (f)
 

x(n)=δ(n-1)+δ(n+3);
(g)

 

x(n)如题图5-2(c)所示; (h)
 

x(n)如题图5-2(d)所示;
(i)

 

x(n)=δ(n-1)-δ(n+1)。

题图5-2

如果存在傅里叶变换,确定其中哪些信号的傅里叶变换满足下列条件之一:
(1)

 

Re[X(Ω)]=0;   (2)
 

Im[X(Ω)]=0;
(3)

 

对于某个整数k,满足Im ejkΩX(Ω)  =0;

(4)
 

∫
π

-π
X(Ω)dΩ=0; (5)

 

X(Ω)是周期性的;   (6)
 

X(0)=0。

5-6 设信号x1(n)=cos
πn
3  +sinπn2  ,X1(Ω)表示其傅里叶变换。计算下列频

谱的傅里叶反变换:
(1)

 

X2(Ω)=X1(Ω)ej
Ω,|Ω|<π;  (2)

 

X3(Ω)=X1(Ω)e
-j3Ω/2,|Ω|<π。

5-7 判断下列序列是否具有周期性。如果具有周期性,确定其周期:

(1)
 

x(n)=Acos3π7n-
π
8  ; (2)

 

x(n)=ej
n
8-π  。

5-8 试求x~(n)=4cos2.4πn+2sin3.2πn 的离散傅里叶级数,并对0≤k≤N-1画

出它的频谱图。

5-9 x~(n)=2cos3.2π(n-3)的幅度谱在哪些角频率有非零值?
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5-10 某离散时间周期信号x~(n)的频谱图如题图5-3所示,写出x~(n)的解析表

达式。

题图5-3

5-11 试证明对于实周期序列,离散傅里叶级数的下列特性成立:

(1)
 

X
~(k)=X

~*(-k); (2)
 

Re[X
~(k)]=Re[X

~(-k)];

(3)
 

Im[X
~(k)]=-Im[X

~(-k)]; (4)
 

X
~(k)= X

~(-k);

(5)
 

∠X
~(k)=-∠X

~(k)。

5-12 题图5-4所示周期序列x~(n),周期N=4,求X
~(k),并画出其频谱图。

题图5-4

5-13 若周期序列的周期为N,那么它也是周期为2N 的周期序列。令X
~

1(k)表示周

期为N 时的傅里叶系数,X
~

2(k)表示周期为2N 时的傅里叶系数,试以X
~

1(k)表示X
~

2(k)。

5-14 某离散时间线性时不变系统的单位样值响应h(n)= 1
2  n

u(n),求该系统对

下列输入信号的响应y(n):

(1)
 

x(n)= 3
4  n

u(n); (2)
 

x(n)= n+1  14  n
u(n); (3)

 

x(n)= -1  n。

5-15 某离散时间线性时不变系统的单位样值响应h(n)= 1
2  n
cosπn2  



 


 u(n),

求该系统对下列输入信号的响应y(n):

(1)
 

x(n)= 1
2  n

u(n); (2)
 

x(n)=cosπn2  。
5-16 设x(n)和h(n)的傅里叶变换分别为X(Ω)=3ejΩ-e-jΩ+2ej3Ω 和H(Ω)=
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-ejΩ+2ej2Ω+ej4Ω。求y(n)=x(n)*h(n)。

5-17 某离散线性时不变系统,当输入x(n)= 1
2  n

u(n)-
1
4
1
2  n-1

un-1  时,

输出y(n)=
1
3  n

u(n)。(1)求该系统的频率响应和单位样值响应;(2)写出表征该系统

的差分方程。

5-18 用计算机对测量数据x(n)进行平均处理,当接收到一个测量数据后,就把这

一次输入数据与前三次输入数据进行平均。试求这一运算过程的系统频率响应 H(Ω)。

5-19 描述某线性时不变系统的方程为y(n)+
1
2yn-1  =x(n)。

(1)
 

确定该系统的频率响应 H Ω  ;
(2)

 

计算下列输入的响应y(n):

(a)
 

x(n)= 1
2  n

u(n);        (b)
 

x(n)= -
1
2  n

u(n);

(c)
 

x(n)=δ(n)+
1
2δn-1  ; (d)

 

x(n)=δ(n)-
1
2δn-1  。

(3)
 

具有下列傅里叶变换的输入,求系统的响应y(n):

(a)
 

X(Ω)=
1-
1
4e

-jΩ

1+
1
2e

-jΩ
;         (b)

 

X(Ω)=
1+
1
2e

-jΩ

1-
1
4e

-jΩ
;

(c)
 

X(Ω)=
1

1-
1
4e

-jΩ  1+12e-jΩ  
; (d)

 

X(Ω)=1+2e-j3Ω。

5-20 某离散系统的幅频特性如题图5-5所示,判断该滤波器是何种类型滤波器。

题图5-5

5-21 (1)
 

若x(n)↔X(Ω),证明:
 

(-1)nx(n)↔X(Ω-π);
(2)

 

若某滤波器的单位样值响应为(-1)nx(n),其中x(n)的傅里叶变换X(Ω)=
G2Ωc(Ω),画出该滤波器的频率响应,并判断其属于何种类型的滤波器。

提高/拓展题

T5-1 计算2π∑
∞

k= -∞
δ Ω-2πk  +δ Ω-

π
4-2πk  +δ Ω+

π
4-2πk  



 


 的傅里

叶反变换。
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T5-2 某序列x(n)的离散时间傅里叶变换记作X(Ω),已知其满足下面4个条件,
求x(n)。

(1)
 

当n>0时,x(n)=0;          (2)
 

x(0)>0;

(3)
 

Im[X(Ω)]=sinΩ-sin3Ω; (4)
 

∫
π

-π
X(Ω)2dΩ=6π。

T5-3 某离散时间信号x(n)的频谱如题图T5-1所示,试计算x(n)。

题图T5-1

T5-4 计算下列周期序列的傅里叶变换:

(1)
 

sin
nπ
4
;   

  

(2)
 

1+cosnπ
2+

π
4  。

T5-5 判断题图T5-2所示信号的频谱是否具有周期性和离散性,并说明原因。

题图T5-2

T5-6 某离散时间理想高通滤波器的频率响应 H(Ω)=
1, π-Ωc≤|Ω|≤π
0, 其他 。

(1)
 

若h(n)是该滤波器的单位样值响应,确定函数g(n)使得h(n)=
sinΩcn

n g(n)。

(2)
 

当Ωc增加时,该滤波器的单位样值响应会更加向原点集中吗?
 


