
     

第5章

CHAPTER
 

5

时变电磁场

    

前面几章研究了静态场的基本性质和规律,并认识到静电场由静止电荷产生,恒定磁场

由恒定电流产生;
 

而维持恒定电流的恒定电场与静电场相似。静态场中的电场和磁场之间

没有相互激发、相互依存的关系,它们可以被独立地分开研究,这是特定情况下的电磁现象。
研究表明,当电荷、电流随时间变化时,电场和磁场之间存在着相互作用、赖以依存的关系。
磁场变化时会感应出电场;

 

而电场变化时也会产生磁场;
 

电场和磁场就不可分割地成为统

一的电磁现象,称为时变电磁场。本章以麦克斯韦方程为核心阐述电场和磁场的相互作用

规律,讨论时变电磁场的复数形式、边界条件、能量守恒和转换关系及波动方程等。

5.1 麦克斯韦方程组

1831年,英国物理学家法拉第发现了电磁感应现象,变化的磁场能够产生电场。1862
年,英国物理学家麦克斯韦发表了论文《论物理力线》,引出位移电流的概念,并指出变化的

电场也能产生磁场;
 

1864年他在论文《电磁场的动力学理论》中,运用场论的观点演绎了系

统的电磁理论,预见了电磁波的存在;
 

1873年他的《电磁学通论》一书全面总结了19世纪中

叶之前库仑、高斯、欧姆、安培、毕奥、萨伐尔、法拉第等人的一系列发现和实验成果,通过科

学的假设和合理的逻辑分析,第一个完整地建立了电磁理论体系,将电磁场理论用简洁、对
称、完美的数学形式表示出来,后经赫兹等人整理成为经典电动力学主要基础的麦克斯韦方

程组。1888年德国物理学家赫兹用实验验证了电磁波的存在。
麦克斯韦电磁理论的基础是三大实验定律———库仑定律、毕奥-萨伐尔定律(或安培定

律)及法拉第电磁感应定律。其主要内容包括法拉第电磁感应定律、广义安培环路定律、高
斯定律、磁通连续性原理及一些本构关系等。麦克斯韦方程组表明,空间某处只要有变化的

磁场就能激发出涡旋电场,而变化的电场又能激发涡旋磁场。交变的电场和磁场互相激发

就形成了连续不断的电磁振荡,并向空间传播,即电磁波。电磁波是电磁场的运动形式。麦

克斯韦方程还说明,电磁波的速度随介质的电磁性质而变化,并证明电磁波在真空中传播的

速度等于光速,揭示了光的电磁本质。

5.1.1 麦克斯韦第一方程

在第3章中讨论了电荷守恒定律,其数学表达式为

∯S
J·dS=-

dQ
dt

微课视频
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应用散度定理于上式,并考虑到Q=∭V
ρdV,得

∭V
멯·JdV=-∭V

∂ρ
∂tdV

将上式移项,并考虑到积分对任意体积V 均成立,
 

故有
 

멯·J+
∂ρ
∂t=0 (5-1a)

这就是电荷守恒定律(电流连续性方程)的微分形式。
顺便指出,在媒质分界面上的电流连续性方程为

멯t·JS+(J1n-J2n)=-
∂ρS

∂t
(5-1b)

其中,멯t为分界面上的二维哈密尔顿算符,J1n,J2n 分别为分界面两侧电流密度的法向分量。
又因为静态场中安培环路定理的微分形式为

멯×H =J
对上式两边取散度,并考虑到矢量恒等式멯·(멯×Α)=0,则有

멯·(멯×H)=멯·J=0
比较上式与式(5-1a),可见它与电荷守恒定律相矛盾。说明멯×H=J 只适用于静态磁场和

均匀导电媒质的稳恒电场,而不适用于时变场。即静态场的安培环路定理(定律)不具有普

适性,在应用于时变场时需要修正。
为了解决上述矛盾,麦克斯韦提出了第一个基本假设,即关于位移电流的假设,并假设

高斯定理(定律)也适用于时变场,即멯·D=ρ具有普适性。将멯·D=ρ代入式(5-1a),并
考虑到安培环路定理及矢量恒等式멯·(멯×H)=0,有

멯·J+
∂
∂t
(멯·D)=멯·(멯×H)=0

对上式交换对空间和时间的微分次序得

멯· J+
∂D
∂t  =멯·(멯×H)=0

由于上式对空间的任意场点都成立,因此,静态场中的安培环路定理修正为

멯×H =J+
∂D
∂t

(5-2)

其中,D 为电位移矢量,J 应包括外加电流密度Ji(存在源时)、传导电流密度Jc=σE、运流

电流密度Jv=ρv。将Jd=
∂D
∂t

称为位移电流密度,它是磁场的旋涡源,表明时变电场能够

产生磁场;
 

J+Jd 称为全电流密度。式(5-2)即微分形式的麦克斯韦第一方程。
对式(5-2)两边进行闭合曲线积分,并应用斯托克斯定理,即得

∮l
H·dl=∬S

J+
∂D
∂t  ·dS (5-3)

这就是修正后的安培环路定律,即广义安培环路定律,亦称积分形式的麦克斯韦第一方程。
对安培环路定律的修正是麦克斯韦最重大的贡献之一,它导致了统一电磁场理论的建立。
正是依据位移电流,麦克斯韦才预言了电磁波的存在,并在后来被证实。式(5-2)及式(5-3)表
达的广义安培环路定律均具有普适性。

根据式(2-28)表述的电位移矢量与电场强度和极化强度矢量之间的关系,D=ε0E+P,
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对其两边求导得

Jd=
∂D
∂t =ε0

∂E
∂t+

∂P
∂t

  由上式可见,位移电流由两部分组成,第一部分由变化的电场产生;
 

第二部分由电介质

极化后其变化的电偶极矩产生。位移电流密度Jd 与频率有关,频率越高,Jd 越大。

5.1.2 麦克斯韦第二方程

1831年,法拉第等人发现导体回路所包围面积的磁通量发生变化时,回路中会有感应

电动势,并引起感应电流。实验表明,感应电动势与穿过回路所围面积的磁通量Φ 的时间

变化率成正比。感应电动势为

Ein=-
dΦ
dt=-

d
dt∬S

B·dS (5-4)

图5-1 感应电动势与磁通

变化的关系

  这里假定回路的方向为感应电动势的方向,并与磁通的正方

向呈右手螺旋关系,如图5-1所示。这就是法拉第电磁感应定律,
其中的负号表示感应电动势Ein 阻止该磁通的变化。

考虑到导体内存在的感应电流必然伴随感应电场Ein,因此,
感应电动势Ein 可以表示为

Ein=∮l
Ein·dl

故,法拉第电磁感应定律又可以表示为

∮l
Ein·dl=-

d
dt∬S

B·dS

  通常媒质中的总电场包括库仑电场EC 和感应电场Ein,即E=EC+Ein。因为
 

∮l
EC·

dl=0,所以

∮l
E·dl=-

d
dt∬S

B·dS (5-5)

  式(5-5)中的积分回路与材料的性质无关,可适用于任意回路。即,无论是导体回路还

是非导体回路,只要回路所围面积的磁通发生变化,就会产生感应电动势,存在感应电场。
式(5-5)就是积分形式的麦克斯韦第二方程,它给出了比法拉第电磁感应定律更为广义的回

路构成条件,又称为推广了的法拉第电磁感应定律。对式(5-5)应用斯托克斯定理得到
 

∬S
(멯×E)·dS=-∬S

∂B
∂t
·dS

由于上式对任意面积均成立,所以
 

멯×E=-
∂B
∂t

(5-6)

  式(5-6)就是微分形式的麦克斯韦第二方程,其物理意义是时变磁场能够产生电场。可

见,时变电场是有旋的,不再是保守场,其旋涡源为∂B
∂t
。该式表明了麦克斯韦关于有旋电场

的第二个基本假设,即感应电场是有旋场,它移动电荷一周所做的功不为0。对于静态场,
式(5-5)和式(5-6)就退化成无旋静电场的基本方程,即
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∮l
E·dl=0

멯×E=0 
  显然,它不具有普适性,而式(5-5)和式(5-6)表征的法拉第电磁感应定律的推广形式具

有普适性。

5.1.3 麦克斯韦第三方程

高斯定律的积分及微分形式为

∯S
D·dS=Q (5-7)

멯·D=ρ (5-8)

  麦克斯韦提出假设,认为以上两式也适用于时变场。事实上,D 可以理解为由时变电

荷和时变磁场共同产生,时变磁场产生的电场的散度为零,而时变电荷产生的电场之散度为

该点的体电荷密度。因此高斯定律在时变场的条件下也适用,具有普适性。式(5-7)、式(5-8)
分别称为麦克斯韦第三方程的积分形式与微分形式。

5.1.4 麦克斯韦第四方程

自然界中没有发现孤立的磁荷或者单独的磁极,因此,在时变场的条件下磁感线仍然是

闭合的,磁通连续性原理仍然成立。即

∯S
B·dS=0 (5-9)

멯·B=0 (5-10)

  这样,磁通连续性原理具有普适性,式(5-9)、式(5-10)分别称为麦克斯韦第四方程的积

分形式与微分形式。

5.1.5 麦克斯韦方程组的形式

由式(5-3)、式(5-5)、式(5-7)、式(5-9)得到麦克斯韦方程组的积分形式为

∮l
H·dl=∬S

J+
∂D
∂t  ·dS

∮l
E·dl=-

∂
∂t∬S

B·dS

∯S
D·dS=∭V

ρdV=Q

∯S
B·dS=0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(5-11)

  由式(5-2)、式(5-6)、式(5-8)、式(5-10)得到麦克斯韦方程组的微分形式为

멯×H =J+
∂D
∂t

멯×E=-
∂B
∂t

멯·D=ρ
멯·B=0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(5-12)
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  麦克斯韦方程组描述了电磁场的变化规律,以及场与源的关系。散度定理和斯托克斯

定理是建立联系麦克斯韦方程组微分和积分形式的桥梁。积分形式表示在一个区域中电磁

场和源的关系;
 

而微分形式表示在空间一点上电磁场和源的关系,时域有限差分(FDTD)
法就是基于微分形式的麦克斯韦方程组求解时变电磁场问题的一种常用的数值计算方法。

式(5-12)表明,时变电场有旋也有散,电场线可以闭合,也可以不闭合;
 

而时变磁场有

旋无散,磁感线总是闭合的。闭合的电场线和闭合的磁感线相互铰链,不闭合的电场线从正

电荷出发,而终止于负电荷。闭合的磁感线要么与电流铰链,要么与电场线铰链。在没有电

荷及电流源的区域,时变电场和时变磁场都是有旋无散的,电场线和磁感线相互铰链,自行

闭合;
 

于是,变化的电场产生变化的磁场,而变化的磁场产生变化的电场。电场与磁场之间

相互激发、相互转化,形成了电磁振荡,使能量向远处传播出去,即电磁波。
麦克斯韦方程组的物理意义如下:

 

(1)
 

电流和时变电场都会产生磁场,变化的电场和电流是磁场的旋涡源,变化的电场和

电流与其激发的磁场之间符合右手螺旋关系;
  

(2)
 

电荷和时变磁场将产生电场,变化的磁场是电场的旋涡源,变化的磁场与其激发的

电场之间符合左手螺旋关系;
 

(3)
 

电场是有通量源的场,即电场可以有散,其散度源(发散源)是电荷;
 

(4)
 

磁场无通量源,即磁场是无散场,不可能由磁荷产生,穿过任意一闭合曲面的磁通

量为零。
另外,麦克斯韦方程组式(5-12)中的两个散度方程可以借助于电流连续性方程由两个

旋度方程导出,因此只有两个旋度方程是独立的。当然,电流连续性方程相对于麦克斯韦方

程组也不独立。尽管如此,却不能简单地认为麦克斯韦方程组中的两个散度方程不独立,因
为一个矢量方程在两边取散度后得到的新方程与原方程是不等价的。式(5-1)及式(5-11)
或式(5-12)中的各个方程都各自有明确的物理含义,都是基本物理定律的一种数学表示,不
能轻易地丢掉任何一个。

由于自然界中没有孤立磁荷,故麦克斯韦方程组的形式是不对称的。有时,为了分析问

题方便起见,引入虚拟的磁荷和磁流,此时麦克斯韦方程组具有对称的形式,如9.4节

式(9-53)所示。

5.1.6 媒质的本构方程

借助于数学手段求解麦克斯韦方程时,式(5-11)或者式(5-12)尚不够完备,因为两个旋

度方程仅提供6个标量方程,而麦克斯韦方程组含有12个未知数(E、D、B、H 各有3个分

量)。因此,需要提供辅助方程,即描述媒质特性的物质(本构)方程来求解麦克斯韦方程组

所包含的未知数。由式(2-28)、式(3-30)及式(2-65)可得这些方程为

D=ε0E+P
B=μ0(H +Pm)

J=σE

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (5-13)

  上式给出了电场强度E 和电位移矢量D,磁感应强度B 和磁场强度H 之间的关系。
如式(2-2)及式(3-5-1)所示,E 和B 是可以分别通过点电荷和电流元的受力情况而感知、测
量的场量,是描述电磁场的基本物理量;

 

而D 和H 是为了简化分析物质中的电磁场引入的

混合型矢量,其中D 混合了电介质中的场强和极化强度,H 混合了磁介质中的场强和磁化
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强度。在媒质的本构方程中,介电常数ε、磁导率μ 和电导率σ(统称为本构参数)是描述媒

质中电磁场性质的最基本的三个媒质参数。通常,媒质参数与空间位置无关的媒质称为均

匀媒质,媒质参数与场强大小无关的媒质称为线性媒质,媒质参数与场强方向无关的媒质称

为各向同性媒质。对于均匀、线性、各向同性的媒质,根据式(2-33)、式(3-35),上式可简

化为

D=εE
B=μH
J=σE

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (5-14)

  最后需要说明的是,所有电磁过程均可以通过麦克斯韦方程组和物质的本构方程来描

述。其中麦克斯韦方程组决定了电磁场的时空演化规律,而本构方程反映了物质本身的特

性对于电磁场演化的影响。
例题5-1 证明通过任意封闭曲面的传导电流和位移电流的总量为0。
证明 根据微分形式的麦克斯韦第一方程

멯×H =J+
∂D
∂t

通过任意封闭曲面的传导电流和位移电流的总量为

I=∫S
J+

∂D
∂t  ·dS=∯S

(멯×H)·dS

在上式右边应用散度定理,得

∯S
(멯×H)·dS=∭V

멯·(멯×H)dV=0

所以

I=∫S
J+

∂D
∂t  ·dS=0

即通过任意封闭曲面的传导电流和位移电流的总量为零。
例题5-2 在无源的自由空间中,已知磁场强度为H=ey2.63×10-5cos(3×109t-10z)A/m,

求位移电流密度Jd。
解 根据题意,无源的自由空间中J=0,所以麦克斯韦第一方程为

멯×H =
∂D
∂t

故位移电流密度为

Jd=
∂D
∂t =멯×H =

ex ey ez

∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

Hx Hy Hz

=-ex
∂Hy

∂z

=-ex2.63×10-4sin(3×109t-10z)A/m2

  例题5-3 证明麦克斯韦方程组的四个方程并不都独立,即两个散度方程可以由两个

旋度方程导出。

证明 利用恒等式멯·(멯×Α)=0,对麦克斯韦第二方程멯×E=-
∂B
∂t

两边取散度,得

멯·(멯×E)=-멯·∂B
∂t=-

∂
∂t
(멯·B)=0
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所以,멯·B 应为常数。显然,在时变场中,该常数为零。即

멯·B=0
即麦克斯韦第四方程。

同理,对麦克斯韦第一方程멯×H=J+
∂D
∂t
,两边取散度,得

멯·(멯×H)=멯·J+멯·∂D
∂t

上式左边恒为0,利用电流连续性方程멯·J=-
∂ρ
∂t
,得

멯·∂D
∂t -

∂ρ
∂t=

∂
∂t
(멯·D)-

∂ρ
∂t=

∂
∂t
(멯·D-ρ)=0

故멯·D-ρ为常数。在时变场中,实验证明该常数为0,所以

멯·D=ρ
即麦克斯韦第三方程。

例题5-4 在J=0、ρ=0的无源电介质中,介电常数为ε,磁导率为μ,电导率σ=0,若
已知矢量E=exEmcos(ωt-kz)V/m。其中,Em 为振幅、ω 为角频率、k 为相位常数。在什

么条件下,E 才可能是电磁场的电场强度矢量? 并求出其他的场矢量。
解 电磁场的场矢量均满足麦克斯韦方程组。因此,用麦克斯韦方程组可以确定E=

exEmcos(ωt-kz)中的参数关系,并导出E 为电场强度矢量的条件。
由题意,电场只存在x 方向分量。在无源空间中,根据麦克斯韦第二方程得

∂B
∂t=-멯×E=-

ex ey ez

∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

Ex Ey Ez

=-ey
∂Ex

∂z

=-ey
∂
∂z
[Emcos(ωt-kz)]=-eykEmsin(ωt-kz)

对上式积分,并令积分常数为零得

B=ey
k
ωEmcos(ωt-kz)

因此

H =
B
μ

=ey
k
ωμ

Emcos(ωt-kz)

又因为

멯×H =

ex ey ez

∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

Hx Hy Hz

=-ex
∂Hy

∂z =-ex
k2

ωμ
Emsin(ωt-kz)

而

∂D
∂t =exε

∂Ex

∂t =-ωεEmsin(ωt-kz)ex
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当满足麦克斯韦第一方程멯×H=
∂D
∂t

时,比较上面两式的系数得

k2=ω2με
所以

k=±ω με
并且

멯·D=
∂Dx

∂x +
∂Dy

∂y +
∂Dz

∂z =0

멯·B=
∂Bx

∂x +
∂By

∂y +
∂Bz

∂z =0

由于ρ=0,故以上场量均满足麦克斯韦方程组的两个散度方程。因此k=±ω με是满足

上述E、D、B、H 为电磁场矢量的条件。

5.2 时变电磁场的边界条件

麦克斯韦方程的微分形式描述了在均匀媒质或者连续变化的媒质中任意点诸场量之

间的关系,即它在诸场量可微的点才适用。而实际电磁工程问题中往往会遇到不同的媒

质分界面,在分界面上媒质参数会发生突变,从而导致电磁场量的不连续。因此,对于分

界面上的点麦克斯韦方程的微分形式已失去意义,必须用边界条件描述诸场量各自满足

的关系。
由于麦克斯韦方程组的积分形式可以应用在包括分界面在内的整个区域,因此可以由

积分形式的麦克斯韦方程导出边界条件。

5.2.1 法向场的边界条件

由于高斯定理及磁通连续性原理的普适性,与静态场类似,在时变场情况下电位移矢量

D 及磁感应强度B 的法向分量Dn、Bn 的边界条件可由高斯定理及磁通连续性原理导

出。即

en·(D1-D2)=ρs, D1n-D2n=ρs (5-15)

en·(B1-B2)=0, B1n=B2n (5-16)

  式(5-15)表明,若媒质分界面上没有自由面电荷分布,则分界面两侧电位移矢量的法向

分量Dn 连续。但是媒质分界面两侧介电常数ε不同,由Dn=εEn 可知,电场强度的法向分

量En 不连续;
 

若分界面上有自由面电荷分布,那么电位移矢量D 的法向分量Dn 越过分界

面时不连续,有一等于面电荷密度ρs 的突变。对于理想导体表面,由于理想导体一侧

D2n=0,因此界面另一侧D1n=ρs。
同样由式(5-16)可知,媒质分界面两侧B 的法向分量连续,即B1n=B2n。但是媒质分

界面两侧磁导率μ 不同,由Bn=μHn 可知,磁场强度的法向分量 Hn 不连续;
 

而对于理想

导体表面,由于理想导体一侧B2n=0,H2n=0,则界面另一侧B1n=0,H1n=0,表明理想导

体表面不存在与表面垂直的磁场。

微课视频
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5.2.2 切向场的边界条件

1.
 

电场强度矢量切向分量的连续性

如图5-2所示,媒质分界面两侧的介电常数分别为ε1、ε2;
 

电场强度E1、E2 与相应界面

法向矢量的夹角分别为α1、α2。包围点P 做一矩形回路的线积分,矩形长为Δl,高为Δh,
并且Δh 趋于0。

图5-2 切向电场边界条件问题

根据麦克斯韦第二方程有

∮l
E·dl=-∬S

dB
dt
·dS

  由于Δh 趋于0,且
dB
dt

为有限值,故其面积分为0。因此有

∮l
E·dl =

Δh→0
 

-∬S

dB
dt
·dS=0

又由于Δl很小,故其上的切向场Et 可视为均匀分布;
 

而当Δh→0时,矩形回路高度上的

电场积分可忽略不计。考虑到线积分的方向性,于是

E1t=E2t, en×(E1-E2)=0 (5-17)

  由上式可知,媒质分界面两侧电场强度的切向分量Et 连续,但是媒质分界面两侧介电

常数ε不同,根据Dt=εEt,电位移矢量的切向分量Dt不连续;
 

而对于理想导体表面,由于

理想导体一侧D1t=D2t=0,故E1t=E2t=0,表明理想导体表面不存在与表面平行的电场。

2.
 

磁场强度矢量切向分量的连续性

如图5-3所示,媒质分界面两侧的磁导率分别为μ1、μ2;
 

磁场强度H1、H2 与相应界面

法向矢量的夹角分别为α1、α2。与分析E 的切向分量类似,包围点P 作一矩形回路的线积

分,矩形长为Δl,高为Δh,并且Δh 趋于0。则根据麦克斯韦第一方程有

图5-3 切向磁场边界条件问题



143  

∮l
H·dl=∬S

J·dS+∬S

∂D
∂t
·dS

  由于Δh 趋于0,且
∂D
∂t

为有限值,故上式右侧第二项的面积分为0(电流分布可以以面

电流的形式存在,故第一项的积分不一定为0),并且左侧矩形回路高度上的磁场积分可忽

略不计。又由于Δl很小,故其上的切向场 Ht可视为均匀分布。若分界面上的自由面电流

密度为Js,则考虑到积分的方向性,有
(H1t-H2t)

 

Δl=JsΔl
所以

H1t-H2t=Js, en×(H1-H2)=Js (5-18)

  由上式可知,若媒质分界面上没有自由电流分布,则分界面两侧磁场强度的切向分量

Ht连续,但是媒质分界面两侧磁导率μ 不同,根据Bt=μHt,磁感应强度矢量的切向分量

Bt不连续;
 

若分界面上有自由电流分布,那么磁场强度H 的切向分量Ht 在分界面处不连

续,有一等于面电流密度Js 的突变。对于理想导体表面,由于理想导体一侧 H2t=0,因此

H1t=Js。
综上所述,对于没有自由电荷与电流分布的理想媒质分界面而言,其边界条件为

en×(E1-E2)=0
en×(H1-H2)=0
en·(D1-D2)=0
en·(B1-B2)=0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁􀪁

(5-19)

对于理想导体表面而言,其边界条件为

en×E1=0
en×H1=Js

en·D1=ρs

en·B1=0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁􀪁

(5-20)

  导体表面是经常遇到的边界之一。由于在良导体与空气的分界面上,电磁场的情况与

理想导体差别很小,因此通常利用理想导体表面代替良导体表面。理想导体是指电导率σ
无穷大的媒质,根据欧姆定律的微分形式J=σE,很小的电场也会产生无穷大的电流,这与

能量守恒定律矛盾,所以在理想导体内部不存在电场。
在无源(J=0)的情况下,由于理想导体内部电场为零,根据麦克斯韦第一方程,其内部

也不存在磁场,所有电磁场量均为零。这还可以理解为,当外磁场进入理想导体时,表面感

应出足够大的感应电流,这一电流激发的磁场在导体内部完全抵消掉外磁场。
 

在有外加非时变电流源(J≠0)的情况下,理想导体内部电场依然为0,电流不需要电场

来维持。因为理想导体的电导率趋于无穷大,而电流是有限值,根据J=σE,只有E 为零才

能使J 保持有限。但是,根据麦克斯韦第一方程,该电流J 作为旋涡源使得理想导体内部

存在恒定磁场。通常所述的理想导体内部电磁场为零是指无源的情况。但是,理想导体内

部不可能存在时变电磁场。
进一步,理想导体内部不可能存在时变电流,否则会产生时变磁场并引起时变电场,与

麦克斯韦方程组矛盾。
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例题5-5 设z=0
 

的平面为空气与理想导体的分界面,z<0一侧为理想导体,分界面

处的磁场强度为H(x,y,0,t)=exH0sinaxcos(ωt-ay),其中a 为常数。试求理想导体表

面上的电流分布、电荷分布以及分界面处的电场强度。
解 利用理想导体的边界条件,可以得到理想导体表面上的电流分布为

JS=en×H=ez×exH0sinaxcos(ωt-ay)=eyH0sinaxcos(ωt-ay)
可见导体表面电流沿ey 方向,又

멯×H=

ex ey ez

∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

Hx Hy Hz

=-ez
∂Hx

∂y

  导体表面的法向电场可以由导体外侧贴近表面的法向电场来近似。在上式中,멯×H
没有ey 方向的分量,只存在-ez 方向的分量,而沿-ez 方向的分量就对应着位移电流;

 

其

实,沿ey 方向的表面电流使得Hx 在ez 方向发生了突变(边界条件),沿ey 方向的表面电流

JS 和멯×H 没有匹配项,因此JS 无须纳入麦克斯韦方程中。根据麦克斯韦第一方程

멯×H=
∂D
∂t
,因而在导体表面上有

∂ρS

∂t =
∂Dz

∂t =-
∂Hx

∂y
所以

∂ρS

∂t =-
∂
∂y
[H0sinaxcos(ωt-ay)]=-aH0sinaxsin(ωt-ay)

对上式积分,在时变场的情况下取积分常数为零,得

ρ(x,y,0,t)=
aH0

ω sinaxcos(ωt-ay)

D(x,y,0,t)=ez
aH0

ω sinaxcos(ωt-ay)

E(x,y,0,t)=ez
aH0

εωsinaxcos
(ωt-ay)

  例题5-6 证明:
 

在媒质分界面上,电磁场法向分量的边界条件已含于电磁场切向分量

的边界条件之中,即只有两个切向边界条件独立。
证明 设媒质分界面为xOy 平面,首先考虑电场强度E 的切向分量和磁感应强度B

的法向分量边界条件之间的关系。

根据멯×E=-
∂B
∂t
,在媒质分界面两侧于z方向上有

∂E1y

∂x -
∂E1x

∂y  ez =-
∂B1z

∂tez

∂E2y

∂x -
∂E2x

∂y  ez =-
∂B2z

∂tez

  将以上两式相减得

∂
E1y-E2y

∂x -∂
E1x-E2x

∂y  ez=-∂
B1z-B2z

∂t ez
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假设电场强度切向分量满足边界条件,即分界面两侧E1x=
 

E2x,E1y
 =

 

E2y,则B1z-B2z=C

(常数),对于时谐场 ∂
∂t↔jω  ,该常数取为零;

 

对于非时谐场,只要初值为零也有相同结论。得

B1z=B2z

此即磁感应强度B 法向分量的边界条件。
下面由磁场强度H 的切向边界条件可以分析电位移矢量D 法向分量的连续性。根据

멯×H=J+
∂D
∂t
,考虑在媒质分界面法向分量Dz 的情况,显然等式右侧的电流为Jz。因

此,等式在媒质分界面两侧于z方向上有

∂H1y

∂x -
∂H1x

∂y  ez =J1zez +
∂D1z

∂tez

∂H2y

∂x -
∂H2x

∂y  ez =J2zez +
∂D2z

∂tez

将以上两式相减得

∂
H1y-H2y

∂x -∂
H1x-H2x

∂y  ez=(J1z-J2z)ez+∂
D1z-D2z

∂t ez

利用磁场强度切向分量的边界条件 H1x-H2x=JSy 及H1y-H2y=-JSx,则有

- ∂
JSx

∂x+∂
JSy

∂y  =(J1z-J2z)+∂
D1z-D2z

∂t
即

멯t·JS+(J1z-J2z)=-∂
D1z-D2z

∂t
其中멯t表示对分界面上x,y 坐标求微分的哈密顿算子。利用一般形式的时变电磁场在媒

质分界面上的电流连续性方程

멯t·JS+(J1-J2)·en=-∂ρ
S

∂t
并代入上式得

∂
D1z-D2z-ρS

∂t =0

对于时谐场 ∂
∂t↔jω  ,D1z-D2z=ρS;

 

对于非时谐场,只要初值为零也有相同结论。即得到

电位移矢量法向分量的边界条件。
顺便指出,上述结论对于媒质分界面上无论是否有源,媒质的性质无论是线性或者非线

性均成立。
例题5-7 在直角坐标系中 Hx=0,Hy=H0sink'y·sin(ωt-kz),其中k、k'为常数,

求磁场 Hz 分量。

解法一 因为멯·B=
∂Bx

∂x +
∂By

∂y
+
∂Bz

∂z =
∂By

∂y
+
∂Bz

∂z =0
,所以

∂Hz

∂z =-
∂Hy

∂y =-H0k'cosk'y·sin(ωt-kz)
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将上式对z积分。在时变场中可取积分常数为零,因此

Hz =-H0k'cosk'y·∫sin(ωt-kz)dz=-H0k'cosk'y·
1
kcos

(ωt-kz)+C

=-H0
k'
kcosk'ycos

(ωt-kz)

  解法二 由于 Hx=0,并考虑到 Hy、Hz 仅是y、z、t的函数,根据麦克斯韦第一方

程有

∂D
∂t =멯×H =ex

∂Hz

∂y -
∂Hy

∂z  -ey
∂Hz

∂x +ez
∂Hy

∂x =ex
∂Hz

∂y -
∂Hy

∂z  
故电场只有ex 方向的分量。再根据麦克斯韦第二方程得

-
∂B
∂t=

∂Ez

∂y -
∂Ey

∂z  ex +
∂Ex

∂z -
∂Ez

∂x  ey +
∂Ey

∂x -
∂Ex

∂y  ez =
∂Ex

∂zey -
∂Ex

∂y
ez

比较上式两边ey 方向的分量得

-μ
∂Hy

∂t =
∂Ex

∂z
在时变场中可取积分常数为0,所以

Ex =-∫μ∂Hy

∂tdz=
H0ωμ
k sin(ωt-kz)sink'y  

再比较ez 方向的分量,并利用上式,有

μ
∂Hz

∂t =
∂Ex

∂y
所以

Hz =
1
μ∫
∂Ex

∂y
dt=-

H0k'
k cos(ωt-kz)cos(k'y)

5.3 时谐电磁场及麦克斯韦方程组的复数形式

由于任意形式的电磁波都可以分解为基波和高次谐波的组合,所以正弦(或者余弦)时
间函数表示的时谐场在工程中占有很重要的地位。在线性系统中,任一正弦函数激励源仍

然会产生相同频率的正弦响应,因此,为了运算方便,在电路理论中通常将随时间做正弦变

化的电压、电流等矢量用相量表示。而在线性媒质中,一个任意的时变场都可以看成是一系

列频率不发生变化的时谐场分量的叠加。同样,时谐电磁场也可以用复数形式(相量形式)
来表示。

5.3.1 时谐电磁场的复数形式

在直角坐标系中,电场的瞬时值表达式为

E(x,y,z,t)=Em(x,y,z)cos[ωt+ϕ(x,y,z)] (5-21)

其中,Em(x,
 

y,
 

z)为振幅,ϕ(x,y,z)为空间相位,它们都只是空间位置的函数;
 

ω 为角频

率。式(5-21)可以用复数形式来表示,即
E(x,y,z,t)=Re[Em(x,y,z)ej

[ωt+ϕ(x,y,z)]]=Re[Em(x,y,z)ejϕ
(x,y,z)ejωt]

微课视频
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=Re[E
·
m(x,y,z)ejωt]

其中,ejωt 称为时间因子,它反映了电场强度随时间的变化;
 

E
·
m(x,y,z)=Em(x,y,z)

ejϕ(x,y,z)为电场强度的复振幅矢量,即电场强度的复数形式,或称为相量形式,它只是空间坐

标的函数。由于同频率正弦量的线性运算仍为该频率的正弦量,并且采用复数运算比较方

便,故在线性运算中可以暂不考虑时间因子,采用其复数形式来表示。电场矢量E 的瞬时

值形式和其复数形式的转换关系如下

E(x,y,z,t)↔E
·
m(x,y,z)=Em(x,y,z)ejϕ

(x,y,z) (5-22)

  由于

∂E(x,y,z,t)
∂t =-Em(x,y,z)ω·sin[ωt+ϕ(x,y,z)]=Re[jωE

·
m(x,y,z)ejωt]

因此电场对时间导数的瞬时值形式与其复数形式的关系为

∂E(x,y,z,t)
∂t ↔jωE

·
m(x,y,z)

  可见,正弦量对时间t的偏导的复数形式为该正弦量的复数形式乘以jω。同样,正弦量

对时间t的积分的复数形式为该正弦量的复数形式除以jω。这给运算过程带来极大的方

便。对于E、D、B、H、J、A、P、M 等诸场量,以及其各坐标分量均可以用复数形式来表示。

5.3.2 麦克斯韦方程组的复数形式

根据前面的讨论,从形式上讲,只要把微分算子∂
∂t

用jω 代替,就可以把时谐电磁场诸场

量之间的线性关系,转换为等效的复矢量关系。习惯上为了方便起见,常忽略掉复数场量上

面的点和下标m。因此,麦克斯韦方程组之微分形式的复数形式为

멯×H =J+jωD
멯×E=-jωB
멯·D=ρ
멯·B=0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

(5-23)

  麦克斯韦方程组之积分形式的复数形式为

∮l
H·dl=∯S

J·dS+jω∯S
D·dS

∮l
E·dl=-jω∯S

B·dS

∯S
D·dS=∭V

ρdV

∯S
B·dS=0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(5-24)

  电流连续性方程微分形式的复数形式为

멯·J+jωρ=0 (5-25)
  电流连续性方程积分形式的复数形式为

∭V
멯·JdV=-jω∭V

ρdV (5-26)
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5.4 时变电磁场的能量及功率

电磁场是一种物质,并且具有能量。时变电磁场随着时间的变化,其电磁能量在空间传

播而形成电磁能流,并且其电场能量和磁场能量可以相互转化。本节以坡印亭定理为核心

描述电磁场能量的转化与守恒关系。

5.4.1 坡印亭定理

假设电磁场在电导率为σ的有耗媒质中传播,电场会在导电媒质中引起传导电流J=σE。
根据式(2-75)所示的焦耳定律的微分形式,由传导电流引起的单位体积内的损耗功率为

p=J·E。因此,依据麦克斯韦第一方程式

J=멯×H -
∂D
∂t

传导电流在体积V 内引起的损耗功率为

P=∭V
J·EdV=∭V

E·(멯×H)-E·∂D∂t
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 dV (5-27)

利用矢量恒等式
 

멯·(E×H)=H·(멯×E)-E·(멯×H)及麦克斯韦第二方程得

E·(멯×H)=H·(멯×E)-멯·(E×H)=H· -
∂B
∂t  -멯·(E×H)

将上式代入损耗功率表达式(5-27)得

P=∭V
J·EdV=-∭V

H· ∂B∂t  +멯·(E×H)+E·∂D∂t
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 dV

设包围体积V 的闭合曲面为S',利用散度定理上式可改写为

-∯S'
(E×H)·dS'=∭V

H·∂B∂t+E·∂D∂t +J·E  dV (5-28)

考虑到

d
dt
(A·A)=A·ddtA+

d
dtA
·A

因此

H·∂B∂t=μH·∂H∂t =μ
2
∂
∂t
(H·H)=

∂
∂t
1
2B
·H  

以及

E·∂D∂t =
∂
∂t
1
2D
·E  

将以上两式代入式(5-28)得

-∯S'
(E×H)·dS'=

∂
∂t∭V

1
2B
·H +

1
2D
·E  dV+∭V

(J·E)dV (5-29)

  在上式中,等式右边第一项中的1
2B
·H 和1

2D·E 分别表示磁场和电场的能量体密

度,它们的体积分为该体积内存储的总电磁能量,因而右边第一项表示体积V 内单位时间

内存储的总电磁能量(电磁功率)。式(5-29)第二项表示传导电流引起的损耗功率。根据能

微课视频
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量守恒定律,若体积V 内无外加源,则式(5-29)右边表示在体积V 内单位时间内存储的总

能量和损耗的功率应该是从外部进入体积V 内的,因此式(5-29)左边代表了通过封闭面S'进

入体积V 内的总功率。式(5-29)称为坡印亭定理,它描述了电磁能量的流动和转化的关系。
坡印亭定理的物理意义是:

 

穿过闭合面S'流入体积V 内的电磁功率,等于体积V 内单

位时间内增加的电磁能量与传导电流损耗的功率之和,是电磁场能量守恒的具体体现。
在式(5-29)中,令S=E×H,则S 的大小代表了封闭曲面上任一点通过单位面积的功

率,即功率密度,S 称为坡印亭矢量,其方向是能量流动的方向,单位是 W/m2。S 表示单位

时间内通过垂直于电磁能量流动方向的单位面积的电磁能量,又称能量流密度(功率密度)。

显然,∯S'
(E×H)·dS'表示流出包围体积V 的封闭面S'的总电磁功率。

在静电场和恒定磁场的情况下,电流为0,
 

且∂
∂t∭V

1
2B
·H +

1
2D
·E  dV=0,因此,

根据坡印亭定理,∯S'
(E×H)·dS'=0,这表示在场中任何一点,单位时间内流出包围体积

V 表面的总能量为零,即没有电磁能量流动。由此可见,在静电场和恒定磁场的情况下,

S=E×H 并不代表电磁功率密度。
 

在恒定电场和恒定磁场的情况下,∂
∂t∭V

1
2B
·H +

1
2D
·E  dV =0,根据坡印亭定

理,-∯S'
(E×H)·dS'=∭V

(J·E)dV。因此,在恒定电流的场中,S=E×H
 

代表电磁

功率密度。说明在无源区域中,通过S'面流入V 内的电磁功率等于V 内的损耗功率。
在时变电磁场中,S=E×H 代表瞬时功率密度,它通过任意截面的面积分代表瞬时功

率P,即

P=∯S'
(E×H)·dS'

5.4.2 复坡印亭矢量及平均坡印亭矢量

对正弦电磁场,当场矢量用复数形式表示时

E(x,y,z,t)=Re[Eejωt]=
1
2
[Eejωt+E*e-jωt]

H(x,y,z,t)=Re[Hejωt]=
1
2
[Hejωt+H*e-jωt]

 

从而坡印亭矢量的瞬时值可以写为

S(x,y,z,t)=E(x,y,z,t)×H(x,y,z,t)

=
1
2
[Eejωt+E*e-jωt]×

1
2
[Hejωt+H*e-jωt]

=
1
2
·1
2
[E×H* +E* ×H]+

1
2
·1
2
[E×Hej2ωt+E* ×H*e-j2ωt]

=
1
2Re

[E×H*]+
1
2Re

[E×Hej2ωt]

它在一个周期T=2π/ω 内的平均值为
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Sav=
1
T∫

T

0
S(x,y,z,t)dt=Re

1
2E×H*􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 =Re[S] (5-30)

式中,S=
1
2E×H*称为复坡印亭矢量,它与时间无关,表示复功率密度,其实部为平均功率

密度(有功功率密度),虚部为无功功率密度。注意式中的电场强度和磁场强度是复振幅

值而不是有效值;
 

E*、H*是E、H 的共轭复数,Sav 称为平均能流密度矢量或平均坡印亭

矢量。
 

例题
 

5-8 如图5-4所示,试求一段半径为b,电导率为σ,载有直流电流I 的长直导线

图5-4 载流圆柱体

表面的坡印亭矢量,并验证坡印亭定理。
解 取长为l的一段直导线进行研究,其轴线与圆柱坐标系的

z轴重合,直流电流将均匀分布在导线的横截面上,于是电流密度、
电场强度分别为

J=ez
I
πb2
, E=

J
σ =ez

I
πb2σ

  在导线表面上,H=eϕ
I
2πb

,因此,导线表面的坡印亭矢量为
 

S=E×H =-er
I2

2σπ2b3

其方向处处指向导线的表面。将坡印亭矢量沿导线段表面积分,有

-∯S'
S·dS'=-∯S

S·erdS'=
I2

2σπ2b3  2πbl
=I2

l
σπb2  =I2R

可见,能量沿垂直于表面方向流入导体内部,这部分能量正好等于导体中的热损耗,而稳恒

电流的情况下没有电磁能量被储存起来,这与坡印亭定理是一致的。
例题5-9 一个同轴线的内导体半径为a,外导体半径为b,内、外导体间为空气,且内、

外导体均为理想导体,载有直流电流I,内、外导体间的电压为U。求同轴线的传输功率和

能量流密度矢量。
解 设同轴线的单位长度线电荷密度为ρ,可根据高斯定理可求出同轴线内、

 

外导体间

的电场为

E=er
ρ
2πε0r

又∫
b

a
Edr=U,所以电场可表示为

E=
U

rlnb
a

er, a<r<b

  根据安培环路定律,可以求得磁场为

H =
I
2πreϕ, a<r<b

所以,坡印亭矢量为
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S=E×H =
UI

2πr2lnb
a

ez

上式说明电磁能量沿z轴方向流动,由电源向负载端传输。则通过同轴线内、外导体间任

一横截面的功率为
 

P=∯S'
S·dS'=∫

b

a

UI

2πr2lnb
a

·2πrdr=UI

  这一结果与利用电路理论计算出来的同轴线传输功率的结果一样。
 

例题5-10 已知无源自由空间中,时变电磁场电场强度的复数形式为E(z)=eyE0e-jkz,
其中k、E0 均为常数。求:

 

(1)
 

磁场的复数形式;
 

(2)
 

坡印亭矢量的瞬时值;
 

(3)
 

平均坡印亭矢量。
解 (1)

 

根据멯×E=-jωμ0H,则

H =-
1
jωμ0

멯×E=
1
jωμ0

ex
∂
∂zE0e-jkz =-

k
ωμ0

exE0e-jkz

  (2)
 

电场和磁场的瞬时值

E(z,t)=Re[Eejωt]=eyE0cos(ωt-kz)

H(z,t)=Re[Hejωt]=-ex
k

ωμ0
E0cos(ωt-kz)

因此,坡印亭矢量的瞬时值为

S(x,y,z,t)=E(x,y,z,t)×H(x,y,z,t)=ez
k

ωμ0
E2
0cos2(ωt-kz)

  (3)
 

平均坡印亭矢量为

Sav=Re
1
2E×H*􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 =
1
2ReeyE0e-jkz × -

k
ωμ0

exE0ejkz  􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 =ez
k
2ωμ0

E2
0

5.5 时变电磁场的唯一性定理

在上一章讨论了静电场的唯一性定理。现在讨论在有界区域中时变电磁场的唯一性定

理,即关于麦克斯韦方程之解的唯一性问题。
时变电磁场的唯一性定理为:

 

在以闭合曲面S'为边界的有界区域V 中,如果给定t=0
时的电场强度和磁场强度的初始值,并且在t≥0时,给定边界上电场强度的切向分量或者

磁场强度的切向分量,那么在t>0时,区域V 中的电磁场由麦克斯韦方程唯一地确定。
下面仍采用反证法来证明唯一性定理。设在区域V 内无源,媒质为线性和各向同性,

并且有两组解E1、H1 和E2、H2 均满足麦克斯韦方程组。令

E'=E1-E2, H'=H1-H2

因为t=0时电场强度和磁场强度的初始值已知,故t=0时,E'=0,H'=0;
 

并且在t≥0
时,根据电磁场切向分量的边界条件,边界S'上电场强度E'的切向分量或者磁场强度H'的

微课视频
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切向分量为0。根据叠加原理,E'、H'也满足麦克斯韦方程组,即

멯×H'=σE'+ε∂E'∂t

멯×E'=-μ
∂H'
∂t

멯·(εE')=0
멯·(μH')=0

  由于区域V 内无源,因此,根据坡印亭定理公式(5-29),以及线性各向同性媒质的本构

方程D=εE,B=μH,J=σE,有

-∯S'
(E'×H')·dS=

∂
∂t∭V

1
2μ|H'|2+

1
2ε|E'|2  dV+∭V

(σ|E'|2)dV

考虑到边界S'上E'的切向分量或者H'的切向分量为零,故(E'×H')·en=(en×E')·H'=
E'·(H'×en)=0;

 

所以上式左边为0。因此上式右边亦为0,即
∂
∂t∭V

1
2μ|H'|2+

1
2ε|E'|2  dV+∭V

(σ|E'|2)dV=0

  由于t=0时,E'=0,H'=0,将上式在(0,t)内对t积分得

∭V

1
2μ|H'|2+

1
2ε|E'|2  dV+∫

t

0∭V
(σ|E'|2)dV=0

上式中被积函数均非负,要使得积分成立,必须有

E'=0, H'=0
即

E1=E2, H1=H2

故时变电磁场的唯一性定理得证。
该定理也可以推广到区域V 内有源以及包含各向异性媒质的情况,它是求解时变电磁

场问题的理论依据。但是,对于非线性电磁场问题一般不存在唯一解。

5.6 电磁场的位函数及波动方程

在静态场中引入了标量电位φ、矢量磁位A 等来描述静电场及恒定磁场,对问题的分

析和求解带来极大的方便。对于时变(交变)场,也可以通过引入位函数使得电磁问题得以

简化。
1.

 

交变场的位函数

在交变场的情况下,也引入矢量磁位A,即B=멯×A,代入麦克斯韦第二方程得

멯×E=-
∂B
∂t=-

∂
∂t

멯×A

即

멯× E+
∂A
∂t  =0

根据矢量恒等式멯·(멯×Α)=0,在上式中可令

-멯φ=E+
∂A
∂t
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即

E=-멯φ-
∂A
∂t

(5-31)

上式即交变场与标量电位φ、矢量磁位A 等位函数的关系。

2.
 

位函数的微分方程

在线性、各向同性的媒质中,麦克斯韦方程组的微分形式为

멯×H =J+ε∂E∂t

멯×E=-μ
∂H
∂t

멯·E=ρ
ε

멯·B=0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

利用矢量磁位,由本构方程式B=μH 及麦克斯韦第一方程得

멯×H =
1
μ

멯×(멯×A)=J+ε∂E∂t
将式(5-31)代入得

1
μ

멯×(멯×A)=J-ε∂∂t
멯φ+

∂A
∂t  

再将恒等式멯×(멯×A)=멯멯·A-멯2A 代入上式,并整理得

멯2A-με
∂2A
∂t2

=-μJ+멯 멯·A+με
∂φ
∂t  

  根据亥姆霍兹定理,对于一个矢量场,必须知道它的旋度、散度及边界条件才能唯一确

定。对于不同场合可以选择不同的规范条件,为使上式简化可以选择洛伦兹规范(见附

录B),即

멯·A=-με
∂φ
∂t

(5-32)

因此,可得矢量磁位A 的波动方程为

멯2A-με
∂2A
∂t2

=-μJ (5-33)

上式为非齐次亥姆霍兹方程。

同理,将式(5-31)代入麦克斯韦第三方程멯·E=ρ
ε

得

멯2φ+
∂
∂t
(멯·A)=-ρ

ε
将式(5-32)洛伦兹规范代入上式得

멯2φ-με
∂2φ
∂t2

=-ρ
ε

(5-34)

上式就是标量电位φ
 

的波动方程,为非齐次亥姆霍兹方程。
式(5-33)、式(5-34)就是在洛伦兹规范条件下描述矢量位磁A 和标量电位φ

 

的微分方
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程,称为达朗贝尔方程。
对于时谐场,达朗贝尔方程可以表示为

멯2A+k2A=-μJ
 

멯2φ+k2φ=-ρ
ε

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 (5-35)

其中,k2=ω2με。
在时谐场条件下,式(5-32)为

멯·A=-jωμεφ (5-36)
所以

φ= -멯·A
jωμε

将上式代入式(5-31)得

E=
멯멯·A
jωμε

-jωA

  因此,只要求出了位函数A 或者φ,电场E 和磁场H 可以方便地得到。
例题5-11 已知时变电磁场中矢量磁位为A=exAmsin(ωt-kz),

 

其中Am 为幅度、k
是常数,求电场强度、磁场强度和坡印亭矢量。

 

解 B=멯×A=ey
∂Ax

∂z =-eykAmcos(ωt-kz)

H =-ey
k
μ
Amcos(ωt-kz)

因为

με
∂φ
∂t=-멯·A=0

所以,φ=C(常数)。如果假设过去某一时刻,场还没有建立,则C=0。
 

故有

E=-멯φ-
∂A
∂t=-exωAmcos(ωt-kz)

坡印亭矢量的瞬时值为

S(t)=E(t)×H(t)

=[-exωAmcos(ωt-kz)]× -ey
k
μ
Amcos(ωt-kz)􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

=ez
ωk
μ

A2
mcos(ωt-kz)

习题

5-1 试根据麦克斯韦方程导出电流连续性方程멯·J=-
∂ρ
∂t
。

5-2 试根据麦克斯韦方程导出静电场中点电荷的电场强度公式和泊松方程。
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5-3 已知在空气中电场强度E=ey0.1sin(10πx)cos(6π×109t-kz),求磁场强度H 和常

数k。

5-4 一个长为l的圆柱形电容器,其内外导体半径分别为a、b,极板间理想介质的介电常

数为ε。当外加电压为U=Umsinωt 时,求介质中的位移电流密度及穿过半径为

r(a<r<b)的圆柱面的位移电流。证明该位移电流等于电容器引线中的传导电流。

5-5 设在有耗色散媒质中的物质本构方程为D(ω)=ε(ω)E(ω),J(ω)=σ(ω)E(ω);
 

根据

电荷守恒定律,试证明在时谐场的情况下有ε(ω)=1-j
σ(ω)
ε0ω

。

5-6 已知在金属铜中某处的电场强度为E=ezEmcos(2π×1010t),设媒质电磁参数为εr=1,

σ=5.8×107
 

S/m。试计算该点处的传导电流密度幅度与位移电流密度幅度之比;
 

如

果将铜换成淡水(εr=81,
 

σ=4
 

S/m),重新计算传导电流密度幅度与位移电流密度幅

度之比。

5-7 在线性、均匀、各向同性的导电媒质中,证明:
 

멯2H-με
∂2H
∂t2
-μσ

∂H
∂t=0

。

5-8 设在法线方向为en=excosα+eysinα(α 为法线与x 轴的夹角),介质参数为ε1,μ1 和

ε2,μ2 的两种理想介质的分界面上:
 

E1=Ex1ex+Ey1ey+Ez1ez,求E2。

5-9 在法线方向为ez 的理想导体表面上,电流密度为Js=exJx0sinωt-eyJy0cosωt,求导

体表面的切向磁场。

5-10 在真空中,已知电场强度的复数形式为E=(Ex0ex+jEy0ey)ejkz,分别求出磁场强度

和电场强度的瞬时表达式、能量密度及能量流密度的平均值。

5-11 半径为a 的导线通以直流电流I,导线单位长度的电阻为R。试应用坡印亭矢量计

算该导线单位长度的损耗功率。

5-12 已知无源(ρ=0,
 

J=0)自由空间(μr=εr=1,
 

σ=0)中的电场为

E=eyE0sin(ωt-kz)
(1)

 

试证明ω/k等于光速c;
 

(2)
 

求磁场强度;
 

(3)
 

求平均功率密度。

5-13 半径为a 的圆形平行板电容器,电极距离为d,其间填充电导率为σ的非理想均匀电

介质,极板间的电压为U0,略去边缘效应。
(1)

 

计算极板间的电磁场及能流密度;
 

(2)
 

证明用坡印亭矢量和用电路理论计算出的损耗功率相同。

5-14 证明无源自由空间中仅随时间变化的场B=B0sinωt不满足麦克斯韦方程。若将t
换成(t-y/c),则它可以满足麦克斯韦方程。其中,c为光速。

5-15 已知空气中某一区域的电场为E=ey10sin(πx)cos(3π×108t-πz)V/m。
(1)

 

求复坡印亭矢量及有功功率密度;
 

(2)
 

计算平均电能密度和平均磁能密度。

5-16 已知真空中正弦电磁场的磁场复矢量是H=eϕHm
sinθ
r e-jkr,式中Hm、k 均为实常

数。试求坡印亭矢量的瞬时值和平均值。
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5-17 位 于原点的天线所辐射的电磁场在球坐 标 系 中 表 示 为 E=eθ
120π
r sinθe-jkr,

H=eϕ
sinθ
r e-jkr。求空间任一点的坡印亭矢量的瞬时值和穿过半球面(r=1

 

km,
 

0≤θ≤π/2)的平均功率。

5-18 假设与yOz平面平行的相距为d 的两无限大理想导体板之间的电场复数形式为

E=exEme-jkz。
(1)

 

求磁场强度;
 

(2)
 

求导体板上的分布电荷及分布电流的瞬时值。

5-19 已知在无限长理想导体板所围成的区域内(0≤x≤a,0≤y≤b)电场复数形式为E=

eyEme-jπ
/2sin

mπx
a e-jβz。

(1)
 

求磁场强度复数形式;
 

(2)
 

坡印亭矢量的瞬时值和平均值;
 

(3)
 

穿过任一横截面的平均功率。

5-20 已知σ=0的均匀媒质中的矢量磁位为A=ezcoskxcosωt,试求:
 

(1)
 

标量电位;
 

(2)
 

电场强度;
 

(3)
 

磁场强度。

5-21 已知球坐标系中任意点时谐场的矢量磁位为A=(ercosθ-eθsinθ)
A0

re
-jkr,其中A0

为常数。试求电场强度和磁场强度。

5-22 真空中有一点电荷q以速度v(v<c)沿z轴匀速运动。试证明它产生的电磁场满足

麦克斯韦方程组。


