
第第第第第第第第第第第第第第第第第第555555555555555555章章章章章章章章章章章章章章章章章章                  整整整整整整整整整整整整整整整整整整 数数数数数数数数数数数数数数数数数数 规规规规规规规规规规规规规规规规规规 划划划划划划划划划划划划划划划划划划

本章内容要点

• 整数规划相关概念;

• 整数规划问题的一般特点;

• 分支定界法求解过程;

• 割平面法求解过程;

•0-1规划的求解方法;

• 指派问题法求解过程。
本章核心概念

• 整数规划(integerprogramming);

• 分支定界方法(branchandboundalgorithmmethod);

• 割平面方法(cuttingplanemethod);

• 匈牙利方法(Hungarianmethod);

•0-1规划(0-1programming);

• 指派问题(assignmentproblem)。

■ 案例

经济管理当中经常存在人员指派问题,企业中有4个人可以胜任4项不同工作的任意

一项,但是完成工作的效率有所不同,如表5-1所示。

表5-1 案例工作时间表

任  务 甲 乙 丙 丁

A 10 12 13 15
B 15 10 15 22
C 15 15 14 17
D 20 15 13 16

  为了使得企业获得最好的经济效益,应该如何指派这4个人完成4项不同工作?

用单纯形法求解线性规划问题,其最优解往往是分数或小数。但对于某些实际问题,常要

求全部或部分变量的最优解必须是整数。例如,所求的解是人数,机器台数或工厂个数等;又
如决策某个方案的取与舍,电路的连通与切断,逻辑运算中涉及的是与非等;再如某种机器有

限种运行方式的选择,人员配备的若干组合方案的选取等。这些涉及用整数值来作为取值范

围,由于它们的求解过程中的特殊性而构成数学规划的一个分支,称之为整数规划。
在一个线性规划问题中,若要求全部变量取整数值,称为纯整数规划问题。若要求部分

变量取整数值,称为混合整数规划问题。有一类整数规划问题,其决策变量只取0或1值,
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由于计算上的特殊性,称之为0-1规划。
整数规划具有广泛的应用领域,如管理决策、人员组织、生产调度、区域布局、资本预算、

资源规划等。在工程和科学计算方面,计算机设计、系统可靠性、编码系统设计等也都提出

不少整数规划的问题。
本章介绍整数规划建模中常使用的一些处理方法及最基本的整数规划解法。在最后一

节,将介绍一个特殊的整数规划问题———指派问题的解法。

5.1 整数规划问题的提出

5.1.1 问题特征

  整数规划问题的一个明显特征是它的变量是离散的,因而在经典连续数学中的理论和

基本方法一般无法直接用于求解整数规划问题。
求解整数规划问题,初看起来好像很简单,比如把带有分数或小数的解进行“收尾”或

“去尾”处理就可以了。事实上,这样处理有时行得通,有时却行不通。例如,某公司根据市

场需要,用线性规划的方法得到一个方案是增加甲产品的工厂3.7个,乙产品的工厂1.5个。
如果用凑整方法求其解,则有4个近似方案:(4,1)、(4,2)、(3,1)、(3,2),显然,这4个方案

之间差别很大。对原线性规划问题来说,它们有的是可行解,有的则不是可行解;或虽是可

行解,但不一定是最优解。因此,对求最优整数解的问题,有必要另行研究。

5.1.2 整数规划建模中常用的处理方法

对于整数规划问题,除考虑到它的某些或全部决策变量有整数限制外,没有特殊的建模

难点。比较特殊的是0-1变量的使用,它可以把一些不易用数学公式表示的条件,处理成易

于表达的数学式。下面介绍一个关于投资问题的数学规划背景及几个0-1变量设置问题。

1.资本预算问题

决策者要对若干潜在的投资方案作出选择,决定是取还是舍。
设共有n 个投资方案,cj(j=1,2,…,n)为第j个投资方案的投资收益,整个投资过程

共分为m 个阶段,bi 为第i阶段的投资总量,aij为第i阶段第j项投资方案所需要的资金。
目标是在各阶段资金限制下使整个投资的总收益最大。

这类问题是典型的决策问题。设决策变量xj 为对第j个方案的取(xj=1)或舍(xj=
0),可得到下列整数规划问题(0-1规划)。

maxS=∑
n

j=1
cjxj

∑
n

j=1
aijxj ≤bi,i=1,2,…,m

xj =0或1, j=1,2,…,n

ì

î

í

ï
ï

ïï

(5-1)
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  式(5-1)的约束∑
n

j=1
aijxj ≤bi(i=1,2,…,m)反映了第i个时期资金增长量的平衡。

这里aij代表第i时期内第j项投资的净资金流量:

①aij>0,表示需附加资金;

②aij<0,表示该项投资在第i时期内产生资金。
右端项bi 表示第i时期外源资金流量的增长量:

①bi>0,表示有附加资金的数量;

②bi<0,表示要抽回资金的数量。

2.指示变量

指示变量常用于指示不同情况的出现。例如,某产品生产涉及两类成本:一类为产品

的边际成本费用c1,即再生产一个单位的产品需有c1 费用的投入;另一类为固定成本费用

c2,如装配线的固定投资等,它与生产产品的数量无关,只要生产就必须全数投入。设x 为

产品数量,c为总成本费用,于是成本费用如下:
当x=0时,c=0;
当x>0时,c=c1x+c2。
显然,变成了一个非线性的分段函数,为了便于计算,可以引入指标变量y,即

y=
0, x>0
1, x=0{

于是得到线形函数c=c1x+c2y。
例5.1 仓库位置问题:有m 个仓库,经营者需要决定动用哪些仓库才能满足n 个客

户的需求,还要进一步决定从各仓库分别向不同客户运送货物的数量,使总的费用最少。
设fi 表示动用仓库i的固定运营费,cij表示从仓库i到客户j运送单位货物量的费用

(i=1,2,…,m;j=1,2,…,n)。设置变量xij为从仓库i向客户j 运送货物的数量,指示

变量

yi=
1, 表示动用仓库i
0, 表示不动用仓库i{

  规定约束条件:
(1)每个客户对货物的需求量dj,必须从各动用仓库中得到满足。
(2)不动用的仓库不能对任何客户供货。
这里,第(2)个约束的处理可用下面的不等式:

∑
n

j=1
xij ≤yiMi

其中,Mi 为可能从仓库i中取出货物的上限数,一个较简单的取法为

Mi=∑
n

j=1
dj, i=1,2,…,m

  可以看出,当yi=0时,即不动用仓库i,xij≤0,j=1,2,…,n,又由于xij≥0,故这时从

第i个仓库到第j个客户的运量必有xij=0;当yi=1时,即动用仓库i,运量不会在这里受
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到限制。
根据上述分析,容易得到下列数学模型:

min∑
m

i=1
∑
n

j=1
cijxij +∑

m

i=1
fiyi

∑
m

i=1
xij =dj, j=1,2,…,n

∑
n

j=1
xij -yi∑

n

j=1
dj ≤0,i=1,2,…,m

xij ≥0, i=1,2,…,m,j=1,2,…,n
yi=0或1, i=1,2,…,m

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

3.线性规划模型的附加条件

在许多实际问题中,线性规划模型中的约束条件允许一定范围的放宽或对个别因素有

进一步限制时,常可通过引入0-1变量来处理。下面分3种情况介绍建模思路。
(1)不同时成立的约束条件。设某个模型问题中的约束条件不必同时成立,有m 个线

性不等式约束:

∑
n

j=1
aijxj ≤bi, i=1,2,…,m (5-2)

对每个约束进入一个指示变量yi,并得到每个约束左端的一个上界 Mi(i=1,2,…,n),建
立下列不等式:

∑
n

j=1
aijxj +Miyi ≤bi+Mi, i=1,2,…,m (5-3)

显然,当yi=1时,式(5-2)与式(5-3)等价;当yi=0时,式(5-3)是恒成立,相当于除去了这

个限制。
在实际问题中,如果至少有k个约束成立时,只需附加下列约束:

∑
m

i=1
yi ≥k

  (2)最优解中非零分量个数的限制。在许多实际问题中,对最优解中的非零分量个数

有所限制。类似上述分析可对每个决策变量xi 找到其上界Mi,并引入指示变量yi。附加

式(5-4)为
xi-Miyi ≤0, i=1,2,…,n (5-4)

∑
m

i=1
yi ≤k (5-5)

可以看出,式(5-4)等价于

xi >0⇔yi=1
xi=0⇔yi=0

式(5-5)说明,非零分量至多有k个。
(3)离散的资源变化。实际问题中常出现下列情况:不等式约束:
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∑
n

j=1
ajxj ≤bi, i=1,2,…,k (5-6)

表示右端的值可以有k个等级的违背,而b0<b1<b2<…<bk,这里b0 为最低的限制,在这

个限制下,无须付出代价;其余的限制bi(i=1,2,…,k)各需相应付出代价ci(i=1,2,…,

k),自然有c1<c2<…<ck。
在这种情况下,可以引入0-1变量yi 来把上述情况模型化:用式(5-7)和式(5-8)取代

式(5-6),得

∑
n

j=1
ajxj -∑

k

i=0
biyi ≤0 (5-7)

∑
k

i=1
yi=1 (5-8)

在目标函数上需增加一项(求min函数时)

∑
k

i=1
ciyi (5-9)

由此不难看出,式(5-7)以及式(5-8)决定了式(5-6)中的一个式子成立,而式(5-9)表明把

相应的代价加到目标函数中。注意,式(5-9)应在目标函数求最小时使用。请读者思考为

什么? 在求目标函数最大时该如何处理?

思 考 题

(1)整数规划问题有什么特点?
(2)引入指标变量在现行规划建模中有什么作用?

5.2 分支定界法

本章主要讨论线性整数规划问题,设整数规划问题为

maxS=CX
AX ≤b (或Ax=b)

x≥0, xi(i=1,2,…,n)为整数{
  前文叙述了整数规划问题的特征,于是在求解问题上就自然形成了两个基本的途径:
一个是先忽略整数要求,按连续情况求解,然后对解进行整数处理。虽然该方法存在不足,
但由于缺乏更好的方法,所以仍是一种可参考的思路;另一个是基于如下考虑:离散情况下

的解大多是有限的,因此找出所有的解,再进行比较,这种想法也是自然的,称为穷举法或枚

举法。
枚举法在实际中常常是行不通的,因为这个有限的数量往往大得惊人,在允许的时

限内,无法求得它们的全部解,更不要说比较了。例如0-1规划中的背包问题,设有60
个变量,其可能的解有260=1.6529×1018个,如果用计算机每秒处理1亿个数据,需要

360多年。
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分支定界法是在20世纪60年代初提出来的,可用于求解纯整数型或混合型的整数规

划问题。由于该方法便于用计算机求解,它是目前解整数规划问题的重要方法。下面说明

分支定界法的基本思路和步骤。

设有整数规划问题(Ⅰ)为

(Ⅰ)

maxS=∑
n

j=1
cjxj

∑
n

j=1
aijxj =bi, i=1,2,…,m

xj ≥0且xj 是整数

ì

î

í
ïï

ïï

与它对应的线性规划问题(Ⅱ)(又称为松弛问题)为

(Ⅱ)

maxS=∑
n

j=1
cjxj

∑
n

j=1
aijxj =bi, i=1,2,…,m

xj ≥0且xj 无整数限制

ì

î

í
ïï

ïï

显然,问题(Ⅰ)的可行解集是问题(Ⅱ)的可行解集的子集。因而,问题(Ⅰ)的最优值≤问题

(Ⅱ)的最优值。

第1步,对线性规划问题(Ⅱ)求解,其结果有下列3种情形:

(1)问题(Ⅱ)无可行解,这时问题(Ⅰ)也无可行解,停止计算;

(2)问题(Ⅱ)有整数最优解,且符合问题(Ⅰ)的整数条件,这时问题(Ⅱ)的最优解就是

问题(Ⅰ)的最优解,停止计算;

(3)问题(Ⅱ)有最优解,而其解不全为整数。这时问题(Ⅱ)的最优解不是问题(Ⅰ)的

可行解。但是,问题(Ⅱ)的目标函数最优值(设为S),是问题(Ⅰ)的最优目标函数值S*的

上界(求最小值时,为其下界)。

第2步,分支与定界。

设线性规划问题(Ⅱ)的最优解为

X* =(x*
1 ,x*

2 ,…,x*
n )T

其中,x*
j (j=1,2,…,n)不是整数,则必有

[x*
j ]<x*

j < [x*
j ]+1

其中,[x*
j ]表示小于x*

j 的最大整数。由此构造两个约束条件:

xj ≤ [x*
j ] 和  xj ≥ [x*

j ]+1
将其分别加入问题(Ⅱ),从而得到问题(Ⅱ)的两支子线性规划问题(Ⅲ)和(Ⅳ),即

·401·



  (Ⅲ)maxS=∑
n

j=1
cjxj        (Ⅳ)maxS=∑

n

j=1
cjxj

∑
n

j=1
aijxj =bi

xj ≤ [x*
j ]

xj ≥0

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

∑
n

j=1
aijxj =bi

xj ≥ [x*
j ]+1

xj ≥0

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

对问题(Ⅲ)和问题(Ⅳ)求解。如果子问题有最优解,但其解不全为整数,则选取最优目

标函数值的最大者(若目标函数求最小时,选最小者)作为新的上界;如果子问题中有最优整

数解,且其目标函数值小于新的上界,则其值可作为新的下界,(原问题(Ⅰ)的下界可看作

0)记作S。
第3步,剪枝。在继续分支的过程中,各分支的最优目标函数值如果有小于S,则称这

个分支已被“查清”,将该分支剪掉,不再计算。因为再算下去不会得到更好的目标函数值。
若有目标函数值大于下界S,且不符合整数条件,则重复第2步,直到找到S*。
例5.2 求解问题(Ⅰ):
(Ⅰ)maxS=5x1+8x2 (Ⅱ)maxS=5x1+8x2

x1+x2≤6
5x1+9x2≤45
x1,x2≥0且为整数

ì

î

í

ï
ï

ïï

x1+x2≤6
5x1+9x2≤45
x1,x2≥0

ì

î

í

ï
ï

ïï

图5-1 Ⅱ可行域

解

(1)设问题(Ⅰ)的松弛问题为问题(Ⅱ),不受整数约束,
利用单纯形法求解问题(Ⅱ),得最优解为

x1=2.25, x2=3.75 且S0=41.25
其可行解域如图5-1所示。显然原问题(Ⅰ)的可行域是

问题(Ⅱ)的可行域的一个子集,整数最优解应出现在可行域

的整数点上,S0=41.25为其上界。
(2)分支与定界。因x1、x2 都是小数,可任选一个进行

分支。今选x2=3.75,对问题(Ⅱ)增加约束条件:

x2 ≤ [3.75]=3 和  x2 ≥ [3.75]+1=4
则问题(Ⅱ)分解为两个子问题(Ⅲ)和问题(Ⅳ)(即两支)。

(Ⅲ)maxS=5x1+8x2 (Ⅳ)maxS=5x1+8x2

x1+x2≤6
5x1+9x2≤45
x2≤3
x1,x2≥0

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

x1+x2≤6
5x1+9x2≤45
x2≥4
x1,x2≥0

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

求解线性规划问题(Ⅲ)和问题(Ⅳ),得到如下最优解:
问题(Ⅲ) x1=3,x2=3且S1=39
问题(Ⅳ) x1=1.8,x2=4且S2=41
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图5-2 Ⅲ和Ⅳ可行域

问题(Ⅲ)都是整数解,该问题已经查清。然而问题(Ⅲ)虽都

是整数解,但S1<S2。这里S1=39可作为新的下界,S2=41
可作为新的上界。

值得指出的是,增加了约束条件x2≤3和x2≥4之后,虽
然缩小了可行解的范围,但原问题(Ⅰ)的整数可行解没有变,
这是因为在3<x2<4内没有整数解,如图5-2所示。

(3)重复步骤(2),继续对问题(Ⅳ)进行分解。因为在问

题(Ⅳ)中x1=1.8,对问题(Ⅳ)增加约束条件:

x1 ≤ [1.8]=1 和  x1 ≥ [1.8]+1=2
  将问题(Ⅳ)再分解为两个子问题(Ⅴ)和问题(Ⅵ):

(Ⅴ)maxS=5x1+8x2 (Ⅵ)maxS=5x1+8x2

x1+x2≤6
5x1+9x2≤45
x2≥4
x1≤1
x1,x2≥0

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

x1+x2≤6
5x1+9x2≤45
x2≥4
x1≥2
x1,x2≥0

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

求解问题(Ⅴ)和问题(Ⅵ),得问题(Ⅴ)的最优解为

x1=1,x2=4
4
9 

且  S3=40
5
9

问题(Ⅵ)无可行解,这个子问题也已查清。

因为在问题(Ⅴ)中有x2=4
4
9
,且S1<S3<S2,则作为新的上界。继续对问题(Ⅴ)进

行分解,对问题(Ⅴ)增加约束条件:

x2 ≤4 和  x2 ≥5
则问题(Ⅴ)又分解为两个子问题(Ⅶ)和问题(Ⅷ):

(Ⅶ)maxS=5x1+8x2 (Ⅷ)maxS=5x1+8x2

x1+x2≤6
5x1+9x2≤45
x2≥4
x1≤1
x2≤4
x1,x2≥0

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

x1+x2≤6
5x1+9x2≤45
x2≥4
x1≤1
x2≥5
x1,x2≥0

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

求解线性规划问题(Ⅶ)和问题(Ⅷ),得到如下最优解:
问题(Ⅶ) x1=1,x2=4且S5=37;
问题(Ⅷ) x1=0,x2=5且S6=40。
问题(Ⅶ)和问题(Ⅷ)都是整数解,均属查清。但S5<S1(下界),故将该枝剪去;又S1

<S6<S3(上界),所以S6 为原问题(Ⅰ)的最优值,它对应的解为其最优解。计算终止。
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  综上所述,求解的全过程可用如图5-3所示的树状图表示。图中的B0 从问题(Ⅱ)开
始,依次编号。

图5-3 求解树状结构图

思 考 题

(1)整数规划问题和对应的线性规划问题,两者的可行域有什么关系?
(2)简述分支定界方法求解的一般步骤。
(3)用图形的方式说明分支定界方法的求解思路。

5.3 割 平 面 法

割平面法是求解整数规划问题最早提出的一种方法。它的基本思想是,首先不考虑变

量是整数的条件,但增加特定的约束条件(称为割平面),使得在原凸可行域中切掉一部分,
被切割掉的这部分不包含任何的整数可行解。这样经过有限次的切割,最终可得到某个顶

点的坐标恰好是整数,并且是问题的最优解。
割平面算法的基本类型有纯整数型和混合型。本节仅讨论纯整数型的割平面算法,它

的基本要求是:每一个约束条件的所有系数及右端常数项都必须是整数。下面先讨论线性

规划问题存在整数解的必要条件。
设有整数规划问题为

(Ⅰ)

maxS=∑
n

j=1
cjxj

∑
n

j=1
aijxj =bi, i=1,2,…,m

xj ≥0且是整数{
与其对应的线性规划问题为
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(Ⅱ)

maxS=∑
n

j=1
cjxj

∑
n

j=1
aijxj =bi,(i=1,2,…,m)

xj ≥0{
  用单纯形法求得最终单纯形表如表5-2所示。

表5-2 线性规划最终单纯形表

x1 … xi … xm xm+1 … xn

S b00 0 … 0 … 0 b0m+1 … b0n
x1 b10 1 b1m+1 … b1n
︙ ︙ ⋱ ︙ ︙
xi bi0 1 bim+1 … bin

︙ ︙ ⋱ ︙ ︙
xm bm0 1 bm,m+1 … bmn

  为了表述方便,这里恰好用x1,x2,…,xm 作为基变量。
如果bi0(i=1,2,…,m)全是整数,显然它是原问题的最优解。
如果bi0(i=1,2,…,m)不全为整数,不妨设bi0不是整数,则它对应于单纯形表中第i

个方程

xi+ ∑
n

j=m+1
bijxj =bi0 (5-10)

称为割平面的来源行。
令

bij =[bij]+fij,bi0=[bi0]+fi0

其中,0≤fij<1, 0<fi0<1,于是式(5-10)可写成

xi+ ∑
n

j=m+1

[bij]xj + ∑
n

j=m+1
fijxj =[bi0]+fi0

即

xi+ ∑
n

j=m+1

[bij]xj -[bi0]=fi0- ∑
n

j=m+1
fijxj (5-11)

  为了使xi(i=1,2,…,m)是整数,上式右端必须是整式。又注意到fij≥0,xj≥0,
则有

fi0- ∑
n

j=m+1
fijxj ≤fi0 <1

为小于1且不大于0的整数,所以有

fi0- ∑
n

j=m+1
fijxj ≤0 (5-12)

  由上述分析可得如下重要结论:
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