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  机器学习作为人工智能的研究核心,通过模拟或实现人类的学习行为以获取新的知

识或技能,并且重新组织已有的知识结构来不断改善自身的性能。一般来说,机器学习

分为监督学习、半监督学习、无监督学习和强化学习等。本章介绍的线性回归是一种监

督学习方法,它是机器学习的基石,很多复杂的机器学习算法都一定程度构建在线性回

归基础上。
机器学习中的两个常见的问题:

 

回归任务和分类任务。那什么是回归任务和分类任

务? 在研究两个或两个以上变量之间的关系时,通常需要由一个或几个变量来预测另一

个变量。换句话说,对于一组数据和其标记值(x1,y1),(x2,y2),…,(xn,yn),需要使用

xi 对yi 进行预测。如果yi 是连续的,则称为回归;
 

如果yi 是离散的,则称为分类。简

单地说,在监督学习中(也就是有标签的数据中),标记值为连续值时是回归任务,标记值

为离散值时是分类任务。线性回归模型就是处理回归任务最基础的模型。
首先,本章结合实例从机器学习和统计学角度来介绍线性回归模型的建立方法;

 

其

次,具体介绍一元线性回归和多元线性回归的基本概念和一些回归模型参数的估计方

法;
 

最后,结合案例和习题加深对线性回归的理解。

3.1 线性回归模型建立

线性回归(linear
 

regression)的目的是建立尽可能准确预测实值输出标记的线性模

型。许多非线性模型也可以在线性模型的基础上通过引入层级结构或高维映射得到。
总的来说,线性回归虽然形式简单,但蕴含着机器学习的一些基本思想。

首先,用一个简单的例子来介绍线性回归模型。表3.1所示的数据为玩具厂某工人

制作玩偶的数量和成本之间的关系。仔细研究所记录的数据,似乎玩偶个数和成本是线

性关系。这也很符合我们的预期,为了更加直观地了解数据,验证猜测,将数据可视化,
即把上面的数据点表示在一个直角坐标系中,如图3.1所示。

表3.1 生产记录表

日  期 玩
 

偶
 

个
 

数 成  本 第 几 天

4月1日 10 7.7 1

4月2日 10 9.87 2

4月3日 11 10.87 3

4月4日 12 12.18 4

4月5日 13 11.43 5

4月6日 14 13.36 6

4月7日 15 15.15 7

4月8日 16 16.73 8

4月9日 17 17.4 9
… … … …
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图3.1 玩偶个数与生产成本图

由图3.1可以看出,生产成本和生产个数并不呈一条严格的直线,似乎是沿着某条

直线上下随机地波动。其实上面展示的这些数据,是按照下面的数学公式产生的

yi=xi+εi (3.1)

  •
 

xi 是某一天制作的玩偶个数,yi 是对应此天的生产成本。由图3.1可知,制作玩

偶的平均成本是1。

•
 

其中εi  是一个随机变量,它服从期望为0,方差为1的正态分布。它表示在生产

玩偶时,一些随机产生或随机节约的成本。比如对于制作失败的玩偶,εi 为正;
 

又如制作过程中刚好发现有可用的旧布料,此时εi 为负。

•
 

εi 所代表的随机成本和制作玩偶的个数是相互独立的。
为了分析数据之间的关联性、趋势和统计特征等,需要采用适当的方法或模型对特

定的数据进行分析。对于线性回归模型,一般可以从机器学习和统计学的两个角度进行

分析。

3.1.1 机器学习角度

1.确定场景类型

  (1)
 

在现有的数据集中,有玩偶的生产个数(记为xi)和生产成本(记为yi)。其中,i
表示第i天的数据,xi 表示第i天生产的玩偶数。我们的目的是通过生产个数的信息去

预测生产成本。
(2)

 

因为需要被预测的成本是一个数量。它是一个连续变化的量,而并非表示类别

的离散量,所以这是一个回归问题。
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2.
 

定义损失函数(loss
 

function)

(1)
 

搭建模型的目标是使得模型预测的生产成本和实际成本接近。
(2)

 

换用数学语言描述上述问题,已知实际成本为yi,假设模型预测的成本为y�i。
定义如式(3.2)所示的损失函数,表示预测值和真实值的差。

LL=∑
i
(yi-

 

y�i)2 (3.2)

而搭建模型的目标就是使损失函数达到最小值。
(3)

 

式(3.2)并不是一个处处可导的函数,数学上处理起来比较麻烦。因此,重新定

义一个数学上容易处理的损失函数,即真实值与预测值之间的欧几里得距离平方和,如
式(3.3)所示。

L=∑
i
(yi-

 

y�i)
2 (3.3)

下面模型参数的估计就依赖于此损失函数。

3.
 

提取特征

(1)
 

经过检查,提供的数据中没有记错或者特别异常的情况。换句话说,数据可以直

接使用。
(2)

 

在现有的数据中,只有一个表示个数的原始特征X={xi}。在这个变量上面的

加减乘除是有明确含义的。也就是说,变量本身的数学运算是有意义的,所以X 可以直

接在模型里面使用。
(3)

 

也可以对X 做某种数学变换,得到一个新的特征。比如,对它做平方运算得到

新的特征X2。这些新提取的特征也可以被应用到模型中。但对于此问题,我们先只用

原始特征建模。如果效果不好,则再考虑提取新的特征。

4.
 

确定模型形式并估计参数

(1)
 

根据分析,xi 和yi 之间是线性关系。因此,可以直接使用线性模型,不需要考

虑非线性问题到线性问题的转化。
(2)

 

模型的定义如式(3.4)所示,其中,a 表示生产一个玩偶的变动成本,b表示生产

的固定成本

y�i=axi+b (3.4)

  (3)
 

参数的估计值为使得损失函数达到最小值的情况,如式(3.5)所示。

(a�,b�)=argmina,b∑
i
(yi-axi-b)2 (3.5)

5.
 

评估模型效果

(1)
 

从预测的角度看,我们希望模型的预测成本越接近真实成本越好。所以,定义如

式(3.6)的线性模型均方差,均方差越小,模型效果越好。
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MSE=
1
n∑

n

i=1
(yi-

 

y�i)2=
1
nL (3.6)

  (2)
 

从解释数据的角度来看,我们希望模型能最大限度地解释成本变化的原因。换

句话说,未被模型解释的成本(yi-
 

y�i)占成本变化(yi-
1
n∑yi)的比例越小越好。

因此,定义模型的决定系数R2。决定系数越接近1,模型的效果越好。

y- =
1
n∑

n

i=1
yi

SStot=∑
i
(yi-

 

y-)2

SSres=∑
i
(yi-

 

y�i)2

R2=1-
SSres
SStot

(3.7)

3.1.2 统计学角度

1.
 

假设条件概率

  (1)
 

根据描述,数据集中有两个变量:
 

一个是自变量玩偶个数(记为xi);
 

另一个是

因变量生产成本(记为yi),其中,i表示第i天的数据,比如xi 表示第i天生产的玩偶

数。根据前面的分析,yi 和xi 两者之间似乎是线性关系,但又带着一些随机波动。因此

可以假设关系如下:
 

yi=axi+b+εi (3.8)

  (2)
 

在式(3.8)中,a 和b是模型的参数,分别表示生产一个玩偶的变动成本和固定

成本;
 

而εi 被称为噪声项,表示没被已有数据捕捉到的随机成本。它服从期望为0、方差

为σ2(σ2 也是模型的参数)的正态分布,记为εi~N(0,σ2)。这里假设{εi}之间相互独

立,而且{εi}和{xi}之间也是相互独立的,这两点假设非常重要。

(3)
 

从左到右看式(3.8),如果给定一组参数a,b以及噪声项的方差σ2。由于xi 表

示玩偶个数,是一个确定的量。那么yi 就与εi 一样是一个随机变量,服从期望为axi+

b,方差为σ2的正态分布,即yi~N(axi+b,σ
2)。换句话说,提供的数据yi 只是N(axi+

b,σ2)这个正态分布的一个观测值,而且{yi}之间也是互相独立的。
(4)

 

把上面的第(3)点翻译成数学语言就是:
 

yi 在已知a,b,xi,σ时的条件概率是

N(axi+b,σ
2),如式(3.9)所示。

P(yi|a,b,xi,σ
2)~N(axi+b,σ2) (3.9)

2.
 

估计参数

(1)
 

根据上面的分析,{yi}之间也是相互独立的。所以得到{yi}出现的联合概率如
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式(3.10)所示。此概率称为模型的似然函数(likelihood
 

function),通常也记为L。

P(Y|a,b,X,σ2)=∏P(yi|a,b,xi,σ
2) (3.10)

lnP(Y|a,b,X,σ2)=-0.5nln(2πσ2)-(1/2σ2)∑
i
(yi-axi-b)2 (3.11)

  (2)
 

对于不同的模型参数,{yi}出现的概率(即参数的似然函数)并不相同。这个

概率当然是越大越好,所以使这个概率最大的参数将是参数估计的最佳选择。此方法

也称为极大似然估计法(Maximum
 

Likelihood
 

Estimation,MLE)。根据式(3.10),参数

(a,b)的估计值(a�,b�)如下:

(a�,b�)=argmaxa,bP(Y|a,b,X,σ2)=argmina,b∑
i
(yi-axi-b)2 (3.12)

  (3)
 

同理,可以得到参数σ2 的估计值σ2�,如式(3.13)所示。

σ2� =argmaxa,bP(Y|a,b,X,σ2)=
∑
n

i=1
(yi-

 

y�i)

n

y�i=
 

a�xi+
 

b�












(3.13)

3.
 

推导参数的分布

(1)
 

其实上面得到的参数估计值(a�,b�,σ2�)都是随机变量。具体的推导过程有些烦

琐,限于篇幅,这里略去数学细节。仅以a� 为例,用一个不太严谨的数学推导来说明这个

问题。假设数据集里只有两对数据(xk,yk),(xl,yl),且xk ≠xl。这时可以通过解

式(3.13)中的方程组来得到表达式。式(3.13)的右半部分表示a� 是一个随机变量,而且

服从一个以参数真实值a 为期望的正态分布。由
yk=a�xk+b�

yl=a�xl+b� 可得

a�=
yk -yl

xk -xl
=
a(xk -xl)+εk -εl

xk -xl
=a+

εk -εl

xk -xl
(3.14)

  (2)
 

通过更加细致的数学运算可以得到

b� ~N(b,σ2/n)

a� ~N a,σ2/∑
i
(xi-x-)2  

σ2� ~χ2n-2
σ2

n

(3.15)

  (3)
 

既然参数估计值都是随机变量,那么我们更关心的是这些估计值所服从的概率

分布,而不仅仅是根据式(3.12)和式(3.13)得到的数值。因为这些数值只是对应分布的

一次观测值,它们并不总是等于真实参数,而是严重依赖于估计参数时所使用的数据。
比如针对提供的数据集,只使用前3天数据估计出来的参数和使用4~6天数据估计出

来的参数就不一样。
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(4)
 

由式(3.15)可得,参数估计值的方差随着数据量的增大而减少。换句话说,数据

量越大,模型估计的参数就越接近真实值。这也是大数据的价值之一:
 

数据量越大,模型

预测的效果就越好。

4.
 

假设检验与置信区间

(1)
 

参数的概率分布可以透露许多很有用的信息。比如在95%的情况下,参数a 的

真实值(生产一个玩偶的变动成本)会落在一个怎样的区间里? 我们称此为参数a 的

95%置信区间。类似地,也可以计算模型预测结果的置信区间,即对于被预测对象,真实

值的大致范围是怎样。这一点非常重要,因为模型几乎不可能准确地预测真实值。知道

真实值的概率分布情况,能使我们更有信心地使用模型结果。
(2)

 

又比如在1%犯错的概率下,我们能不能拒绝参数的真实值其实等于0这个假

设? 在学术上它被称为参数的99%显著性假设检验。对于这个假设检验,更通俗一点的

理解是:
 

参数b的真实值等于0的概率是否小于1%? 这可以帮助我们更好地理解数据

之间的关系,比如生产玩偶时,固定成本(参数b)是否真实存在? 或者模型估计的固定成

本b� 只是由于模型搭建得不准确而导致的“错误”结论?
上面由简单的例子入手,分别从机器学习和统计学两个角度分析数据之间的关联

性、趋势和统计特征等。下面具体介绍一元线性回归和多元线性回归的基本概念和最小

二乘法。

3.2 线性回归原理

线性回归通过对大量的观测数据进行处理,以得到比较符合事物内部规律的数学表

达式。也就是说,寻找到数据与数据之间的规律,对结果进行预测。一元线性回归是研

究由单个变量预测另一个与之有关的变量的回归分析。例如,如果已知广告费用和销售

额之间的关系,当知道广告水平时,通过回归分析,可以预测销售额。
定义数据集D={(xi,yi)}

m
i=1,其中xi∈R,yi∈R。对离散属性,若属性值间存在

“序”
 

(order)关系,可通过连续化将其转化为连续值,例如二值属性“身高”的取值“高”
“矮”可转化为{1,0},三值属性“高度”的取值“高”“中”“低”可转化为{1,0.5,0}。

线性回归试图学得

f(xi)=wxi+b, 使得f(xi)≃yi (3.16)
即通过衡量f(x)与y 之间的差别来确定w 和b。其中,均方误差是回归任务中最常用

的性能度量,因此可试图让均方误差最小化,即

(w*,b*)=argminw,b∑
m

i=1
(f(xi)-yi)

2

=argminw,b∑
m

i=1
(yi-wxi-b)2 (3.17)

  均方误差对应了常用的欧几里得距离或简称“欧氏距离”(Euclidean
 

distance)。
 

基于
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均方误差最小化来进行模型求解的方法称为“最小二乘法”(least
 

square
 

method)。在线

性回归中,最小二乘法就是试图找到一条直线,使所有样本到直线上的欧氏距离之和

最小。

求解w 和b使E(w,b)=∑
m

i=1
(yi-wxi-b)2最小化的过程,称为线性回归模型的最

小二乘法“参数估计”(parameter
 

estimation)。可将E(w,b)分别对w 和b求导,得到

∂E(w,b)

∂w =2w∑
m

i=1
x2i -∑

m

i=1
(yi-b)xi  (3.18)

∂E(w,b)

∂b =2mb-∑
m

i=1
(yi-wxi)  (3.19)

然后令式(3.18)和式(3.19)为零,可得到w 和b最优解的闭式(closed-form)解

w=
∑
m

i=1
yi(xi-x-)

∑
m

i=1
x2i -

1
m ∑

m

i=1
xi  2

=
∑
m

i=1
xiyi-my-

∑
m

i=1
x2i -mx-2

(3.20)
 

b=
1
m∑

m

i=1
(yi-wxi)=

 

y- -wx- (3.21)

其中,x- =
1
m∑

m

i=1
xi 为x 的均值,y- =

1
m∑

m

i=1
yi 为y 的均值。

如果由两个或两个以上变量预测另一个与之有关的变量,则称为多元线性回归。此

时,定义数据集D={(xi,yi)}
m
i=1,其中,xi=(xi1,xi2,…,xid),yi∈R,即样本由d 个

属性描述。此时我们试图学得

f(xi)=wTxi+b, 使得f(xi)≈yi (3.22)

  类似地,可利用最小二乘法来对w 和b 进行估计。为便于讨论,把w 和b 吸收入向

量形式w�=(w;b),相应地,把数据集D 表示为一个m×(d+1)大小的矩阵X,其中每行

对应于一个示例,该行前d 个元素对应于示例的d 个属性值,最后一个元素恒置为1,即

X=

x11 x12 … x1d 1

x21 x11 … x21 1

︙ ︙ ⋱ ︙ ︙

xm1 xm1 … xm1 1























=

xT1 1

xT2 1
︙ ︙

xTm 1























(3.23)

再把标记也写成向量形式y=(y1,y2,…,ym),则类似于式(3.17),有

w� * =argmin
w�(y-Xw�)T(y-Xw�) (3.24)

令E
w�=(y-Xw�)

T(y-Xw�),对w� 求导可得

∂E
w�

∂w� =2XT(Xw�-y) (3.25)

令上式为零可得w� 最优解的闭式解,但由于涉及矩阵逆的计算,比单变量情形要复杂一
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些。下面做一个简单的讨论。
当XTX 为满秩矩阵(full-rank

 

matrix)或正定矩阵(positive
 

definite
 

matrix)时,令
式(3.25)为零,可得

w� * =(XTX)-1XTy (3.26)
其中(XTX)-1 是矩阵(XTX)的逆矩阵。令x�i=(xi,1),则最终学得的多元线性回归模

型为

f(x�i)=
 

x�Ti(XTX)-1XTy (3.27)

现实任务中,如果XTX 不是满秩矩阵,常见的做法是引入正则化(regularization)项。
以上就是最小二乘法的数学原理,“二乘”表示取平方,“最小”表示损失函数最小。

可以看出,有了损失函数,机器学习的过程被转化成对损失函数求最优解过程,即求一个

最优化问题。
例3.1 高三·一班学生每周用于数学学习的时间x(单位:

 

小时)与数学成绩y(单
位:

 

分)之间有如表3.2所示的对应关系。

表3.2 学习时间与学习成绩关系表

学习时间x 24 15 23 19 16 11 20 16 17 13
学习成绩y 92 79 97 89 64 47 83 68 71 59

如果y 与x 之间具有线性相关关系,求回归线性方程。
解:

 

从表3.2中可以看出:
 

同样是每周用16小时学数学,一位同学的成绩是64分,
另一位却是68分,这反映了y 和x 只有相关关系,没有函数关系。列出表3.3。

表3.3 学习时间与学习成绩关系表

i
 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
xi

 24 15 23 19 16 11 20 16 17 13
yi

 92 79 97 89 64 47 83 68 71 59

经计算可得x- =
1
10∑

10

i=1
xi=17.4,y- =

1
10∑

10

i=1
yi=74.9,∑

10

i=1
x2i=3182,∑

10

i=1
y2i=58375,

∑
10

i=1
xiyi=13578。 设回归直线方程y�=wx+b,代入式(3.20)和式(3.21)可得

w=
∑
10

i=1
xiyi-10y-

∑
10

i=1
x2i -10x-2

=
545.4
154.4≈3.53

(3.28)

b=
 

y- -wx- =74.9-3.53×17.4≈13.5 (3.29)
因此所求的回归直线方程是y�=3.53x+13.5。

例3.2 某公司的企业管理费主要取决于两种重点产品的产量,其管理费用与产量

的关系表如表3.4所示,试估计企业管理费线性回归模型。
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表3.4 管理费用与产量关系表

年 份 企业管理费Y(千元) 甲产品产量X1(万吨) 甲产品产量X2(万吨)

1 3 3 5
2 1 1 4
3 8 5 6
4 3 2 4
5 5 4 6

解:
 

令Y=

3
1
8
3
5

























,X=

1 3 5
1 1 4
1 5 6
1 2 4
1 4 6

























求解可得

XTX=
5 15 25
15 55 81
25 81 129















 , X

TY=
20
76
109















 , (X

TX)-1=
26.7  4.5 -8.0
 4.5  1.0 -1.5
-8.0 -1.5  2.5

















结合式(3.26),可得

w� =
 

(XTX)-1XTY=
26.7  4.5 -8.0
 4.5  1.0 -1.5
-8.0 -1.5  2.5

















20
76
109















 =
 4
 2.5
-1.5

















因此,回归模型为y�=4+2.5x1-1.5x2。
线性回归是利用数理统计中回归分析,来确定两种或两种以上变量间相互依赖的定

量关系的一种统计分析方法。它是统计学中最基础的数学模型,但却蕴含着机器学习中

一些重要的基本思想。更为重要的是,线性模型的易解释性使得它在物理学、经济学、商
学等领域中占据了难以取代的地位。线性回归的一种最直观解法是最小二乘法,其损失

函数是误差的平方,具有最小值点,可以通过解矩阵方程求得这个最小值。简单来说,线
性回归就是选择一条线性函数来很好地拟合已知数据并预测未知数据。

线性回归的优点是:
 

建模速度快,不需要很复杂的计算,在数据量大的情况下依然运

行速度很快;
 

可以根据系数给出每个变量的理解和解释。建立出来的线性模型可以直观

地表达自变量和因变量之间的关系。缺点是不能很好地拟合非线性数据,因此在使用时

需要先判断变量之间是否是线性关系。因此,对于不能用线性回归很好进行拟合的数

据,可以使用机器学习的其他算法进行预测,后面将深入介绍这些内容。

习题

1.
 

统计学角度分析时,式(3.8)中随机误差项εi 的意义是什么?

2.
 

一台机器可以按不同的速度运转,且通常其生产的物件会有一定的次品比例。每
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小时生产次品物件的多少会随机器运转速度的变化而不同,实验结果如表3.5所示。

表3.5 机器运转速度与每小时生产次品数关系表

速度 8 12 14 16

每小时生产次品数 5 8 9 11

(1)
 

求机器速度影响每小时生产次品物件数的线性回归方程;
 

(2)
 

若实际生产中所允许的每小时最大次品数不超过10,那么,机器的速度不超过

多少转/秒?

3.
 

设有模型y=b0+b1x1+b2x2+u,试在下列条件下:
 

(1)
 

b1+b2=1;
(2)

 

b1=b2。
分别求出b1 和b2 的最小二乘估计量。
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