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3.1 概念与内涵

3.1.1 比特的定义

  比特是信息科学学科中基本而重要的概念,它既是信息的度量单位,也是信息的重要

表示形式,通常由“0”“1”两个符号组成。两个不同的事物可以通过“0”“1”这两个不同的

符号表示。当一个事物处于两个不同状态之一时,我们也可以将这两个状态映射为“0”

“1”不同比特。通过多个比特的组合,可以表示多个状态,简单地说n 个比特可以表示2n

个状态。由于状态越多,事物的不确定性越大,从度量的角度,描述处于某一特定状态需

要的比特数目也越多,因此比特可以作为度量来描述事物的不确定性。

电子工程学科以电子运动和电磁波及其与物质相互作用的理论为核心,研究信息的

产生、获取、存储、显示、处理、传输、利用及其相互关系的科学。现代电子工程学科仍然以

还原论为基本科学研究方法。还原论主张把高级运动形式还原为低级运动形式,将电子

信息系统视为更低级、更基本的现象的集合体或组成物。“0”“1”比特高度体现了这种哲

学观点,事物可以通过比特组合的序列来表示,运动可以通过比特代表的数量变化来刻

画,信息可以通过以比特为单位的熵来度量。现代信息系统以数字化为特征,建立在还原

论的方法上。例如,一个通信系统由信源编解码、信道编解码、调制解调器、射频与天线组

成,其中信道编解码模块又由若干功能电路组成,功能电路由门电路组成,门电路由

CMOS管组成。通俗一些,一个房间由门、窗、墙壁组成,窗户由窗框、中间的透明部分和

活动构件组成,活动构件由铰链、执手、滑轮等组成。这种分解的思维方式在现代电子工

程学科中取得了巨大的成功,其代表之一就是数字集成电路,上千万的门电路通过模块按

照不同的层次组合成为处理器、存储器、通信单元等,构成了电子产品的核心,完成了人机

界面、信息处理、无线通信等一系列现代信息核心技术,塑造了 Apple、Intel、Qualcomm
等产业巨人。

中国古代认为“无极生太极,太极生两仪,两仪生四象,四象生八卦,八卦演万物”,这
从另一个角度阐述比特的由来。大体的意思是“0生出1,1生出2,2生出4,4生出8,以
此类推到无穷”。虽然也是论述万物与比特的对应关系,但是与还原论微妙的区别在于东

方的哲学是从整体出发的,试图把握事物的整体。以德谟克利特的原子论为代表,还原论

的起源要追溯到西方古希腊哲学,还原论与整体论在历史上争论了很长时期,现在越来越

走向辩证统一。在生物等复杂系统面前,有些问题只能通过综合才能解决。如何从“0”
“1”比特回归到复杂系统与网络可能是未来一个值得思考的问题。
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图3.1.1 八卦图

3.1.2 比特的物理观

比特“0”“1”是客观存在的,还是人们的主观概念? 这是一个哲学争论,我们这里不做

讨论,也很难有结论。但是,比特这一概念的产生、应用和发展与我们客观物理世界有着

紧密的联系。从某种意义上讲,比特代表了现代科学对世界的认识理念与途径。在根本

问题上,物理学研究“世界是什么? 如何起源、变化与发展?”,哲学思考“物质和意识谁是

第一性,存在和思维有无同一性?”。物理和哲学的根本问题与比特都存在关联。
物理学一定是人类的物理学,研究的也是人类所在宇宙中的基本物理规律。作为高

等生物系统的人所在的宇宙,其基本物理规律和所在状态一定要满足人类存在的条件。
我们的太阳系处于一种相对平衡的状态,而地球本身作为一个开放的系统,一方面太阳为

其提供了大量的能量(约1017W),另一方面6000K高温的太阳辐射相对253K地球辐射

提供了负熵流(-1014W/K)。这些条件支撑了人体作为耗散结构的存在,地球在远离平

衡的非线性区形成了新的稳定的宏观有序结构。宏观的有序结构为比特概念的产生、应
用和发展奠定了基础。宏观上看,地球在太阳影响下处于远离平衡态的“动态平衡”,所谓

平衡态是指系统各处可测的宏观物理性质均匀(从而系统内部没有宏观不可逆过程)的状

态,由于地球摆脱了这种均匀的混沌状态,才会有“无极生太极,太极生两仪”,产生白天与

黑夜,春夏秋冬四季变化,“0”“1”比特所代表的“0”与“1”才有了区分的意义。
近代物理确认各种物质之间的基本的相互作用可归结为四种:

 

引力相互作用、电磁

相互作用、弱相互作用和强相互作用。基本相互作用决定物质的结构和变化过程。在强

力作用下,夸克合成了核子,核子构成了原子核。在电磁力作用下,原子核和电子形成了

原子,继而组成了分子,分子凝为各式各样的大块物质。这些物质在引力的作用下,形成

了现在的宇宙及其运动状态。这四种力的综合作用,又决定着世界将来的演化。万物由

有限的原子组成,无机物的分子量往往较小(水的分子量是18),蛋白质是高分子量的复

杂的有机物(分子量通常从五千到百万以上)。物质的有限组成,例如元素周期表,为万物
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的有限比特表示提供了物理基础。相互作用是有序的起因,热运动是无序的来源,相变是

有序和无序两种倾向相互竞争的结果。运动规律取决于有限的基本作用和热运动的统计

规律,因此以数量关系来描述运动和物质的状态成为可能。
物质、能量、信息共同构成现实世界的三大要素。没有物质,什么也不存在;

 

没有能

量,什么也不会发生;
 

没有信息,任何事物都没有意义。信息与物质、能量是密不可分的、
紧密相关的。没有物质和能量,就不存在事物及其运动,也就无从谈起运动状态和规律,
当然也就不会有运动状态和规律的表征的信息,这是信息对物质和能量的依赖性。但是,
具有知识秉性的信息,作为事物及其运动状态和规律的表征的信息,可以脱离原来的物

质、能量而相对独立地被人们摄取、传递、加工和处理。物质、能量与信息是一切客观事物

的三个基本方面。

3.1.3 比特的数学观

物理揭示自然界的奥秘,自然界乃至社会中物质及其运动规律的刻画离不开数学。
各种各样的物体及其状态在数学上往往通过集合进行描述,而物体及其状态间的运动与

变化则通过集合上的关系进行刻画。
所谓集合,是由一堆个体构成的整体。例如氢、氦、锂、铍、硼等组成的化学元素集合,

“1,2,3,4,…”等组成的自然数集合。集合是现代数学的基础。一方面,任何一门具体的

数学都必须明确自己的研究对象。这些研究对象,就构成了一个或若干个集合。几何研

究点、线、面等组成的集合,算术研究整数、分数等组成的集合,微积分研究实数、函数等组

成的集合。另一方面,数学归根结底研究数与形。数有复数、实数、有理数、整数、自然数。
复数可以等效为两个实数组成的数对,实数可以归结为有理数的分割,有理数又可以视为

两个整数之比,整数可以归结为自然数。显然,自然数可以通过“0~9”的有限符号串表

示,也可以通过“0”“1”的有限比特串表示。
由有限元素组成的是有限集,由无限元素组成的是无限集。对于有限集中的元素我

们很容易通过有限符号来一一表示,这些符号可以转换为由有限比特组成的字符串,理论

上,有限集中所有的元素都可以通过有限长度的比特串表示。对于无限集中的任意一个

元素,例如自然数中任意一个数,我们仍然可以通过约定规则将其通过有限长度的比特串

表示,但是每个元素对应的比特串长度不可能是固定的,无限集合中所有的元素无法通过

有限长度的比特串表示。实际上,集合也可以通过特性或符合条件来刻画。集合的枚举

和条件刻画方法相结合,我们就可以利用有限的比特串来描述集合及其元素。
集合上的关系刻画了元素个性和变化规律,集合X 与集合Y 上的二元关系R 相当

于X 与Y 笛卡儿积的子集,也就是说,关系本质上就是集合。因此,有限的比特串也可以

刻画集合上的关系。集合上的关系中有一类非常常用,就是函数,函数相当于输入值集合

与输出值集合上的对应关系,通常情况下一个输入值对应唯一输出值。当集合元素用比

特串来表示时,函数就可以看做是一串“0、1”到另一串“0、1”上的映射。由于“0、1”上的操

作可以逐步简化为“与、或、非”等基本逻辑操作,函数就可以通过逻辑来计算。
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更进一步,当函数以时间为输入值,以事物的状态为输出值时,就可以描述事物的运

动与变化。时间通常是连续的,事物的状态也会出现连续性,如何通过离散不连续的比特来

刻画连续的过程和状态,也是比特表示中的一个重要问题。它的解决可以通过电影来形象

描述。一部电影在人看来是一个连续的过程,但是实际上电影是由一幅幅离散的画面组

成,数字化电影中的画面又是由比特串描述的,通过高速放映还原了真实世界的写照。
在了解了比特在数学中的重要地位后,我们也应当看到比特的不足。数字计算机在

处理人脑常见的视听觉信息时有很大的局限性,语音识别、图形搜索都难以达到令人满意

的效果。人类的学习与智慧如何通过数字计算机实现成为前沿课题。

3.1.4 比特的电子工程观

在电子工程学科中,围绕电磁场与物质的相互作用,比特需要支撑两个核心问题:
 

一

个是电磁现象如何描述分析,另一个是电磁规律如何利用。麦克斯韦方程组建立了电磁

场理论。该方程组在常规的物质、介质中表现为线性规律,也就是输出的电磁场与输入的

电磁场呈比例,满足叠加性,即

f(A+B)=f(A)+f(B)
在此情况下,电磁现象具有良好的连续性,就是输入微小的误差只会引起输出微小的误

差。这种情况下电磁现象涉及的物理量就可以从连续量近似为离散量,映射到比特进行

研究。研究结果与真实物理现象的偏差是可以控制的。电磁现象可以用离散量来描述,
启发我们思考以下问题:

 

为什么现代电子系统都倾向用数字化方法来设计构建? 电磁现

象以外的社会、生物、物理研究为什么都选择数字系统作为处理平台? 比特流行的电子工

程基础是什么?
以比特为代表的数字电路精度和鲁棒性上有着模拟电路无法取得的优点。模拟电路

依靠电容、电阻、电感的数值来完成电路功能的核心指标,由于电容、电阻、电感数值往往

存在较大的偏差,例如集成电路中的电容有10%~20%的偏差,这些偏差很容易造成电

路核心指标的偏离,如振荡频率、基准电压、滤波带宽等。当多个电路模块组合时,模拟电

路相互耦合相互影响,电路中的噪声更加难以控制,因此大规模集成电路往往采用数字电

路形式。在物理极限方面,Shannon-von
 

Neumann-Landauer
 

(SNL)给出1比特数据吞吐

量对应的最小能量为

Ebit≥ESNL=kBTln2=0.017eV (T=300K)

  最小的开关尺寸为

xmin=
 
Δp=

 

2meEbit

=1.5nm

可以看出,比特对应的理论最小处理能量和开关尺寸都是非常小的,实际上现代集成电路

工艺在物理尺寸上已经进入nm范围了。比特及其对应的数字逻辑电路已经在电子工程

领域占据了重要地位,无线通信、雷达探测、无线电导航、信号处理、媒体处理、计算机等领

域都以比特为信息传输、处理、应用的核心载体。
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3.2 编码映射与布尔代数

3.2.1 编码

  编码从广义上讲是信息从一种形式或格式转换为另一种形式或格式的过程。狭义上

可以将编码理解为将图像、语音、信号转换为具有特定格式字符序列的过程。抽象上看编

码是各种集合的元素映射到字符串的过程。准确地说,有限集合X 上的串是由X 中的

元素组成的有限序列,其中,序列是一个定义域由连续整数集合组成的特殊函数。
最简单的编码形式是有限集合S(原始集合)到有限集合C(编码集合)的映射,例如

表3.2.1所示ASCII字符编码表,就是将我们计算机中常见字符进行编码,其中“空格”
对应的比特序列就是“0100000”,而字符“0”对应的比特序列就是“0110000”。反过来,在
计算机处理中“0100000”对应“空格”,而“0110000”对应字符“0”。

表3.2.1 ASCII编码表

比 特 串 字  符 比 特 串 字  符

010
 

0000 Space(空格) 011
 

0011 3

010
 

0001 ! … …

010
 

0010 " 100
 

0001 A

010
 

0011 # 100
 

0010 B
… … 100

 

0011 C

011
 

0000 0 100
 

0100 D

011
 

0001 1 … …

011
 

0010 2

再看一种编码,出版物对应的ISBN编码,目前的ISBN编码为13位,如图3.2.1所

示。包括五个部分,分别是:
 

第一组978或979;
 

第二组国家、语言或区位代码,例如中

国大陆为(978-)7;
 

第三组出版社代码,例如(978-7-)04为高等教育出版社;
 

第四组为

书序码,例如(978-7-04-)022559对应的书名为《信号与系统———MATLAB综合试验》;
 

第五组为校验码,只有一位,0~9,图3.2.1中为4。ISBN编码对全世界的正式出版物

进行了规范的唯一编码,这与书名有很大的不同。如果我们以书名《信号与系统》进行

搜索,则可以搜索出一系列的图书,如郑君里老师等编著的《信号与系统》(上册)(第2
版)(ISBN:

 

9787040079814),奥本海姆等编著的《信号与系统》(第2版)(英文影印版)
(ISBN:

 

9787121087486),奥本海姆等编著的《信号与系统》(第2版)(精编版)(ISBN:
 

9787560537726)等。
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图3.2.1 ISBN编码示意图

从这一编码中,我们可以看出编码的几个基本特性。

•
 

普适性:
 

由于比特串的长度可以伸缩,所有的有限集合都可以建立与比特串的对

应关系。也就是说,利用计算机可以表示、存储、处理世界上绝大多数的信息。同

时需要注意对于无限集合,例如一个实数,有限长度比特串无法与实数集建立一

一对应关系。

•
 

统一性:
 

编码是集合A 到集合B 的映射关系,通常是一一映射。集合A 中的元

素与集合B(比特串)一一对应,这种对应关系是编码最基本的要求。这种要求对

于元素少的集合通常容易满足,但是对于元素众多的集合存在难度。例如,人与

人名的映射,虽然每个人有唯一的姓名,但是一个姓名并不对应唯一一个人。身

份证理论上可以保证一一对应关系,但是在实际中仍然有重号现象,第二代身份

证通过全国联网解决重号现象。可以看出,不同时间不同地点的分布式编码涉及

相互协同分配问题具有挑战性。
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•
 

结构性:
 

单一比特只能代表两个元素,一般集合的元素个数都远大于2个,通常的

办法都是利用比特(字符)串来表示多个元素。对于比特串来说,通常编码时会赋

予不同位置比特不同的含义,如图3.2.1中的例子,不同的出版社有不同的代码

对应。从根本上讲,编码的结构性是为了从编码中反演出原始集合S 中元素的某

些性质。这些性质可以用于管理,例如,出版物编码的ISBN中的出版社码可以

用来管理不同出版社的出版物,便于查找对应的出版社,同时出版社无须协商即

可避免出版物的重复编码。

•
 

紧凑型:
 

编码中字符串的长度反映了编码的效率,理论上n 比特的字符串最多可

以表示2n 个不同的元素,这是一个简单的上限。但是,一方面,编码由于结构性

的要求,其表示的元素个数难以达到上限。例如,中国的身份证是18位,远远超

出我国很长一段时间的人口。另一方面,编码的效率与使用的频度是有关系的,
应用中往往希望使用频度高的编码长度短而频度低的编码长度长。例如,在英文

中常 用 的 单 词I,
 

get,
 

of等 往 往 较 短,而electromagnetic,
 

omnidirectional,
 

metal-oxide-semiconductor等专业词汇通常较长。

•
 

鲁棒性:
 

采用紧凑方式的编码虽然大大提高了表示的效率,消除了原始元素刻画

的冗余,但是在使用过程中个别的错误会造成巨大的差异。例如,我们写地址时

如果写错了个别笔画,通过人的理解往往可以校正这样的错误,但是如果邮政编

码出现错误,机器识别时就会差之毫厘谬以千里。因此,编码为了避免交流中的

差错有时会有意添加冗余进行错误的检验与纠正。前面图3.2.1中的ISBN码

的最后一位就是校验位,以发现ISBN传递过程中的错误。

3.2.2 逻辑的由来

编码解决了事物的表示问题,但是事物之间是有联系的,如何刻画事物之间的联系?
下面我们来看一个反映事物关系的故事。

故事1:
 

父亲(A)、母亲(B)和三个孩子(C,D,E)组成一个家庭,买了一台彩电。买

回来的第一个晚上,关于家中哪几个人看了电视的问题,有以下几种正确说法:
 

(1)
 

A 在看电视时,B 也在看;
 

(2)
 

D 和E 或者两人都在看,或者他们之中有一个人看了;
 

(3)
 

B 和C 有且只有一人看了;
 

(4)
 

C 和D 或者两人都看,或者两人都没看;
 

(5)
 

如果E 看了,那么A 和D 也看了。
试问,这个晚上到底哪些人看了电视?
从这样一个例子,我们可以看出,通过编码我们可以将父亲、母亲、三个孩子编码为集

合(A、B、C、D、E),而将是否看电视表示为(0,1)比特。但是,只有编码没有办法解决这

两个集合间的联系。
人们可以通过逻辑推理得到结果,知道父亲、母亲、三个孩子谁看了电视。那么能否
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用计算机来得到逻辑推理的结果? 换句话说,逻辑推理的本质是什么?
逻辑推理的本质是在处理集合元素间的关系。集合间最简单的关系是函数关系,最

简单的函数是将比特串代表的不同元素映射到“0”“1”比特。通俗地说,最简单的关系就

是集合元素有没有某一性质,“有”“无”构成了复杂关系的基础,解决了“有”“无”问题就可

以在此基础上构建更为复杂的关系结构。在逻辑上,也可以集合元素具有“真”“假”性质,
通常“真”对应于“1”,而“假”对应于“0”。

函数是自变量到因变量间的映射,我们将变量的取值限定到“0”“1”比特。最简单的

函数自变量、因变量都只有一个,我们可以写为:
 

x,y∈ {0,1}

y=f(x) (3.2.1)

  式(3.2.1)虽然是非常简单的形式,但是由于它对变量的取值有了严格的限制,就可

以用“逻辑”来演绎它的具体内涵,结果只可能有四种形式。我们可以表示如表3.2.2所

示。其中,形式A、D 与自变量x 无关,形式B 是简单的恒等,形式C 是一个有意义的函

数,我们可以从直觉逻辑上称形式C 为“非”(表示为􀱑)。

表3.2.2 单变量逻辑函数形式

x y(形式A) y(形式B) y(形式C) y(形式D)

0 0 0 1 1

1 0 1 0 1

当自变量增加到两个时,可以写为:
 

x1,x2,y∈ {0,1}

y=f(x1,x2) (3.2.2)

  式(3.2.2)也很简单,同样可以通过“逻辑”演绎出它的具体形式,如

表3.2.3 两个变量逻辑函数形式

x1x2 A B C D E F G H I J K L M N O P

00 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1

01 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1

10 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1

11 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1

由于可以用“非”的函数符合,自变量通过“不变”和“非”两种形式,相当于在表3.2.3
上做4种行置换,我们重新将表3.2.3通过自变量变换形式推导出来的因变量列放在一

起,重新排列如表3.2.4。形式A、P 与两个自变量无关;
 

形式D、M、F、K 只与一个自变

量有关;
 

形式B、C、E、I 在自变量“非”变换下等价,以B 为代表称为“与”(表示为∧);
 

形式G、J 等价,以G 为代表称为“异或”(表示为􀱇);
 

形式 H、L、N、O 等价,以 H 为代

表称为“或”(表示为∨)。
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表3.2.4 两个变量逻辑函数重排形式

x1x2 A B C E I D M F K G J H L N O P

00 0 0 0 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 1 1 1
01 0 0 0 1 0 0 1 1 0 1 0 1 0 1 1 1
10 0 0 1 0 0 1 0 0 1 1 0 1 1 0 1 1
11 0 1 0 0 0 1 0 1 0 0 1 1 1 1 0 1

什么是逻辑? 简单地说,逻辑就是比特函数。前面提到的“非、与、或”等就是人们逻

辑思维中常用的词汇。还有一种推理方式为“如果x1,则x2”,在逻辑中称为“x1 蕴含

x2”
 

(表示为x1→x2),“x1 蕴含x2”相当于什么函数呢? 实际上,它相当于表3.2.4中的

形式N,是“或”的等价类,具体可以表示为“(􀱑x1)∨x2”。

3.2.3 布尔代数

在比特及其函数的基础上,为了更全面系统地研究类似结构的规律、性质,英国数学

家布尔提出了布尔代数的概念(代数就是集合及其运算),其定义为:
 

布尔代数B 是一个集合A,A 至少包含了元素0(逻辑假)和1(逻辑真),提供了两个

二元运算∧(逻辑与)、∨(逻辑或),一个一元运算􀱑(逻辑非),满足下面的定律:
 

结合律   a∨(b∨c)=(a∨b)∨c   a∧(b∧c)=(a∧b)∧c
交换律 a∨b=b∨a a∧b=b∧a
分配律 a∨(b∧c)=(a∨b)∧(a∨c)a∧(b∨c)=(a∧b)∨(a∧c)
同一律 a∨0=a a∧1=a
互补律 a∨(􀱑a)=1 a∧(􀱑a)=0
布尔代数捕获了集合运算和逻辑运算二者的根本性质,它处理集合运算交集、并集、

补集以及逻辑运算与、或、非。最简单的布尔代数就是0、1两个元素的集合,以及逻辑与、
或、非运算。下面我们说的布尔代数就是指(Z2,∨,∧,􀱑,0,1)。其中Z2∈{0,1}。布尔

表达式就是由0,1元素及其与、或、非运算组成的符号串。可以用布尔表达式表示的函数

称为布尔函数。可以证明,任意函数f:Zn
2→Z2 都是布尔函数,也就是说,在比特级别上,

函数都可以用布尔表达式描述。因此,所有的逻辑推理都可以通过布尔函数来描述,属于

布尔代数的范畴。
为了解决故事1中的问题,我们采用布尔代数的方式来思考。首先,我们需要引入一

个核心概念:
 

命题。命题相当于一类人类陈述语言的编码,命题是能够判断真伪的语句,
不是说句子本身是否为肯定句、否定句,而是说句子的含义能不能判断真假。例如:

 

“地
球外有生命”,这一语句没有人能够判断真伪,因而不能称为命题。而“太阳从东方升起”
就是一句命题。命题是不允许模棱两可的。

我们可以把命题用逻辑变量来表示,取值为0和1。把命题A、B、C 用逻辑联结词

(与或非、蕴含、相等)联结起来,就构成了简单的逻辑函数。例如“如果同学愿意听,我就
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讲”。看起来很复杂,主语谓语分析起来很麻烦,我们现在做以下抽象:
 

编码:
 

A:=“同学愿意听”

F:=“我讲”
那么以上命题就可以表示为“A→F”(􀱑A∨F),就是说A 能够推出F。于是简单的

命题A、F 可以通过逻辑复合为复杂的命题。我们再看看更复杂的情况,假设

A:=
 

“张三参加会议”

B:=
 

“李四参加会议”

F:=
 

“我参加会议”
那么它就会有更多表示复杂的逻辑函数:

 

①
 

命题“如果张三和李四都参加会议,我就参加会议”
张三、李四都参加会议显然是一个“与”的关系,表示为(A∧B)→F;

 

②
 

命题“如果张三不参加会议并且李四参加会议,我就参加会议”
这也是一个蕴含的关系,A 非且B 蕴含F,表示为(􀱑A∧B)→F;

 

③
 

命题“如果张三李四都不参加会议,我就不参加会议”
我们可以把它写成(􀱑A∧􀱑B)→􀱑F;

 

故事1中的问题如何把逻辑推理转换成布尔代数。
 

我假设五个变量A,B,C,D,E“=1”代表他看电视了,“=0”代表他没看电视。我们

再看这五句话:
 

(1)
 

A 在看电视时,B 也在看:
 

就是A→B;
 

(2)
 

D 和E 或两人都在看,或者他们之中有一个人看了:
 

就是D∨E;
 

(3)
 

B 和C 有且只有一人看了:
 

就是B􀱇C;
 

(4)
 

C 和D 或者两人都看,或者两人都没看:
 

就是􀱑(C􀱇D);
 

(5)
 

如果E 看了,那么A 和D 也看了:
 

就是E→(A∧D)。
形式化为一组布尔方程组:

 

A →B=1
D ∨E=1
B 􀱇C=1
􀱑(C 􀱇D)=1
E → (A ∧D)=1

  我们无非就是要找一组解,就是布尔变量ABCDE 分别等于什么时,能满足上述方

程组,使得这五个命题都为真。计算机通过解布尔方程就可以完成故事1中的逻辑推理。
最笨的方法就是通过遍历布尔变量ABCDE 共32种取值排列,就可以求得解。

我们终于通过了一大堆逻辑推理让计算机用“0”和“1”掌握了这样一个推理的能力。
我们再看一个更加复杂的逻辑故事:

 

故事2:
 

四个代表队甲、乙、丙和丁进行比赛,观众小张、小李和小王对比赛的胜负问

题进行猜测:
 

张说“甲只能取第三,丙是冠军”;
 

78第3章 比特与逻辑



李说“丙只能取第二,乙是第三”;
 

王说“丁取第二,甲是第一”。
比赛结束后,对照真正的名字,发现他们都只猜对了一半,请问比赛的名次到底是怎

样的?
如何把故事2中复杂的问题翻译成布尔代数呢? 编码是第一步,采用六个逻辑变量

来表示三句话(分前后两个半句)的真和假,分别是:
 

A:
 

甲取第三;
 

B:
 

丙是第一;
 

C:
 

丙

是第二;
 

D:
 

乙是第三;
 

E:
 

丁取第二;
 

F:
 

甲是第一。
故事2中前三句话很好理解,表示甲、乙、丙三人各说对了一半,就是对应的两个命题

变量异或为“1”。但是,这样的逻辑虽然故事2中的三句话忠实表达了,但是没有将逻辑

变量间固有的逻辑关系表达出来。例如,如果甲得了第三,那么“乙是第三”就是错的,“甲
是第一”也是错的。我们需要把这些话的深层含义再表示一下:

 

P4:
 

A 如果对,那么D 和F 一定错。

P5:
 

B 如果对,那么C 和F 一定错。

P6:
 

C 如果对,那么B 和E 一定错。

P7:
 

D 如果对,那么A 一定错。

P8:
 

E 如果对,那么C 一定错。

P9:
 

F 如果对,那么A 和B 一定错。
形式化为一组布尔方程组:

 

A 􀱇B=1
C 􀱇D=1
E 􀱇F=1
A → (􀱑D ∧ 􀱑F)=1
B → (􀱑C ∧ 􀱑F)=1
C → (􀱑B ∧ 􀱑E)=1
D → (􀱑A)=1
E → (􀱑C)=1
F → (􀱑A ∧ 􀱑B)=1

  通过两个逻辑故事可以看出比特与逻辑在处理人类逻辑思维问题上的能力,通过一

系列按部就班的“机械式”转换,可以将原本看似高难度的推理问题转换成为简单的布尔

代数,从而被计算机所解决。过程好像有些舍近求远,实际上,一旦计算机编制了逻辑推

理的规则,就可以处理一些很复杂的逻辑问题。例如Google搜索中就有成百上千万的正

则式逻辑运算支撑着人类社会的海量信息检索。
随着信息爆炸式的增长,海量信息仅仅依靠人脑来处理肯定是远远不够的,要让计算

机来代替人工作,就必须通过编码抽象、布尔代数,利用计算机为人类进行计算处理。未

来在布尔表达式优化、表达式判断满足、方程求解、验证不同布尔表达式等价等方面都会

出现各种各样新的算法。概括地说,通过编码可以用比特来表示不同的事物与状态,代表

集合中的元素,作为命题变量。逻辑就是比特上的函数,表示事物与状态间的转换,代表

集合上的映射,作为逻辑推理的工具。通过比特与逻辑可以描述一般性的集合与集合上
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的各种映射结构,作为代表可以将人的逻辑思维方式转换成了一种计算可以操作的语言:
 

布尔代数,让计算机具有逻辑“思维”能力。

3.3 权重与计算

3.3.1 权重编码

  比特可以通过编码的方式来对不同事物加以区分,是一种表示方法,它还可以携带各

种相关的信息,如身份证中的出生年月日,IP地址对应的不同地区、机构等。有时需要进

一步的抽象,我们不关心集合中具体的元素,而是忽略元素的差异,关心元素的数目。简

单地说,就是如何利用比特来表示数?
故事3:

 

一个国王想知道他手下有多少个士兵。大家议论纷纷,提出了很多种数法:
 

•
 

最简单的一种是用石子一一对应地数,每人出一个石子堆成石子堆,有多少个士

兵就有多少个石子,比较每堆石子的大小就能比较士兵的多少,哪个石堆大,哪队

士兵就越多,打仗时就能赢;
 

•
 

采用选票时经常用的画“正”字的思想,五个士兵对应一个石子,最后数有多少个

石子和剩余未对应的士兵;
 

•
 

人天生有十个手指头,满十个石子往上进一位,不同的石子放在不同的位置上代

表不同的含义,最低的代表个位,依次为十位、百位、千位……以简单的十进制的

方法去数。
那么有没有一种最省石子的计数方法呢? 能花费石子最少又能把士兵数清楚。我们

可以这样数,类似十进制的方法采用二进制,满两个石子往上进一位,最低位代表20,依
次为21、22、23、…。十进制集满十个才能往前进一位,要多花九个石子去数一个数。可以

证明二进制计数是最省石子的计数方法。
问题描述:

 

试证明对于用D 位r进制表示的整数如改用二进制表示,则需要的二进

制位数B≤D(r-1)(r为大于1的整数,D 为正整数)。
证明:

 

用 x 表示对x 上取整,有性质:
 

若a>b则 a ≥ b

于是有B= log2rD = Dlog2r = D(r-1)
log2r
r-1 ≤ D(r-1)=D(r-1),

证毕。
这就证明了二进制是最省石子的计数方法,从直观上也很好理解,二进制下一个石子

就代表了很多个数,2的n 次方,2的幂次升级是升得最快的一种方式。
故事3说明人们在计数时希望编码不仅能否表示不同的数目,而且希望编码能够比

较直观地反映数的大小关系。数的大小关系实际上是集合上“序结构”的一种典型代表。
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因此,好的编码必须能够反映集合上的结构,体现元素间的关系。无论是十进制、二进制

编码,其核心概念是位权。所谓位权就是不同位置上的数字具有不同的权重,对于二进制

而言,就是:
 

n→bk-1bk-2bk-3…b1b0

n=∑
k-1

i=0
bi2i

其中,n 是自然数,对应的二进制表示为比特串bk-1bk-2bk-3…b1b0,长度为k。例如:
 

13→1101
13=1×23+1×22+0×21+1×20

  我们知道,比特串是连续整数到比特的函数,每个比特在比特串中的下标就是它的位

置,位权就是将位置赋予了对应的权重。这样,比特就有了数的意义。

3.3.2 算术

加减乘除的算术相当于整数集合上的一种代数结构,二进制作为数字最常规的计算

机表示方法,如何完成算术运算呢? 逻辑可以实现任意函数,当然就可以支持算术。算术

可以用输入、输出的真值表形式表示,那么任何数值运算(包括正弦、余弦)都可以化简成

逻辑运算,区别只是复杂程度的大小。我们从简单的一位运算开始。乘法可以直接对应

成与,加法可以对应成异或运算。如

+ 0 1
0 0 1
1 1 0

× 0 1
0 0 0
1 0 1

可以看出一位的数值运算就是简单的逻辑运算。可以继续推广到多比特上,比如n
位的加法,下面的例子可以帮助很好地理解:

 

假定数值运算F=A+B,变量的二进制表示为

F=fn-1fn-2…f0

A=an-1an-2…a0

B=bn-1bn-2…b0 (3.3.1)

  则两位二进制加法可通过逻辑运算实现如下

fi=ai 􀱇bi 􀱇ci

ci+1=(ai ∧bi)∨ (ci ∧bi)∨ (ai ∧ci)

c0=0 (3.3.2)
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  其中,c为进位。由于乘法可以转换为移位相加,乘法也可以通过逻辑运算完成。另

外,我们还可以通过基本的逻辑运算构建比特的比较运算。

fi=(ai ∧ 􀱑bi)∨ ((ai 􀱇 􀱑bi)∧fi-1)

f-1=1 (3.3.3)
如:

  

(A>=B)=A;
(A!=B)=A ⊕B;
接下来的概念是,有了这些运算之后怎样和第2章的电路映射上。它有各种各样的

组合逻辑,有两个最基本的表示方法,一个是最小项,包含全部变量的与项;
 

另一个是最

大项,包含全部变量的或项。一个很强的推论就是任何一个函数都可以用最小项或最大

项表示进行计算。
数值计算也不是那么简单的。例如,要问最快最省门的加法器、乘法器、除法器各是

什么,这些化简都是非常困难的,当然加减乘除运算前人通过长时间努力已经化简得很好

了,那么考查其他运算比如a+b+c 的连加运算,也许又需要很长时间去寻求最简化。
这就是电路设计的难点,从逻辑表达式映射成电路要花费很大的代价。

有了组合逻辑就可以计算各种各样的问题,下面补充一下时序逻辑:
 

我们算一道复

杂的题需要分清步骤,要有记忆,这种记忆就是时序逻辑,可以用时间来代表逻辑。函数

的状态不仅与现在的输入有关系,还与过去的输入有关系,这就是时序逻辑的概念。时序

逻辑器件有计数器、累加器、控制器等,它最核心的功能是能把状态记录下来,每个输出不

仅与输入有关系还与状态有关系,以此扩展了计算的能力,这是很强的特性。

3.4 不确定与信息度量

3.4.1 信息的定义

  前面的介绍中,比特作为集合元素的表示,而逻辑是用来进行函数计算、处理比特表

示的数据。集合元素的比特表示方法可以有很多种,通过逻辑变换其表现形式更是丰富。
如何去刻画表示的效率,更进一步,如何来度量集合上的行为? 这里需要引入信息概念,
信息是对事物不确定性的度量,其单位为比特。它可以反映集合元素通过编码表示的效

率,也可以描述取值于集合上随机现象的不确定度。信息依赖于概率,我们的世界总是有

不确定性的,存在着各种各样未知的因素。
故事4:

 

三个考生算命:
 

三个考生赶考,途中问一位算命先生考试结果会怎样,算命

先生伸出一根手指头,暗示考试的结果。
这里注意两点,算命先生伸出“一根手指头”和“暗示考试结果”。理论上,算命先生
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“一根手指头”如果采用一一映射的原则,只能有一个结果。但是“暗示考试结果”却可以

通过多种语言解释,将考试结果一一映射到不同的语言解释上。这样,一根手指就可以映

射很多种可能的结果,因此才把算命搞得很玄乎。事实上,三个考生每个可能考上或考不

上,一共有八种可能性,一根手指在某些解释下就可以涵盖这八种可能:
 

比如一个考生考

上对应3种可能(可以推广到n 个考生)、有一个没考上也有3(n)种可能,都没考上和全

都考上各1种。若n 满足1+1+n+n=2n 就能预测全部情况,这里n 就等于3。如果是

4个考生的话,上述一根手指的预测还需想出更多的解释方法。
这里我们又遇到了比特,如果要对三个考生的考试结果编码,虽然有八种可能性,但

需要3个比特就够了。这里有什么可以推广呢? 我们从此开始概率的旅行。如果有n 个

考生,各有1/2的概率考上,那么任意一种结果的概率都是1/2n。对于等概率事件,推而

广之,2n 种可能,每个用0和1来表示,就是-log21/2n=n 个比特。推广一下,对等概率

事件用-log2P 来表示,如果不是等概率的,那么需要作一个概率上的平均为 ∑
N

i=1
-

pilog2pi。
 

我们从概率的角度找到了一种衡量它复杂程度或者说不确定度的方式。若共

有4种可能,则2个比特就够了,16种可能需要4个比特,可能性越多,比特数越多。反

过来说,比特数越多,可能性也越多。这就表明了一种集合测度,这种测度有什么用? 它

是对不确定性的本质刻画,在某些地方会产生意想不到的结果。

3.4.2 信息的作用

信息概念的引入对信息学科有着重要的意义,后面章节将有更为详细的讲解。我们

先来看一道“奥数故事”。
故事5:

 

造出27个球,其中知道有且仅有一个小球不合格,重量偏轻。给定一个天平

可以称出两边的轻重和平衡,怎么称可以找出那个轻的小球? 再问,如果不合格的小球既

有可能重,也有可能轻,但一定不等重,问称三次最多可以从多少个小球中找到这个不合

格的小球并知道其是轻还是重?
混到27个球中已经知道重量不合格的球是偏轻,那么称三次就能把它找出来。这个

问题大家都有办法解决。第二部分难一点,如果不知道偏轻还是偏重,那么称三次总球数

的极限一般说是12个,还有人挑战难度到了13个,这些数到底是从哪儿来的? 学了信息

论就很容易了解。比如27个球,27种可能性,很容易想它的不确定度就是log227,这是

球的不确定性。这个不确定性是靠每次称量来减少的,每次称量理想地有三种可能:
 

左

边轻、右边轻、一样轻重,就是log23,此即每次测量能够减少的不确定度。两者相除很容

易得到是3次称量。这样信息论就告诉你称3次,到此为止就可以得出结果。这是很宏

观的解释,其实它还有深入的解释。信息概念还能指导称的方法与步骤:
 

每次称量时左

边轻、右边轻、一样轻重的概率都是1/3时,得到的信息量最大,一旦偏离,得到的信息量

就会减少,这样就不一定能在三次内称完。例如有人第一次称时左右各放一个球,这样一
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样轻重的概率显然将非常大。
故事5的第二部分问如果不知道不合格球轻重,那么极限是什么? 12还是13? 我们

同样可以从信息的角度去看,现在我们不仅要知道是哪一个球还要知道轻重,可以证明称

三次的最好是13个,证明如下:
 

log2(2n)≤3log23
n≤13.5 (3.4.1)

如果没有信息的基本概念,证明这道题将会非常困难。
学了信息概念再回过头看,27个球称法大家都会。我们现在用信息概念、进制和数

字电路实践给出一个不一样的方法。我们把球从0~26赋予三进制的编码,当然不可能

用比特来表示,我们用0,L,R来表示。天平称重时0代表不放,L代表这个球放在左盘,

R代表放在右盘,每一次称依次对应一位,恰好每次称量时将球平均分配。若三次都是一

样重,那么编号000就是第0号球将是不标准球;
 

若对应00L就是对应编码的第1号球。
它的称重结果就与它的编码一一对应。

我们还可以把天平的结果送给二进制电路,就可以用二进制给球标号,然后把三进制

的思想代入进去,将称完的结果输入这样的电路就能显示最终结果,如图3.4.1所示。这

是一个信息学科最简单的系统,但它也蕴含了我们信息学科的思想:
 

怎样用信息代表不

确定性、怎么用数值代表不同的编码、通过运算怎样把功能映射到{0,1}比特上。

图3.4.1 称小球电路

通过上例就能简要介绍完比特、逻辑、信息这三个概念。它们的关系如图3.4.2所

示。比特是对事物的抽象编码,是集合元素的表示。由于集合元素之间存在各种关系,形
成了代数结构、序结构等,通过逻辑完成了一般函数的功能,可以实现不同的集合结构。
针对集合处理面临的不确定性,信息是对不确定性的一种测度,通过信息的单位比特可以

衡量事物的不确定性。在此核心概念上,对于集合元素,当其存在复杂的性质和结构时,
需要将比特串拓展为数据结构;

 

对于复杂的函数、结构上的处理,需要进一步设计算法来

实现;
 

对于信息的传递,需要发展通信理论。
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图3.4.2 比特概念关系图
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