
第 3 章

三维数据的二维投影

  物体的空间位置以及形状、颜色与连接等数据存储在计算机中,这些数据唯一地代表

着这个物体。给出物体的这些三维空间数据,在屏幕上绘制出该数据的二维投影图形,首
先要给定投影平面与视点位置及视线方向;然后把空间点、线、面等投影到二维平面上;再
把这个物体绘制出来。因为在屏幕上绘制物体只能绘制出该物体的一个投影面,至于绘

制出物体的哪个(投影面)部分与(设定的)观察者所在位置有关。
三维数据的二维绘制,最困难的是确定哪些面(数据点)应该显示,哪些面(数据点)不

显示,这个问题就是隐藏面处理问题,在本章中研究这一问题。
另外,绘制出的物体表面图必须具有亮度差别,否则该物体就不可见。这种亮度差别

就是光照效果,利用颜色灰度来模拟光照效果在第5章中介绍。

3.1 三维数据投影

为了真实地表示三维物体,必须按照一定的规则把三维数据显示在二维平面上,这个

过程在计算机图形学中叫作投影。目前常见的计算机屏幕只能显示二维图形,然后利用

二维图形表达三维数据(形状)。

3.1.1 三维数据与二维显示

下面方程式表示三维空间的一条螺旋线(如图3-1所示)。

x=sint
y=cost 0≤t≤π
z=t

ì

î

í
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图3-1 三维螺旋曲线
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  该螺旋线由三维空间的一些连续的点构成,其各个点的空间位置由三个坐标值(x,

y,z)决定,因为使用了参数方程,所以x,y,z都是t的函数。
使用线(框)投影图也可以绘制出具有一定真实效果的曲面图形。下面的函数是一个

曲面方程:

z=xe(-x2-y2) -2≤x≤2,-2≤y≤2
  x,y 都是间隔0.1取值,绘制出的各个点构成了一些(不连续的)曲线,这些曲线又构

成了(线框)曲面,如图3-2所示。

图3-2 三维线框曲面

在计算机上绘制三维曲线,首先,计算机只能用离散来表达连续,这里t间隔某个较

小的数取值;其次,计算机上没有“三维”的东西,所以需要投影。三维图形在计算机上都

是凭借一个或者连续的多个二维图形表示,并且,一个平面上同一时刻只能绘制出一个投

影面,绘制三维图形的说法本身并不严谨,应该说,绘制三维物体的某个角度上在某个平

面上的投影图。图3-1与图3-2看上去是一个立体图,其实这里只是选择了从左上方观

察(准确地说,这个图的视线方位角-37.5°,水平角30°)。

3.1.2 绘制空间直角坐标系

空间直角坐标系的三个坐标轴如果简化为由三个空间线段构成,这三个线段的起始

坐标都是(0,0,0),终点坐标是(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1),分别代表着 X、Y、Z 轴。那

么,在绘制三维图形时,坐标系如何显示呢? 这是首先要解决的问题。
图3-1与图3-2是用 MATLAB绘制出来的,在 MATLAB中,有绘制三维图形的函

数,当调用这些函数进行绘图时,自动绘制出三维坐标系。而在VC++中还没有这样的

功能,所以首先需要写一个函数,用来绘制三维坐标系。
【例3-1】 用一种投影的方法绘制三维坐标系。
这里使用一种斜平行投影方法,投影平面为XOY 平面。
设定投影方向矢量为(xp,yp,zp),形体上的一点模型坐标数据为(x,y,z),要确定

该点在XOY 平面上的投影(xs,ys),可以使用下面的公式计算。

xs =x-
xp

zp
z

ys =y-
yp

zp
z

ì

î

í

ï
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ï
ï

(3-1)
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  按照公式3-1,把点(0,0,0),(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)坐标代入表达式,就可以计

算出每个(端)点应该绘制的位置,然后绘制(投影后的)线段,即坐标轴。
设计一个函数程序如下,把该函数放在视图文件中,OnDraw()函数的上面。

  DrawAxis(float x,float y,float z,float xp,float yp,float zp,CDC *p)

{

  float xs,ys,zs;

  xs=x-xp/zp*z;

  ys=y-yp/zp*z;

  p->MoveTo(200,200);

  p->LineTo(xs*200,ys*200);

}

在OnDraw()函数中写入下面的调用语句。

  float t[3]={1.0,1.5,1.0};

DrawAxis(1.0,0.0,0.0,t[0],t[1],t[2],pDC);

DrawAxis(0.0,1.0,0.0,t[0],t[1],t[2],pDC);

DrawAxis(0.0,0.0,1.0,t[0],t[1],t[2],pDC);

运行结果如图3-3(a)所示的坐标系。水平的为X 轴,竖直的为Y 轴,斜的为Z 轴。
如果把投影向量变为下面所示,运行结果如图3-3(b)所示的坐标系。

  float t[3]={-1.8,1.5,1.0};

如果把投影向量变为下面所示,运行结果如图3-3(c)所示的坐标系。

  float t[3]={-1.8,-1.5,1.0};

图3-3 从不同角度投影的三个坐标系

从式3-1可以看出,是将三维点(x,y,z)变成了二维点(xs,ys),在变换的过程中使

用了投影方向矢量为(xp,yp,zp),借助于这个矢量实现了到二维的变换。对于z为0的

点,变换后x,y 的值不变;对于z不为0的点,当xp,yp 不全为0时,z 值的大小影响新

的x,y 值。事实上,这个变换本质上是相似变换。
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3.2 三维螺旋线的平行投影

在第1章例1-8中,绘制了三维螺旋线的三个投影图,即在三个坐标面上的投影图。
这种投影比较简单,只绘制三维空间点的某两个坐标就可以。在这一节中将讨论如何绘

制出如图3-1所示的具有真实感的投影图形。

3.2.1 参数方程及三维空间点的二维绘制

在图形学中,使用参数方程表示并绘制曲线与曲面更加方便,随着参数的变化,x,y,

z也随着变化。因为x,y,z都是参数的函数,所以不需要利用x,y 计算z等。
【例3-2】 绘制螺旋线。
把例3-1中的函数DrawCurve()修改为如下所示。

  void DrawCurve(double p[3],CDC *pDC)

{

  double x[628],y[628],z[628];

  double xs[628],ys[628],a=120,b=1;

  int m=0;

  for(double t=0;t<62.8;t=t+0.1)

  {

    x[m]=a*cos(t);  
    y[m]=a*sin(t);

    z[m]=b*t;

    m++;

  }

  xs[0]=x[0]-p[0]/p[2]*z[0]+200;

  ys[0]=y[0]-p[1]/p[2]*z[0]+200;

  pDC->MoveTo(xs[0],ys[0]);

  for(int i=0;i<628;i++)

图3-4 螺旋线

  {

    xs[i]=x[i]-p[0]/p[2]*z[i]+200;

    ys[i]=y[i]-p[1]/p[2]*z[i]+200;

    pDC->LineTo((int)xs[i],(int)ys[i]);

  }

}

OnDraw()函数中的调用语句不变,绘制出如图3-4
所示的螺旋线。根据投影向量,将计算出来的三维点再

变换为二维点,实现了投影。
利用这种方法可以绘制出其他三维曲线,如例3-3

所示。
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【例3-3】 三维空间中的维维安尼(Viviani)曲线是一个球与柱体的交线,其一般方

程如式3-2所示,其参数方程如式3-3所示,能够推导出式3-2与式3-3是等价的。下面

给出系数,绘制该曲线的具有真实感的三维图形。

x2+y2+z2=a2

x2+y2-ax=0{ (3-2)

x=acos2θ
y=acosθsinθ (0≤θ<2π)

z=asinθ

ì

î

í

ïï

ïï

(3-3)

  使用参数方程编写程序如下,放在OnDraw()函数的上面,以备调用。

  void DrawCurve(float p[3],CDC *pDC)

{

  float x[628],y[628],z[628];

  float xs[628],ys[628],a=120;

  int m=0;

  for(float t=0;t<6.28;t=t+0.01)

  {

    x[m]=a*cos(t)*cos(t);

    y[m]=a*cos(t)*sin(t);

    z[m]=a*sin(t);

    m++;

  }

  xs[0]=x[0]-p[0]/p[2]*z[0]+200; //先计算第一点,然后把焦点移到该位置

  ys[0]=y[0]-p[1]/p[2]*z[0]+200;

  pDC->MoveTo(xs[0],ys[0]);

  for(int i=0;i<628;i++)

  {

    xs[i]=x[i]-p[0]/p[2]*z[i]+200;

    ys[i]=y[i]-p[1]/p[2]*z[i]+200;

    pDC->LineTo((int)xs[i],(int)ys[i]);

  }

}

图3-5 Viviani曲线

在OnDraw()函数中写入下面的语句进行

调用。

  float k[3]={1.0,-0.4,1.0};

  DrawCurve(k,pDC);

程序运行后,绘制出如图3-5所示的图形。

3.2.2 不同角度的三维螺旋线投影

为了更好地理解三维数据在二维平面上的

显示问题,下面设计程序,显示视向量不同时三
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维螺旋线的投影图。
【例3-4】 设计程序,绘制不同角度的三维螺旋线投影图。
设计函数如下,写在单文档程序的OnDraw()函数上面。

  void DrawCurve(double p[3],int s[2],CDC *pDC)

{

  double x[628],y[628],z[628];

  double xs[628],ys[628],a=60,b=1;

  int m=0;

  for(double t=0;t<62.8;t=t+0.1)

  {

    x[m]=a*cos(t);

    y[m]=a*sin(t);

    z[m]=b*t;

    m++;

  }

  xs[0]=x[0]-p[0]/p[2]*z[0]+200;

  ys[0]=y[0]-p[1]/p[2]*z[0]+250;

  pDC->MoveTo(xs[0]+s[0],ys[0]+s[1]);

  for(int i=0;i<628;i++)

  {

    xs[i]=x[i]-p[0]/p[2]*z[i]+200+s[0];

    ys[i]=y[i]-p[1]/p[2]*z[i]+250+s[1];

    pDC->LineTo((int)xs[i],(int)ys[i]);

  }

}

在OnDraw()函数中写入下面的代码。

  double k1[3]={0.2,0.5,0.3};

int s1[2]={0,0};

DrawCurve(k1,s1,pDC);

double k2[3]={0.6,0.2,-0.5};

int s2[2]={100,100};

DrawCurve(k2,s2,pDC);

double k3[3]={-0.5,0.2,0.6};

int s3[2]={200,0};

DrawCurve(k3,s3,pDC);

编译运行,绘制出如图3-6所示的三个投影图。
如果设定投影方向为k1[3]={0.0,1.0,0.5},那么绘制出的图形如图3-7所示,该图

就近似于在平面中绘制一些圆,每个逐渐上移。
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图3-6 三维螺旋线的投影图

  
图3-7 三维螺旋线的正立投影图

【思考题】 下面的数据是一个柱体的各个顶点坐标,绘制其在某个平面上的二维图

形(投影图)。

X =
  2.0000  0.6180  -1.6180  -1.6180  0.6180  2.0000
  2.0000  0.6180  -1.6180  -1.6180  0.6180  2.0000
Y=
  0  1.9021  1.1756  -1.1756  -1.9021  0
  0  1.9021  1.1756  -1.1756  -1.9021  0
Z=
  0  0  0  0  0  0
  1  1  1  1  1  1

  选择哪个投影平面对于显示效果也很重要,例如,有时把图形投影到与视线方向垂直

的一个平面上,显示效果更加真实。

3.3 三维数据的透视投影

投影一般分为平行投影与透视投影两大类,3.2节中使用的都是平行投影,平行投影

简单,但是一般从显示效果上看,透视投影更加真实。

3.3.1 平行投影与透视投影

投影就是三维数据的二维显示。
投影一般分为平行投影与透视投影,正平行投影也称为正交投影。平行投影包括正

平行投影与斜平行投影,透视投影分为一点透视与多点透视。
这里主要研究正平行投影与一点透视投影,简称平行投影与透视投影。
平行投影与透视投影是两种不同的投影方式。图3-8(a)是一个正方体的平行投影,

图3-8(b)是一个正方体的透视投影。
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图3-8 平行投影与透视投影

平行投影将物体所占有的空间投影成一个对边平行的直六面体,所以空间中的正方

体也被投影成平行六面体。这种投影方式与相机的相对距离无关,相机的远近不影响投

影物体的大小。所以,如果要保持物体的实际大小,一般使用这种投影方法。实际上,透
视投影与视点位置以及视点到物体的距离有关。

3.3.2 观察坐标系下的一点透视投影

设视点为(a,b,c),在引入一个(中间坐标系)观察坐标系后,视平面(投影平面)在观

察方向上离视点的距离为zs,令u= a2+b2+c2,v= a2+b2,形体的顶点坐标为(xw,

yw,zw),变换到观察坐标系下的坐标为(xe,ye,ze),则透视投影变换矩阵为:

[xe ye ze 1]=[xw yw zw 1]

-b/v -ac/uv -a/u 0
a/v -bc/uv -b/u 0
0 v/u -c/u 0
0 0 u 1

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

(3-4)

  展开后为:

xe = -b
v
·xw +

a
v
·yw

ye = -ac
uv

·xw --bc
uv

·yw +
v
u
·zw

ze = -a
u
·xw --b

u
·yw +

c
u
·zw +u

(3-5)

  如果经透视投影到视平面(xs,ys),那么透视投影公式为:

xs =xe·zs/ze

ys =ye·zs/ze

(3-6)

  【例3-5】 绘制具有透视效果的螺旋线投影图。
利用式3-5和式3-6编写下面的函数。

  void DrawCurve(double p[3],CDC *pDC)

{
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  double x[628],y[628],z[628],xe[628],ye[628],ze[628];

  double xs[628],ys[628],zs=250,a,b,c,u,v;

  int m=0;

  a=p[0];b=p[1];c=p[2];

  u=sqrt(a*a+b*b+c*c);v=sqrt(a*a+b*b);

  for(double t=0;t<62.8;t=t+0.1)   //计算三维模型数据点坐标(用户坐标系)

  {

    x[m]=60*cos(t);

    y[m]=60*sin(t);

    z[m]=t;

    m++;

  }

  xe[0]=-b/v*x[0]+a/v*y[0];

  ye[0]=-a*c/(u*v)*x[0]-b*c/(u*v)*y[0]+v/u*z[0];

  ze[0]=-a/u*x[0]-b/u*y[0]-c/u*z[0]+u;

  xs[0]=xe[0]*zs/ze[0]+200;   //计算绘图的起始点坐标

  ys[0]=ye[0]*zs/ze[0]+250;

  pDC->MoveTo(xs[0],ys[0]);

  for(int i=0;i<628;i++)

  {

    xe[i]=-b/v*x[i]+a/v*y[i]; //计算三维模型数据点坐标(观察坐标系)

    ye[i]=-a*c/(u*v)*x[i]-b*c/(u*v)*y[i]+v/u*z[i];

    ze[i]=-a/u*x[i]-b/u*y[i]-c/u*z[i]+u;

    xs[i]=xe[i]*zs/ze[i]+200; //计算投影到视平面上的点坐标

    ys[i]=ye[i]*zs/ze[i]+250;

    pDC->LineTo((int)xs[i],(int)ys[i]);

  }

}

在OnDraw()函数中调用DrawCurve()函数如下。

  double k1[3]={200,150,100}; //视点坐标

DrawCurve(k1,pDC);

运行程序,绘制出如图3-9(a)所示图形。
如果把视点坐标改为如下:

  double k1[3]={-200,150,-10};

运行程序,绘制出如图3-9(b)所示图形。
如果把观察方向上离视点的距离以及视点坐标改为如下:

  zs=200;double k1[3]={0,150,-100};

运行程序,绘制出如图3-9(c)所示图形。
如果把观察方向上离视点的距离以及视点坐标改为如下:
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  zs=20;double k1[3]= {10,50,10};

运行程序,绘制出如图3-9(d)所示图形。之所以出现这样的图形,是因为视点位于

螺旋线之内造成的。

图3-9 螺旋线透视投影

如图3-9(d)所示图形还没有全部粘贴过来,实际上也没有全部显示在屏幕上。普通的

计算机屏幕只有(有限的)平面区域,特别是有时视角范围所限,所以需要对图形进行裁剪。

3.4 裁  剪

裁剪是从二维图形或者三维图形中剪切出需要(或者可见)的部分,裁剪可以在模型

中进行,也可以在投影到平面后进行。

3.4.1 二维图形裁剪

二维图形裁剪与图像剪切是不一样的。图像是用像素等描述的,所以,图像剪切时使

用数组下标就很容易把一幅图像剪切。二维图形是由一些几何图形构成的,几何图形本

身以及几何图形之间有一定的关联,所以二维图形裁剪可以充分地利用图形之间的联系。
二维图形裁剪技术可以分为:直线段裁剪、多边形裁剪、曲线裁剪、字符裁剪等。
裁剪是因为人的视域具有有限性,裁剪后才可以真实地再现场景。
在裁剪时,要计算点边等是否位于视景体之内,端点都在视景体内的线段保留。对于

一个端点在内,另一个端点在外的线段要计算交点,实现裁剪。
求交也是图形绘制时一个复杂的、必须进行的工作。
如果使用点集表示物体,那么裁剪工作简单容易,一般不需要求交计算;但是,如果使

用线、多边形、曲线等表示物体,在裁剪时,就需要进行求交计算,以便决定哪一部分保留

(进入视域),哪一部分裁减掉(不进行绘制)。

3.4.2 三维图形裁剪

有时三维场景构造很大,物体很多,不是场景中所有物体都能进入可视范围,这时就

需要裁剪。在三维图形处理过程中,裁剪是关键的一步。一般是先进行三维裁剪,然后对

裁剪后保留下来的物体进行消隐,最后进行二维显示。
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OpenGL中的投影函数,例如glOrtho()等能够实现自动裁剪。

  void glOrtho ( GLdouble left, GLdouble right, GLdouble bottom, GLdouble top,

GLdouble near,GLdouble far)

该函数创建一个正交平行视景体。其中,近裁剪平面是一个矩形,矩形左下角点三维

空间坐标是(left,bottom,-near),右上角点是(right,top,-near);远裁剪平面也是一个

矩形,左下角点空间坐标是(left,bottom,-far),右上角点是(right,top,-far)。所有的

near和far值同时为正或同时为负。如果没有其他变换,投影的方向平行于Z 轴,且视点

朝向Z 负轴。这意味着物体在视点前面时far和near都为负值,物体在视点后面时far
和near都为正值。

该函数对位于视景体内的景物进行裁剪保留,之外的剪除。
如果把例3-1程序中的投影裁剪语句修改为下面所示:

  glOrtho(-0.9,0.9,-0.9*(GLfloat)h/(GLfloat)w,0.9*(GLfloat)h/(GLfloat)w,

-10.0,10.0);

程序运行后,会绘制出一个被裁剪的球。
除了平行投影函数glOrtho()外,OpenGL中还提供了透视投影函数glFrustum()。
这个函数原型为:

  void glFrustum(GLdouble left, GLdouble Right, GLdouble bottom, GLdouble top,

GLdouble near,GLdouble far);

该函数创建一个透视视景体,如图3-10所示。其参数定义近裁剪平面的左下角点和

右上角点的三维空间坐标,即(left,bottom,-near)和(right,top,-near)。最后一个参

数far是远裁剪平面的Z 负值,远裁剪平面的左下角点和右上角点空间坐标由函数根据

透视投影原理自动生成。near和far表示离视点的远近,它们总为正值。

图3-10 透视投影视景体示意图

透视方式不同,裁剪的效果也会不同。

3.5 视点变化下的多面体绘制

多面体指由顶点、边线、面构成的实体,在数学上,多面体是指由若干个平面多边形所

围成的几何体。在计算机图形绘制过程中,更多的是使用多面体表示物体,而不是使用点

集表示物体。计算机绘制过程中,没有真正的连续与光滑,都是近似的表示,在绝大多数
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场合,使用多面体表示并绘制物体都可以达到视觉要求。
下面通过例题讨论多面体投影问题。

3.5.1 线框正方体投影绘制

上面的例题虽然是绘制坐标系、绘制三维螺旋线,但是具有一定的通用性。例如,可
以修改其程序绘制平行投影下的真实感的立方体。

【例3-6】 用平行投影方法绘制线框正方体。
设计一个函数程序如下,把该函数放在视图文件中,OnDraw()函数的上面。

  void DrawCube(float x[8][3],float p[3],CDC *pDC)

{float xs[8],ys[8];

  for(int i=0;i<8;i++)

  {

  xs[i]=x[i][0]-p[0]/p[2]*x[i][2]+200; //加 200的目的是把图形移到窗口中心

  ys[i]=x[i][1]-p[1]/p[2]*x[i][2]+200;

  }

  pDC->MoveTo(xs[0],ys[0]);

  pDC->LineTo(xs[1],ys[1]);

  pDC->LineTo(xs[2],ys[2]);

  pDC->LineTo(xs[3],ys[3]);

  pDC->LineTo(xs[0],ys[0]);

  pDC->MoveTo(xs[4],ys[4]);

  pDC->LineTo(xs[5],ys[5]);

  pDC->LineTo(xs[6],ys[6]);

  pDC->LineTo(xs[7],ys[7]);

  pDC->LineTo(xs[4],ys[4]);

  pDC->MoveTo(xs[4],ys[4]);

  pDC->LineTo(xs[0],ys[0]);

  pDC->MoveTo(xs[5],ys[5]);

  pDC->LineTo(xs[1],ys[1]);

  pDC->MoveTo(xs[6],ys[6]);

  pDC->LineTo(xs[2],ys[2]);

  pDC->MoveTo(xs[7],ys[7]);

  pDC->LineTo(xs[3],ys[3]);

}

在OnDraw()函数中写入下面的调用语句。

  float t[3]={1.0,1.2,1.0};

float v[8][3]={{0,0,100},{100,0,100},{100,100,100},{0,100,100},

{0,0,0},{100,0,0},{100,100,0},{0,100,0}};

DrawCube(v,t,pDC);

运行结果如图3-11(a)所示。
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如果把投影向量变为如下所示,绘制出如图3-11(b)所示的坐标系。

  float t[3]={-1.0,1.2,1.0};

如果把投影向量变为如下所示,绘制出如图3-11(c)所示的坐标系。

  float t[3]={1.0,-0.4,1.0};

图3-11 从不同角度投影到XOY 面的正方体

因为是投影到XOY 平面,所以,立方体看上去像一个(长高不等的)长方体。因为是

投影到水平面,所以,有时投影后的长方体变得很长;事实上,应该修改该程序,投影到垂

直于视线的平面上,这样更加真实。
上面介绍的是投影到XOY 平面的平行投影,还可以投影到其他平面。另外,投影方

式还有透视投影等,透视投影遵循近大远小的法则。

3.5.2 视点变化下的线框正方体绘制

改变视线方向,物体的投影会随之改变,利用这一原理可以制作出动画效果。
【例3-7】 改进例3-6程序制作动画。
例3-6中函数DrawCube()不变,在OnDraw()函数中写入下面的语句。

  float t[3];

float v[8][3]={{0,0,100},{100,0,100},{100,100,100},{0,100,100},

{0,0,0},{100,0,0},{100,100,0},{0,100,0}};

for(int i=1;i<20;i++)

{

  t[0]=rand()/32767.0;

  t[1]=rand()/32767.0;

  t[2]=rand()/32767.0;

  CPen pen1,pen2;

  pen1.CreatePen(i,i,RGB(0,0,225));

  pDC->SelectObject(&pen1);

  DrawCube(v,t,pDC);

  Sleep(100);

  pen2.CreatePen(i,i,RGB(255,255,225));
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  pDC->SelectObject(&pen2);

  DrawCube(v,t,pDC);

}

运行程序,随机绘制出一个又一个正方体(有时看上去像长方体)。
上面是改变投影方向制作动画,也可以随机改变顶点设计新的动画。

3.6 隐藏面检测

隐藏面检测也是三维物体数据二维绘制的关键一步。一般情况下,为了追求真实的

效果,都要消除隐藏线(面),即被遮挡住的物体的部分。

3.6.1 隐藏线面

图3-12(a)是消除影藏线的线框球,图3-12(b)是没有消除隐藏线的球。

图3-12 网格球

对于线框图来说,不去掉隐藏线还可以近似地识别出物体;但是,对于用面表示的物

体,如果不去掉隐藏面,那么便无法正确认识物体。
视点改变或者物体运动,都会导致隐藏面变化。也就是说,原先隐藏的面可能变为可

见,原来可见的面可能隐藏起来。
在图形学中,一般每次绘制的时候,只绘制可见的线面,不绘制隐藏的线与面,实现真

实感图形绘制。虽然要进行大量的计算,但是这项工作是必需的。
物体上哪部分可见主要决定于两个要素,一个是视点,一个是物体的形状以及各个面

的位置关系。一种常用的检测方法是背面检测法。

3.6.2 一个正方体的六个面

下面以一个正方体为例,研究当给定视线方向时,其每个面是否可见。
【例3-8】 一个正方体其顶点(坐标)依次为1(111),2(121),3(221),4(211),5

(112),6(122),7(222),8(212)。六个面分别命名为A,由1,2,3,4四个顶点围成;

B,由2,6,7,3四个顶点围成;C,由4,3,7,8四个顶点围成;D,由1,5,8,4四个顶点围成;

E,由1,2,6,5四个顶点围成;F,由5,6,7,8四个顶点围成;绘制出该正方体的示意图。
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因为没有规定视线方向等,所以绘制示意图比较简单,如图3-13所示就是在某个视

线方向上的投影图。

图3-13 一个正方体的顶点与面

图3-13(a)是带有坐标值的图形,可以根据该图得到每个顶点的坐标值。也可以大致看

出,该图的视线方向大约沿着点(1,1,2)指向(1.8,2,1.4),即视向量大约为{0.8,1,-0.6}。
在如图3-13所示情形下,面A、面B、面C不可见。
那么,对于给定的一个视向量V={v1,v2,v3},如何计算出该正方体哪个面可见,哪

个面不可见?
【思考题】 转换视点方向,最少能看见正方体的几个面? 最多可以看见正方体的几

个面?

3.6.3 背面检测方法

关于多面体隐藏面检测,有一个简单实用的方法,就是背面检测法。
以例3-8所示正方体为例,可以按照例3-9方法计算隐藏面。
【例3-9】 当视点在远方,视向量为{-1,-1,-0.6}时,计算例3-8中的正方体哪个

面可见。
在图形绘制过程中,需要根据数据进行计算,计算哪个面可见,然后显示出来。那么

如何根据正方体的数据与视向量计算可见面?
关于这个正方体的可见面与隐藏面判断比较简单,因为其各个面的法向量方向(此处

规定正方向指向物体外侧)容易得到,分别为:nA={0,0,-1};nB={0,1,0};nC={1,0,

0};nD={0,-1,0};nE={-1,0,0};nF={0,0,1};。现在计算视向量与上述法向量的

夹角的余弦值,如果该余弦值为正,那么夹角小于90°,不可见;如果该余弦值为负,那么

夹角大于90°,可见。
计算可知:面A、面D、面E不可见,面B、面C、面F可见。
例3-9使用的判定方法叫作背面检测(Back-FaceDetection)方法。
下面给出隐藏面的背面检测方法的描述:实体模型边界表示法为每个面规定了一个

正方向,定义垂直于该面并且背离物体的方向为该面的正方向。
【算法3-1】 凸多面体的隐藏面背面检测法。
对于单个凸多面体,可以按如下步骤计算不可见面。



112  计算机图形学（VC++实现）（第 3版）

(1)求一个面所在平面的法向量n。
(2)给定视线向量v。
(3)计算视线向量与法向量的数量积。
(4)根据n 与v数量积的符号判断该面是否被遮挡,符号为正,被遮挡;符号为负,没

有被遮挡。
另外,对于单个凸多面体,背面检测法可以完全检测出不可见面。但是,对于复杂物

体或者多个物体,这种方法不能把隐藏面完全检测出来。这时,可以先使用这种简单高效

的方法,然后再使用其他方法。

3.6.4 多面体的隐藏面计算

下面使用背面检测法计算一个多面体的面是否可见。
【例3-10】 图3-14是一个多面体的示意图(投影图)。在计算机中存储着该多面体

各个顶点的三维坐标,其中,A、B、C、D、E 的三维空间坐标依次为A(0,0,1),B(0,-0.7,

0.7),C(0.7,0,0.7),D(0,-1,0),E(-1,0,0)。

图3-14 一个多面体

计算当视点在远方,视线方向是沿着向量(-1,1,0.5)的方向,那么面1(面ABC)是
否可见? 请通过计算说明。

首先求出向量AB 与向量AC 分别为{0,-0.7,-0.3},{0.7,0,-0.3},设面ABC 的

法向量为{x,y,z},根据向量垂直内积为0得到的方程组:

-0.7y-0.3z=0
0.7x-0.3z=0{

  计算得到面ABC 的一个指向外侧的法向量为:NABC={0.3,-0.3,0.7},接下来计算

视向量与NABC的夹角的余弦值:

cosα=
(-1)×(0.3)+1×(-0.3)+0.5×0.7
(-1)2+12+0.52 0.32+(-0.3)2+0.72

<0
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  所以,面ABC 可见。
上面主要是介绍了背面检测法,实际上,还有一些常用的消除隐藏面线的方法。

3.6.5 其他检测方法

1.深度缓冲器(Depth-BufferMethod)法

  该算法用来检测被隐藏的点、线或面。这是一种算法简单、比较实用的方法。
【算法3-2】 深度缓冲器消隐算法。
初始化二维数组A(用来存储颜色),屏幕上的点的位置作为数组下标,数组中的值

设为背景色。
初始化二维数组Z(用来存储深度),屏幕上的点的位置作为数组下标,数组中的值设

置成为0。

for(各个多边形)

 {把该多边形投影到视平面(屏幕)上;

  for(多边形所覆盖的每个像素点(x,y))

   {计算多边形在该像素的深度值Z(x,y);

   if(Z(x,y)大于数组Z 在这个位置上原有的值)

     {把Z(x,y)存入数组Z,替换该位置原先的值

      把多边形在(x,y)处的颜色值存入数组A;

     }

   }
}
上面的算法假设物体投影到XOY 平面上。
多边形在各个像素点处的深度值可以从顶点的深度值用增量方法算得。
在默认的视点下,使用深度缓冲器方法。
(1)给出投影平面,这里根据方位角与仰角计算出投影平面的法线。再参考多边形

的顶点坐标确定投影平面的具体位置,也就是给出平面方程。这里把投影平面放到柱体

的后面。
(2)从第一个面开始,计算每个面上的点到投影平面的距离,保留距离大的点的位置

及其颜色。
(3)把最后保留下来的颜色在相应的点的位置上绘制出来。
程序设计时,首先编写一个函数fplane()用来计算平面方程。该函数的输入是视点

的方位角与仰角,还有各个顶点坐标的最值。
然后,编写函数fdist()用来计算一个多边形上每个点到投影平面的距离。该函数输

入是多边形顶点,还有投影平面的参数。
还要编写一个函数fin()用来完成屏幕点颜色的替换。
深度缓冲器法简单实用,但是在计算时需要很大的存储空间,另外也没有充分地利用

物体本身的一些连接关系。
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2.画家方法

这种方法按照多边形离观察者的远近建立一张深度优先级表,距离观察者近的优先级高。
如果空间中各个多边形都可以区分出远近,那么,先把最远处的多边形绘制在屏幕

上,然后从远到近绘制其他多边形。
如果投影区域重叠,便使用近处的多边形颜色覆盖先绘制的远处的多边形。
建立深度优先级表是关键的一步。在建立优先级表时,一个复杂的问题是多边形互

相覆盖或者互相贯穿。也就是两个多边形A与B,A上有的部分距离观察者远于B上有

的部分,但是A上有的部分距离观察者近于B上有的部分。如果检测到这种情况,就需

要对多边形进行分割,然后对分割后的多边形进行排序。
除了上面介绍的三种消隐方法外,还有区域细分(Warnock)算法、扫描线算法等多种

消隐方法,可以参考其他有关资料。

习  题

一、程序修改题

  1.修改例3-1程序,为每个坐标轴加上箭头,并标上X,Y,Z 与原点O。
2.如果将式3-1改成下面式3-7:

xs =x-
xp

zp +xp
z

ys =y-
yp

zp +yp
z

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(3-7)

  修改例3-1程序,绘制出投影后的三个坐标轴。
3.修改例3-3,改变视向量,从多个角度观察该三维曲线,进一步制作出动画效果。
4.运行例3-4程序,改变视向量会发现有时绘制结果有些失真,修改式3-1,然后再

修改程序,观察实验结果。

5.将u= a2+b2+c2与v= a2+b2修改为u=|a|+|b|+|c|与v=|a|+|b|,
然后修改程序,观察分析。
6.修改例3-6程序,使得绘制正方体线框图时,不绘制出被隐藏的边。
7.修改例3-6程序,绘制正方体表面实体图,即每次绘制出可见的各个面,每个面使

用不同的颜色填充。
8.修改例3-7程序,有规律地修改视点位置,例如,视点位置在一个圆上慢慢运动,

然后根据视点位置改变,制作正方体投影变化的动画效果。
9.修改例3-7程序,令视点不变,长(正)方体的顶点变化制作动画。
二、计算题

1.例3-2程序是将三维点投影到二维平面,然后用画线函数连接起来,问绘制出的

前5个点(即前4个折线段的5个端点)分别是什么?
2.例3-3绘制的第一个点与最后一个点分别是什么?
3.当投影向量为floatt[3]={-1.8,1.5,1.0}时,使用式3-1计算(1,1,1)点投影到

平面的什么位置,即在屏幕的什么位置绘制。如果投影向量变为t[3]={-1.8,-1.5,
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1.0},根据式3-1计算(1,1,1)点应该在什么位置绘制。

4.在3.2节的思考题中,给出了一个柱体的顶点坐标,如果视点在远处,视线方向是

(1,1,1)指向(0,0,0),根据式3-1绘制出该棱柱各个边的投影图,然后分析、计算判断:
如果是实心不透明柱体,哪些棱与顶点是看不到的。

5.如果在与视线垂直平面上投影(平行投影),计算第4题中各个顶点投影后的二维

点坐标值。

6.如果在图3-10中,视点位置为(0,0,0),近平面(四边形)的4个顶点分别为(2,

-3,3),(2,3,3),(2,3,-3),(2,-3,-3),近平面与远平面之间的距离为1,求远平面

(四边形)四个顶点的坐标。

7.式3-1是计算平行投影的公式,式3-5和式3-6是计算透视投影的公式,现在给定

投影向量为{-1.8,1.5,1.0},视点位置为(2,2,2),再给定一个空间四边形的四个顶点(1,

0,1),(1,1,1),(0,1,1),(0,0,1),用两种投影方法计算投影到XOY 平面上的新四边形

的四个顶点坐标,然后绘制出来,对比分析。

8.例3-10的条件不变,计算面BCED 是否可见。

9.图3-15是视线方向位于水平角30°,方位角-37.5°时的投影图,该视线方向转换

为向量是{0.5272,0.6871,-0.5000},计算这种情况下,如图3-15所示多面体的面1与面

2的向外的法向量与视线向量的数量积符号。

图3-15 一个凸多面体

X=

  

 0  0 0 0  0  0
-0.5878 -0.1816 0.4755 0.4755 -0.1816 -0.5878
-0.9511 -0.2939 0.7694 0.7694 -0.2939 -0.9511
-0.9511 -0.2939 0.7694 0.7694 -0.2939 -0.9511
-0.5878 -0.1816 0.4755 0.4755 -0.1816 -0.5878
 0  0 0 0  0  0
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Y=

  

0  0  0 0 0 0
0 -0.5590 -0.3455 0.3455 0.5590 0
0 -0.9045 -0.5590 0.5590 0.9045 0
0 -0.9045 -0.5590 0.5590 0.9045 0
0 -0.5590 -0.3455 0.3455 0.5590 0
0  0  0 0 0 0

Z=

  

-1.0000 -1.0000 -1.0000 -1.0000 -1.0000 -1.0000
-0.8090 -0.8090 -0.8090 -0.8090 -0.8090 -0.8090
-0.3090 -0.3090 -0.3090 -0.3090 -0.3090 -0.3090
0.3090 0.3090 0.3090 0.3090 0.3090 0.3090
0.8090 0.8090 0.8090 0.8090 0.8090 0.8090
1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000

  上面数据是 MATLAB中的表示方法,意思是,最上面5个点汇聚成一点,即A 点,
坐标是(0,0,1);A、D、I 等位于两条边线的重合处,坐标分别为(0,0,1),(-0.5878,0,

0.8090),(-0.9511,0,0.8090),数据选择时,按列从下到上。

10.先根据图3-15找到面1与面2的四个顶点,然后根据背面检测法,判断当视线方

向为(1,1,1)指向(0,0,0)时,面1与面2是否可见。

11.继续题10(如图3-15所示多面体的数据),计算当视向量为{-1,-1,1}时,面1
与面2是否可见。

12.读图3-13,然后完成下面各题。
(1)写出8个顶点的坐标。
(2)写出6个面的指向物体外侧的法向量。
(3)当视向量为{0.8,1.0,-0.6}时,计算视向量与6个面的法向量(指向外侧)的

乘积。

13.参考算法3-2,当视向量为{0.8,1.0,-0.6}时,计算例3-8中正方体顶点(数据)
相对于XOY 平面的深度值。

三、程序设计题

1.参考例1-8与例3-3,编写程序绘制出维维安尼(Viviani)曲线在三个坐标面上的

正投影。

2.参考例3-3,编写程序,绘制函数图像z=0.85x+0.04y+0.01与面片z=-0.04x
+0.85y+1.6,其中,0≤x≤1,0≤y≤1。

3.参考图3-10,设计程序,输入视点位置、近平面(多边形)四个顶点坐标、远平面(多
边形)四个顶点坐标,另外输入一个空间中的点,判断该点是否位于裁剪空间之内。

4.参考例3-10,设计程序,输入是该多面体的顶点(坐标数据)、视向量方向,输出是

每个面是否可见。

5.设计程序,以一个长方体为对象,实现深度缓冲器算法。


