
第3章

进化和群智能优化

摘要 本章介绍了基础的进化算法,包括经典的遗传算法(Genetic
 

Algorithm,GA)、实
数编码遗传算法、进化策略(Evolution

 

Strategies,ES)、遗传规划(Genetic
 

Programming,

GP)、蚁 群 优 化(Ant
 

Colony
 

Optimization,ACO)算 法、差 分 进 化 算 法 和 粒 子 群 优 化

(Particle
 

Swarm
 

Optimization,PSO)算法。此外,还描述了结合进化搜索和局部搜索的模

因算 法,以 及 使 用 概 率 模 型 生 成 后 代 解 的 分 布 估 计 算 法(Estimation
 

of
 

Distribution
 

Algorithm,EDA)。最后,介绍了求解多目标和高维多目标优化问题的基本方法。

3.1 引言

元启发式算法一般可以分为两大类:
 

一类是在抽象层面模拟自然进化过程的进化算

法,另一类是模拟群居动物(如鸟群和蚁群)群体行为的群智能优化算法。这两类元启发式

算法都是基于种群的随机搜索方法,原则上他们都能用于求解各种类型的白盒和黑盒优化

问题。但需要注意的是,进化算法和群智能优化算法也可以作为设计全局自适应系统的通

用工具,或用于模拟和理解人工生命等自然智能。

作为人工智能的一个研究领域,进化算法可以追溯到20世纪60年代,当时美国的

Lawrence
 

J.Fogel提出了进化编程[61],德国Ingo
 

Rechenberg和 Hans-Paul
 

Schwefeln提

出了进化策略[62],美国John
 

Hollandn提出了遗传算法并随着David
 

Goldberg出版的一本

书[63]而为人们熟识起来。最新的两类进化算法分别是由John
 

Koza在20世纪80年代末

提出的遗传规划[64],以及由Storn和Price在20世纪90年代末提出的差分进化算法[65]。
多年来,不同种类的进化算法已经融合在一起[66]。

遗传算法、进化策略和遗传规划的一般框架非常相似,图3.1给出了进化算法的一般框

架。给定求解问题的表示方法(编码机制),所有进化算法都从初始化父代种群开始。从优

化的角度来看,用于搜索的初始种群由一组随机初始化的起点组成。随后,对父代种群进行

交叉和变异产生新的候选解,称为子代种群。配偶选择是指用于完成交叉的父代选择。所

有子代个体在执行环境选择之前进行适应度评估。需要注意的是,环境选择可能只基于子
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图3.1 进化算法的一般框架

代种群(非精英)或者基于父代和子代种群(精英)。

所选择的解将成为下一代父代种群。此过程重复执

行,直到满足终止条件。

群体优化算法是另一类元启发式搜索方法,其
灵感主要来自于群居动物的集体行为,如鸟群和蚁

群。最流行的群体优化算法是PSO算法和蚁群优

化算法。与进化算法不同,群体优化算法通常没有

交叉或选择操作。然而,值得注意的是,PSO算法

和蚁群优化算法的工作机制是非常不同的。蚁群的

集体行为是蚂蚁之间基于信息素的局部通信实现

的,而在PSO算法中,粒子会向性能更好的粒子学

习,从而使种群的收敛性能达到一个平衡状态。

3.2 遗传算法

3.2.1 定义

  GA旨在模拟自然进化的过程,对每个生物组织的基因型-表现型映射关系进行建模、

通过个体之间的有性繁殖实现染色体的交叉、在个体层面进行遗传突变以及在群体层面进

行自然选择。

遗传算法中的大多数术语都来源于生物学。在遗传算法中,种群由一组个体构成,种群

中个体的数量称为种群大小。一个个体由一条或多条染色体组成,每条染色体由基因组成并

具有一个特定的等位基因。个体的一个特征由一个或多个基因编码,例如鸟的羽毛颜色;
 

然

而,也有可能多个基因编码一个特征(称为多基因性),或者一个基因影响多个特征(多效性)。

每个个体都有一个适应度,在生物系统中,适应度对应个体的生存和繁殖能力。在优化

中,适应度代表解的质量,用于确定适应度的数学描述称为适应度函数。

染色体的完整集合称为个体的基因型,而特征的完整集合称为表现型。图3.2(a)举例

说明了一个由8个基因和4个特征组成的基因型-表现型映射关系,图3.2(b)和图3.2(c)

分别是多基因性和多效性的例子。

3.2.2 表示

传统的遗传算法中一般采用二进制表示来模拟生物系统中的DNA序列。例如,若使

用一个4位二进制字符串来编码一个整数决策变量,那么一个12位的字符串 '1
 

0
 

1
 

1
 

0
 

1
 

1
 

0
 

1
 

1
 

1
 

0'表示的是3个整数,从左到右,'1
 

0
 

1
 

1'表示整数11,'0
 

1
 

1
 

0'表示整数6,'1
 

1
 

1
 

0'表
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图3.2 基因型-表现型的映射关系

示整数14。

图3.3 对n 个决策变量进

行编码的二进制字

符串

图3.3所示的二进制串表示n个决策变量,每个变量由l
位二进制编码。因此,若编码的决策变量是整数,则二进制字符

串可以通过以下形式来进行解码:
 

xi=∑
l-1

j=0
sj2

j, sj={0,1} (3.1)

  通常,二进制编码的遗传算法可用于整数优化问题和组合优化问题。在以往,它们也被

广泛用于连续优化问题,其中实值决策变量使用二进制字符串进行编码。在这种情况下,若
给定解码的实值决策变量范围:

 

xi=ai+(bi-ai)
1

2l-1∑
l-1

j=0
sj2

j, sj={0,1} (3.2)

则一个l位二进制串可以解码为一个实数。其中,xi∈[ai,bi],ai 和bi 分别是决策变量

xi 的上界和下界。

需要注意的是,若实数ai≤xi≤bi 被编码为l位,那么编码范围需要离散化为2l-1
等份并引入量化误差。也就是编码的决策变量可能无法达到目标函数的最优值。打个比

方,如果在[-1,1]区间的一个决策变量使用3位字符串进行编码,编码后的8个数字为

{-1,-5/7,-3/7,-1/7,1/7,3/7,5/7,1}。如果目标函数的最优值在x=0位置,那么它

永远无法通过使用3位二进制字符串找到最优值。很明显,l越大,量化误差越小。但是,

如果决策变量的数量很大,那么使用较大的l会导致巨大的搜索空间。因此,一般来说,二
进制编码的遗传算法并不适合连续问题的优化。解决搜索准确度和效率平衡问题的一种方

法是使用可变长编码方法,其中编码长度可以变化,通常随着进化过程而增加。
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二进制遗传算法的另一个问题是所谓的海明悬崖。通过海明悬崖,编码十进制数字每

增加1,二进制数字就会发生最大的变化。例如,一个4位二进制字符串 '0
 

1
 

1
 

1'表示7,而
'1

 

0
 

0
 

0'表示8。因此,要从7更改到8,所有4位都必须要更改(最大更改)。为了解决这一

问题,可采用格雷编码来代替二进制编码。

3.2.3 交叉和变异

变化的主要驱动力来自于交叉操作算子。交叉操作模拟生物体的有性繁殖,其中选用

两个父代个体(称为配偶选择)来产生新的候选解,称为子代个体。在交叉过程中,随机选择

一个或多个交叉点,然后交换交叉点(二进制字符串片段)之间双亲的遗传物质。图3.4列

举了3种不同的交叉情况,即单点交叉、两点交叉和均匀交叉。从理论上讲,对于一个l位

长度的字符串,可以有一个点、两个点……(l-1)个点交叉,并且交叉点是随机选择的。

一种更一般的交叉方法称为均匀交叉,其中和染色体长度相同的二进制掩码是随机产生

的。如果掩码字符位上是 '1',则进行位的交换,否则如果掩码字符位上为 '0',则不进行

交换。

考虑到交叉是传统遗传算法中的主要遗传算子,因此交叉概率通常设置较高。此外,还
可以基于多个父代个体进行交叉。

随后对交叉所产生的子代个体进行变异。对于使用二进制编码或格雷编码的遗传算

法,变异只是简单地将 '1'改为 '0',或将 '0'改为 '1',这也称为翻转。对点的变异概率通常设置

得较低,一般可以通过1/l计算得到,其中l是染色体的总长度。

图3.4 交叉图示
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3.2.4 环境选择

遗传算法中的环境选择模仿自然进化中达尔文的“适者生存”理论。通过环境选择,从

子代种群中选择下一代父代种群。目前已提出了很多环境选择方法,在遗传算法中大多通

过概率来选择。广泛使用的环境选择策略包括适应度比例选择(也称为轮盘赌选择)、等级

比例选择和锦标赛选择。

在适应度比例选择中,按照以下概率来选择子代个体作为下一代的父代个体:
 

p(i)=
fi

∑
N

i=1
fi

(3.3)

其中,fi 为父代种群中第i个个体的适应度,N 为种群大小。需要注意的是,对于最大化问

题,f(i)可以表示第i个个体的目标值。然而,对于最小化问题,需要将目标值转换成一个

适应度,这样目标值越小,个体的适应度也就越小。这个目标值的转换可以通过以下方法来

实现:
  

f'(i)=
1

f(i)+ε
(3.4)

其中,ε>0表示一个很小的常数,用于避免除数为零。

在适应度比例选择中,如果个体之间的适应度相差很大,那么弱势个体将很难被选择

到,从而导致选择压力过大。为了解决这个问题,可以使用排序比例选择方法。在这个方法

中,子代种群中的个体从差到好进行排序,也就是说,最差的个体排序为1,最好的个体排序

为N。然后使用以下选择比例实现父代个体的选择:
 

p(i)=
ri

∑
N

i=1
ri

(3.5)

其中,1≤r(i)≤N 表示个体i的排序。因此,适应度远小于其他个体的个体将有更大的机

会被选中。需要指出的是,排序选择并不总是会降低选择压力。例如,如果种群中个体的适

应度非常相似,那么将会导致排序比例选择产生很大的选择压力。

锦标赛选择是从子代个体中随机挑选2≤k<N 个个体,然后从k个个体中选择最好的

个体作为下一代父代个体,其中k称为锦标赛规模,重复以上操作直至选择够N 个父代个

体。当k=2时,锦标赛选择称为二进制锦标赛。通常情况下,k比种群规模N 小得多。

然而,即使最优个体比子代种群中的所有个体都优秀,也没有上述哪一种选择策略能够

将其保留在父代种群中,这些选择策略统称为非精英策略。因此,可以引进一种精英策略用

于将最优个体的选择和概率选择方法相结合。

同样需要注意的是,在标准的遗传算法中,每一代中所有父代个体都会被子代个体替换
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掉,这被称为一般的进化算法。相反,当只允许产生的子代个体来替换最差的父代个体时,

称为稳态进化算法。

3.3 实数编码的遗传算法

尽管传统的二进制遗传算法可以用于整数优化、组合优化及连续优化,但当决策变量数

量很多并且每个决策变量用一个很长的二进制字符串表示时,它的优化效率就会很低。若

一个优化问题有100个决策变量,每个决策变量用20位二进制串表示,那么染色体的长度

就是2000,这就会形成一个很大的搜索空间,导致搜索效率很低。

3.3.1 实值表示

相比于二进制编码,实数编码更加直接。对于一个n维问题,染色体长度就是n,而且

不需要上下界的编码,如图3.5所示。

图3.5 决策变量的实数编码

因此,二进制编码遗传算法的n点交叉或均匀交叉不能直

接用于实数编码遗传算法,必须设计新的不同操作。目前,已经

提出了很多的交叉算子,大致可以分为以种群为中心(均值中

心)或者以父代为中心,以种群为中心表示交叉后产生的子代均值分布在父代种群的中心周

围,而以父代为中心主要表示所产生的子代集中在父代个体周围。在实数编码遗传算法的

各种交叉算子中,混合交叉(BLX-α)和模拟二进制交叉(Simulated
 

Binary
 

Crossover,SBX)

的应用最为广泛。

3.3.2 混合交叉

以下为混合交叉(BLX-α)的描述。
首先从t代父代种群中选择两个父代个体:

 

x1(t)和x2(t),其中

x1(t)={x11(t),x21(t),…,xi1(t),…,xn1(t)}, i=1,2,…,n
n是决策变量的数量。

然后根据如下操作生成两个子代个体x1(t+1)和x2(t+1)。
对于for

 

i=1
 

to
 

n,执行

(1)
 

di=|xi1(t)-xi2(t)|;
 

(2)
 

从下列区间中随机选择一个均匀分布的实数u1
[min{xi1(t),xi2(t)}-αdi,max{xi1(t),xi2(t)}+αdi]

  (3)
 

xi1(t+1)=u1(第一个子代个体);
(4)

 

从下列区间中随机选择一个均匀分布的实数u2
[min{xi1(t),xi2(t)}-αdi,max{xi1(t),xi2(t)}+αdi]
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  (5)
 

xi2(t+1)=u2(第二个子代个体)。

从上面的过程中可以看到,混合交叉是两个父代个体之间的随机内插或者外插操作。

3.3.3 模拟二进制交叉和多项式变异

SBX是实数编码遗传算法中另一种更流行的交叉算子。SBX思想来源于二进制交叉

过程中,即两个父代个体的平均值和两个子代个体的平均值是相同的。例如,给定两个二进

制编码的父代个体,P1:
 

1
 

0
 

0
 

1,P2:
 

1
 

1
 

1
 

0,解码后的数分别是9和11,其平均值为10.5。

如果在第二位(从左开始)和第三位之间进行单点交叉,那么子代个体就分别为O1:
 

1
 

0
 

0
 

0、

O2:
 

1
 

1
 

0
 

1,解码后其值分别为8和13,可得其平均数也为10.5。

因此,对于实数编码的遗传算法,SBX的目标是二进制交叉的动态行为,使得子代的均

值和父代的均值相同。为了实现这个想法,定义一个传播因子

β=
|O1-O2|
|P1-P2|

(3.6)

其中,P1、P2、O1、O2 分别是两个父代个体和两个子代。可以看出,当父代个体之间的差异

和子代个体之间的差异相同时,传播因子为1。当β<1时,子代个体之间的差异小于父代

个体之间的差异,从而导致了收缩效应。反过来,当β>1时,意味着两个子代个体之间的差

异大于两个父代个体之间的差异,从而引发扩张效应。通常,产生的子代个体会比较接近于

父代个体。给定两个父代个体,SBX通过以下步骤产生两个子代。
(1)

 

在产生一个0~1的随机数u。
(2)

 

通过以下公式计算传播因子

β(u)=
(2u)

1
ηc+1, u≤0.5
1

2(1-u)
1

ηc+1

, u>0












(3.7)

其中,ηc>1称为分布因子,由用户自定义所得。

(3)
 

给定两个父代个体xi1(t)和xi2(t),i=1,2,…,n表示第t代n维决策变量的第i
个元素,通过以下公式生成子代个体:

 

xi1(t+1)=0.5[(1-β(u))xi1(t)+(1+β(u))xi2(t)] (3.8)

xi2(t+1)=0.5[(1+β(u))xi1(t)+(1-β(u))xi2(t)] (3.9)

  图3.6给出了在给定父代和分布因子的情况下子代个体分布的概率密度函数。可以看

出,密度函数依赖于父代个体的位置以及分布因子(ηc)。分布因子越大,搜索的开采能力

越强。

与SBX相似,实数编码的遗传算法同样也需要变异算子,称为多项式变异。假设xi∈
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图3.6 给定父代个体x=1以及ηc=

2和ηc=5时后代个体的分

布密度函数

[xLi,x
U
i]是实数编码遗传算法的一个决策变量,其经过

变异后生成x'i:
 

x'i=
xi+δL(xi-x

L
i), u≤0.5

 
xi+δR(x

U
i -xi), u>0.5







 (3.10)

其中,u是[0,1]区间的随机数,δL 和δR 表示两个参数,

其定义为:
 

δL=(2u)
1

1+ηm -1, u≤0.5 (3.11)

δR =1-(2(1-u))
1

1+ηm -1, u>0.5 (3.12)
其中,ηm 表示变异操作的分布因子。

SBX和多项式变异应该是实数编码遗传算法中应用最广泛的交叉和变异算子。

3.4 进化策略

ES最初是针对连续优化问题而提出来的一类进化算法,它最早的版本是在20世纪60
年代提出的1+1-ES算法。该算法与随机搜索非常相似,不同的是在该算法中提出了一种

变异强度自适应的规则,称为“1/5成功规则”。显然,通过使用参数和决策变量共同演化的

参数自适应方法是进化策略和遗传算法的主要不同点。其他主要的不同点包括进化策略的

子代种群规模通常要大于父代种群的规模,而且高斯变异是进化策略的主要驱动力,而不是

遗传算法中的交叉操作。

3.4.1 (1+1)-ES
如其所命名,(1+1)-ES中一个父代个体产生一个子代个体,因此其并不是真正的基于

种群的搜索算法,但其包含了最重要的参数自适应思想。对于最小化实数函数f(x)的优化

问题,x∈Rn,(1+1)-ES算法的主要步骤描述如下。
(1)

 

设置初始代数t=0,初始化步长为σ(t),随机产生一个初始解

x(t)=(x1(t),x2(t),…,xn(t))

  (2)
 

对于每个i=1,2,…,n,从正态分布(高斯分布)中产生zi
xi(t+1)=xi(t)+zi, zi ~N(0,σ(t+1)) //变异 (3.13)

  (3)
 

若f(x(t))<f(x(t+1)),则x(t+1)=x(t) //变异不成功

(4)
 

t←t+1。
(5)

 

根据1/5成功规则自适应步长σ(t)。
(6)

 

若不满足终止条件,那么返回步骤(2)。
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1/5成功规则在每k代后调整步长σ(t)(k≥5由用户自行定义)。

σ(t+1)=

σ(t)/c, ps>1/5 //σ增大;
 

σ(t)·c, ps<1/5 //σ减小;
 

σ(t), ps=1/5











(3.14)

其中,ps是过去k代中成功变异的比例,0.8≤c≤1。也就是说,若在过去k代中成功变异

的比例大于1/5,则增大步长,否则减小步长。

3.4.2 基于全局步长的进化策略

基于种群的进化策略同样也有许多变种,其主要区别在于步长大小的数量、步长自适应

的方式及其选择策略。具有全局步长的进化策略包含两个染色体:
 

一个包含n个实值决策

变量,另一个是步长大小σ。换句话说,n个决策变量使用相同的步长进行变异。全局步长

和决策变量通过下列形式进行变异:
 

σ(t+1)=σ(t)exp(τN(0,1)) (3.15)

xi(t+1)=xi(t)+σ(t+1)N(0,1), i=1,2,…,n (3.16)

其中,N(0,1)表示满足正态分布的随机数,τ~1/ 2n是常数,n表示决策变量的数量。

从上述公式中可以观察到,像决策变量一样,全局步长σ也会进化。需要注意的是,变
异顺序是很重要的,即步长大小必须在决策变量变异之前进行变异。

3.4.3 基于个体步长大小的进化策略

显然,对所有决策变量使用一个全局步长并不是一个很好的主意,尤其是当不同决策变

量的范围有很大差异或者决策变量相关的时候。因此,对每个决策变量使用一个步长大小

会更合理。在这种情况下,将会有n种步长大小。

类似地,如下给出了基于个体步长大小的进化策略对步长大小和决策变量的变异公式:
 

σi(t+1)=σi(t)exp(τ'N(0,1)+τNi(0,1)), i=1,2,…,n (3.17)

xi(t+1)=xi(t)+σ(t+1)Ni(0,1), i=1,2,…,n (3.18)

其中,τ'~1/ 2n和τ~1/ 2n是两个参数。N(0,1)表示从正态分布采样的一个随机数,

并用于所有的决策变量变异;
 

而Ni(0,1)表示对每个决策变量重新采样的随机数。同样,

步长大小的变异必须在决策变量变异之前。

3.4.4 繁殖与环境选择

进化策略中的环境选择与遗传算法中的环境选择有很大的不同,其不同主要在于前者

采用的是一种确定性的选择策略。它通过产生多于父代个体数的子代种群来实现。也就是

说,给定μ个父代个体,将通过上述描述的变异策略产生λ>μ 个子代个体。比如,(15,
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100)-ES中,μ=15表示父代种群规模,λ=100是产生的子代种群大小。在繁殖过程中,随
机选择一个父代个体,分别通过对其步长大小和决策变量的变异来产生一个子代个体。这

个过程重复100次后产生100个子代个体。

在进化策略中有两种环境选择策略的变种:
 

一种称为非精英策略,即(μ,λ)-ES;
 

另一

种称为精英策略,即(μ+λ)-ES。在非精英选择策略中从λ个子代个体中选择最优的μ个

个体作为下一代父代个体;
 

而在精英选择策略中,从μ+λ个个体中选择最优的μ个个体作

为下一代的父代个体。
进化策略的总体框架可以总结如下。
(1)

 

随机初始化μ个父代个体,其中决策变量在给定搜索空间中随机产生,初始步长大

小在0和最大初始步长之间随机产生,一般设定为搜索范围的三分之一。
(2)

 

基于式(3.15)和式(3.16)或者式(3.17)和式(3.18)变异产生λ个个体。
(3)

 

从λ个子代个体中选择μ个最好的个体(非精英策略);
 

或者从μ+λ个个体中选

择μ个最好的个体(精英策略),作为下一代的父代个体。
(4)

 

如果不满足停止条件,则转到步骤(2)。

一开始进化策略并没有交叉或重组操作。然而,当最优解在给定搜索空间的中间时,加
入交叉或重组操作能有效加快搜索速度。由于进化策略使用实值编码,以下4种重组方法,

包括局部离散重组、局部中间重组、全局离散重组及全局中间重组,都可以在实行变异操作

之前应用于决策变量和步长大小。

进化策略中的局部重组操作对所有变量使用相同的两个父代个体。在重组之前,从父

代种群中随机选择两个父代个体xP1 和xP2,然后对每个决策变量执行以下操作。
(1)

 

随机选择两个父代个体xP1 和xP2。
(2)

  

对于每个个体i=1,2,…,n
x'i=xP1,i 或xP2,i(离散重组) (3.19)

x'i=xP1,i+ξ(xP2,i-xP1,i)(中间重组) (3.20)
其中,ξ∈(0,1)是用户自定义参数。

相反,全局重组操作可以对不同决策变量使用不同的父代个体。也就是说,对每个决策

变量xi 随机选择两个父代个体,然后执行式(3.19)或式(3.20)中给出的重组操作。

3.4.5 协方差矩阵自适应进化策略

个体步长大小的进化策略提供了沿不同决策变量独自适应搜索过程的灵活性。然而,
当不同决策变量之间存在相关性时,这种方法还是不够的。由于决策变量之间的成对依赖

关系可以通过协方差矩阵来获得,因此协方差矩阵自适应进化策略(Covariance
 

Matrix
 

Adaptation
 

Evolution
 

Strategy,CMA-ES)旨在调整协方差矩阵从而高效地找到最优解。

式(3.21)中概率密度函数的全协方差矩阵C 适用于决策变量的变异,其中n是决策变量的
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维度

f(z)=
det(C-1)
(2π)n/2

exp-
1
2
(zTC-1z)  (3.21)

去随机化的CMA-ES[67]可以通过以下方式表示:
 

x(t+1)=x(t)+δ(t)B(t)z, zi ~N(0,1) (3.22)

其中,δ(t)是第t代的整个步长大小,zi~N(0,1),C=BB
T,即Bz~N(0,C)。

协方差矩阵的自适应使用累积步长大小方法,通过两步来实现。其中ccov∈(0,1)和

c∈(0,1)表示在累积自适应过程中过去对当前的影响。

s(t+1)=(1-c)s(t)+cuB(t)z (3.23)

C(t+1)=(1-ccov)C(t)+ccovs(t+1)s
T(t+1) (3.24)

  由于C=BBT 并不足以推导出B,因此从C 中计算矩阵B 并不是一件小事。为此,我
们可以使用C 的特征向量作为B 的列向量。这是因为整个步长大小δ必须要和上一步适

应。为了实现这一点,我们需要知道累积向量sδ 的期望长度。因此,依赖于B 的变异(突
变)向量应该服从分布N(0,1)。若B 的列向量是C 的特征向量,则其可以通过使用相应特征

值方差根来归一化B 的列向量,从而生成矩阵Bδ。最后,sδ 和δ可以通过下式进行自适应:
 

sδ(t+1)=(1-c)sδ(t)+cuBδ(t)z (3.25)

δ(t+1)=δ(t)exp(β(‖sδ(t+1)‖-χ鍀n)) (3.26)

其中,Bδ 等于列向量归一化后的B,因此Bδ(t)z遵循N(0,1)分布。χ鍀n 表示χn 分布的期

望,这是一个长度分布,其是满足N(0,1)分布的一个随机向量。

CMA-ES包含几个需要指定的超参数,关于这些参数的更多细节可以查阅文献[67]。

具有全局步长的ES、具有个体步长的ES以及CMA-ES的主要区别通过图3.7进行说

明。在图3.7(a)中,所有决策变量的步长大小相同,即产生变异样本的分布对所有决策变

图3.7 不同ES
 

量(圆圈)具有相同的方差。相反,由于不同决策变量允许使用不同的步长大小,因此不同变
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量的分布具有不同的方差(椭圆),如图3.7(b)所示。另外,由于CMA-ES能够适应协方差

矩阵,因此分布可以看作是一个可旋转的椭圆,从而获得最有效的搜索性能,如图3.7(c)所
示。大量研究表明,CMA-ES可以很好地解决连续优化问题。

3.5 遗传规划

遗传规划[68]是一类特殊的进化算法,其能够自动求解具有特殊的高级形式、模式或结

构的优化问题。尽管遗传规划可以看成是一种采用不同表示形式的遗传算法,典型地通常

使用决策树结构,由于其很适合求解回归和特征选择问题,因此其也可以认为是一种机器学

习方法。

遗传规划已经在符号回归[69]、分类[70]和特征选择[71]中获得了应用,这些工作可以用

于工程设计中,如天线[72]、拓扑结构[73]、电子电路[74]以及软件代码[75]。

3.5.1 基于树结构的遗传规划

遗传规划可以使用不同的表示方式,包括基于树结构的遗传规划、基于堆栈结构的遗传

规划、线性遗传规划、基于图结构的遗传规划以及强类型的遗传规划。其中,树结构是遗传

规划最早且最广泛使用的一种表示方式[76]。因此,本章采用基于树结构的遗传规划作为例

子来讲解遗传规划的流程。

如图3.8所示,遗传规划包含进化算法的主要步骤:
 

初始化、遗传变异、适应度评估以

及环境选择。但是遗传规划和其他进化算法技术的不同点在于其编码(或表示)方式,因此

其具有不同的初始化和变异操作。

图3.8 遗传规划的一般流程

图3.9 3a(3+(y+10))的

树结构表示

在基于树结构的遗传规划中,程序或者数学表达式通过语法

树而不是二进制数或实数来表示[77]。图3.9给出了数学表达式

3a(3+(y+10))的决策树表示形式。在这棵决策树中,变量或

常量(3、a、y 和10)称为叶节点(或终端节点),运算符或函数

(+)称为内部节点。

在树结构中,所有可能的变量、常量、运算符和函数被称作基

元,它们决定了遗传规划的搜索空间。基元集合包括存储叶节点

Canonical-
PSO代码

CSO代码

LP-PSO
代码
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的终端节点集合以及存储内部节点的函数集合[78]。根据不同的问题,终端节点集合可以是

外部输入,如决策变量或特征、常量;
 

函数集合可以是算法、布尔、数学或者编程函数。

表3.1是常见的基元。

表3.1 遗传规划中的常见基元

终端节点集合

类别 例子

变量 x、y、a
常量 3、y

函数集合

类别 例子

算法 +、*、-、
 

/
布尔 AND、OR、NOT
数学 sin、tan、cos、exp
程序 WHILE、FOR、IF、ELSE、END

基元集合的选择对于遗传规划算法的有效性是非常重要的。一般来说,需要谨慎考虑

以下两点:
 

封闭性和充分性[64]。封闭性包含类型一致性和评价安全性,用于避免节点的随

意性并确保变异中产生的表达式是可行的。充分性是指基元集合应该包含足够的表达式变

种使其能够表示求解问题的最优解。

3.5.2 初始化

由于解的不同表示,遗传规划中其初始化方法是不同于其他进化算法的。两种基本的

初始化方法(完全法和生长法)如图3.10所示。这两种方法均从基元集合中随机选取节点。

完全法用于构建深度预定义的完全二叉树,而生长法使用深度优先搜索方法逐渐生成树,直
到这棵树满足预设的深度。图3.10说明了这两种方法的不同之处。

图3.10 遗传规划中两种基本的初始化方法

尽管上述两种方法容易实现,但其树的形状多样性不够。因此,这两种方法的结合(称

为半完全半生长法)[64]得到广泛采用,即初始种群中一半个体采用完全法产生,而另一半采

用生长法产生。

3.5.3 交叉与变异

继承于进化算法,基于树结构的遗传规划在产生新的候选解时使用遗传算法相同的交
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叉和变异操作,称为重组与变异。图3.11和图3.12给出了子树层的两种操作。重组操作

从每个父代个体上选择一棵子树,组合成一棵新树作为子代个体。变异操作选择一个节点

进行变异后来使用一个随机生成的子树来替代。

图3.11 遗传规划中的重组操作示例
  

图3.12 遗传规划中的变异操作示例

为了评价候选解的质量,遗传规划中的适应度函数可以根据问题定义成多种形式,可以

是近似误差、分类准确率、系统到达预定状态所消耗的资源或时间,或者含有用户定义标准

的结构。同样,一旦完成适应度评估,遗传算法中的选择机制[79]就可应用于遗传规划中,比

如锦标赛选择机制以及基于适应度比例的轮盘赌选择机制。

3.6 蚁群优化算法

受自然界蚂蚁通过信息素交流的启发[80-81],ACO算法最初提出时用于求解旅行商问

题[82]。ACO算法采用N 个人工蚂蚁(或称为智能体)来模拟蚁群寻找食物的过程,从而完

成优化任务。由于ACO算法结合了随机和贪婪机制,它可以较好地求解NP难的组合优化

问题[83]。

图3.13是ACO算法主要思想的一个简单示例,该问题的目标是寻找从起点A到终点

E的最短路径。ACO算法采用近乎相同数量的蚂蚁来初始化每一条路径,随后,每迭代一

次,蚂蚁通过共享它们的信息素τ以显示它们到终点E的距离信息,并根据τ的分布调整

它们的行动策略。显然,短的距离会产生高的信息素τ,进而吸引更多的蚂蚁探索较短路

径。当ACO算法结束时,蚂蚁就找到了到达终点E的最短路径。

3.6.1 整体框架

ACO算法的一般过程见算法3.1,其主要包括4个主要操作(初始化、解的构建、局部
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图3.13 蚁群优化算法示例

搜索和信息素更新)。

算法3 1 ACO算法伪代码

1 
 

初始化
2 

 

while
 

终止条件未达到
 

do
3 

 

  构建N个蚂蚁个体
4 

 

  进行局部搜索
5 

 

  更新信息素
6 

 

end
 

while
输出 

 

最优解

ACO算法在每次开始时,N 个蚂蚁个体的信息素均设为τ0。每个蚂蚁个体x 基于启

发式因子和信息素构建的。假设x 的第i维有若干个可行值,那么分配为第j个可行值的

概率为

p(xji)=
ταij(η(x

j
i))β

∑ταil(η(xli))β
(3.27)

其中,τij 和η(xji)分别是xi 的第j个可行值的信息素和启发式因子;
 

α和β是两个预定义

参数,用于平衡启发式信息和信息素,作为可选项,当构建完x 后可以应用局部搜索来提高

解的质量。为了引导对最优解的搜索,每一代信息素通过两种机制来进行更新。首先,将优

质解存放入集合Supd中,如果xji 在集合Supd中,则提高τij。随后,信息素随着迭代而逐渐

衰减。因此,可用如下公式更新信息素:
 

τij=(1-ρ)τij+ ∑
x∈Supd|x

j
i∈x
g(x) (3.28)

其中,ρ为遗忘率;
 

g(x)是为优质解的xji 部分分配信息素增益的函数,该函数依赖于适应

度函数f(x)。当满足终止条件时,ACO算法输出其所获得的最优解。

3.6.2 扩展应用

ACO算法已经被成功应用于求解很多组合优化问题,包括路径规划[84]、分配问题[85]、
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车间调度问题[86]、子集选取问题[87]、分类问题[88]和生物信息学中的单倍型推断问题[89]。

需要注意的是,ACO算法也已经被应用于连续优化问题[90]。

3.7 差分进化算法

图3.14 DE流程图

差分进化[65]算法是1996年由Price和Storm提

出的一类基于种群的进化算法,其概念简单,能有效求

解连续优化问题。给定一个初始种群,差分进化通过

执行3种操作寻找n维问题的全局最优解。这3种操

作包括变异、交叉和环境选择。当算法满足停止准则

时,如达到迭代的最大次数或者达到最大的适应度评

估次数,则输出最优解。与其他进化算法不同的是,对
于当前种群中的任意解,差分进化算法选择当前种群

中不同于该解的任意两个解的差向量对其进行扰动。

图3.14给出了差分进化算法的流程图。下面将

详细介绍差分进化算法的主要组成部分。

3.7.1 初始化

在优化问题的决策空间Rn 中随机产生N 个个体组成种群P,其中,n表示决策变量的

个数。任意个体xi 在第j个维度上的位置由下式产生:
 

xij(t)=xj,min+r
*(xj,max-xj,min) (3.29)

其中,种群初始化时设置t=0,r是[0,1]范围内的一个随机数。xmin=(x1,min,x2,min,…,

xn,min)和xmax=(x1,max,x2,max,…,xn,max)分别是下界和上界。

3.7.2 差分变异

在进化算法中,差分变异可以视作是对决策变量的一个扰动。差分进化算法为种群P
中的每个个体i通过对基向量添加一个或多个差向量来产生一个变体,该变体称为贡献向

量u。下面给出了一些常用的变异策略:
 

(1)
 

DE/rand/1
 

ui(t+1)=xr1(t)+F(xr2(t)-xr3(t)) (3.30)

  (2)
 

DE/best/1

ui(t+1)=xbest+F(xr1(t)-xr2(t)) (3.31)

  (3)
 

DE/rand/2
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ui(t+1)=xr1(t)+F(xr2(t)-xr3(t))+F(xr4(t)-xr5(t)) (3.32)

  (4)
 

DE/best/2
ui(t+1)=xbest+F(xr1(t)-xr2(t))+F(xr3(t)-xr4(t)) (3.33)

  (5)
 

DE/current-to-best/1
ui(t+1)=xi(t)+F(xbest-xi(t))+F(xr1(t)-xr2(t)) (3.34)

  (6)
 

DE/rand-to-best/1
ui(t+1)=xr1(t)+F(xbest-xr1(t))+F(xr2(t)-xr3(t)) (3.35)

  在式(3.30)~式(3.35)中,ui(t+1)表示个体i在第t+1代时通过变异操作产生的向

量,等式右边的第一项称为基向量。xi(t)和xbest分别表示个体i在第t代时的决策向量和

迄今为止所找到的最优解。r1、r2、r3、r4和r5(r1≠r2≠r3≠r4≠r5≠i)表示随机数,F
为缩放因子。

3.7.3 差分交叉
 

差分进化算法中交叉操作用于提升变异后种群的多样性。常见用于产生试验向量v的

两种交叉方法为二项式交叉和指数交叉。在二项式交叉中,试验向量vi 的第j个决策变量

的值根据设定的交叉率(Cr)从其父代向量xi 或贡献向量ui 中选取。交叉率(Cr)通常是

[0,1]范围内的一个常数。式(3.36)给出了二项式交叉方式:
 

vij(t+1)=
uij(t+1), (rand()≤Cr或j=jrand)
 
xij(t), 其他 (3.36)

其中,rand()表示一个函数,用于生成[0,1]范围内的一个随机数,jrand∈{1,2,…,n}是随机

选择的一个索引,用于确保至少有一个决策变量的值是选自贡献向量中的。

在指数交叉中,从[1,n]范围中随机选择一个整数,将其作为从父代向量中选择的起始点,

然后从环形方式阵列的贡献向量u中选择连续的L(L<n)个变量值。即在满足rand()>Cr
之前或从贡献向量中获得变量总数达到L 之前,试验向量的决策变量值将从贡献向量中获

取,其所有其他决策变量值都来源于父代向量。算法3.2给出了指数交叉的伪代码。

算法3 2 指数交叉

输入 
 

xi ui
输出 

 

vi
1 

 

 vi=xi
2 

 

 在集合 1 2  n 中随机选取一个整数k 
3 

 

 l=1 
4 

 

 j=k+l 
5 

 

重复
6 

  

vij=uij 
7 

  

l=l+1 
8 

  

j=k+l 
9 

 

直至满足 rand  >Cr或者l>L 
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3.7.4 环境选择

最后,通过父代向量和试验向量的适应度来确定哪个解会保留到下一代。选择适应度

不差于当前父代向量的向量替换当前父代向量:
 

xi(t+1)=
vi(t+1), f(vi(t+1))≤f(xi(t))
 
xi(t), 其他 (3.37)

3.8 粒子群优化算法

3.8.1 传统的粒子群优化算法

  PSO算法是Kennedy和Eberhart在1995年提出的模拟鸟群或鱼群觅食行为的优化

算法[91]。它是一种基于种群的搜索方法,在这种方法中,一系列个体(或称为粒子)相互协

作以找到问题的最优解。不同于遗传算法或差分进化算法,PSO算法中的每个个体在每一

代t不仅具有位置xi,还有速度vi。每个个体通过向自身经验和群体经验学习来更新自己

的速度,可以用如式(3.38)所示的数学公式表示:
 

vij(t+1)=ωvij(t)+c1r1(pij(t)-xij(t))+c2r2(gj-xij(t)) (3.38)

相应地,第i个粒子的位置可以通过式(3.39)进行更新:
 

xij(t+1)=xij(t)+vij(t+1) (3.39)

其中,vi(t)=(vi1(t),vi2(t),…,vin(t))和xi(t)=(xi1(t),xi2(t),…,xin(t))分别表示

个体i在第t代时的速度和位置;
 

pi(t)=(pi1,pi2,…,pin)和g(t)=(g1,g2,…,gn)表示

迄今为止个体i找到的最好位置以及种群所找到的最好位置:
 

pi(t)=argmin
k=0,1,2,…,t

f(xi(k)) (3.40)

g(t)=argmin
k=0,1,2,…,t

{f(x1(k)),f(x2(k)),…,xN(k)} (3.41)

其中,w 称为惯性权重;
 

c1 和c2 为加速度系数,均为正常数,其中c1 称为认知参数,c2 称为

社会参数;
 

r1 和r2 是在[0,1]范围内均匀产生的随机数。

从式(3.38)可以看出,个体的速度更新包含3部分。第一部分称为惯性向量,反映个体

的原搜索方向。第二部分称为认知学习,这部分鼓励个体向自身找到的最优位置学习。第

三部分是社会学习,这部分鼓励个体向迄今为止种群发现的最优位置学习。因此,种群的最

优位置代表寻找全局最优解中协作行为的结果。

图3.15给出了一个简单的例子,用于说明一个个体在二维决策空间中如何获得下一个

位置。在图3.15中,三条带箭头的虚线分别表示式(3.38)中的3部分。如图3.15所示,参

数w 用于控制动量,φ1 和φ2 分别控制向个体最优位置和向至今找到的最优解的学习程
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图3.15 更新个体i位置的简单例子 

度,有

φ1=c1r1, φ2=c2r2
  算法3.3给出了PSO算法的伪代码。首先在

上下界范围内随机产生N 个个体组成初始种群,每
个个体均具有速度和位置。每个个体i的个体最优

位置pi 即为每个个体的当前位置,记录所有个体

至今找到的最优位置g(t)。初始化后,每个个体根

据式(3.38)和式(3.39)更新自己的速度和位置,并
评估其适应度。对每个个体i,若其当前位置的适

应度优于个体最优位置,则更新其个体最优位置。

所有个体的最优位置用于更新迄今为止所找到的全局最优位置。当满足停止条件时,输出

到目前为止找到的最优位置及其适应度。

PSO算法由于其实现简单、收敛速度快而受到广泛欢迎。然而,粒子群算法很容易陷

入局部最优,特别是在高维空间中,加剧了这种情况。因此,提出了许多新的学习策

略[92-94],其目的是提高种群的多样性,从而避免算法陷入局部最优。接下来,我们将介绍两

种用于求解高维或大规模优化问题的变种PSO算法。

算法3 3 
  

PSO算法

输入 
 

N 
 

种群规模 
输出 

 

gbest 
 

迄今为止找到的最优解 
 

1 
 

初始化种群P 
 

2 
 

评估种群中每个个体i的适应度 
3 

 

t
 

=
 

0 
4 

 

将每个个体i的当前位置xi t  i=1 2  N设置为个体最优位置 即pi t =xi t  
5 

 

在所有个体最优解中找出最好的位置作为到目前为止找到的最优位置g t  
6 

 

while不满足终止条件
 

do 
 

7 
 

  for
 

每个个体i
8 

 

    使用式 3 38 和式 3 39 分别更新个体i的速度和位置 
9 

 

    评价个体i的适应度 
10 

 

    if
 

f xi t+1  ≤f pi t  
11 

 

      pi t+1 =xi t+1  
12 

 

    else
13 

 

      pi t+1 =pi t  
14 

 

    end
 

if
15 

 

    if
 

f pi t+1  ≤f g t  
16 

 

      g t+1 =pi t+1  
17 

 

    else
18 

 

      g t+1 =g t  
19 

 

    end
 

if
20 

 

  end
 

for
21 

 

end
 

while
22 

 

输出g t+1 和f g t+1   
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3.8.2 竞争粒子群优化器

收敛速度和全局搜索能力是基于种群优化算法的两个重要特性。为了减少早熟收敛,
在同一个种群个体之间引入竞争机制,从而形成PSO算法的一种变种算法,称为竞争粒子

群优化器(Competitive
 

Swarm
 

Optimizer,CSO)[93]。图3.16给出了竞争粒子群优化器的

一般思路。在CSO中,假设种群规模N 为偶数,将当前种群P(t)随机平分为N/2对。比

如,在图3.16中,当前种群P(t)包含的6个个体被随机平分为3组,然后每组中的两个个

体根据适应度进行竞争。假设xi(t)和xj(t)是一对,它们将根据各自的适应度相互竞争,
适应度好的个体定义为胜利者,另一个个体则被定义为失败者。胜利者会直接保留到下一

代,而失败者则会通过向胜利者学习来更新自己的速度和位置。假设在给定的例子中,
xi(t)比xj(t)具有更好的适应度,那么如图3.16所示,xi(t)将直接传递到下一代,即
xi(t+1)=xi(t),而xi(t)则通过向胜利者xi(t)学习来更新位置(和速度),从而得到

xj(t+1)。所以从图3.16中可以看到,在每一代只有种群中的N/2个个体需要更新。

图3.16 竞争群体优化器的一般思路

假设xw,k(t)、xl,k(t)、vw,k(t)和vl,k(t)分别表示在第t代、第k轮竞争中胜利者和失败

者的位置和速度,其中,1≤k≤N/2。相应地,失败者的速度将通过以下学习策略进行更新:
  

vl,k(t+1)=R1(k,t)vl,k(t)+R2(k,t)(xw,k(t)-xl,k(t))+

φR3(k,t)(x-k(t)-xl,k(t)) (3.42)

相应地,失败者的位置将通过以下进行更新:
 

xl,k(t+1)=xl,k(t)+vl,k(t+1) (3.43)

在式(3.42)和式(3.43)中,R1(k,t),R2(k,t),R3(k,t)∈[0,1]
n 是第t代、第k轮竞争中

随机产生的3个向量,x-k(t)是相关粒子的平均位置,φ是控制平均位置x-k(t)产生影响的

参数。可以使用两种方法来计算平均位置:
 

一种是全局版本的平均位置,标记为x-gk(t),其

是当前种群P(t)中所有粒子的平均位置;
 

另一种是局部版本的平均位置,记为x-ll,k(t),其
是第t代、第k轮竞争中失败者邻域个体的平均位置。式(3.42)中的第一部分用于确保搜

索过程的稳定性,这与传统PSO算法中保持之前方向的动量一样。式(3.42)的第二部分

R2(k,t)(xw,k(t)-xl,k(t))也被称为认知部分,然而,与传统的PSO算法不同的是,失败
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个体是向同一对的胜利个体学习,而不是向其个体至今所发现的最优位置学习。从生物学

的角度来说,这种方式能更好地体现动物的群体行为,因为很难要求所有的个体都能记住它

们在过去所经历过的最优位置。式(3.42)的第三部分φR3(k,t)(x-k(t)-xl,k(t)),和传统

PSO算法中一样,也被称为社会组成部分。然而,CSO中没有使用到目前为止种群所找到

的最优位置,而是使用了种群的平均位置,且也不需要记录到目前为止找到的最优位置。

算法3.4给出了竞争粒子群优化器的伪代码。在决策空间中随机生成一个初始种群P
并且使用适应度函数对其进行评价。将当前种群中具有最小适应度的解设置为到目前为止

所找到的最好解,记为gbest。重复下列过程直到满足停止条件为止。将当前种群随机分为

规模大小为N/2的两个子种群,分别保存在集合S1 和S2 中。正如5-16行所示,对集合

S1 和S2 中的每一对个体,比较它们的适应度大小,并将适应度好的个体作为xw,k(t),把
剩下另一个作为xl,k(t)。胜利个体将会直接保存到集合U 中,而失败个体则使用式(3.42)和
式(3.43)更新后保存到集合U 中。集合U 中的所有解即为下一代的父代粒子。当集合U
中的所有解都经过适应度函数评价后,更新迄今为止所发现的最优解gbest。

算法3 4 
 

竞争群体优化器的伪代码

输入 
 

N 
 

种群规模 
输出 

 

gbest 
 

迄今为止找到的最优解 
1 

 

初始化种群P 
 

2 
 

评价种群中每个个体i的适应度 
3 

 

t
 

=
 

0 
4 

 

找出种群P所包含解的最优位置 并将其设置为迄今为止找到的最优位置gbest 
5 

 

while终止条件不满足 则执行以下操作 
 

6 
 

  S1=⌀ 
7 

 

  S2=⌀ 
8 

   

  从种群P中随机分配N 2个解分配给S1 剩下的解分配给S2 
9 

 

  U=⌀ 
10 

 

  for
 

k=1
 

to
 

N 2
 

do
11 

  

    if
 

f S1 i  ≤f S2 i   则
12 

 

      xw k t =S1 i  
13 

 

      xl k t =S2 i 
14 

 

    else
15 

 

      xw k t =S2 i  
16 

 

      xl k t =S1 i 
17 

 

    end
 

if
18 

 

    U=U∪xw k t  
19 

 

    使用式 3 42 和式 3 43 更新xl k t  
20 

 

    将更新后的解保存到U 
21 

 

  end
 

for
22 

 

  P=U 
23 

 

  t=t+1 
24 

 

  评估种群P中所有解的适应度 并更新迄今为止找到的最优解gbest 
25 

 

end
 

while
26 

 

输出迄今为止找到的最优解gbest 
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3.8.3 社会学习粒子群优化器

学习和模仿种群中较优个体的行为在社会性动物中随处可见,称为社会学习。与个体

学习不同,社会学习的优势在于个体可以不需要通过试凑就可以从其他个体中学习行为。
因此,很自然地可以将社会学习机制应用于基于种群的随机优化中。社会学习粒子群优化

器(Social
 

Learning
 

Particle
 

Swarm
 

Optimizer,SL-PSO)是PSO算法的变种[94],每个个体

向当前种群中比其更好的任意粒子(也称为演示者)学习,而不是向历史最优位置学习。
图3.17给出了SL-PSO的一般思路。对于最小化问题,当前种群P(t)中的所有个体根据

其适应度按降序排序(对于最大化问题,则按升序排序)。随后,当前种群中比xi(t)适应度

好的解将会成为xi(t)的演示者,如图中浅蓝色网格部分。然后,xi(t)通过向它的演示者

学习来更新它的速度和位置。需要注意的是,在SL-PSO 中,除了最差的个体,每个解

xi(t)都可以作为不同模仿者(即比xi(t)具有更差的适应度)的演示者。同样,除了最好的

个体,每个解xi(t)都可以向不同的演示者学习,且当前种群中的最优粒子不用更新。

图3.17 SL-PSO的一般思想

在社会学习机制的启发下,模仿者会以以下的方式学习不同演示者的行为:
 

xij(t+1)=
xij(t)+Δxij(t+1), pi(t)≤P

L
i

 
xij(t), 其他 (3.44)

其中,xij(t)(i=1,2,…,N;
 

j=1,2,…,n)是第t代行为向量的第j个维度的行为,Δxij(t+
1)是第i个粒子第j个维度上的修正行为。需要注意的是,在社会学习中,向更好个体学习

的动机可能因人而异,因此为每个个体定义了学习概率PLi。最终,只有当随机产生的概率

pi 满足不等式条件0≤pi(t)≤P
L
i≤1时,个体i才使用式(3.45)向它的演示者学习:

 

Δxij(t+1)=r1(t)Δxij(t)+r2(t)(xkj(t)-xij(t))+r3(t)∈ (x-j(t)-xij(t))

(3.45)
在式(3.45)中,r1(t)、r2(t)、r3(t)分别表示在t代所产生的[0,1]范围内的3个随机数。

xkj(t)是第t代粒子k行为向量在第j维上的行为,x-j(t)=
∑
N

i=1
xij(t)

N
是第t代当前种群所
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有粒子在第j维度上的平均行为。参数ε称为社会影响因子,用于控制社会对这个粒子在这

个维度上的影响程度。与传统PSO算法的速度更新类似,SL-PSO算法中的速度更新也由3
个部分组成。第一部分旨在保持先前方向上的动量,并确保搜索过程的稳定性。 在

式(3.45)的第二部分,个体i向它的演示者学习,这和传统粒子群算法中向个体历史最优位

置学习是不同的。注意i<k≤N,个体i学习的演示者在不同维度上可能是不同的。在

式(3.45)的第三部分也不同于传统的粒子群算法。在SL-PSO中,个体i是向整个种群学

习,即向当前种群中所有粒子的平均行为学习,而不是传统PSO中向迄今为止种群所发现

的最优位置学习。

算法3.5给出了SL-PSO的伪代码。生成一个初始种群并使用适应度函数对其个体进

行评价。找出种群中所有个体的最优位置,并将其设为迄今为止所找到的最优位置,标记为

gbest。重复执行以下过程,直到满足停止条件为止。根据当前种群中所有个体的适应度按

降序对其进行排序。除了最优个体,排序后的每个个体都通过向其演示者学习来更新其速

度,当前种群中的个体位置也随之更新。对于分类种群中的每个个体,除了最优个体,都会

通过向演示者学习来更新其速度。此后当前种群P 的粒子位置将被更新。一旦个体i的

每个维度都确定了其演示者,每个位置向量的组成将通过向不同的演示者和当前种群所有

个体的平均位置学习而获得更新(第7~14行)。所有个体位置更新后对其进行评价,并相

应地更新迄今为止所找到的最优位置gbest。

算法3 5 
 

SL-PSO的伪代码

输入 
 

N 
 

种群规模 
输出 

 

gbest 
 

迄今为止找到的最优解 
1 

 

初始化种群P 
 

2 
 

评价种群中每个个体i的适应度 
3 

 

t
 

=
 

0 
4 

 

找出种群P中所有解的最优位置 并将其设置为迄今为止所找到的最优位置gbest 
5 

 

while终止条件不满足 执行以下操作 
 

6 
 

  根据适应度对当前种群P按降序排序 相应地 更新种群中个体的索引 
7 

 

  for
 

i=1
 

to
 

N-1
 

do
8 

 

    for
 

j=1
 

to
 

n
 

do
9 

 

      在 i+1 N 范围内产生随机整数k 
10 

 

      在 0 1 范围内随机产生3个数r1 t  r2 t 和r3 t  
11 

 

      计算当前种群所有个体在第j维上的平均位置 
12 

 

      使用式 3 44 更新粒子i在第j维上的位置 
13 

 

    end
 

for
14 

 

    评价更新后粒子i的适应度 
15 

 

  end
 

for
16 

 

  使用当前种群所有个体中迄今为止找到的最优位置gbest 
17 

 

  t=t+1 
18 

 

end
 

while
19 

 

输出迄今为止找到的最优解gbest 
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3.9 模因算法

3.9.1 基本概念

  

图3.18 模因算法的一般框架

模因算法是将局部搜索(也称为终身学习)嵌入

进化算法的混合搜索方法。因此,模因算法既可以

从全局的、随机的一般搜索中获益,也可以从局部

的、特别是贪婪的局部搜索中获益。图3.18给出了

模因算法的一般描述,可以看出,模因算法不同于进

化算法的主要地方在于其在子代个体评价之前需要

进行局部搜索。

在进行局部搜索之前,有几个问题需要回答。

例如,可以使用哪个局部搜索算法? 局部搜索需要

执行多少次迭代? 所有的个体是否都需要进行局部

搜索? 不同的设置可能导致不同的搜索性能,这也

跟优化问题息息相关。尽管局部搜索在原则上可以和二进制编码以及实值编码进化算法进

行混合,但更普遍的做法是将局部搜索和二进制或灰度遗传算法相结合,因为这样能更好地

发挥全局搜索和局部搜索相结合所获得的协同效用。

3.9.2 拉马克方法和鲍德温方法

模因算法有两种稍有差异的变种,分别为拉马克进化和鲍德温进化。需要注意的是,局
部搜索是在表现型空间进行的,而遗传算法是在基因型空间进行的。因此,两种方法的主要

区别在于局部搜索中决策变量的变化(表现型变化)是否会直接影响基因型,并使变化具有

可遗传性。图3.19说明了模因算法中拉马克方法和鲍德温方法之间的区别。在图的左侧,
对解x1 的表现型进行局部搜索后得x'1,同时,改变的表现型直接编码到个体的基因型,从
而个体的基因型经过局部搜索后从g1 到了g'1,这种情况就是拉马克进化。反过来,在图的

右侧,在解x2 上进行局部搜索后得x'2。然而,解的基因型没有改变,这种情况下就是鲍德

温进化。需要注意的是,在环境选择中,x1 的适应度为f(x'1),x2 的适应度为f(x'2)。因

此,无论是拉马克进化还是鲍德温进化,局部搜索的结果都会影响环境选择。它们唯一的区

别是,在拉马克进化中x1 的基因型会随着局部搜索而变化,而在鲍德温进化中仅有x2 的

适应度发生了变化。

3.9.3 多目标模因算法

在单目标优化中,局部搜索中使用的目标函数通常与一般搜索相同。然而,由于很多如
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图3.19 拉马克和鲍德温进化

基于梯度的方法的局部搜索算法在进行局部搜索之前都需要先将多目标优化问题转换成单

目标优化问题,因此其不适合于进行多目标优化,多目标优化问题需要首先转换为单目标问

题,才能进行局部搜索。为此,可以为种群中的每个个体分配一个随机生成的权重向量,从

而可在多个方向上执行局部搜索。例如,对于求解具有m 个目标的优化问题,可使用以下

单目标问题进行局部搜索:
 

f(x)=∑
m

i=1
wifi(x) (3.46)

其中,wi >0,∑
m

i=1
wi=1。

此外,也可以为当前种群中的每个个体定义一组伪权重。假设第i个目标函数的最小

值和最大值分别是fmini 和fmaxi ,那么对于第i个目标值为fi(x)的个体伪权重可以通过以

下方式计算:
 

wi=
fmaxi -fi(x)

fmaxi -fmini
∑
m

j=1

fmaxi -fi(x)

fmaxi -fmini
(3.47)

  在某些情况下,也可以仅对决策变量的子集进行局部搜索。例如,在神经网络多目标优

化中,权重和结构需要同时优化,我们可以只对权重使用梯度下降[95]进行局部搜索。

3.9.4 鲍德温效应与隐藏效应

局部搜索与进化搜索的结合旨在加速搜索过程,这被称为鲍德温效应。然而,这并不总

是正确的,因为局部搜索也可能会减缓进化,这被称为隐藏效应。通常,如果局部搜索增大

了当前种群中个体之间固有的适应度差异,则会出现鲍德温效应;
 

而如果局部搜索减小了

当前种群中个体之间固有的适应度差异,则会出现隐藏效应,如图3.20所示。在图3.20(a)
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中,3个个体的固有适应度变大,因此,较弱的个体在终身学习后留下来的概率更小,从而形

成较高的选择压力,导致出现鲍德温效应。相比之下,在图3.20(b)中,3个个体之间的固有

适应度在终身学习后变小,导致形成较小的选择压力,从而产生了隐藏效应。需要注意的

是,上述讨论中假设采用了适应度比例选择的策略。

图3.20 局部搜索与进化搜索的关系

接下来,给出一个简单的数学证明,用于说明鲍德温或隐藏效应发生的条件[96]。假设

一个最大化优化问题的固有适应度地形(没有学习)是单调递增并且是连续的,即f(x)>0,
它的一阶导数函数f'(x)>0,并且它的一阶至四阶导数函数f(i)(x),i=1,2,3,4是连续

的。终身学习后其适应度地形标记为fl(x),并且也是正向和单调递增的。对于一个规模

大小为N 的种群,其平均基因型计算如下:
 

x- =
1
N∑

N

i=1
xi (3.48)

如果对种群使用适应度比例选择策略,则选择后其平均基因型变为

x-* =
∑
N

i=1
xif(xi)

∑
N

i=1
f(xi)

(3.49)

因此,选择后基因型的期望变化为

Δx- =
∑
N

i=1
xif(xi)

∑
N

i=1
f(xi)

-
1
N∑

N

i=1
xi (3.50)

所以以下表达式若为正的(负的),则通过学习后进化就会加速(减速):
 

sign(Δx-l-Δx-)=sign
∑
N

i=1
xifl(xi)

∑
N

i=1
fl(xi)

-
∑
N

i=1
xif(xi)

∑
N

i=1
f(xi)  (3.51)
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  对于一个给定的固有适应度函数f(x)和一个学习后得到的适应度函数fl(x),我们可

以定义以下的增益函数来判断学习是否能够加速进化:
 

g(x)=
fl(x)
f(x)

(3.52)

可以证明:
 

g'(x)=

>0⇔Δx-l-Δx- >0 (加速)

<0⇔Δx-l-Δx- <0 (减速)

=0⇔Δx-l-Δx- =0 (无影响)












(3.53)

  需要注意的是,上述讨论的适应度函数是非常特殊的,而对于在求解复杂优化问题时局

部搜索是否能够加速进化优化的判断是很困难的。

另外需要注意的是,在自然界中,选择压力的主要来源是生存和繁殖,而不是一种快速

的进化。一个很自然的问题是在基因型和表现型级别上的自适应机制能带来什么样的好

处。文献[97]中给出的一些见解表明通过利用隐藏效应,种群能够保持足够程度的基因型

多样性,这对种群快速适应动态环境尤为重要。这也意味着在频繁变化的环境中鲍德温和

隐藏效应可能有助于种群的进化。

3.10 分布估计算法

进化算法依赖于交叉和突变等遗传变异操作来搜索新的优秀解。然而,这些操作执行

的是随机搜索,不能显式地学习到问题的结构,也不能在搜索中利用这些知识。

EDA是一类基于种群的搜索算法,它通过对优秀候选解建立和采样显式概率模型来引

导对最优解的搜索。图3.21给出了一般的分布估计算法示意图。可以看到,除了遗传操作

被建立概率模型、从模型中采样子代个体所代替之外,EDA的主要构成和进化算法非常

类似。

因此,有效构建概率模型成为了设计EDA需要关注的焦点问题。接下来介绍一些广

泛应用于EDA中的概率模型。

3.10.1 一个简单的EDA

EDA的基本思想可以使用所谓的onemax问题来解释,其中每个决策变量都是一个二

进制位,目标函数为

onemax(x1,x2,…,xn)=∑
n

i=1
xi (3.54)

其中,n表示决策变量的数目。该问题具有一个全局最优解,其所有决策变量值都为1。
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图3.21 分布估计算法示意图

假设onemax有4个变量,在第t代父代种群中包含3个个体x1(t)={1,0,1,1}、

x2(t)={0,1,1,0}和x3(t)={0,1,1,0}。因此,可以基于3个个体计算xi=1(i=1,2,3,

4)的概率,从而建立一个概率模型:
 

p1(x1=1)=1/3

p2(x2=1)=2/3

p3(x3=1)=1

p4(x4=1)=1/3 (3.55)

  然后,可以使用上述概率对每个决策变量pi(i=1,2,3,4)采样产生3个子代个体,记

为x'1(t)={0,1,1,1},x'2(t)={1,0,1,0}和x'3(t)={1,1,1,0}。随后,使用这一种选择方

法来选择第t+1代的父代个体,即x1(t+1)={0,1,1,1}、x2(t+1)={0,1,1,1}和x3(t+1)=
{1,1,1,0}。随后,概率模型将更新如下:

 

p1(x1=1)=1/3

p2(x2=1)=1

p3(x3=1)=1

p4(x4=1)=2/3 (3.56)

  持续执行上述过程,直到种群收敛到最优解(1,1,1,1)。由于不需要考虑变量之间的交

互性,因此该算法也被称为单变量边缘分布算法(Univariate
 

Marginal
 

Distribution
 

Algorithm,

UMDA)。

3.10.2 求解离散优化问题的EDA

3.10.1节中描述的UMDA可以扩展用于求解一般的离散优化问题[98]。一种想法是

逐步更新概率模型,称为基于种群的增量学习(Population-Based
 

Incremental
 

Learning,

PBIL)[99]:
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pi=(1-α)pi+α
1
N∑

N

k=1
xki, i=1,2,…,n (3.57)

其中,α是用户定义的学习率,xk={xk1,x
k
2,…,x

k
n},N 是从M≥N 个子代个体中选择的下

一父代个体数。

PBIL的一种变种称为紧凑遗传算法(Compact
 

Genetic
 

Algorithm,CGA)[100]。以概率

pi=0.5(i=1,2,…,n)初始化概率模型。然后根据概率模型采样两个个体,朝着最优个体

更新概率模型。持续执行该过程,直到概率模型收敛为止。

虽然UMDA、PBIL和CGA没有考虑决策变量之间的交互作用,但更复杂的EDA可

以使用双变量或多元概率模型用于捕获两个或多个变量之间的交互作用。例如,扩展的紧

凑遗传算法将决策变量分成若干类,然后每个类用一种概率[101]进行建模。因式分解分布

算法(Factorized
 

Distribution
 

Algorithm,FDA)[102]采用固定的因子分解,将分布分解为条

件分布和边缘分布用于求解可分离散问题。贝叶斯优化算法(Bayesian
 

Optimization
 

Algorithm,BOA)[103]使用贝叶斯网络对多个决策变量之间的交互建模,这些决策变量之间

的交互通过节点之间的连接边表示。需要注意的是,BOA完全不同于5.4节中的贝叶斯

优化。

3.10.3 求解连续优化问题的EDA
也有很多分布估计算法是针对求解连续优化问题而提出的。同样,这些模型可以分为

单变量概率模型和多变量概率模型。对于规模大小为N 的父代种群,一个单变量分解高斯

模型可以描述为

μi=
1
N∑

N

i=1
xi (3.58)

δi=
1
N∑

N

i=1
(xi-μi)

2 (3.59)

其中,N 表示选择的个体数量(父代),随后,对每个决策变量构建一个高斯模型:
 

pi(xi)=
1

δi 2π
exp-

(xi-μi)
2

2(δi)
2  (3.60)

其中,μi 和δi 表示为变量i=1,2,…,n训练的高斯模型的平均值和标准差。
一旦高斯模型pi(xi)构建后,子代个体(通常超过N 个)就可以从高斯分布中生成。

经过选择后,更新概率模型,然后再重新采样新解。

然而,这样的单变量模型并不能捕获决策变量之间的相关性。为了解决这个问题,可以

采用联合高斯分布模型。然而,在高维空间中建立一个完整的联合分布模型将面临维数灾

难,因此在实际中是不可行的。为了缓解这一问题,可以将种群聚成几类,然后为每一类建

立联合分布模型。对于第k个聚类,1≤k≤K,构建以下联合分布模型:
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pk(x)=
1

(2π)n/2|Σk|n/2
exp-

1
2
(x-Λk)T(Σk)-1(x-Λk)  (3.61)

其中,x 是n维设计向量,Λk 是均值的n维向量,Σk 由第k个类中的个体估计得到的n×n
协方差矩阵。

与单变量分解模型不同,第k个类的概率模型如下所示:
 

p(k)=
Nk

∑
K

k=1
Nk

(3.62)

其中,Nk 表示第k个类中的个体的数量。

3.10.4 多目标EDA
原则上,所有为单目标优化而提出的EDA都可以通过替代选择机制扩展到多目标优

化上。然而,很多多目标EDA的提出是用于对Pareto前沿面特征的建模。
一类多目标EDA在m-1维流形上建立概率模型,称为规律建模多目标进化算法

(Regularity
 

Modeling
 

Multi-objective
 

Evolutionary
 

Algorithm,RM-MOEA)。在适当条件

下,m 目标优化问题的Pareto前沿面是一个m-1维的流形[104]。为此,RM-MOEA的概

率模型由一条局部主曲线和一些高斯分布模型组成。
假设一个种群分为K 类。在第k个类(标记为Ck)中的解可以用一个m-1维流形

Mk 的均匀分布来描述:
 

Pk(S)=
1
Vk
, S∈Mk

0, 其他







 (3.63)

其中,S 是潜在空间中的一个m-1维随机向量,Vk 是Mk 的体积,其边界为

aki ≤si ≤b
k
i, i=1,2,…,(m-1) (3.64)

其中,

aki=min
x∈Ck

(x-x-k)TUki (3.65)

bki=max
x∈Ck

(x-x-k)TUki (3.66)

x-k 是Ck 中个体的平均值,Uki 是第i个类Ck 中数据的主成分。
除了由主曲线定义的均匀分布模型外,在设计空间中还构建了n维零均值高斯分布:

 

Nk(x)=
1

(2π)n/2|Σk|n/2
exp-

1
2x

TΣkx  (3.67)

其中,Σk=δkI,I是n×n维单位矩阵,δk 由下式计算:
 

δk=
1

n-m+1∑
n

i=m
λki (3.68)
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其中,λki 表示k类中所有解的协方差矩阵中第i个最大特征值。

选择类k的模型以进行子代个体采样的概率定义为:
 

p(k)=
Vk

∑
K

k=1
Vk

(3.69)

其中,Vk 是m-1维流形的体积,若是在曲线的情况下,那么它就是指曲线的长度。

采样的新解包括3个步骤。第一步,根据式(3.63)在m-1维流形Mk 上产生一个解,

然后映射到n维决策空间上。假设S 是在Mk 中为第k个类生成的一个m-1维随机向

量,若流形Mk 是一个一阶主曲线,那么它将以以下方式映射到n维决策空间中:
 

x1=Θ
k
0+Θ

k
1S (3.70)

其中,x1是n维随机向量,Θk0 是类C(x)k 中数据的均值,Θk1 是n×(m-1)维矩阵,由m-1
个最大特征值所对应的特征向量组成。

接下来,通过式(3.67)中的高斯模型生成一个n维的决策向量x2。最后,与x1 相加获

得一个新的候选解:
 

x=x1+x2 (3.71)

重复上述过程以产生一个子代种群。

虽然大多数多变量EDA用于捕获决策变量之间的交互信息,但RM-MOEA能够对目

标之间的关系进行建模,并已用于处理噪声评估[105]。进一步地,还可以考虑决策变量之

间、目标之间以及决策变量和目标之间交互。例如,文献[106]中使用了一个多维贝叶斯网

络(Multi-dimensional
 

Bayesian
 

Network,MBN)用于捕获上述3种不同的交互信息。

图3.22 由4个决策变量和3个类组成的

多维贝叶斯网络示例

在 MBN中,根据贝叶斯网络结构,在给定父代

变量的不同值组合情况下,节点代表决策变量,弧线

描述三变量之间的条件依赖关系,参数表示每个变

量值的条件概率。图3.22是 MBN的一个例子,其
中顶层由3个节点表示,代表3个类变量,底层有4
个节点表示,代表4个决策变量。因此,MBN能够

使用弧线(有向连接)来捕获决策变量和目标之间的

相互作用,从而能够建立一个更有效的EDA用于解

决多目标优化问题。

3.11 参数自适应和算法选择 

到目前为止,已介绍了6类最流行的基于种群进化的元启发式搜索算法,包括遗传算

法、进化策略、遗传规划、ACO算法、差分进化和PSO算法。这些算法在不同问题上的求解
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性能表现不同。给定一个问题,目前还没有明确的理论证明应该使用哪种算法对其求解,因
此,实践中若没有大量的试错,很难选择正确的优化算法;

 

此外,大部分元启发式算法包含很

多需要用户自定义的参数。接下来,将介绍用于选择和推荐元启发式搜索算法的常用做法。

3.11.1 自动参数调优

元启发式算法中参数的定义并非易事。元启发式算法中的大多数参数,如种群大小、交

叉和变异概率、迭代数以及编码方法,对它们的性能有很大的影响,但目前还没有针对这些

超参数设定的具体指导策略。进化策略可能是一个例外,因为它们同时也对一些重要的参

数进行编码并在搜索中对其进行共同演化,例如染色体的步长。此外,进化策略还有一些确

定种群大小的准则,特别是在协方差矩阵适应进化策略中的应用。

元启发式算法中的参数自适应具有挑战性,其原因包括以下几方面。首先,参数不是独

立的,它们共同影响搜索的性能。其次,在算法能够获得有用知识来有效调节参数之前需要

大量的迭代次数。最后,参数的最优设置通常和问题本身有关。

图3.23 对每个决策变量使用二进制和实值表示法进行编码的混合表示法

通常,参数既可以直接调整,也可以根据搜索动态的反馈来进行调整。例如,在搜索的

早期阶段应当鼓励其进行探索,而在后期阶段则进行开采,可以通过控制参数来反映这些需

求。因此,一些参数可以根据预先指定的适应机制来控制,特别是在迭代过程中改变参数。

另一个想法是根据搜索性能或算法状态(如收敛性和种群多样性)来改变参数。更多关

于参数自适应的讨论可以参考文献[107]。

除了参数自适应外,进化算法的表示也可以自适应。针对二进制遗传算法表示的自适

应,一个基本的想法是使用可变长的染色体代替固定长度的染色体[108]。另一种想法是使

用如图3.23所示的混合表示法,图中开关R表示激活的是实值表示,而B表示激活的是二
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进制表示,即对每个决策变量都有二进制和实值两种表示法,至于激活哪种表示法则取决于

各自表示法的性能[109]。

需要注意的是,这两种表示方法需要协作使得交叉和突变后它们表示的是相同的值。

3.11.2 超启发式算法

根据无免费午餐理论,没有哪一种元启发式或数学优化算法可以在所有类型的优化问

题上胜过其他算法。当然,在搜索过程中自动选择性能最好的算法是很有意义的。超启发

式算法的目的是自动选择或组合启发式算法以有效求解给定的问题。元启发式算法的自动

选择和生成通常借助机器学习技术和统计分析来实现。图3.24给出了超启发式算法的通

用框架。

图3.24 通用超启发式算法

超启发式可以分为在线方法和离线方法。在离线方法中,通过规则的方式提取以往求

解各种问题的知识,并基于案例推理来选择算法。在在线方法中,通过在搜索过程中应用机

器学习算法,如强化学习,来寻找求解给定问题最有效的搜索启发式算法。

3.11.3 适应度地形分析

适应度地形分析是理解启发式算法在求解优化问题时理解搜索性能的另一类方法。为

此,我们试图研究求解优化问题的困难特征的主要特性。找出给定问题的正确特征,将其和

搜索算法或搜索操作关联起来能够为选择正确的算法和搜索操作提供参考。目前已被广泛

分析的适应度地形特征主要包括[110]:
 

(1)
 

模态意指适应度地形包含一个还是多个最优解。它是适应度地形的显式特征,用

于刻画问题的求解难度以及决定哪些搜索操作是更有效的。

(2)
 

引力盆地主要定义了最小值指尖的宽度和深度。盆地分为具有强引力(无条件)和

有条件(弱)引力。

(3)
 

崎岖性是描述最优解的另一个特征。不同于盆地,它反映了局部极小值变化的频
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率或密度。
(4)

 

障碍定义的是从一个最小值经过任意路径到另一个最小值的最小适应度。
(5)

 

演化性、中立性和上位性等特征借用生物网络的概念,用于描述适应度地形相邻点

之间的关系。这些与地形走势分析密切相关,可将适应度地形视为一个复杂的网络。

还有一些其他的适应度地形分析方法,包括适应度距离相关性[111]和光谱地形分

析[112]。文献[113]中也提出了信息理论方法。

3.11.4 自动推荐系统

一种经验性的想法是开发推荐系统对于给定问题推荐特定的启发式算法,这也是比较

可靠的想法。与超启发式算法不同,推荐系统旨在离线识别算法性能和适应度地形特征之

间的关系。推荐系统类似于分类系统,它将表示优化问题难度或结构的特征作为输入,并将

相对应执行最优的元启发式算法作为输出(标签)。不同的搜索算法用于求解大量的基准测

试问题,并将每个问题上的获胜算法记录作为标签。利用这些数据训练分类器。为了获得

一个高性能算法的推荐系统,收集足够数量的基准问题、从基准问题中抽取最重要的特征以

及选择具有代表性的元启发式算法来解决这些问题是非常重要的。

图3.25 基于深度学习的元启发式

算法推荐系统

尽管大多数工作是基于适应度地形分析的[114],但最

近提出的一个想法是使用决策树结构来表示任意白盒或黑

盒目标函数。决策树结构由一些基本的算术运算符(如加

法运算符、乘法运算符),和一些基本函数(包括平方、平方

根、指数和正弦等)组成[115]。对于黑盒优化问题,可以采

用基于遗传规划的符号回归来预测树的表示。这样做的好

处是人们可以获得任意优化问题的统一表示,并且可以通

过基本的算术运算符和基本函数产生随机树,从而生成无

限基准问题用于手机大量训练数据。随后,利用这些数据

训练深度学习模型,使其能够预测任何给定函数的性能,从
而推荐性能最好的启发式算法。图3.25给出了推荐算法

的示意图。

3.12 总结
 

基于种群的元启发式算法在大量数学规划方法无法求解的测试问题上已展示出了它的

有效性。他们还在求解黑盒实际优化问题上也获得了很大成功,如空气动力设计优化、工业

过程优化以及混合动力电动汽车控制器设计。然而,进化算法的能力在很大程度上仍然需要

在重点应用中来证明。为了实现这一目标,设计高效的数据驱动进化优化算法是必不可少的。


