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3.1 引言

第2章分析了连续时间信号与线性时不变系统,主要解决了两个问题,一是信号的

分解,二是响应的合成。以冲激信号为基本信号,将信号分解为不同延时、不同强度的冲

激信号的叠加;
 

以冲激响应为基本响应,将系统响应表示为不同延时、不同强度的冲激响

应的叠加(卷积积分)。
本章针对连续时间信号与线性时不变系统,同样也要解决两个问题,一是信号的分

解,二是响应的合成。不过,这里是以简谐振荡信号(正余弦信号和虚指数信号)作为基

本信号,将信号分解为不同频率和不同复振幅(包括振幅和初相位)的简谐振荡信号的叠

加,以系统对简谐振荡信号的响应作为基本响应,将系统的响应表示为不同频率、不同复

振幅的基本响应的叠加。需要指出,本章中的“频率”如不特别声明,都是指角频率,单位

为rad/s,并以ω 表示。
在连续时间信号与系统的频域分析中,简谐振荡信号能够作为基本信号的原因在

于,简谐振荡信号是线性时不变系统的本征信号。下面考察一个单位冲激响应为h(t)的
线性时不变系统对简谐振荡信号ejωt(-∞<t<∞)的响应。由式(2.1.23)可知,系统的

输出为

            y(t)=ejωt*h(t)

=∫
∞

-∞
ejω(t-τ)h(τ)dτ

 

=ejωt·∫
∞

-∞
e-jωτh(τ)dτ (3.1.1)

其中,∫
∞

-∞
e-jωτh(τ)dτ 只与频率ω 有关,而与时间无关,通常把它记为 H(jω),即

H(jω)=∫
∞

-∞
e-jωτh(τ)dτ (3.1.2)

后面将会看到,H(jω)就是单位冲激响应h(t)的傅里叶变换,称为系统的频率响应。于

是,式(3.1.1)成为

y(t)=ejωt·H(jω) (3.1.3)
由式(3.1.3)可知,将简谐振荡信号ejωt 作为线性时不变系统的输入激励,其输出响应是

同样的简谐振荡信号,只是幅度乘以一个复常数 H(jω),如图3.1.1所示,这正是所期望

图3.1.1 线性时不变系统对虚

指数信号ejωt 的响应

的。因为,如果一个线性系统的输入激励x(t)
可以表示为ejωt(-∞<t<∞)的加权和,即

x(t)=∑
i

Xie
jωit, -∞ <t< ∞

(3.1.4)
式中,Xi 为加权系数,那么就可以利用系统的线性特性,由式(3.1.3)很方便地求得系统

的输出响应为
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y(t)=∑
i

Xie
jωitH(jωi)

=∑
i

XiH(jωi)e
jωit, -∞ <t< ∞ (3.1.5)

  信号可以分解成一系列简谐振荡信号的叠加这一思想,最初是由法国数学家傅里叶

(J.Fourier)提出的。1807年,傅里叶向巴黎科学研究院提出了一篇描述热传导的论文。
他在论文中指出周期函数可以展开成正弦级数,从而奠定了傅里叶级数的理论基础。因

此后来的有关的分析方法以他的名字命名为傅里叶分析。从20世纪初起,由于振荡器、
谐振电路、滤波器等的出现,各种频率的正弦信号的产生、传输、变换等工程技术问题得

到解决,傅里叶分析的理论研究和实际应用有了较大发展,20世纪50年代,傅里叶分析

方法已被广泛应用于电子学领域的各个方面。随着计算机技术的发展,1965年美国科学

家库利(J.W.Cooley)、图基(J.W.Tukey)发明了快速傅里叶变换算法(Fast
 

Fourier
 

Transform,FFT),使傅里叶分析的研究和应用又出现了新的高潮。现在傅里叶分析方

法不仅在电子学领域,而且在数学、力学、光学、量子物理等许多工程技术领域都得到了

广泛应用。
本章中,应用的主要分析和运算工具是傅里叶级数和傅里叶变换。首先通过正交分

解,将周期信号分解为频率成整数倍关系的正余弦信号(或虚指数信号)的线性组合———
傅里叶级数。然后扩展傅里叶级数,引出主要适用于非周期信号的傅里叶变换。由于傅

里叶级数和傅里叶变换的实质在于将信号分解成“不同频率”的简谐振荡信号的叠加,所
以在用它们对信号与系统进行分析时,其着眼点几乎总是在“不同频率”上,因而这种分

析称为“频域分析”。本章讲述的频域分析方法可以引出许多重要概念和方法,它们在通

信、控制、信号处理等技术领域得到大量应用。
通过本章的学习,应牢固建立如下概念:

 

信号等效于一个频谱密度函数,系统等效于

一个频率响应,系统对信号起频谱变换作用。

3.2 信号的正交分解和傅里叶展开

信号的正交分解犹如矢量的正交分解,是把信号分解成一系列正交分量之和。信号

正交分解在信号系统理论中占有重要地位。
在矢量的正交分解中,先选一组正交基底矢量,再找出待分解矢量在各基底上的投

影。由于基底正交,各投影分量将互不影响,使研究得以简化。进行信号的正交分解也

是先选一组正交基底(信号),再找出待分解信号在各基底上的投影,从而将信号表示为

各基底信号的加权线性组合。这样,在处理信号时,由于信号的各分量正交,互不影响,
处理得以简化。

3.2.1 矢量的正交与正交分解

先复习矢量的正交和正交分解。
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行矢量x 和y 正交的定义是它们的内积为零,
 

即

x·yT=0
这里,上标T表示矢量的转置运算。

以三维矢量为例,设x=[x1,x2,x3],y=[y1,y2,y3],则它们的内积为

x·yT=[x1,x2,x3]
y1
y2
y3

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁 =∑

3

i=1
xiyi

 

由两两正交的矢量组成的矢量集合,叫作正交矢量集。比如在三维空间中以矢量[2,0,0]、
[0,2,0]、[0,0,2]组成的集合就是一个正交矢量集。一个n 维矢量,可用一个n维的正交

矢量集中各矢量的线性组合来精确表示。如三维矢量x=[3,4,5]就可以写成[3,4,5]=
3
2
[2,0,0]+2[0,2,0]+

5
2
[0,0,2]。

3.2.2 信号的正交和正交分解

1.
 

正交信号集

  信号正交的定义也是它们的内积为零。具体地说,信号x(t)与g(t)在区间(t1,t2)

正交是指

∫
t2

t1
x(t)g*(t)dt=0 (3.2.1)

如果n 个信号ϕ1(t),ϕ2(t),…,ϕn(t)构成一个信号集合,这些信号在时间区间(t1,t2)
满足以下条件:

∫
t2

t1
ϕi(t)ϕ

*
j (t)dt

 

=0
 

,
 

i≠j (3.2.2a)

∫
t2

t1
|ϕi(t)|

2dt=Ki (3.2.2b)

则此信号集称为正交信号集,各ϕi(t)称为基底信号。如果Ki=1,i=1,2,…,n,则此信

号集就是归一化的正交信号集。
进一步,如果在正交信号集{ϕi(t),i=1,2,…,n}之外,不存在任何能量有限信号与

各ϕi(t)正交,则该正交信号集就是完备的正交信号集。
现已研究出了多种完备的正交信号集。例如,在任意区间(t0,t0+T)上的正余弦信

号集 sinkω0t,1,coskω0t,ω0=
2π
T
,k=1,2,…  和虚指数信号集{ej

kω0t,ω0=
2π
T
,k=0,

±1,±2,…}都是完备的正交信号集。
其他的完备正交信号集还有勒让德多项式的集合、雅可比多项式的集合、切比雪夫

多项式的集合、沃尔什函数的集合等。
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2.
 

信号的正交分解

定义在时间区间上的信号x(t)可以用正交信号集{ϕi(t),i=1,2,…,n}中各基底信

号ϕi(t)的线性组合来近似。设这种近似方法造成的误差信号为xe(t),则可有

x(t)=∑
n

i=1
Ciϕi+xe(t) (3.2.3)

只用∑
n

i=1
Ciϕi(t)来近似x(t)时,造成的能量误差是

∫
t2

t1
x2e(t)dt=∫

t2

t1
[x(t)-∑

n

i=1
Ciϕi(t)]

2dt

=∫
t2

t1
x2(t)dt+∑

n

i=1
C2i∫

t2

t1
ϕ2i(t)dt-2∑

n

i=1
Ci∫

t2

t1
x(t)ϕi(t)dt

(3.2.4)
式(3.2.4)用t2-t1 除,即称为误差平均功率。

欲使误差能量或平均功率为最小,必须选择系数Ci 以使式(3.2.4)对Ci(i=1,

2,…,n)的导数为零,可求得

Ci=
1
Ki∫

t2

t1
x(t)ϕ*

i (t)dt,
 

 i=1,2,…,n (3.2.5)

将式(3.2.5)代入式(3.2.4)可得

∫
t2

t1
x2e(t)dt=∫

t2

t1
x2(t)dt-∑

n

i=1
C2iKi (3.2.6)

式(3.2.6)右边第一项是信号x(t)的能量,第二项是近似信号∑
n

i=1
Ciϕi(t)的能量,它等

于各正交分量的能量之和。由于Ki 大于零,故近似信号的能量将随着n 的增大而增大,
式(3.2.6)右端随n 增大而单调减小。如果n 增大到M 时,误差信号的能量降到零,则
此时误差信号必然为零信号,于是

x(t)=∑
M

i=1
Ciϕi(t) (3.2.7)

式(3.2.7)是信号的精确的正交分解(正交展开)式,Ciϕi(t)就是信号x(t)在基底ϕi(t)
上的正交分量。

一般情况下,M 需要趋于无穷才能使信号作出精确的正交分解,而有时,即使 M→
∞,还要求正交信号集是完备的。如果所采用的正交信号集{ϕi(t),i=1,2,…,n}是完

备的,则误差信号的能量为零。此时,由式(3.2.4),有

∫
t2

t1
x2(t)dt=∑

n

i=1
C2iKi (3.2.8)

即信号的能量等于其各正交展开分量的能量之和,这就是广义的帕塞瓦尔能量等式。
以上结论虽然是对实信号解出的,但对复信号也是适用的。读者不难按复信号的定
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义类似得出。

3.2.3 傅里叶级数展开
 

前已述及,正余弦信号集和虚指数信号集都是完备的正交信号集。而且,在完备的

正交信号集上可以作出信号的精确正交分解。下面介绍连续时间周期信号在这两个正

交信号集上的正交分解,即傅里叶级数展开。将给出连续时间周期信号的两种形式的傅

里叶级数:
 

三角形式和指数形式的傅里叶级数。需要指出的是,在正余弦信号集和虚指

数信号集上可以精确正交分解的信号x(t)应满足下述狄利克雷(Dirichlet)条件:
 

即在

(t0,t0+T)区间有定义,并且

(1)
 

x(t)绝对可积,即∫
t0+T

t0
|x(t)|dt< ∞;

(2)
 

x(t)的极大值和极小值的数目应有限;
(3)

 

x(t)如有间断点,间断点的数目应有限。
以下的分析假定信号满足上述条件,这是符合绝大多数实际情况的,并且只考虑周

期信号,不考虑非周期信号。因为周期信号的周期特性决定了一个周期内的傅里叶级数

可以代表整个信号,而非周期信号不具备这一特点。

1.
 

周期信号三角形式的傅里叶级数

周期为T 的信号x(t),可以在任意(t0,t0+T)区间,用正余弦信号集{sinkω0t,1,

coskω0t,ω0=
2π
T
,k=1,2,…}精确分解为下面的三角形式的傅里叶级数:

x(t)=a0+a1cosω0t+a2cos2ω0t+…+b1sinω0t+b2sin2ω0t+…

=a0+∑
∞

k=1
(akcoskω0t+bksinkω0t), t0<t<t0+T (3.2.9)

式中,ω0=
2π
T
。

式(3.2.9)中展开系数可由正余弦信号集的正交性得出。
由于

∫
t0+T

t0
coskω0tsinmω0tdt=0, 对所有的m、k

∫
t0+T

t0
coskω0tcosmω0tdt=

T
2
, m=k

0, m ≠k

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

∫
t0+T

t0
sinkω0tsinmω0tdt=

T
2
, m=k

0, m ≠k

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

根据式(3.2.5),可以得出
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a0=
1
T∫

t0+T

t0
x(t)dt

ak =
2
T∫

t0+T

t0
x(t)coskω0tdt

bk =
2
T∫

t0+T

t0
x(t)sinkω0tdt

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(3.2.10)

式中,a0、ak、bk 分别代表了信号x(t)的直流分量、余弦分量和正弦分量的振荡幅度。
在式(3.2.9)中,同频率的正余弦项可以合并,从而该式又可变形为

x(t)=c0+∑
∞

k=1
ckcos(kω0t+ϕk) (3.2.11a)

或

x(t)=d0+∑
∞

k=1
dksin(kω0t+θk) (3.2.11b)

  按基本的三角关系可得出式(3.2.10)和式(3.2.11)中各参数间的关系如下:

a0=c0=d0

ck =dk = a2k +b2k
ak =ckcosϕk =dksinθk

bk =-cksinϕk =dkcosθk

tanϕk =
-bk

ak

tanθk =
ak

bk

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(3.2.12)

  由于周期信号的取值规律具有周期重复的特点,因而式(3.2.9)和式(3.2.11)的展

开式可以表示整个周期信号。上述分析表明,任何周期信号只要满足狄利克雷条件,就
可以分解成直流分量和许多简谐振荡分量的叠加,简谐振荡分量的最低(角)频率取决于

信号的周期:
 

ω0=2π/T。这个最低(角)频率叫作基频,相应的简谐振荡分量叫作基波。
其他所有的简谐振荡的频率必然为基频的整数倍:

 

2ω0、3ω0……分别称为二次谐波、三
次谐波……。直流分量的大小及各次谐波分量的振荡幅度ak、bk、ck、dk,初始相位ϕk、

θk 的大小则由信号波形的具体形式决定[式(3.2.12)]。由于正切是周期函数,故由

式(3.2.12)求得的ϕk 和θk 是多值的,通常约定只取其主值,即-π≤ϕk≤π,-π≤θk≤π。
同时要注意上述各展开式中ak、bk 可正可负,但ck、dk 是非负的。在式(3.2.12)中,各
参数ak、bk、ck、dk 以及ϕk、θk 都是k(谐波序号)的函数,也可以说是kω0(谐波频率)的
函数。如果以频率为横轴,以振幅或初始相位为纵轴,画出ck、dk,便可以直观地看出各

频率分量的振荡幅度大小和初始相位情况,得到的图形称为信号的幅度频谱图和相位频

谱图,合称为频谱图,其中每条线代表某一频率分量的振幅或初始相位,称为谱线。连接

各谱线顶点的曲线(画成虚线)称为谱包络,它是各频率分量的振幅与初相位变化的轮
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廓。周期信号的谱线只能出现在0,ω0,2ω0,3ω0,…等离散频率点上,因而周期信号的频

谱是离散谱。
例3.2.1 求图3.2.1所示周期为T 的矩形脉冲信号的频谱。

图3.2.1 周期矩形脉冲信号

解:
 

该信号x(t)的周期为T,基波角的宽为

τ,幅度为E,频率为ω0=2π/T,它在一个周期

(-T/2,T/2)内的表达式为

x(t)=
E, t <

τ
2   

0, τ
2 < t <

T
2

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

  按式(3.2.9)将x(t)展开,由式(3.2.10)有

a0=
1
T∫

T
2

-
T
2
x(t)dt=

1
T∫

τ
2

-
τ
2
Edt=

Eτ
T

ak =
2
T∫

T
2

-
T
2
x(t)coskω0tdt=

2
T∫

τ
2

-
τ
2
Ecosk2πTtdt

 =
2E
kπsin

kπτ
T  =Eτω0

π Sa
kω0τ
2  =2EτT Sa

kω0τ
2  

bk =
2
T∫

T
2

-
T
2
x(t)sinkω0tdt=

2
T∫

τ
2

-
τ
2
Esink2πTtdt=0

 

上面推导中,引入了抽样函数Sa(t),这是一个很常用的函数。于是x(t)的傅里叶级

数为

x(t)=
Eτ
T +

2Eτ
T ∑

∞

k=1
Sa

kω0τ
2  coskω0t

  进一步,写成式(3.2.11a)形式,即

x(t)=c0+∑
∞

k=1
ckcos(kω0t+ϕk)

c0=a0=
Eτ
T

ck = a2k +b2k = ak

tanϕk =
-bk

ak
=0

  当 ak=
2Eτ
T Sa

kω0τ
2  >0时,

 

ϕk=0;

当 ak=
2Eτ
T Sa

kω0τ
2  <0时,

 

ϕk=π。

所以x(t)的频谱图如图3.2.2所示(假定T=4τ)。
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图3.2.2 周期矩形脉冲信号的频谱图

2.
 

周期信号指数形式傅里叶级数

三角形式的傅里叶级数含义比较明确,但运算非常不便,因而常用指数形式的傅里

叶级数。

周期为T 的信号x(t),也可以在任意区间,在虚指数信号 ej
kω0t,ω0=

2π
T
,k=0,±1, 

±2,… 上精确分解为下面的指数形式的傅里叶级数:

x(t)= ∑
∞

k= -∞
Xke

jkω0t
 

, t0<t<t0+T (3.2.13)

式中,ω0=
2π
T
;

 

展开系数Xk 可由虚指数信号集的正交性得出。由于

∫
t0+T

t0
ej

kω0t·e-jnω0tdt=
T, k=n
0, k≠n 

  分别在式(3.2.13)两边同乘e
-jkω0t 并在(t0,t0+T)区间积分,即可得出

Xk =
1
T∫

t0+T

t0
x(t)e-jkω0tdt (3.2.14)

Xk 代表信号x(t)的ω=kω0 的频率分量ej
kω0t 的复振幅。一般而言,Xk 是复数,可以分

成模和辐角两个实数参数来表示,即Xk=|Xk|e
jϕk。

同样,由于信号的周期性,式(3.2.13)可以表示整个周期信号。

由于ej
kω0t 也可以用来表示角频率为kω0 的简谐振荡信号。因此式(3.2.13)的含义

也是将信号分解成直流分量(当n=0时)和许多简谐振荡分量的叠加。简谐振荡分量的

最低频率(基频)也是ω0=
2π
T
,其余简谐振荡分量的频率也是基频的整数倍。复振幅Xk

的模 Xk 表示角频率为kω0 的分量的振荡幅度(大小),ϕk 表示其初始相位。
与前文类似,Xk 和ϕk 是kω0(谐波频率)的函数。以频率为横轴,以 Xk 或ϕk

为纵轴,可以画出周期信号x(t)的幅值频谱图和相位频谱图。这里得到的频谱仍然是离

散的频谱,即谱线只出现在0,±ω0,±2ω0,…等离散的频率点上。

需要指出的是,在指数形式的傅里叶级数中,出现了负频率项ej
kω0t,k=-1,-2,…。
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这就产生了一个问题:
 

实际的振荡只可能以正的频率进行,负频率是什么意思? 这个问

题可以通过了解指数形式和三角形式的傅里叶级数之间的关系来加以说明。
指数形式的傅里叶级数可作如下变形:

x(t)=X0+∑
∞

k=1
Xke

jkω0t+ ∑
-∞

k= -1
Xke

jkω0t

=X0+∑
∞

k=1
Xke

jkω0t+∑
∞

k=1
X-ke

-jkω0t

=X0+∑
∞

k=1
[(Xk +X-k)coskω0t+j(Xk -X-k)sinkω0t]

(3.2.15)

  由式(3.2.14)及式(3.2.10),有
 

X0=
1
T∫

t0+T

t0
x(t)dt=a0 (3.2.16a)

Xk +X-k =
1
T∫

t0+T

t0
x(t)e-jkω0tdt+

1
T∫

t0+T

t0
x(t)ejkω0tdt

=
2
T∫

t0+T

t0
x(t)e

-jkω0t+e
jkω0t

2 dt

=
2
T∫

t0+T

t0
x(t)coskω0tdt

=ak (3.2.16b)

j(Xk -X-k)=j
1
T∫

t0+T

t0
x(t)e-jkω0tdt-

1
T∫

t0+T

t0
x(t)ejkω0tdt􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

=j
2
T∫

t0+T

t0
x(t)e

-jkω0t-e
jkω0t

2 dt

=
2
T∫

t0+T

t0
x(t)sinkω0tdt

=bk (3.2.16c)

  于是式(3.2.13)可进一步写成

x(t)=a0+∑
∞

k=1
(akcoskω0t+bksinkω0t)

这与在正余弦信号集上展开的三角形式傅里叶级数完全一样。可见,同一个周期信号,
既可以展开成三角形式的傅里叶级数,又可以展开成指数形式的傅里叶级数,两者形式

虽不同,但实质是完全一致的。指数形式傅里叶级数中有负频率项,只是表达形式的问

题,并不表示真正存在以负频率进行振荡的分量,负频率项与相应的正频率项合起来才

代表一个振荡分量。根据指数形式傅里叶级数画频谱图时,kω0 频率分量的振幅一分为

二,在-kω0 和kω0 的频率上各占一半 |Xk|= X-k =ck/2  ,单独考虑正频率项或者

单独考虑负频率项都是不完全的。由式(3.2.16)容易得出
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Xk =
1
2
(ak -jbk)

X-k =
1
2
(ak +jbk)

  于是有 Xk =
1
2 a2k+b

2
k

而 tanϕk=
-bk

ak

这与式(3.2.12)中的ϕk 是一致的。进一步,可以得到

X0=c0=d0=a0

Xk = Xk e
jϕk =

1
2
(ak -jbk)

X-k = X-k e
jϕ-k =

1
2
(ak +jbk)

Xk = X-k =
1
2 a2k +b2k

tanϕk =
-bk

ak

tanϕ-k =
bk

ak

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(3.2.17)

  最后,注意到,对于实信号有

Xk = X-k =
1
2 a2k +b2k

ϕk =-ϕ-k =arctan
-bk

ak  
􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

(3.2.18)

这就是说,实信号复振幅的模是标号k,从而也是频率kω0 的偶函数;
 

而复振幅的辐角

(初始相位)是标号k,从而也是频率kω0 的奇函数。反映到频谱图上,前者的谱线关于纵

轴对称,而后者的谱线则关于原点对称,频谱图为双边频谱图。

例3.2.2 求图3.2.1所示周期矩形脉冲的频谱。
解:

 

由式(3.2.14)得

Xk =
1
T∫

τ
2

-
τ
2
Ee-jkω0tdt=

Eτ
TSa

kω0τ
2  

  从而

x(t)= ∑
∞

k= -∞
Xke

jkω0t=
Eτ
T ∑

∞

k= -∞
Sa

kω0τ
2  ejkω0t (3.2.19)

其复振幅的模和辐角分别如图3.2.3(a)和(b)所示。

注意,式(3.2.19)中负频率-kω0 项与正频率kω0 项合起来表示k 次谐波分量。即
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k次谐波分量为

Eτ
TSa-

kω0τ
2  e-jkω0t+

Eτ
TSa

kω0τ
2  ejkω0t=

2Eτ
T Sa

kω0τ
2  coskω0t

  需要指出,周期矩形脉冲的复振幅实际上是一个实数。类似这种情况,可以把幅度

频谱和相位频谱画在一张图上,如图3.2.3(c)所示。其中Xk 为正表示相位为零,Xk 为

负表示相位为π(这里仍假定T=4τ)。

图3.2.3 周期矩形脉冲信号的双边频谱

3.3 周期信号的频谱分析

在3.2节中,学习了周期信号两种形式不同但实质相同的傅里叶级数,即x(t)=c0+

∑
∞

k=1
ckcos(kω0t+ϕk)和x(t)= ∑

∞

k= -∞
Xke

jkω0t ,从这两种形式的傅里叶展开式不难看出,

周期信号的频谱都是谐波离散的,它仅含有ω=kω0 的各频率分量,即含有基频的整数

倍ω=kω0 (k=0,1,2,…)这些频率成分,频谱图中相邻谱线的间隔是基频ω0,信号周

期越长,谱线间隔越小,频谱越稠密;
 

反之,则越稀疏。这是周期信号频谱的最基本

特点。
本节将从周期信号的傅里叶展开式出发,进一步分析周期信号的频谱特性。

3.3.1 波形对称性与谐波特性的关系
 

周期信号的波形与其谐波特性是对应的。将周期信号x(t)展开成傅里叶级数时,如

x(t)为实信号,且其波形具有某种对称特性,则其傅里叶级数中某些谐波项将不出现,其
谐波特性将变得简单。波形的对称性有两类,一类是整周期对称,如偶信号和奇信号;

 

另
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一类是半周期对称,如奇谐信号和偶谐信号。前者的展开式中只含余弦项或正弦项,后

图3.3.1 偶信号

者的展开式中只含有奇次谐波项或偶次谐波项。下面

根据三角形式的傅里叶级数分别讨论上述情况。

1.
 

偶信号↔余弦级数

对偶信号x(t)(图3.3.1)有

x(-t)=x(t)
于是在其展开系数的积分式中(积分区间为(-T/2,T/2)),x(t)coskω0t是偶函数,而

x(t)sinkω0t是奇函数。奇函数在对称区间积分为零,级数中的系数为

ak =
4
T∫

T
2

0
x(t)coskω0tdt

bk =0
故信号的傅里叶级数不含正弦项,只含余弦项和直流项。

例如,图3.3.1所示信号经计算其傅里叶级数为

x(t)=
E
2+
4E
π2
(cosω0t+

1
9cos3ω0t+

1
25cos5ω0t+

…)

其中不含正弦项。

图3.3.2 奇信号

2.
 

奇信号↔正弦级数

对奇信号(图3.3.2)有

x(-t)=-x(t)
于是x(t)coskω0t为奇函数,x(t)sinkω0t

 

为偶

函数,从而有a0=0,ak=0,

bk =
4
T∫

T
2

0
x(t)sinkω0tdt

故奇信号的傅里叶级数中不含直流项和余弦项,只含正弦项。例如图3.3.2所示信号经

计算其傅里叶级数为

x(t)=
E
π sinω0t-

1
2sin2ω0t+

1
3sin3ω0t+…  

其中不含余弦项和直流项。

图3.3.3 奇谐信号

3.
 

半波像对称信号(奇谐信号)

如果信号波形沿时间轴平移半个周期,并上下翻

转得出的波形与原波形重合(图3.3.3),即x(t)=
-xt±T/2  ,则称该信号为半波像对称信号。其傅

里叶展开系数为
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ak =
2
T∫

T
2

-
T
2
x(t)coskω0tdt

=
2
T∫

0

-
T
2
x(t)coskω0tdt+∫

T
2

0
x(t)coskω0tdt  

=
2
T∫

T
2

0
xt-

T
2  coskω0t-

T
2  dt+∫

T
2

0
x(t)coskω0tdt

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

注意到

xt-
T
2  =-x(t)

coskω0t-
T
2  =

coskω0t, k=2,4,6,…
 
-coskω0t,k=1,3,5,… 

可得出

ak =
0, k=2,4,6,…

4
T∫

T
2

0
x(t)coskω0tdt,k=1,3,5,…

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

类似可得出
 

bk =
0, k=2,4,6,…

4
T∫

T
2

0
x(t)sinkω0tdt,k=1,3,5,…

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

  可见,在半波像对称信号的傅里叶级数中,只含有奇次谐波项(ω=kω0,k=1,3,

5,…),不含偶次谐波项(ω=kω0,k=2,4,6,…),故半波像对称信号又称为奇谐信号。
另外还有所谓半波对称信号,就是其波形平移半个周期后所得出的波形与原波形重

合的信号。这种信号的周期实际上是T/2,即其基频实际上是2ω0,以T 为周期,即以

ω0=2π/T 为基频进行谐波分析,当然就不会出现奇次谐波项(所有谐波频率都是2ω0 的

整数倍,即ω0 的偶数倍)。这就是偶谐信号。
可见,当周期信号波形具有某种对称性时,其傅里叶级数中有些项就不出现。掌握

傅里叶级数的这一特点,就可以迅速判断信号中包含哪些谐波成分,从而简化展开系数

图3.3.4 具有潜在对称性的信号

的计算。另外,有些信号经简单处理就具

有对称性,这时可利用信号的潜在对称性

以简化分析。如图3.3.4中的信号g(t),
经平移T/2-t0 就变成图3.3.1中的偶信

号x(t),从而可以利用对x(t)的分析结果

得出
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g(t)=xt+
T
2-t0  

=
E
2+

4E
π2
cosω0t+

T
2-t0  􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 +
1
9cos3ω0t+

T
2-t0  􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 
 +

1
25cos5ω0t+

T
2-t0  􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 +… 
=

E
2-

4E
π2
cos[ω0(t-t0)]+

1
9cos

[3ω0(t-t0)] 
 +

1
25cos

[5ω0(t-t0)]+… 
3.3.2 频谱结构与波形参数的关系

以图3.2.1所示周期矩形脉冲信号为例讨论这一问题。由例3.2.2可知,周期矩形

脉冲信号的指数形式傅里叶级数为x(t)=
Eτ
T ∑

∞

k= -∞
Sa

kω0τ
2  ejkω0t,其频谱结构随波形

参数的变化规律如下:
(1)

 

当信号幅度E、宽度τ保持不变,而周期T 变化时,若T 增大,则频率主瓣高度

Eτ/T 减小,各条谱线高度也相应地减小;
 

谱包络的第一个零点±2π/τ不变,频率主瓣宽

度不变;
 

各谱线间隔ω0=2π/T 减小,谱线变密,因而频率主瓣内包含的谱线数增加。若

T 减小,则情况相反。图3.3.5是当E=1,
 

τ=0.1s保持不变,而T 分别为1/2s,1s,2s
三种情况下的频谱图。

图3.3.5 周期T 对频谱结构的影响

(2)
 

当信号幅度E,重复周期T 保持不变,而宽度τ变化时,若τ减小,则频率主瓣

高度Eτ/T 减小,各条谱线高度也相应地减小。各谱线间隔ω0=2π/T 不变,频谱包络

的第一个零点±2π/τ增大,因而频率主瓣内包含的谱线数目增多。若τ增大,则情况相

反。图3.3.6是当E=1,T=0.5s保持不变,而τ=1/2s、1/20s和1/40s三种情况下的

频谱图。注意到,矩形脉冲信号的频率主瓣宽度与脉冲宽度成反比,这是一个十分重要

的关系。当τ增大到τ=T 时,有
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Xk =
E, k=0
ESa(kπ),k≠0 

  注意到Sa(kπ)=0,k≠0,因此只在零频(ω=0)处出现一条高度为E 的谱线。事实

上此时的周期矩形脉冲信号已转化为直流信号了,其频谱自然只包含直流分量。

图3.3.6 脉冲宽度对频谱结构的影响

3.3.3 功率谱和有效频带

周期信号的理论分析已表明,绝大多数的非正弦周期信号具有无穷多次谐波。然

而,在对非正弦周期信号进行处理时,通常总是让有限项谐波通过系统。因为让过多的

谐波通过系统,必将加重系统的负担,使系统变得十分复杂。而周期信号的功率主要集

中在低频段,忽略高次谐波常可满足工程近似要求。当然,具体的近似精度需做定量

分析。

1.
 

功率谱

周期信号x(t)是功率有限信号,其平均功率P 为

P=
1
T∫

T
2

-
T
2

x(t)2dt=
1
T∫

T
2

-
T
2
x(t)x*(t)dt

=
1
T∫

T
2

-
T
2
x(t) ∑

∞

k= -∞
Xke

jkω0t  *dt= ∑
∞

k= -∞
X*

k
1
T∫

T
2

-
T
2
x(t)e-jkω0tdt􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

= ∑
∞

k= -∞
X*

k ·Xk = ∑
∞

k= -∞
Xk

2= X0
2+2∑

∞

k=1
Xk

2

=c20+∑
∞

k=1

ck

2  
2

(3.3.1)

式(3.3.1)称为功率有限信号的帕塞瓦尔等式,它从功率的角度揭示了周期信号的时间

特性和频率特性之间的关系,即周期信号的平均功率等于直流分量及各次谐波平均功率

之和。从正交信号集的观点,该式表明一个周期信号的平均功率恒等于此信号在完备正

交信号集中各分量的平均功率之和。式(3.3.1)中c20 是信号所含直流分量的功率,

ck

2  
2

是第k次谐波分量的功率。c20,
ck

2  
2

 

(k=1,2,…)
 

与kω0 的关系称为周期信号



126  

的单边功率谱,Xk
2 与kω0(k=0,±1,±2,…)的关系则称为周期信号的双边功率

谱。周期信号的功率谱表明了其平均功率在各次谐波频率上的分配情况,显然也是离

散的。
例3.3.1 已知图3.2.1所示的周期矩形脉冲信号中,E=1,

 

T=1/4s,
 

τ=1/20s,
求频带 0,2π/τ  内各谐波功率之和占信号总平均功率的比例。

解:
 

该信号的平均功率为

P=
1
T∫

T
2

-
T
2

x(t)2dt=
1
T∫

τ
2

-
τ
2

x(t)2dt

=4∫
1
40

-
1
40
1dt=0.2

  按例3.2.1得出的结果,该信号的基频为2π/T=8π,频带 0,2π/τ  =[0,40π]内共

有5条谱线,各谐波功率之和为

P'= X0
2+2 X1

2+ X2
2+ X3

2+ X4
2  

=
1
52

+
2
52
Sa2 π5  +Sa2 2π5  +Sa2 3π5  +Sa2 4π5    

=
1
52

+
2
52
(0.8757+0.5728+0.2546+0.0547)

=0.1806

       
P'
P =

0.1806
0.2000

≈90%

2.
 

有效频带

前已提及,周期信号的功率主要集中在低频段,因此,通常把信号中从零频率(直流)
到所需考虑的最高频率的频率范围叫作信号所占有的有效频带,记作Bω(rad/s)或

Bf(Hz)。至于到底应该考虑到哪一次谐波,工程上有时用从零频率开始到幅度谱下降

为谱包络最大值的某个百分数(如10%)作为标准,有时用从零频率开始到某次谐波止的

平均功率不小于周期信号整个平均功率的某个百分数(如90%)作为标准。工程实际中,
这些百分数要视具体要求选定。

在例3.3.1中,周期矩形脉冲信号的[0,40π]频带内的谐波功率之和占总平均功率

的90%,因此,如果在对周期矩形脉冲信号进行处理时,允许有10%的功率损失,则以

[0,40π]作为该信号的有效频带是可以的。

3.3.4 线性时不变系统对周期信号的响应

周期信号可以分解成傅里叶级数,这就给任意周期信号输入线性时不变系统之后的

响应求解提供了又一种可行的办法。由于按式(3.1.3),当给系统输入ej
kω0t 时,系统的
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输出为H(jkω0)e
jkω0t,故当系统输入一般的周期信号x(t)= ∑

∞

k= -∞
Xke

jkω0t 时,线性时不

变系统的输出可求得为

y(t)= ∑
∞

k= -∞
XkH(jkω0)e

jkω0t (3.3.2)

就是说,系统的输出也可用傅里叶级数表示,其中系统响应的k 次谐波分量的复振幅简

单地成为Yk=XkH(jkω0),系统可以看作改变输入信号谐波特性的一个滤波器。

例3.3.2 一个线性时不变系统的单位冲激响应为h(t)=e-tu(t),求它对正弦信

号x(t)=sinω0t的响应。
解:

 

此题当然可以直接按第2章所述的卷积积分法求解,这里用频域解法。
按式(3.1.2),有

H(jω)=∫
∞

-∞
e-jωτ·e-τu(τ)dτ

=∫
∞

0
e-(1+jω)τdτ=

1
1+jω

  而 x(t)=sinω0t=
1
2j
ej

ω0t-
1
2j
e
-jω0t

所以按式(3.3.2)可得系统响应为

y(t)=
1
2j

1
1+jω0

ej
ω0t-

1
2j

1
1-jω0

e-jω0t

=
-ω0
1+ω20

cosω0t+
1

1+ω20
sinω0t

  例3.3.3 求单位冲激响应为h(t)=e-tu(t)的线性时不变系统对图3.2.1所示周

期矩形脉冲信号的响应。
解:

 

由例3.3.2可知

H(jω)=
1

1+jω

x(t)= ∑
∞

k= -∞

Eτ
TSa

kω0τ
2  ·ejkω0t

  根据式(3.3.2)可得系统响应为

y(t)= ∑
∞

k= -∞

Eτ
TSa

kω0τ
2  · 1

1+jkω0
·ej

kω0t

3.4 非周期信号傅里叶变换
 

到目前为止,本章只研究了周期信号,
 

应用的运算和分析工具是傅里叶级数展开。
非周期信号是另一类重要信号,但由于非周期信号的波形在有限长的时间段内不能重复

出现,不能像周期信号那样以一段时间(一个周期)内的傅里叶展开式代表整个信号,从
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而需要采用不同的方法来分析非周期信号的频域特性,这就是傅里叶变换方法。

3.4.1 傅里叶变换的导出

在3.3.2节中,以图3.2.1
 

所示的周期矩形脉冲信号为例,研究了周期信号频谱结

图3.4.1 非周期矩形

脉冲信号

构与波形参数的关系。当脉宽τ 不变而周期T 趋向无穷大

时,周期矩形脉冲变成一个如图3.4.1所示的矩形脉冲信

号,这是非周期信号。
非周期信号与周期信号两者的频谱特性之间有联系,但

又有很大不同。下面考虑一个一般的非周期信号x(t),假定

它是某个周期信号xT(t)当T→∞时的一个特例,即

x(t)=lim
T→∞

xT(t) (3.4.1)

对xT(t),有

xT(t)= ∑
∞

k= -∞
Xke

jkω0t (3.4.2a)

Xk =
1
T∫

T
2

-
T
2
xT(t)e

-jkω0tdt (3.4.2b)

式中,ω0=2π/T。当T 变大时,基频ω0=2π/T 变小,相应的离散频谱变密。当T 变得

很大时,ω0 变得很小,可用Δω 来表示,这时T=2π/ω0=2π/Δω。由式(3.4.2b),有

TXk =∫
T
2

-
T
2
xT(t)e-jkΔωtdt (3.4.3)

显然,TXk 是jkΔω 的函数,若令
 

TXk =X(jkΔω) (3.4.4)

则由式(3.4.4)和式(3.4.2a),有

xT(t)= ∑
∞

k= -∞

X(jkΔω)
T ejkΔωt

= ∑
∞

k= -∞

X(jkΔω)
2π Δω􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ejkΔωt (3.4.5)

当T→∞时,Δω→0,
 

即有

lim
T→∞

xT(t)=lim
Δω→∞ ∑

∞

k= -∞

X(jkΔω)
2π Δω􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ejkΔωt (3.4.6)

当Δω→0时,可用无穷小量dω 来表示Δω,离散变量kΔω 变成连续变量ω,式(3.4.6)右
端的离散无穷求和变成连续无穷积分,即有

lim
T→∞

xT(t)=
1
2π∫

∞

-∞
X(jω)ejωtdω (3.4.7)

根据式(3.4.1)有
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x(t)=
1
2π∫

∞

-∞
X(jω)ejωtdω (3.4.8)

进一步,根据式(3.4.3)和式(3.4.5),有
X(jω)=

 

lim
Δω→0

X(jkΔω)=
 

lim
T→∞

TXk
 

=
 

lim
T→∞

T·1T∫
T
2

-
T
2
xT(t)e

-jk
2π
Ttdt

=∫
∞

-∞
x(t)e-jωtdt (3.4.9)

把式(3.4.9)和式(3.4.8)写在一起,有

X(jω)=∫
∞

-∞
x(t)e-jωtdt (3.4.10a)

x(t)=
1
2π∫

∞

-∞
X(jω)ejωtdω (3.4.10b)

式(3.4.10a)称为非周期信号x(t)的傅里叶变换,式(3.4.10b)称为傅里叶反变换,两式

简记为

X(jω)=
 

F[x(t)] (3.4.11a)

x(t)=
 

F
 -1[X(jω)] (3.4.11b)

x(t)与X(jω)一一对应,构成傅里叶变换对,简记为

x(t)↔X(jω) (3.4.12)

3.4.2 傅里叶变换的物理意义

式(3.4.10b)表明,一个非周期信号x(t)可以分解成无穷多个定义在-∞<t<∞区

间的虚指数信号ejωt 的连续和,故式(3.4.10b)又称为非周期信号x(t)的频域分解式。
与傅里叶级数的意义不同的是,这里所分解的虚指数分量发生在一切频率上,不再具有

周期信号傅里叶级数中各频率分量的频率间的倍数关系,并且各分量的振幅为无穷小量

1
2πX

(jω)dω。但不难看出,非周期信号各频率分量的振幅与X(jω)成正比,所以X(jω)

描述了各频率分量大小的相对比例关系,也就是描述了非周期信号x(t)的频率特性。
根据式(3.4.4)可得

X(jω)=lim
T→∞

TXk =lim
Δω→0

2π
ΔωXk =lim

Δf→0

Xk

Δf
显然,X(jω)表示单位频带的复振幅,所以X(jω)称为“频谱密度函数”,简称

 

“频谱”。频

谱密度的概念与物理学中线密度的概念是很类似的。线密度是物体位置的函数,表征物

体密度随位置的变化规律。对于一个具体的位置,线密度是无穷小量,但可由线密度求

出物体某一段的平均密度。类似地,频谱密度是频率ω 的函数,它表征信号所含各频率

分量的大小随频率变化的规律。对一个具体的频率,它是无穷小量,然而正是这无穷多

个振幅为无穷小的虚指数信号的连续和构成了非周期信号。
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下面,进一步研究傅里叶变换的物理意义。
由式(3.4.10b),有

x(t)=
1
2π∫

∞

-∞
X(jω)ejωtdω

 

=
1
2π∫

∞

0
[X(jω)ejωt+X(-jω)e-jωt]dω (3.4.13)

因为X(jω)是jω 的函数,因而是复值函数,故可以表示为

X(jω)=Re[X(jω)]+jIm[X(jω)]= X(jω)ej∠X(jω) (3.4.14)
在3.5节将会证明,对于实信号x(t),有

X(jω)= X(-jω),
 

 ∠X(jω)=-∠X(-jω)
所以,式(3.4.13)变成

x(t)=
1
2π∫

∞

0
[X(jω)ej(∠X(jω)+ωt)+ X(-jω)e-j(∠X(jω)+ωt)]dω

=
1
2π∫

∞

0
X(jω)[ej(∠X(jω)+ωt)+e-j(∠X(jω)+ωt)]dω

=
1
π∫

∞

0
X(jω)cos(ωt+∠X(jω))dω (3.4.15)

  式(3.4.15)表明,一个非周期实信号x(t),可以分解为定义在-∞<t<∞范围的无

穷多个正弦信号的连续和(积分),各频率分量连续地分布在0~∞的一切频率上,振幅

1
πX(jω)dω 是无穷小量,初始相位为∠X(jω)。这充分说明各频率分量振幅间的比例关

系是由X(jω)的模 X(jω)来描述的,初始相位关系是由X(jω)的辐角∠X(jω)来描述

的。因此,把 X(jω)和∠X(jω)随ω 的变化规律分别称为信号的幅频特性和相频特

性,把相应的频谱图分别称为幅度频谱图和相位频谱图。与前文类似,若X(jω)是实偶

函数,两个频谱图可以合画。同时,上述分析又一次说明,频域分析中引入负频率完全是

为了数学运算的方便。
注意到,按式(3.4.10a)求信号的傅里叶变换需要作无穷积分,因而存在积分能否收敛

的问题。与傅里叶级数情况一样,满足狄利克雷条件(参照3.2节,此处应取(-∞,+∞)作
为定义区间)是信号可以按式(3.4.10a)进行傅里叶变换的充分条件。需要指出的是,满足

狄利克雷条件不是信号傅里叶变换的必要条件。在引入奇异信号理论后,一些不满足狄利

克雷条件的信号也有了确定的傅里叶变换形式。因此,有时把直接按式(3.4.10a)得到的变

换称为“经典傅里叶变换”。
例3.4.1 求图3.4.2(a)所示单边指数信号x(t)=e-αtu(t)(α>0)的频谱。
解:

 

由式(3.4.10a),有

X(jω)=∫
∞

-∞
e-atu(t)e-jωtdt=∫

∞

0
e-(a+jω)t=

1
a+jω

X(jω)=
1

a2+ω2
, ∠X(jω)=-arctan

ω
a  (3.4.16)
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频谱图如图3.4.2(b)、(c)所示。

图3.4.2 单边指数信号及其频谱

例3.4.2 求图3.4.3(a)所示矩形脉冲信号的频谱,并写出其频域分解式(傅里叶反

变换)。

图3.4.3 矩形脉冲信号及其频谱

解:
 

图3.4.3中的矩形脉冲信号可以表示为x(t)=EGτ(t),由式(3.4.10a),有

X(jω)=∫
∞

-∞
x(t)e-jωtdt=∫

τ
2

-
τ
2
Ee-jωtdt=EτSaωτ

2  
  由于本例中X(jω)是一个实函数,故不必分别画幅度频谱图和相位频谱图,直接画

在一幅图上即可,如图3.4.3(b)所示。矩形脉冲频域分解式为

x(t)=EGτ(t)=
1
2π∫

∞

-∞
EτSaωτ

2  ejωtdω (3.4.17)

  对比图3.4.3(b)和图3.2.3(c)可以看出,矩形脉冲信号的频谱密度函数与周期矩形

脉冲信号的谱包络是相同的。此外,由本例可知,单位门信号Gτ(t)的傅里叶变换为

τSaωτ
2  ,即

Gτ(t)↔τSa
ωτ
2  (3.4.18)

  例3.4.3 求单位冲激信号δ(t)的频谱,并写出它的频域分解形式。
解:

 

设单位冲激信号δ(t)的频谱为X(jω),则

X(jω)=∫
∞

-∞
δ(t)e-jωtdt=∫

∞

-∞
δ(t)dt=1
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即 δ(t)↔1 (3.4.19)

δ(t)的频域分解式为

δ(t)=
1
2π∫

∞

-∞
1·ejωtdω=

1
2π∫

∞

-∞
ejωtdω (3.4.20)

  δ(t)及其频谱如图3.4.4所示。

图3.4.4 单位冲激信号及其频谱

从本例可知,单位冲激信号δ(t)只出现在t=0时刻,但却包含了从-∞到∞所有频

率成分,且各频率分量的(相对)大小是相同的,故δ(t)的频谱称为“白色谱”。
例3.4.4 求单位阶跃信号u(t)的频谱。
解:

 

单位阶跃信号u(t)不满足绝对可积条件,不能直接通过式(3.4.10b)求其傅里

叶变换。但是,由于

u(t)=
 

lim
α→0
e-αtu(t),

 

 α>0

  设u(t)的傅里叶变换为X(jω),根据式(3.3.16),有

X(jω)=
 

lim
a→0

F[e-atu(t)]=
 

lim
a→0

1
a+jω

这表明,X(jω)在ω=0处表现为冲激。进一步,有

X(jω)=
 

lim
a→0

1
a+jω=

 

lim
a→0

a
a2+ω2

-jlim
a→0

ω
a2+ω2

=
 

lim
a→0

a
a2+ω2

+
1
jω

可见,X(jω)的实部表现为在ω=0处的冲激,这是因为

Re[X(jω)]=
 

lim
a→0

a
a2+ω2

=
lim
a→0

1
a
, ω=0

0, ω≠0

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

这个冲激的强度为

∫
∞

-∞
lim
a→0

a
a2+ω2

dω=
 

lim
a→0∫

∞

-∞

a
a2+ω2

dω

=
 

lim
a→0∫

∞

-∞

1

1+
ω
a  2

dω
a

=
 

lim
a→0
arctanω

a  ∞
-∞
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=π
所以

u(t)↔πδ(ω)+
1
jω

(3.4.21)

单位阶跃信号及其频谱如图3.4.5所示。

图3.4.5 单位阶跃信号及其频谱

此例表明,尽管u(t)不满足绝对可积条件,但通过取极限并引入奇异函数δ(ω),仍
可以找到它的傅里叶变换,又一次可见奇异信号在信号分析理论中的重要作用。u(t)的
频谱在ω=0处有冲激,是因为u(t)含有明显的直流成分,但它不是纯直流,故还有其他

高频分量。

3.5 连续时间傅里叶变换的性质

傅里叶变换作为一种数学运算,有许多性质。这些性质不仅进一步说明了傅里叶变

换定义式的一些特征,而且进一步揭示了信号的时域和频域之间的内在联系。在很多情

况下,这些性质也可被用来求解复杂信号的频谱。

3.5.1 傅里叶变换的唯一性

由F
 

[x1(t)]=
 

F
 

[x2(t)]=X(jω)必然可以得出x1(t)=x2(t);
 

反之,由

F-1[X1(jω)]=F-1[X2(jω)]=x(t)也必然可以得出X1(jω)=X2(jω),即频谱与时间

信号之间一一对应。
下面以前一种情况为例,给出证明。假定F

 

[x1(t)]=
 

F
 

[x2(t)]=X(jω),则按傅

里叶反变换公式有

x1(t)=
1
2π∫

∞

-∞
X(jω)ejωtdω=

1
2π∫

∞

-∞∫
∞

-∞
x2(τ)e-jωτdτ  ejωtdω

  交换积分次序,并按冲激信号的频域分解式(3.4.20)可得

x1(t)=∫
∞

-∞
x2(τ)

1
2π∫

∞

-∞
ejω(t-τ)dω􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 dτ=∫
∞

-∞
x2(τ)δ(t-τ)dτ=x2(t)

  傅里叶变换的唯一性表明了信号及其频谱之间的唯一对应关系。这一性质为信号

的变换、处理、鉴别和恢复等提供了理论依据。
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3.5.2 线性特性

傅里叶变换是一种线性运算。若

x1(t)↔X1(jω), x2(t)↔X2(jω)
则 ax1(t)+bx2(t)↔aX1(jω)+bX2(jω) (3.5.1)
其中,a、b都是常数。

这个性质直接由傅里叶变换的定义式即可得出。
例3.5.1 求x(t)=δ(t+2)+2δ(t)+δ(t-2)的傅里叶变换。

解:
 

  F
 

[x(t)]=∫
∞

-∞
[δ(t+2)+2δ(t)+δ(t-2)]e-jωtdt

=∫
∞

-∞
δ(t+2)e-jωtdt+2∫

∞

-∞
δ(t)e-jωtdt+∫

∞

-∞
δ(t-2)e-jωtdt

=ej2ω +2+e-j2ω

=2+2cos2ω
=4cos2ω

3.5.3 奇偶特性

(1)
 

偶信号的频谱是偶函数,奇信号的频谱是奇函数。

证明:
 

由于X(jω)=∫
∞

-∞
x(t)e-jωtdt

若x(-t)=x(t),则

X(-jω)=∫
∞

-∞
x(t)ejωtdt =

t= -τ

∫
∞

-∞
x(-τ)e-jωτdτ

=∫
∞

-∞
x(τ)e-jωτdτ=X(jω)

  若x(-t)=-x(t),则

X(-jω)=∫
∞

-∞
x(t)ejωtdt =

t= -τ

∫
∞

-∞
x(-τ)e-jωτdτ

=-∫
∞

-∞
x(τ)e-jωτdτ=-X(jω)

  (2)
 

实信号的频谱是共轭对称函数,即其实部是偶函数,虚部是奇函数,其幅度频谱

是偶函数,相位频谱是奇函数。
当x(t)为实信号时,其频谱为

X(jω)=∫
∞

-∞
x(t)e-jωtdt

=∫
∞

-∞
x(t)cosωtdt-j∫

∞

-∞
x(t)sinωtdt

=Re[X(jω)]+jIm[X(jω)]= X(jω)ej∠X(jω)
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则有

Re[X(jω)]=∫
∞

-∞
x(t)cosωtdt

Im[X(jω)]=-∫
∞

-∞
x(t)sinωtdt

X(jω)= (Re[X(jω)])2+(Im[X(jω)])2

∠X(jω)=arctan
Im[X(jω)]
Re[X(jω)]

  显然,Re[X(jω)]和 X(jω)是ω的偶函数,Im[X(jω)]和∠X(jω)是ω的奇函数,即
X(jω)=X*(-jω)

3.5.4 共轭特性

若 x(t)↔X(jω)
则 x*(t)↔X*(-jω)

 

(x*(t)表示x(t)的共轭信号) (3.5.2)
 

证明:

x*(t)↔∫
∞

-∞
x*(t)e-jωtdt=∫

∞

-∞
x(t)ejωtdt  

*

=∫
∞

-∞
x(t)e-j(-ω)tdt  

*
=X*(-jω)

对实信号x*(t)=x(t),根据傅里叶变换的唯一性,X(jω)=X*(-jω),这已在前文

提及。

3.5.5 对称特性

若 x(t)↔X(jω)
则 X(jt)↔2πx(-ω) (3.5.3)
表明,若x(t)的频谱为X(jω),则时域信号X(jt)的频谱为x(t)t=ω的翻转再乘以2π。
利用对称特性可以避免复杂的积分运算,而由现有的傅里叶变换关系简单地推导出很多

信号的频谱。
证明:

x(t)=
1
2π∫

∞

-∞
X(jω)ejωtdω

x(-t)=
1
2π∫

∞

-∞
X(jω)e-jωtdω

上式中,将积分变量ω 记为τ,变量t用ω 取代,得

x(-ω)=
1
2π∫

∞

-∞
X(jτ)e-jωτdτ

即



136  

2πx(-ω)=∫
∞

-∞
X(jt)e-jωtdt

这说明,X(jt)与2πx(-ω)构成一个傅里叶变换时,式(3.5.3)得证。
例3.5.2 求直流信号x(t)=1的频谱。
解:

 

直流信号不满足绝对可积,但可以利用已知的单位冲激信号频谱F
 

[δ(t)]=1
[式(3.4.19)],再考虑对称特性,有

F[1]=2πx(-ω)=2πδ(ω)
即 1↔2πδ(ω) (3.5.4)
如图3.5.1所示,纯直流信号只含有零频率成分,故频谱必然表现为ω=0处的冲激。

图3.5.1 利用对称特性求直流信号的频谱

例3.5.3 求Sa(ωct)的频谱。
解:

 

尽管Sa(ωct)满足绝对可积条件,但直接用定义式计算其频谱需做复杂的积分。

可应用对称特性简化计算。由例3.4.2可知Gτ(t)↔τSa
ωτ
2  , 

从而有

τSaτt
2  ↔2πGτ(-ω)=2πGτ(ω)

Saτ
2t  ↔2πτGτ(ω)

 

令τ
2=ωc,则

Sa(ωct)↔
2π
2ωc

G2ωc
(ω)=

π
ωc

G2ωc
(ω) (3.5.5)

Sa(ωct)的频谱如图3.5.2所示。

3.5.6 时频展缩特性

若 x(t)↔X(jω)

则 x(at)↔
1
a Xj

ω
a  (3.5.6)

式中,a 为非零实常数。



137  

图3.5.2 利用对称特性求Sa(ωct)的频谱

证明:
 

x(at)↔∫
∞

-∞
x(at)e-jωtdt

令at=τ,则

∫
∞

-∞
x(at)e-jωtdt=

∫
∞

-∞
x(τ)e-j

ω
aτ 1

adτ
, a>0

∫
-∞

∞
x(τ)e-j

ω
aτ 1

adτ
, a<0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

=

1
a∫

∞

-∞
x(τ)e-j

ω
aτdτ, a>0

-
1
a∫

∞

-∞
x(τ)e-j

ω
aτdτ, a<0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

=

1
aXj

ω
a  , a>0

-
1
aXj

ω
a  , a<0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

=
1
a Xj

ω
a  

即 x(at)↔
1
a Xj

ω
a  

特例,当a=-1时,有

x(-t)↔X(-jω) (3.5.7)

  说明:
 

信号x(at)表示了信号x(t)波形在时域压缩为1/a (|a|>1)倍或扩展为

1/a (|a|<1)倍,Xj
ω
a  则表示信号频谱X(jω)在频率域扩展为|a|(|a|>1)倍或压

缩为|a|(|a|<1)倍,即信号在时域的持续时间被压缩(扩展),对应频域的频率范围被扩

展(压缩)。这里仍以矩形脉冲为例,对此加以说明。
图3.5.3表示了矩形脉冲及其频谱的展缩情况。
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图3.5.3 矩形脉冲的时频展缩

从图3.5.3可见,x(t)波形在时域扩展2倍成为x t
2  时,脉冲宽度由τ增大为2τ,

对应的频谱由X(jω)变为2X(2jω),表现为第一个零点由ω=
2π
τ

变为ω=
π
τ
,频谱主瓣宽

度变小。当x(t)波形在时域压缩为1
2

成为x(2t)时,脉冲宽度由τ减小为τ
2
,对应的频

谱由X(jω)变为1
2Xj

ω
2  ,表现为第一个零点由ω=

2π
τ

变为ω=
4π
τ
,频谱主瓣宽度变大。

因此,如果以频谱主瓣作为矩形脉冲信号的有效频带,则它与脉冲宽度成反比。这与

3.3.2节对周期矩形脉冲信号的频谱分析结果是一致的。
如要压缩信号的持续时间,就不得不以展宽信号有效频带为代价,而如要压缩信号

的有效频带,则又不得不以增加信号的持续时间为代价。这一点在通信理论中,表现为

时长(通信速度)与带宽(信道容量)的矛盾。
下面运用傅里叶变换的时频展缩特性来求几个常用信号的频谱。
例3.5.4 由例3.3.1知

e-atu(t)↔ 1
a+jω

, a>0 (3.5.8a)

  由式(3.5.7),有

eatu(-t)↔ 1
a-jω

, a>0 (3.5.8b)

  由此可得偶对称双边指数信号的频谱
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e-atu(t)+eatu(-t)↔ 1
a+jω+

1
a-jω=

2a
a2+ω2

(3.5.9)

以及奇对称双边指数信号的频谱

e-atu(t)-eatu(-t)↔ 1
a+jω-

1
a-jω= -2jω

a2+ω2
(3.5.10)

式(3.5.9)和式(3.5.10)中α>0。

进一步,由于符号函数sgn(t)=
1, t>0
-1,t<0 可写成如下极限:

sgn(t)=
 

lim
α→0
[e-atu(t)-eatu(-t)]

则由sgn(t)表示的信号的频谱为

sgn(t)↔lim
α→0

-j2ω
a2+ω2

=
2
jω

(3.5.11)
 

  另外,sgn(t)=2u(t)-1,而u(t)↔πδ(ω)+
1
jω
,也可求得

sgn(t)↔2F
 

[u(t)]-F
 

[1]

=2πδ(ω)+
2
jω-2πδ(ω)

=
2
jω

这与式(3.5.11)是一致的。
根据式(3.5.11)及对称特性,有

2
jt
↔2πsgn(-ω)

即 1
t↔-jπsgn

(ω)=
jπ, ω<0
-jπ, ω>0 (3.5.12)

3.5.7 时移特性

若x(t)↔X(jω),则

x(t+t0)↔X(jω)e
jωt0 (3.5.13)

式中,t0 为任意实数。
证明:

 

x(t+t0)↔∫
∞

-∞
x(t+t0)e-jωtdt

=∫
∞

-∞
x(τ)e-jω(τ-t0)dτ  (令t+t0=τ)

=e
jωt0∫

∞

-∞
x(τ)e-jωτdτ
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=e
jωt0X(jω)

  傅里叶变换的时移特性表明,信号波形在时域的平移,不改变其幅频特性,只改变了

相频特性,即各频率产生了与其频率成正比的附加相移,这正是3.9节所要研究的无失

真传输系统对信号的作用。
例3.5.5 求δ(t-t0)

 

(t0 为任意实数)的频谱。
解:

 

由式(3.3.19)知δ(t)↔1,按时移特性有

δ(t-t0)↔1·e
-jωt0 =e

-jωt0 (3.5.14)

  例3.5.6 求图3.5.4(a)所示三脉冲信号的频谱。
解:

 

该信号可表示为x(t)=EGτ(t+T)+EGτ(t)+EGτ(t-T)

由式(3.4.18) Gτ(t)↔τSa
ωτ
2  

故可得  X(jω)=EτSaωτ
2  ejωT +EτSaωτ

2  +EτSaωτ
2  e-jωT

=EτSaωτ
2  (1+ejωT +e-jωT)

=EτSaωτ
2  (1+2cosωT)

频谱如图3.5.4(b)所示。

图3.5.4 三脉冲信号及其频谱

需要指出的是,对于既时移又展缩的信号,可先后应用展缩和时移特性来求其频谱。

此时有下面的公式:

若x(t)↔X(jω),则

x(at+b)↔ 1
a Xj

ω
a  ej

b
aω, a≠0,a、b均为实常数 (3.5.15)
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3.5.8 频移特性

若x(t)↔X(jω),则

x(t)ejω0t↔X[j(ω-ω0)] (3.5.16a)
式中,ω0 为任意实数。此性质可由傅里叶变换定义式直接得到。这个性质表明,x(t)在

时域中乘以ej
ω0t,等效于X(jω)在频域中移动了ω0。具体地说,如果信号的频谱原来是

在ω=0附近(即信号为低频信号),将信号乘以ej
ω0t,就可使其频谱搬移到ω=ω0 附近,

这一过程,在通信中称为调制;
 

反之,如果信号的频谱原来是在ω=ω0 附近(即信号为高

频信号),则将信号乘以e
-jω0t 就可使其频谱搬移到ω=0附近,这一过程,在通信中称为

解调;
 

如果信号的频谱原来是在ω=ω1 附近,将信号乘以e
-jω0t 就可使其频谱搬移到

ω=ω1-ω0 附近,这一过程称为变频。在频谱变换的实际应用中采用的是正弦或余弦信

号。根据欧拉公式可得

cosω0t=
1
2
[ej

ω0t+e
-jω0t]

sinω0t=
1
2j
[ej

ω0t-e
-jω0t]

由傅里叶变换的频移特性可得

x(t)cosω0t↔
1
2
{X[j(ω+ω0)]+X[j(ω-ω0)]} (3.5.16b)

x(t)sinω0t↔
j
2
{X[j(ω+ω0)]-X[j(ω-ω0)]} (3.5.16c)

  例3.5.7 求ej
ω0t,

 

cosω0t及sinω0t的频谱(ω0 为任意实数)。
解:

 

由式(3.5.4) 1↔2πδ(ω)
按频移特性,有

ej
ω0t↔2πδ(ω-ω0) (3.5.17a)

  再按欧拉公式及上式,有

cosω0t=
1
2
[ej

ω0t+e
-jω0t]↔π[δ(ω+ω0)+δ(ω-ω0)] (3.5.17b)

sinω0t=
1
2j
[ej

ω0t-e
-jω0t]↔jπ[δ(ω+ω0)-δ(ω-ω0)] (3.5.17c)

  由此看出,具有单一频率的虚指数信号和正余弦信号,其频谱密度仅仅在其频率处

存在冲激。
例3.5.8 求如图3.5.5(a)所示矩形调幅信号的频谱。
解:

 

该矩形调幅波可记为

x(t)=EGτ(t)cosω0t
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由式(3.4.18) Gτ(t)↔τSa
ωτ
2  

再由式(3.5.16b)可得

X(jω)=
Eτ
2 Sa

ω+ω0
2 τ  +Saω-ω0

2 τ    
  频谱如图3.5.5(b)所示。

图3.5.5 矩形调幅波及其频谱

3.5.9 时域微分特性

若x(t)↔X(jω),且
dx(t)
dt

存在傅里叶变换,则

dx(t)
dt ↔jωX(jω) (3.5.18a)

  证明:
 

由傅里叶反变换公式有

x(t)=
1
2π∫

∞

-∞
X(jω)ejωtdω

两边对t微分,得
 

d
dtx
(t)=

1
2π∫

∞

-∞
X(jω)

d
dt
(ejωt)dω=

1
2π∫

∞

-∞
jωX(jω)ejωtdω

则按照傅里叶变换定义式,有

d
dtx
(t)↔jωX(jω)

  同样,若d
nx(t)
dtn 的傅里叶变换存在,重复上述过程可得
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dnx(t)
dtn ↔(jω)nX(jω) (3.5.18b)

  利用时域微分特性容易求出一些在通常意义下不好求得的变换关系。

例3.5.9 求信号δ'(t)=
d
dtδ
(t)及δ(n)(t)=

dn

dtnδ(t)的频谱。

解:
 

由式(3.3.19)δ(t)↔1,并根据傅里叶变换时域微分特性可得
 

δ'(t)↔jω (3.5.19a)
以及 δ(n)(t)↔(jω)n (3.5.19b)

例3.5.10 求信号x(t)=
1
t2

的频谱。

解:
 

由式(3.5.12)
1
t↔-jπsgn

(ω),根据时域微分定理可得

-
1
t2
↔-jπsgn(ω)jω=πωsgn(ω)

即 1
t2
↔-πωsgn(ω)=-πω (3.5.20)

3.5.10 频域微分特性

若x(t)↔X(jω),则

tx(t)↔j
d
dωX(jω) (3.5.21a)

 

tnx(t)↔jn
dn

dωnX(jω) (3.5.21b)

  证明:
  

X(jω)=∫
∞

-∞
x(t)e-jωtdt,两边对ω 微分,即

dX(jω)
dω =

d
dω∫

∞

-∞
x(t)e-jωtdt  

=∫
∞

-∞
x(t)ddω

[e-jωt]dt

=∫
∞

-∞
(-jt)x(t)e-jωtdt

按照傅里叶变换定义式,有

-jtx(t)↔
d
dωX(jω)

即 tx(t)↔j
d
dωX(jω)

重复上述过程即可得出式(3.5.21b)。
利用频域微分特性也可以求得一些在通常意义下不便进行变换的信号的频谱。
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例3.5.11 求信号x(t)=tn 的频谱。
解:

 

由式(3.5.4),有

1↔2πδ(ω)
由频域微分特性得到

tn↔jn
dn

dωn
[2πδ(ω)]=2πjn

dn

dωnδ(ω)=2πj
nδ(n)(ω) (3.5.22)

  例3.5.12 求信号x(t)=tu(t)的频谱。

解:
 

由式(3.3.21) u(t)↔πδ(ω)+
1
jω

根据频域微分特性,有

tu(t)↔j
d
dω πδ(ω)+

1
jω

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

 =jπδ'(ω)-
1
ω2

(3.5.23)
 

3.5.11 时域卷积定理

若x1(t)↔X1(jω),x2(t)↔X2(jω),则

x1(t)*x2(t)↔X1(jω)·X2(jω) (3.5.24)

  证明:
 

  x1(t)*x2(t)↔∫
∞

-∞∫
∞

-∞
x1(τ)x2(t-τ)dτ  e-jωtdt

=∫
∞

-∞
x1(τ)∫

∞

-∞
x2(t-τ)e-jωtdt  dτ

(令t-τ=u) =∫
∞

-∞
x1(τ)∫

∞

-∞
x2(u)e-jωue-jωτdu  dτ

=∫
∞

-∞
x1(τ)e-jωτdτ∫

∞

-∞
x2(u)e-jωudu

=X1(jω)·X2(jω)
时域卷积定理说明,两个时间信号的卷积运算得到的信号的频谱等于两个时间信号

频谱的乘积,即在时域的卷积运算等效于在频域的乘法运算。时域卷积定理为卷积的计

算提供了一种简捷的方法,因为

x1(t)*x2(t)=
 

F
 -1{F

 

[x1(t)]·
 

F
 

[x2(t)]}

  例3.5.13 如图3.5.6所示,求x1(t)*x2(t)的频谱。
解:

 

x1(t)*x2(t)=Gτ(t)*Gτ(t)
根据时域卷积定理

Gτ(t)*Gτ(t)=τΛ2τ(t)↔ τSaωτ
2  􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 · τSaωτ
2  􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

 

=τ2Sa2 ωτ
2  (3.5.25)
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图3.5.6 时域卷积等效于频域相乘

故有

Λ2τ(t)↔τSa
2 ωτ
2  (3.5.26)

3.5.12 频域卷积定理

若x1(t)↔X1(jω),x2(t)↔X2(jω),则

x1(t)·x2(t)↔
1
2πX1(jω)*X2(jω) (3.5.27)

式中,X1(jω)*X2(jω)=∫
∞

-∞
X1(jλ)X2(jω-jλ)dλ。

证明:
 

  x1(t)·x2(t)↔∫
∞

-∞
x1(t)x2(t)e-jωtdt

=∫
∞

-∞

1
2π∫

∞

-∞
X1(jλ)ej

λtdλ􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 x2(t)e-jωtdt

=
1
2π∫

∞

-∞
X1(jλ)∫

∞

-∞
x2(t)e-j(ω-λ)tdt  dλ

=
1
2π∫

∞

-∞
X1(jλ)X2(jω-jλ)dλ

=
1
2πX1(jω)*X2(jω)

这个定理说明,时域的乘法运算等效于频域的卷积运算。在求频谱时,如信号可分

解成两信号的乘积,而其中之一的频谱是冲激或冲激串时,使用频域卷积定理是方便的。
例3.5.14 利用频域卷积定理求信号x(t)cosω0t的频谱,假定x(t)↔X(jω)。
解:

 

已知

cosω0t↔π[δ(ω+ω0)+δ(ω-ω0)]
根据频域卷积定理,有

x(t)cosω0t↔
1
2πX

(jω)*[δ(ω+ω0)+δ(ω-ω0)]
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=
1
2
[X(jω+jω0)+X(jω-jω0)]

这与式(3.5.16b)是一致的。

3.5.13 时域积分定理

若x(t)↔X(jω),X(0)存在且有限,则

∫
t

-∞
x(τ)dτ↔X(jω)

jω +πX(0)δ(ω) (3.5.28)

式中,X(0)=X(jω)ω=0=∫
∞

-∞
x(t)e-jωtdt ω=0=∫

∞

-∞
x(t)dt。

证明:
 

∫
t

-∞
x(τ)dτ=x(t)*u(t)

而 u(t)↔πδ(ω)+
1
jω

根据时域卷积定理,有

∫
t

-∞
x(τ)dτ=x(t)*u(t)↔X(jω)· πδ(ω)+

1
jω

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

=
X(jω)
jω +πX(jω)δ(ω)

=
X(jω)
jω +πX(0)δ(ω)

  例3.5.15 求图3.5.7所示信号x(t)的频谱。

图3.5.7 由时域积分定理求频谱

解:
 

本例当然可以应用傅里叶变换定义直接求解。
这里给出先做微分,再应用时域卷积定理的求法。

令x(t)的一、二阶导数分别为x1(t)和x2(t),则

x1(t)=∫
t

-∞
x2(τ)dτ, x(t)=∫

t

-∞
x1(τ)dτ

由于x2(t)=δ'(t)-δ(t)+δ(t-1)
其频谱为

X2(jω)=jω-1+e-jω

X2(0)=0
故x1(t)的频谱为

X1(jω)=
X2(jω)
jω =j

ω-1+e-jω

jω

又 X1(0)=lim
ω→0

jω-1+e-jω

jω =0
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从而 X(jω)=
X1(jω)
jω =

1-jω-e-jω

ω2

3.5.14 信号能量与频谱的关系

绝对可积的非周期信号x(t)的平均功率为零,其能量是有限的,其能量定义为E=

∫
∞

-∞
x(t)2dt,进一步,

 

E=∫
∞

-∞
x(t)2dt=∫

∞

-∞
x(t)·x*(t)dt

=∫
∞

-∞
x(t)12π∫

∞

-∞
X*(jω)e-jωtdω􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 dt

=
1
2π∫

∞

-∞
X*(jω)∫

∞

-∞
x(t)e-jωtdt  dω

=
1
2π∫

∞

-∞
X*(jω)·X(jω)dω

=
1
2π∫

∞

-∞
X(jω)2dω (3.5.29)

  式(3.5.29)称为能量有限信号的帕塞瓦尔等式。它表明,能量有限的非周期信号的

总能量等于各频率分量能量之和,每个频率分量的能量为 X(jω)2

2π dω。

式(3.5.29)中,X(jω)2 定义为信号的能量谱密度,简称能量谱,它表示单位频带

所包含的信号能量,单位是焦耳/赫兹(J/Hz)。信号的能量与幅度谱 X(jω)平方成

正比。
上面介绍的傅里叶变换的基本性质对于深入了解信号的时域描述与频域描述之间

的关系,对于求信号的频谱和进行系统的频域分析都是非常重要的。其中卷积定理具有

特别突出的地位,因为时移特性、频移特性、时域微积分特性、频域微分特性等都可以看

作卷积定理的具体应用形式。还需指出,在使用卷积定理时,要避免出现δ(ω)*δ(ω)以

及1
jωδ
(ω)等不确定的乘积关系。例如求u(t)*u(t)的频谱,直接应用卷积定理就会出

现δ(ω)·δ(ω)情况,此时可先求出u(t)*u(t)=tu(t),再用频域微分特性求解。

3.6 周期信号傅里叶变换

前文通过傅里叶展开对周期信号进行了频谱分析,并主要针对非周期信号学习了傅

里叶变换。由于周期信号不满足绝对可积条件,其频谱无法直接利用傅里叶变换定义式

求得。但3.5节通过引入δ函数,已找到正余弦周期信号的傅里叶变换,下面将通过引

入δ函数,对一般的周期信号进行傅里叶变换,从而可以对周期信号和非周期信号用相

同的观点和方法进行分析运算,这给信号与系统分析带来很大方便。
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假定一般的周期信号xT(t)的周期为T,由3.2节可知

xT(t)= ∑
∞

k= -∞
Xke

jk
2π
Tt

其中,Xk =
1
T∫

t0+T

t0
xT(t)e

-jk
2π
Tt

 

dt

  令xT(t)的傅里叶变换为XT(jω),则

XT(jω)=F ∑
∞

k= -∞
Xke

jkω0t  = ∑
∞

k= -∞
XkF e

jk
2π
Tt  

= ∑
∞

k= -∞
Xk2πδω-k2πT  

 

= ∑
∞

k= -∞
2πXkδω-k2πT  (3.6.1)

  式(3.6.1)表明,一般的周期信号的傅里叶变换也是一系列冲激函数的线性组合,这
些冲激发生在各次谐波频率上,强度为相应谐波分量复振幅的2π倍。这与前文傅里叶

展开的分析结果是一致的,周期信号仍是离散频谱,只是前文以复振幅Xk 描述各次谐波

ω=k
2π
T  的实际大小,这里用2πXkδω-k

2π
T  描述各次谐波的相对大小。

例3.6.1 求图3.6.1所示周期冲激串δT(t)= ∑
∞

n= -∞
δ(t-nT)(T 为周期)的

频谱。

解:
 

先求δT (t)指数形式的傅里叶级数展开式,不失一般性,设t0=-
T
2
,由

式(3.2.14),有

Xk =
1
T∫

T
2

-
T
2
δT(t)e

-jk
2π
Ttdt

=
1
T∫

T
2

-
T
2
δ(t)e-jk

2π
Ttdt

=
1
T

(3.6.2)

  由式(3.6.1),有

F[δT(t)]= ∑
∞

k= -∞
2π·1Tδω-k2πT  

=
2π
T ∑

∞

k= -∞
δω-k2πT  

=ω0 ∑
∞

k= -∞
δω-kω0  

记 δω0
(ω)= ∑

∞

k= -∞
δ(ω-kω0)
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则有 F[δT(t)]=ω0δω0
(ω), ω0=

2π
T

 

(3.6.3)

可见周期冲激串的频谱仍为周期冲激串,强度为ω0=
2π
T
,周期也为2π

T
,如图3.6.1

所示。

图3.6.1 周期冲激串及其频谱

此外,一般的周期信号xT(t)(T 为周期)还可以用δT(t)= ∑
∞

n= -∞
δ(t-nT)表示

如下:

xT(t)= ∑
∞

n= -∞
x(t-nT)=x(t)*δT(t) (3.6.4)

其中,x(t)一般取周期信号xT(t)在原点附近的一个周期(称为主周期)。按傅里叶变换

时域卷积定理,并令F[x(t)]=X(jω),则
F[xT(t)]=X(jω)·ω0δω0

(ω)

=X(jω)· ∑
∞

k= -∞
ω0δ(ω-kω0)

=
 

∑
∞

k= -∞
ω0X(jkω0)δ(ω-kω0) (3.6.5)

  式(3.6.5)也表明,一般周期信号的傅里叶变换(频谱)是发生在其各次谐波频率

(ω=kω0)上的一串冲激,这与式(3.6.1)所表示的意义相同。式(3.6.5)还进一步表明在

时域将x(t)的波形进行以T 为周期的延拓,等效于在频域对其频谱进行以ω0=2π/T
为周期的等距离抽样,即时域的周期性对应于频域的离散性。

进一步,根据傅里叶变换的唯一性,并比较式(3.6.1)和式(3.6.5),有

2πXk =ω0X(jkω0)

即 Xk=
1
TX(jkω0)=

1
TX(jω)ω=kω0

再结合X(jω)=lim
T→∞

TXk(见3.4.1节)可以看出,周期信号xT(t)的复振幅Xk 与相应的

主周期x(t)的频谱 X(jω)之间可以互求,而且 X(jω)在形状上与 Xk 的频谱包络线

相同。
由上述分析,xT(t)的傅里叶级数展开式可写成

xT(t)= ∑
∞

k= -∞

1
TX(jkω0)e

jkω0t



150  

图3.6.2 周期信号及其频谱

由式(3.6.4),有

xT(t)= ∑
∞

k= -∞
x(t-nT)= ∑

∞

k= -∞

1
TX(jkω0)e

jkω0t

这就是泊松(Poisson)求和公式。
例3.6.2 求图3.6.3(a)所示周期矩形脉冲的频谱。

解:
 

图3.6.3(a)中pT(t)= ∑
∞

n= -∞
Gτ(t-nT)=Gτ(t)*δT(t)

由式(3.4.18) Gτ(t)↔τSa
ωτ
2  

根据式(3.6.5),有

F pT(t)  = ∑
∞

k= -∞
τω0Sa

kω0τ
2  δ(ω-kω0)

  频谱如图3.6.3(b)所示。

图3.6.3 周期矩形脉冲及其频谱(T=2τ)
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3.7 傅里叶反变换

3.8节将研究线性时不变系统的频域分析方法,先求出系统的频率响应 H(jω)和信

号的频谱X(jω),再将二者相乘得到系统零状态响应yzs(t)的频谱Yzs(jω)=H(jω)·
X(jω),最后由Yzs(jω)求出yzs(t)。另外,在许多信号分析和处理应用中,常常需要根

据已知的信号频谱求出对应的时域信号。这些都涉及傅里叶反变换的求解问题,可以按

照3.4节给出的信号的频域分解x(t)=
1
2π∫

∞

-∞
X(jω)ejωtdω,通过积分运算求解傅里叶

反变换,但有时此积分运算较复杂,因此本节将总结其他几种常见的傅里叶反变换求解

方法。

3.7.1 利用傅里叶变换对称特性

按照式(3.5.3),若x(t)↔X(jω),则X(jt)↔2πx(-ω)。由此可见,在已知X(jω)
的前提下,可以先求出其时域形式(ω→t)X(jt)的傅里叶变换F[X(jt)],即2πx(-ω),

再求得x(t)=
1
2πF

[X(jt)]ω→-t。

例3.7.1 求X(jω)=Gω0
(ω)对应的时域信号x(t)。

解:
 

X(jω)ω→t=X(jt)=Gω0
(t)

由式(3.3.18),有

F[X(jt)]=ω0Sa
ω0ω
2  

从而有

x(t)=
1
2πF

[X(jt)]ω→-t

=
ω0
2πSa

ω0ω
2  ω→-t

=
ω0
2πSa

-ω0t
2  

=
ω0
2πSa

ω0t
2  

  例3.7.2 求X(jω)=jπsgn(ω)对应的时域信号x(t)。
解: X(jω)ω→t=X(jt)=jπsgn(t)

  由式(3.5.11),有

F[X(jt)]=jπF[sgn(t)]=
2π
ω

从而有
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x(t)=
1
2πF

[X(jt)]ω→-t=-
1
t

3.7.2 部分分式展开

X(jω)一般是jω 的有理分式,可以将jω 看成一个变量,先做除法(如果分母阶数低

于分子阶数),再将余式(有理真分式)进行部分分式展开,然后利用下述关系进行傅里叶

反变换的求解。

F
 -1πδ(ω)+

1
jω

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 =u(t)

F
 -11  =δ(t)

F
 -1 (jω)n  =δ(n)(t)=

dn

dtnδ(t), n=1,2,…

F
 -1 2
jω
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 =sgn(t)

F
 -1 1

α+jω
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 =e-αtu(t), α>0

两边对α求导,可得

F
 -1 1
(α+jω)n
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 =

tn-1

(n-1)!
e-αtu(t), α>0,n=2,3,…

以及

F
 -1 ω0
(α+jω)2+ω20

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 =e-αtsinω0tu(t), α>0

F
 -1 α+jω

α+jω  2+ω20
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 =e-αtcosω0tu(t), α>0

上面这两个公式可用于避免傅里叶反变换结果中出现复杂的复数表示(见例3.7.5)。

例3.7.3 已知信号x(t)的频谱为X(jω)=
-ω2+4jω+5
-ω2+3jω+2

,求x(t)。

解:
  

X(jω)=1+
jω+3

(jω)2+3jω+2

=1+ jω+3
(jω+1)(jω+2)

=1+
2

jω+1+
-1
jω+2

从而 x(t)=δ(t)+2e-tu(t)-e-2tu(t)
 

例3.7.4 已知信号x(t)的频谱X(jω)=
1

(jω+1)(jω+2)3
,求x(t)。

解:
 

 X(jω)=
a

jω+1+
b0

(jω+2)3
+

b1
(jω+2)2

+
b2
jω+2
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其中,  a= X(jω)jω+1    jω=-1=1

b0= X(jω)jω+2  3  jω=-2=-1

b1=
d

d(jω)F(jω)jω+2  3  jω=-2=
-1

jω+1  2jω=-2
=-1

b2=
1
2!

d2

d(jω)2
F(jω)jω+2  3  jω=-2=

1
2

2
jω+1  3jω=-2

=-1

即 X(jω)=
1

jω+1-
1

jω+2  3
-

1
jω+2  2

-
1

jω+2

从而 x(t)=e-tu(t)-
1
2t

2e-2tu(t)-te-2tu(t)-e-2tu(t)。

例3.7.5 已知信号x(t)的频谱X(jω)=
jω+2

(jω)2+2jω+5
,求x(t)。

解:
 

X(jω)=
jω+1+1
jω+1  2+22

= jω+1
jω+1  2+22

+
1
2

2
jω+1  2+22

从而   x(t)=e-tcos2tu(t)+
1
2e

-tsin2tu(t)

= cos2t+
1
2sin2t  e-tu(t)

3.7.3 利用傅里叶变换性质和常见信号的傅里叶变换对

本方法要求熟记常见的傅里叶变换对,并要求能熟练掌握傅里叶变换的性质,是上

述方法的补充。

例3.7.6 已知信号x(t)的频谱为X(jω)=πδω-ω0  +
1

jω-ω0  
,ω0 为一实常

数,求x(t)。
解:

 

本题信号的频谱X(jω)可写成
 

X(jω)= πδ(ω)+
1
jω

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 *δω-ω0  

=
1
2ππδ

(ω)+
1
jω

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 * 2πδω-ω0    

  应用傅里叶变换频谱域卷积定理,有

x(t)=F
 -1πδ(ω)+

1
jω

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 F
 -1 2πδω-ω0    

=e
jω0tu(t)

另外,直接利用变换对和傅里叶变换的频移性质也可求得x(t)=ejω0tu(t)。
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例3.7.7 已知y(t)*
d
dty
(t)= 1-t  e-tu(t),求y(t)。

解:
 

根据傅里叶变换的时域卷积定理和时域微分特性,有

Y(jω)·jωY(jω)=
1

jω+1-
1

jω+1  2

即 Y(jω)·Y(jω)=
1

jω+1  2

Y(jω)=±
1

jω+1
从而 y(t)=±e-tu(t)

3.8 系统的频域分析

3.1节中已明确,简谐振荡信号ejωt(-∞<t<∞)是线性时不变系统的本征信号,简
谐振荡信号激励线性时不变系统产生的输出响应也是同频率的简谐振荡信号,只是复振

幅成为 H(jω)[见(式3.1.3)]。另外,通过前文已知,通过傅里叶级数展开或傅里叶变

换,信号可以表示为一系列简谐振荡信号的线性组合。这样就可以在信号分解基础上合

成每一个简谐振荡分量的响应,得到线性时不变系统对信号的响应。

3.8.1 线性时不变系统零状态响应的频域表示

设输入信号为x(t),其频谱为X(jω),按式(3.1.3),有

ejωt →H(jω)ejωt

按系统的齐次性,有

1
2πX

(jω)dω·ejωt →H(jω)
1
2πX

(jω)dωejωt

再按系统的可加性,得

∫
∞

-∞

1
2πX

(jω)dωejωt →∫
∞

-∞
H(jω)

1
2πX

(jω)dωejωt

上式左端正好是信号x(t)的频域分解式[见式(3.3.10b)],因此,上式右端必然是由信号

x(t)引起的系统的零状态响应yzs(t)。也就是说,系统对任意信号x(t)的零状态响应

yzs(t)可以写成如下的形式:

yzs(t)=
1
2π∫

∞

-∞
H(jω)X(jω)ejωtdω=F

 -1 H(jω)F(jω)  (3.8.1)

这就是yzs(t)零状态响应的频域分解式。因此,在信号x(t)的激励下,系统零状态响应

的频谱为

Yzs(jω)=
 

F
 

yzs(t)  =H(jω)X(jω)
 

(3.8.2)

  式(3.8.2)表明,线性时不变系统对输入信号的作用体现为将输入频谱乘以 H(jω)
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转化为输出频谱,H(jω)是系统单位冲激响应h(t)的傅里叶变换[见式(3.1.2)],称为系

统的频率响应,简称频响。
注意:

 

本书后文中如不特殊指明,系统均指线性时不变系统。

例3.8.1 系统的频率响应 H(jω)=
1

jω+1
,求它对单位阶跃信号u(t)的响应。

解:
 

由时域分析可知
  

u(t)→yzs(t)=h(t)*u(t)
 

u(t)↔πδ(ω)+
1
jω

故 Yzs(jω)=
1

jω+1πδ
(ω)+

1
jω

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

=πδ(ω)+
1
jω
· 1
jω+1

=πδ(ω)+
1
jω-

1
jω+1

从而得 yzs(t)=F-1 Yzs(jω)  
=u(t)-e-tu(t)= 1-e-t  u(t)

当然,式(3.8.2)的结果也可以由系统零状态响应的卷积积分关系yzs(t)=h(t)*
x(t)直接计算得到。因此,同一个系统既可以在时域方式表示,也可以在频域方式表示,
如图3.8.1所示。

图3.8.1 系统的时域表示与

频域表示的变换对关系

式(3.1.2)是系统频率响应 H(jω)的一种

获得方法,即由系统的单位冲激响应直接作傅

里叶变 换。式(3.1.3)指 明 了 另 一 种 求 得

H(jω)的方法,即点测法。在系统的输入端分

别输入各种频率的正弦信号,测出系统的正弦

响应输出,求出输出复振幅与输入复振幅之

比。而式(3.8.2)则提供了求 H(jω)的第三种

方法,即可以给系统输入任意一个信号,求出

系统响应的频谱与输入信号频谱之比,即

H(jω)=
Yzs(jω)
X(jω)

 

(3.8.3)

因为 H(jω)=
 

F h(t)  ,所以 H(jω)具有傅里叶变换的所有性质,而且一般可表示为

H(jω)=ReH(jω)  +jIm H(jω)  
= H(jω)ej∠H(jω)

这样,由式(3.1.3),系统对ejωt(-∞<t<∞)的响应可写为
 

H(jω)ej∠H(jω)ejωt= H(jω)ej(ωt+∠H(jω)), -∞ <t< ∞
  可见,H(jω)的模 H(jω)(常记为 H(ω))表征了系统对各频率分量幅度的加权能

力,称为系统的幅频特性。而 H(jω)的辐角∠H(jω)表征了各频率分量通过系统后产生

的附加相移,称为系统的相频特性。
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3.8.2 微分方程系统的频域表示

前文曾指出,线性时不变系统可以由常系数微分方程表示为

pn+an-1p
n-1+…+a1p+a0  y(t)=bmp

m+bm-1p
m-1+…+b1p+b0  x(t),

 

n≥m
假定系统在零状态条件下(初始状态全部为零),F x(t)  =X(jω),F

 

yzs(t)  =
Yzs(jω),对上式两端分别进行傅里叶变换,按傅里叶变换的时域微分特性,有

(jω)n +an-1(jω)
n-1+…+a1(jω)+a0  Yzs(jω)

  = bm(jω)
m +bm-1(jω)

m-1+…+b1(jω)+b0  X(jω)
按式(3.8.3),有

H(jω)=
Yzs(jω)
X(jω)=

N(jω)
D(jω)

(3.8.4)

其中,N(jω)、D(jω)分别为

N(jω)=bm(jω)
m +bm-1(jω)

m-1+…+b1(jω)+b0

D(jω)=(jω)n +an-1(jω)
n-1+…+a1(jω)+a0

  例3.8.2 已知描述一线性时不变系统的微分方程为

y″(t)+3y'(t)+2y(t)=x(t)
求该系统对信号x(t)=e-3tu(t)的响应。

解:
 

按照式(3.8.4),系统函数为

H(jω)=
1

(jω)2+3jω+2
而x(t)=e-3tu(t)的频谱X(jω)为

X(jω)=
1

jω+3
故系统对x(t)=e-3tu(t)响应的频谱Yzs(jω)为

Yzs(jω)=H(jω)X(jω)=
1

(jω)2+3jω+2
· 1
jω+3

=

1
2

jω+1+ -1
jω+2+

1
2

jω+3
从而系统对x(t)=e-3tu(t)的响应为

yzs(t)=
 

F
 -1 Yzs(jω)  

=
1
2e

-tu(t)-e-2tu(t)+
1
2e

-3tu(t)

3.8.3 电路系统的频域分析

考虑由基本的电路元件(电阻、电感、电容)构成的RLC电路。先研究这三种元件上
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的电压与电流的频谱关系。
如图3.8.2所示,对于电阻R 有

uR(t)=RiR(t)

图3.8.2 电阻、电感、电容及其复阻抗

两边取傅里叶变换得

UR(jω)=RIR(jω)
如以电压为输出,电流为输入,得到电阻复阻抗为

UR(jω)
IR(jω)

=R (3.8.5)

  对于电感L,有

uL(t)=L ddtiL(t)

两边取傅里叶变换得

UL(jω)=L·jωIL(jω)
同样得到电感的复阻抗(感抗)为

UL(jω)
IL(jω)

=jωL (3.8.6)

  对于电容C,有

iC(t)=C ddtuC(t)

两边取傅里叶变换,有
 

IC(jω)=C·jωUC(jω)
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同样得到电容的复阻抗(容抗)为

UC(jω)
IC(jω)

=
1
jωC

(3.8.7)

  利用RLC电路中电压、电流的频谱及其复阻抗的代数运算关系代替电压、电流本身

与其元件值的微积分运算关系,即可进行电路系统的频域分析。
例3.8.3 求图3.8.3(a)所示RC电路对单位阶跃电压信号u(t)的零状态响应。

图3.8.3 RC电路及其频域等效电路

解:
 

此系统的频域等效电路如图3.8.3(b)所示,其中 X(jω)是输入电压信号的频

谱,Y(jω)是输出电压信号的频谱,1
jωC

是电容C 的复阻抗。

由于

X(jω)=F u(t)  =πδ(ω)+
1
jω

故由分压关系可得Y(jω)=
R

R+
1
jωC

·X(jω)

= jωRC
1+jωRC

· πδ(ω)+
1
jω

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

=
RC

1+jωRC
从而得系统的零状态单位阶跃响应为

y(t)=F
 -1 RC
1+jωRC
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 =F
 -1

1
1
RC+jω

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

=e-
1
RCtu(t)

3.9 无失真传输与滤波

从式(3.8.1)和式(3.8.2)可以看出,线性时不变系统通过乘以系统频率响应

H(jω),将输入信号频谱转化为输出信号频谱,即系统起到频谱变换器作用。在一些应

用场合中,希望信号通过线性系统后不产生任何失真,即系统对信号无失真传输,如通信
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系统中对通信信号的放大和衰减;
 

而在许多情况下,希望信号通过系统后产生“预定”的
失真,如脉冲电路中的整形电路。本节将从频域角度讨论系统的这两种作用。

3.9.1 信号的无失真传输

从时域上说,信号的无失真传输是指通过系统后输出信号波形与输入信号波形相

同,只允许改变其幅度及增加一定的延迟时间。相应的系统称为无失真传输系统。
无失真传输系统的输出信号yzs(t)与输入信号x(t)的关系为

yzs(t)=kxt-td  (3.9.1)
即输出信号的幅度是输入信号幅度的k 倍(k 为实常数,k≠0),输出信号比输入信号延

迟了td 秒(td≥0)。设输出信号yzs(t)的频谱为Yzs(jω),输入信号的频谱为 X(jω),
则有

Yzs(jω)=ke-jωtdX(jω)
因此无失真传输系统的系统函数 H(jω)为

H(jω)=
Yzs(jω)
X(jω)=ke-jωtd (3.9.2a)

幅频特性 |H(jω)|=k, k为非零实常数 (3.9.2b)
相频特性 ∠H(jω)=-ωtd, td>0 (3.9.2c)

式(3.9.2)表明,无失真传输系统应满足两个条件:
 

①系统的幅频特性在整个频率范

围(-∞<t<∞)内为非零实常数,从而保证输入信号所有频率分量通过系统后保持原

有的幅度比例关系;
 

②系统的相频特性在整个频率范围内是过坐标原点的一条斜率为负

的直线,即输入信号各频率分量通过系统后的附加相移与频率成正比,以保证所有频率

分量通过系统后都有相同延时,保持相对位置不变,从而不产生相位失真,如图3.9.1
所示。

图3.9.1 无失真传输系统
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例3.9.1 证明图3.9.2所示的示波器输入衰减器是无失真传输系统,其中R1C1=
R2C2。

图3.9.2 示波器输入衰减器

证明:
 

此衰减器的系统函数 H(jω)为

H(jω)=
U2(jω)
U1(jω)

=

R2
jωC2

R2+
1
jωC2

R1
jωC1

R1+
1
jωC1

+

R2
jωC2

R2+
1
jωC2

=

R2
1+jωR2C2

R1
1+jωR1C1

+
R2

1+jωR2C2

=
R2

R2+R1
 (利用R1C1=R2C2)

可见 H(jω)=
R2

R2+R1
是常数,∠H(jω)=0满足无失真输条件,从而该衰减器是无失

真传输系统。
需要指出,满足式(3.9.2)的无失真传输系统不仅无法实现,而且也是不必要的。一

方面,实际系统不可能在整个频率范围内保持恒定不变的幅频特性和与频率成正比的相

频特性。例如例3.9.1中的衰减器,当输入信号含有足够高的频率成分时,由于电阻的

引线电感和网络分布电容的存在,该衰减器也会产生频率选择作用。所以常用的线性时

不变系统只能在一个有限的频率范围内近似为无失真传输系统。另一方面,常用的信号

的频率范围有限或存在有效频带,集中了信号绝大部分的平均功率或能量。因此,工程

上的无失真传输系统指的是在所传输的信号频率范围或有效频带内满足式(3.9.2b)和
式(3.9.2c)的系统。
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3.9.2 信号的滤波

前已提及,在许多情况下,希望信号通过系统后产生“预定”的失真,或者想改变一个

信号所含频率分量的相对大小,或者全部滤除某些频率分量,这样的过程称为信号的滤

波。对于线性时不变系统来说,由于输出的频谱就是输入的频谱乘以系统的频率响应,
因此,对于这类系统,适当选择系统的频率响应就可以很方便地完成滤波功能,此时,系
统可看作具有频率选择特性的滤波器,这也是线性时不变系统一种很重要的应用。

系统作为滤波器得到了广泛应用,在通信、图像处理、信号获取等工程应用中,滤波

器几乎是不可缺少的基本单元。按照系统频率响应 H(jω)可以选择不同频率的特性,系
统实现的滤波器分为低通滤波器、高通滤波器、带通滤波器和带阻滤波器等。下面先从

理想滤波器入手,并以低通滤波器为主,深入讨论线性时不变系统对信号的滤波作用。

1.
 

低通滤波器

1)
 

理想低通滤波器

顾名思义,低通滤波器是只允许信号的低频分量通过而衰减和抑制高频分量的系

统。一个理想的低通滤波器具有这样的特性,即它对某一频率范围内的虚指数信号给予

完全的通过,而在这以外的予以彻底的抑制。因此,在(-ωc,ωc)范围内通过虚指数信号

ejωt,而在此之外,即 ω >ωc,给予完全抑制的理想低通滤波器的频率响应为

H(jω)=
e-jωtd, ω ≤ωc

0, ω >ωc
=G2ωc

(ω)e-jωtd (3.9.3)

式中,td 为大于零的实数。
其幅频特性和相频特性如图3.9.3所示。

图3.9.3 理想低通滤波器的幅频、相频特性

理想低通滤波器能够无失真地传输[-ωc,ωc]范围内的频率,故此频率范围称为理

想低通滤波器的通频带,此范围之外的频率分量不能出现在输出中(被抑制),故 ω >
ωc 的频率范围称为阻带。频率ωc 称为截止频率。

由式(3.9.3)可以得出,理想低通滤波器的单位冲激响应h(t)为
 

h(t)=F
 -1 G2ωc

(ω)e-jωtd  

=F
 -1 G2ωc

(ω)  *δt-td  
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=
1
2π

 

FG2ωc
(t)  ω→-t*δt-td  

=
1
2π2ωcSaωcω  ω→-t*δt-td  

=
ωc

πSa
(ωct)*δ(t-td)

=
ωc

πSaωc(t-td)  (3.9.4)

其波形如图3.9.4所示。

图3.9.4 理想低通滤波器的冲激响应

由图3.9.4可见,h(t)在t=td 前后出现

延伸到±∞的振荡,即单位冲激信号通过理想

低通滤波器后产生了明显失真。这是由于理

想低通滤波器对δ(t)产生了频率截断效应,抑
制了δ(t)中高于ωc 的频率分量。当ωc→∞
时,理想低通滤波器将成为无失真传输系统,
会有h(t)=δ(t-td),由此也可以得到下式:

lim
ωc→∞

ωc

πSaωct-td    =δt-td  (3.9.5)

  单位冲激信号δ(t)是在t=0时刻加入滤波器的,而输出在t=0时刻之前(t<0)就
有了(见图3.9.4),这是违背先因后果的因果律的,显然理想低通滤波器在现实中是不存

在的,或者说是不可实现的。不过理想滤波器是一种有用的抽象,它虽不可实现,却对理

论研究十分有用。
佩利(Paley)和维纳(Wiener)曾证明了一个关于连续时间系统物理可实现的准则

(佩利-维纳准则),即系统的幅频特性 H(jω)必须同时满足

∫
∞

-∞

ln H(jω)
1+ω2

dω< ∞ (3.9.6a)

∫
∞

-∞
H(jω)2dω< ∞ (3.9.6b)

按此准则,只要系统的幅频特性在某一宽度不为零的频带内恒为零,相应的系统就是不

可实现的。由此可见,上述的理想低通以及后面将要提到的理想高通、理想带通等滤波

器都是物理上不可实现的。此外,具有高斯型
 

(e-ω
2
)系统函数的系统,虽然其幅频特性

处处不为零,但由于

∫
∞

-∞

lne-ω2

1+ω2
dω=∫

∞

-∞

ω2

1+ω2
dω

=lim
B→∞∫

B

-B
1-

1
1+ω2  dω

=lim
B→∞∫

B

-B
ω-arctanω  B

-B =∞
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从而不满足式(3.9.6a),故该系统也是物理不可实现的。
还要指出,佩利—维纳准则只对系统的幅频特性提出要求,对相位特性没有给出约

束,因而该准则只是系统物理可实现的必要条件,而不是充分条件。

2)
 

吉布斯(Gibbs)现象

进一步讨论理想低通滤波器的频率截断效应对信号波形的影响。先看图3.9.3所

示理想低通滤波器的单位阶跃响应。记单位阶跃信号u(t)的频谱为E(jω),则

E(jω)=
 

F
 

u(t)  =πδ(ω)+
1
jω

因此单位阶跃响应s(t)的频谱

S(jω)=H(jω)E(jω)

=G2ωc
(ω)e-jωtd πδ(ω)+

1
jω

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

故

s(t)=
 

F
 -1 S(jω)  

=
1
2π∫

ωc

-ωc
πδ(ω)+

1
jω

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ejωte-jωtddω

=
1
2+

1
2π∫

ωc

-ωc

ejω
t-td  

jω
dω

=
1
2+

1
2π∫

ωc

-ωc

cosωt-td    
jω

dω+
1
2π∫

ωc

-ωc

sinωt-td    
ω dω

=
1
2+

1
π∫

ωc

0

sinωt-td    
ω dω

=
1
2+

1
π∫

ωc t-td  

0

sinx
x dx (3.9.7)

函数sinx
x

的积分称为正弦积分,通常记为

si(y)=∫
y

0

sinx
x dx (3.9.8)

其积分值在数学手册中有标准表格可查。这样理想低通滤波器的单位阶跃响应最终可

写成

s(t)=
1
2+

1
πsiωct-td    (3.9.9)

其波形如图3.9.5所示。
从图中可以看出s(t)具有如下特点:
(1)

 

相对输入的单位阶跃信号已有明显失真,体现在上升沿不再陡峭,在上升之前

就预先有起自t=-∞的振荡,这又一次证明了理想低通滤波器的不可实现性。上升

之后又有延续至t=∞的振荡。这种振荡现象,称为吉布斯现象,振荡波形称为吉布斯

波纹。
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图3.9.5 理想低通滤波器的单位阶跃响应

吉布斯现象是由于ωc 有限带来的频率

截断效应引起的,若ωc→∞,理想低通滤波器

将成为一无失真传输系统,吉布斯现象将不会

存在。
(2)

 

吉布斯波纹的振荡频率等于理想低

通滤波器的截止频率,即振荡周期为2π/ωc。
(3)

 

在上升沿之前有一个幅度最大的负

向振峰(预冲),其幅度约为稳态值的9%;
 

在

上升之后又有一个幅度最大的正向振峰(过
冲),比稳态值高出也是约9%。而且无论ωc

多大,只要ωc<∞,过冲和预冲的幅度总是这么大,只有当ωc=∞时,它们的幅度才

为零。
(4)

 

若定义s(t)的上升沿为从预冲的最大值到过冲的最大值所需时间,并记作tr,
则由图3.9.5可见

tr =
2π
ωc

容易看出tr 与ωc 成反比,即ωc 越小,tr 越大,上升越慢;
 

ωc 越大,tr 越小,上升越快。
下面讨论理想低通滤波器对图3.9.6(a)所示矩形脉冲的响应。由于矩形脉冲可视

为两个单位阶跃信号之差,故理想低通滤波器对矩形脉冲的响应也可视为两个单位阶跃

响应之差,如图3.9.6(b)所示。

图3.9.6 理想低通滤波器的矩形脉冲响应
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由图3.9.6可见,在矩形脉冲响应中,吉布斯现象仍然存在,而且输出脉冲的形状主

要取决于理想低通滤波器的截止频率ωc。由上面对上升时tr 的分析可知,ωc 越大,输
出脉冲前后沿的陡度越大,输出脉冲形状越接近矩形,其中包含的吉布斯波纹的周期数

也越多;
 

ωc 越小,输出脉冲前后沿陡度越小,输出脉冲形状越接近抽样函数,波形失真

越大。
进一步,如果输入理想低通滤波器的不是单个矩形脉冲而是周期矩形脉冲信号,则

其输出信号也是带有吉布斯波纹的周期矩形脉冲信号。对此以图3.9.7(a)所示的周期

对称方波信号(脉宽τ是周期T 的1/2)为例加以说明。

图3.9.7 周期对称方波信号通过理想低通滤波器

图3.9.7所示的周期对称方波信号x(t)可以表示为

x(t)=2Gτ(t)*δ2τ(t)-1 (3.9.10)

记π
τ=ω0

,则x(t)的频谱X(jω)为

X(jω)=2τSa
ωτ
2  ·ω0δω0

(ω)-2πδ(ω)

= ∑
∞

k= -∞
k≠0

2πSakπ
2  δω-kω0  (3.9.11)
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  由于k为偶数时,Sakπ
2  =0,故X(jω)中只含有奇次谐波分量(±ω0,±3ω0,…),

如图3.9.7(a)所示。再设理想低通滤波器系统函数 H(jω)为
H(jω)=G2ωc

(ω)
则ωc=2ω0、4ω0、6ω0 时输出信号y(t)的波形分别如图3.9.7(b)、(c)、(d)所示。这实际

上相当于将周期对称方波信号进行傅里叶级数展开而分别只取其基波、三次谐波与五次

谐波。可以看出,由于理想低通滤波器的频率截断效应(或由于只取傅里叶级数的有限

项进行近似),在输出信号(或近似表示的信号)中出现了吉布斯现象。当滤波器截止频

率ωc ω0 时,输出信号较为接近周期对称方波信号,只是在每个脉冲前后都有预冲和

过冲,其他处也有吉布斯波纹。当ωc 减小时,由于吉布斯波纹周期变长,输出脉冲前后

沿陡度都降低,但依然有预冲和过冲。当ωc 接近ω0(滤波器通带刚大于基频)时,输出信

号退化为频率等于基频(ω0)的正弦波。
总之,低通滤波器对信号的作用是对信号频谱进行频域加窗(理想低通滤波器对应

于矩形窗),频窗有限引起时域的吉布斯波纹。用其他的频窗,比如三角形窗,有可能使

引起的吉布斯波纹较小。另外,由于傅里叶变换的对称特性,当对信号进行时域截断(时
域加窗)时,其频谱也会相应地出现吉布斯波纹,选择合适的时窗函数可抑制频谱中的吉

布斯波纹。这些基本原理将在数字信号处理中得到运用。

图3.9.8 RC低通滤波器

3)
 

实际的低通滤波器

如前所述,尽管理想低通滤波器具有理想的频率

选择性能,但却无法实现,因此,在实际应用中,只能

用一些可实现的系统来近似它。图3.9.8所示的RC
电路是一种实际的低通滤波器。

图3.9.8所示RC电路的频率响应 H(jω)为

H(jω)=
U2(jω)
U1(jω)

=

1
jωC

R+
1
jωC

=
1

1+jωRC

令ωc=
1
RC
,则其幅频、相频特性分别为

|H(jω)|=
1

1+
ω
ωc  2

(3.9.12a)

∠H(jω)=-arctan
ω
ωc

(3.9.12b)

幅频、相频特性如图3.9.9所示。
从图3.9.9可以看出,RC低通滤波器并不是理想低通滤波器。在|ω|很小的范围

内,H(jω)近似为常数,∠H(jω)也近似为过坐标原点的斜率为负的直线,即近似为理
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图3.9.9 RC低通滤波器的幅频、相频特性

想低通。当ω=ωc 时,H(jω)2=
1
2
;

 

当 ω >ωc 时,输入信号受到越来越大的衰减,

幅频特性逐渐下降,相频特性也趋于饱和,与过原点的直线差别越来越大。通常把

H(jω)2≥
1
2

的频率范围称为低通滤波器的通频带,把ωc 称为低通滤波器的截止(角)

频率。
对于实际的低通滤波器还可以作如下近似分析。

(1)
 

当ω ωc 时,H(jω) ≈1,∠H(jω)≈-
ω
ωc
,如果此时信号的频谱全部处于滤

波器的通频带以内,或信号位于滤波器通频带以外的高频分量可以忽略不计,滤波器输

出信号yzs(t)的频谱

Yzs(jω)≈e
-j

ω
ωcX(jω)

从而 yzs(t)≈xt-
1
ωc  

故这种情况下,低通滤波器可近似看作一个无失真传输系统。

(2)
 

当ω ωc 时,H(jω)=
ωc

jω
,如果此时信号的频谱又全部落在系统的通频带以外

或信号的直流分量和低频分量可以略去不计,则按傅里叶变换时域积分定理可得

yzs(t)=
 

F
 -1H(jω)X(jω)  

≈
 

F
 -1ωc

jω
X(jω)

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

≈
 

F
 -1ωc

1
jω+πδ(ω)􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 X(jω)  
即 yzs(t)≈ωc∫

t

-∞
x(τ)dτ

在这种情况下,低通滤波器近似为一个积分器。
上述RC低通滤波器是一类更一般的物理可实现的低通滤波器———巴特沃斯滤波器

(即最平坦型滤波器)当n=1时的一个特例。n 阶巴特沃斯滤波器有如下的幅频特性:

H(jω)=
1

1+ω/ωc  2n
(3.9.13)
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图3.9.10 巴特沃斯滤波器的幅频特性

  这 类 滤 波 器 的 截 止 频 率 都 为 ωc

H(jωc)
2=
1
2  ,随着阶数n 增高,其

带内特性越平坦,带外衰减越大,通带边

沿越陡峭,从而越接近理想低通特性,如
图3.9.10所示。

另一类物理可实现低通滤波器是在

通带内有等起伏波纹的幅频特性的切比

雪夫滤波器,其幅频特性为

H(jω)=
1

1+ε2T2n
ω
ωc  

(3.9.14)

式中,ε为决定通带起伏大小的系数;
 

Tn 为第一类切比雪夫多项式,其定义是

Tn(x)=
cosnarccosx  , x ≤1
chnarchx  , x >1 (3.9.15)

  切比雪夫滤波器的通带为 ω <ωc,阻带为 ω >ωc。它具有比巴特沃斯滤波器更

陡峭的通带边沿。在ω=ωc 处,H(jω)2=1/ 1+ε2而不一定为1/2。ε越大,ωc 处

的衰减越大,通带边沿越陡峭。
例3.9.2 求图3.9.8所示RC电路对单位门信号Gτ(t)=u(t+τ)-u(t-τ)的

响应。
解:

 

根据上面的分析

H(jω)=
1

1+jωRC
而且 Gτ(t)=u(t+τ)-u(t-τ)

先求RC电路对单位阶跃信号u(t)的响应s(t):

s(t)=
 

F
 -1 1
1+jωRC

· πδ(ω)+
1
jω

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁  
=

 

F
 -1πδ(ω)+

1
jω-

1

jω+
1
RC

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

=u(t)-e-
1
RCtu(t)

=(1-e-
1
RCt)u(t)

因此,RC电路对Gτ(t)的响应y(t)为

y(t)=st+
τ
2  -st-

τ
2  

= 1-e-
t+τ
2

RC  ut+
τ
2  - 1-e-

t-τ
2

RC  ut-
τ
2  
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单位门信号通过RC低通滤波器如图3.9.11所示。

图3.9.11 单位门信号通过RC低通滤波器

由图可见Gτ(t)中的高频分量受到衰减,输出信号波形的变化比较平缓,这正体现了

RC电路的低通作用。

2.
 

高通滤波器

与低通滤波器相反,高通滤波器允许信号的高频分量通过,衰减和抑制低频分量。
理想高通滤波器的频率响应为

H(jω)=
e-jωtd, ω ≥ωc

0, ω <ωc =[1-G2ωC
(ω)]e-jωtd (3.9.16)

式中,td≥0。
如图3.9.12所示,ω ≥ωc 是理想高通滤波器的通(频)带,ω <ωc 是其阻带,ωc

是其截止频率。

图3.9.12 理想高通滤波器幅频、相频特性

图3.9.13所示的 RC电路是实际采用的高通滤波器的一个实例,其系统函数

H(jω)为

    H(jω)=
R

R+
1
jωC

= jωRC
1+jωRC

(3.9.17a)

    |H(jω)|=
ωRC

1+ω2R2C2
(3.9.17b)

图3.9.13 RC高通滤波器
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令ωc=
1
RC
,则

H(jω)=

ω
ωc

1+
ω
ωc  2

∠H(jω)=arctan
ωc

ω  
幅频、相频特性如图3.9.14所示。

图3.9.14 RC高通滤波器的幅频、相频特性

例3.9.3 求图3.9.13所示RC电路对单位门信号Gτ(t)的响应。
解:

 

根据上面的分析,

H(jω)=
jωRC
1+jωRC

而且 Gτ(t)=ut+
τ
2  -ut-

τ
2  

先求RC电路对单位阶跃信号u(t)的响应s(t):

s(t)=
 

F
 -1 jωRC
1+jωRC

· πδ(ω)+
1
jω

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁   
=

 

F
 -1 RC
1+jωRC
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

则RC电路对Gτ(t)的响应y(t)为

y(t)=st+
τ
2  -st-

τ
2  

=e-
t+τ
2

RCut+
τ
2  -e-

t-τ
2

RCut-
τ
2  

单位门信号通过RC高通滤波器如图3.9.15所示。
由图可见,Gτ(t)中的慢变化分量受到衰减,这正体现了RC电路的高通作用。

3.
 

带通滤波器

带通滤波器的通频带是一个带状区域,只允许位于该区域内的频率成分通过,其他
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图3.9.15 单位门信号通过RC高通滤波器

频率成分受到衰减和抑制。理想的带通滤波器频率响应可表示为

H(jω)=Hl(jω)*[δ(ω+ω0)+δ(ω-ω0)]
其中,Hl(jω)是一截止频率为ωc(ωc<ω0)的理想低通滤波器的频率响应。

记 Hl(jω)=G2ωc
(ω)·e-jωtd,td>0,则有

H(jω)=G2ωc
(ω+ω0)·e

-j(ω+ω0)td +G2ωc
(ω-ω0)·e

-j(ω-ω0)td (3.9.18)
幅频、相频特性如图3.9.16所示。

图3.9.16 理想带通滤波器的幅频、相频特性

图3.9.16中,ω=ω0 称为带通滤波器的中心频率,以±ω0 为中心的宽度为2ωc 的

带状区域称为通频带。
理想带通滤波器的单位冲激响应h(t)为

h(t)=
 

F
 -1[H(jω)]             

=2πF
 -1[H1(jω)]·F

 -1[δ(ω-ω0)+δ(ω+ω0)]

=2π
ωc

πSa
[ωc(t-td)]·

1
πcosω0t

=
2ωc

πSa
[ωc(t-td)]·cosω0t (3.9.19)

图3.9.17 RLC带通滤波器

可见,这是一个以等效低通滤波器的单位冲激响应

为包络的正弦载波幅度调制信号。
图3.9.17所示的RLC电路是实际采用的带

通滤波器的一个实例。
不 难 得 出,图 示 RLC 电 路 的 频 率 响 应

H(jω)为
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图3.9.18 RLC带通滤波器的

幅频、相频特性

H(jω)= jωRC
1-ω2LC+jωRC

|H(jω)|=
ωRC

(1-ω2LC)2+ω2R2C2

∠H(jω)=arctan
1-ω2LC

ωRC

记ω0=
1
LC
,ω0 是RLC带通滤波器的中心频

率,也称为谐振频率。

RLC带 通 滤 波 器 的 幅 频、相 频 特 性 如

图3.9.18所示。

3.10 时域抽样

时域抽样定理表明,在一定条件下,一个连续时间信号完全可以用该信号在等时间

间隔点的瞬时值(样本值)来表示(获得样本值的过程称为抽样),并且可以用这些样本值

把该信号完全恢复出来。例如,电影就是由一组按时间顺序排列的单个画面所组成,其
中每一画面都代表着连续变化景象的一个瞬时画面(样本),当以足够快的速度来看这些

样本时,会感觉到是原来连续活动景象的再现。
时域抽样定理的重要性还在于它在连续时间信号和离散时间信号之间所起的桥梁

作用。正如将要讨论的,在一定条件下,用一串信号的瞬时样本值来完全表示一个连续

时间信号的能力提供了用一个离散时间信号来表示一个连续时间信号的机理,在数字信

号处理技术和计算机广泛应用的今天,连续时间信号的离散处理显得日益重要。本节主

要讨论等间隔时域抽样过程的实现,引出时域抽样定理,并介绍抽样恢复和频域抽样

定理。

图3.10.1 冲激串抽样过程

3.10.1 冲激串抽样

冲激串抽样过程如图3.10.1所示。

图3.10.1中,δT(t)= ∑
∞

n= -∞
δ(t-nTs),Ts 称

为抽样周期,也称抽样间隔,对应的ωs=
2π
Ts

称为抽样频率。在时域中应有

xs(t)=x(t)·δT(t)=x(t)∑
∞

n= -∞
δ(t-nTs)= ∑

∞

n= -∞
x(nTs)δ(t-nTs)

(3.10.1)
  可见xs(t)本身就是一个冲激串,其冲激强度等于x(t)以Ts 为间隔的各时刻的样



173  

本x(nTs)。
按照傅里叶变换的频域卷积定理[式(3.5.27)],则xs(t)的频谱为

Xs(jω)=
1
2πF

 

[x(t)]*F
 

[δT(t)]

=
1
2πX

(jω)*ωsδωs
(ω)

=
ωs

2πX
(jω)* ∑

∞

k= -∞
δ(ω-kωs)

=
1
Ts
∑
∞

k= -∞
X(jω-jkωs) (3.10.2)

  式(3.10.2)说明,Xs(jω)是频率的周期函数 周期为ωs=
2π
Ts  ,它由一组移位的

X(jω)组成,在幅度上标以1
Ts

的变化,如图3.10.2所示(画图时假定x(t)是频带有限信

号,其最高频率成分为ωm;
 

ωs=
2π
Ts
≥2ωm)。

图3.10.2 冲激串抽样(ωs≥2ωm)

3.10.2 脉冲串抽样

3.10.1节讨论的冲激串抽样只是一种理想情况,因为产生和传输很接近冲激信号的

宽度窄而幅度大的脉冲非常困难,几乎不可实现。而以脉冲串进行抽样往往更方便些。
脉冲串抽样过程如图3.10.3所示。
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图3.10.3 脉冲串抽样过程

图中pT(t)= ∑
∞

n= -∞
Gτ(t-nTs)是时间间隔为

Ts 的一系列单位门信号(脉冲串),Ts 仍称为抽样

周期(Ts>τ),相应的ωs=2π/Ts 仍称为抽样频率。
则在时域应有

xs(t)=x(t)·pT(t) (3.10.3)
记被抽样信号x(t)的频谱为X(jω),由例3.6.2可知

F
 

[pT(t)]= ∑
∞

k= -∞
ωsτSa

kωsτ
2  δ(ω-kωs)

则xs(t)的频谱为

Xs(jω)=
1
2πF

 

[x(t)]*F
 

[pT(t)]
 

=
1
2πX

(jω)* ∑
∞

k= -∞
ωsτSa

kωsτ
2  δω-kωs  

= ∑
∞

k= -∞

τ
Ts
Sa

kωsτ
2  X(jω-jkωs) (3.10.4)

  式(3.10.4)说明,脉冲串抽样后得到的Xs(jω)是X(jω)幅度加权后的周期延拓,延

拓周期仍为ωs=2π/Ts,幅度加权值为τ
Ts
Sa

kωsτ
2  ,见图3.10.4(图中假定x(t)的最高

频率成分为ωm;
 

pT(t)的周期Ts 等于脉宽τ的2倍,ωs=2π/Ts≥2ωm)。

图3.10.4 脉冲串抽样(ωs≥2ωm)

综上所述,时域抽样在时域使信号离散化,同时,在频域使原信号频谱进行加权的周

期延拓,即时域抽样对应着频域的周期重复。
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3.10.3 时域抽样定理

在前文对抽样实现过程的讨论中,并未明确指出抽样是否必须满足特定条件。事实

上,在很多抽样的应用中,抽样的目的不仅仅是为了得到原信号的一系列样本值,更常见

的是为了在进行某些处理(存储、传输、变换等)后,通过信号的离散样本值恢复原信号,
例如数字声音采集系统的声音回放、电影画面的播放、脉冲调幅通信系统中的信号再现

等。这种恢复对抽样过程是有要求的,即抽样必须满足一定的条件。
下面进一步研究冲激串抽样。由式(3.10.2)和图3.10.2可以看出:
(1)

 

当ωs≥2ωm 时,抽样后的信号频谱Xs(jω)在(-ωm,ωm)频率区间等于原信号

频谱X(jω)的1/Ts 倍,即原信号频谱“不失真”地出现在抽样后的信号频谱中。这样,在
需要通过xs(t)恢复x(t)时,可按下述过程进行:

 

将xs(t)通过一个频率响应为 H(jω)=
Ts, |ω|≤ωc

0, |ω|>ωc 的低通滤波器(需要指出,ωc 必须满足ωm<ωc≤ωs-ωm),滤波器的输

出频谱为

Xs(jω)·H(jω)=X(jω)

图3.10.5 抽样恢复(ωm<ωc≤ωs-ωm)

  根据傅里叶变换的唯一性,频谱与时

域信号唯一对应,从而恢复出x(t),这一

过程如图3.10.5所示。
进一步,这里用于抽样恢复的低通滤

波器的单位冲激响应h(t)为

h(t)=
 

F
 -1[TsG2ωC

(ω)]=
Tsωc

π Sa(ωct)

其输出响应为

xs(t)*h(t)= ∑
∞

n= -∞
x(nTs)δ(t-nTs)  *

Tsωc

π Sa(ωct)

=
Tsωc

π ∑
∞

n= -∞
x(nTs)Sa[ωc(t-nTs)]

接上述,即有

x(t)=
Tsωc

π ∑
∞

n= -∞
x(nTs)Sa[ωc(t-nTs)] (3.10.5)

  这就是由x(t)的离散值x(nTs)恢复出的x(t)公式,称为时域抽样的“内插公式”,

其中Sa[ωc(t-nTs)]称为“内插函数”。在ωs=2ωm,ωc=ωm 的临界情况下,式(3.10.5)

具有如下形式:

x(t)= ∑
∞

n= -∞
x(nTs)Sa

π
Ts
(t-nTs)

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁
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此时的信号恢复过程如图3.10.6所示。

图3.10.6 由抽样信号恢复连续信号的时域及频域解释

(2)
 

当ωs<2ωm 时,情况如图3.10.7(c)所示。在频率区间(-ωm,ωm)内。Xs(jω)≠
1
Ts

X(jω)。这是由于此时发生了频谱混叠,即X(jω)与X(jω±jωs)有着公共的不为零的区

域,这一区域的Xs(jω)由X(jω)与X(jω±jωs)共同构成。原信号频谱不在抽样后信号频

谱中重复出现,从而不能简单地采用低通滤波的方法精确地从Xs(jω)中得到X(jω),即不

能从xs(t)中恢复x(t)。此时的抽样称为欠抽样。

图3.10.7 抽样与频谱混叠
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通过类似的分析可以知道,在脉冲串抽样中,当ωs≥2ωm 时,可以采用低通滤波的

方法从xs(t)恢复x(t);
 

当ωs<2ωm 时,仍存在频谱混叠现象,无法恢复出原信号。
上述结果可综合成如下的时域抽样定理:
若x(t)是频带有限的信号,其频谱只占据(-ωm,ωm)的范围,则当抽样周期

Ts≤π/ωm(或抽样频率ωs=2π/Ts≥2ωm)时,就可以从抽样后的信号xs(t)将x(t)完
全恢复出来。这种恢复,在数学上可表示为

x(t)=
Tsωc

π ∑
∞

n= -∞
x(nTs)Sa[ωc(t-nTs)]

式中,ωm≤ωc≤ωs-ωm。
通常把最低允许抽样频率ωs=2ωm 称为奈奎斯特(Nyquist)频率,把最大允许抽样

间隔Ts=π/ωm 称为奈奎斯特间隔。
例3.10.1 在脉冲串抽样中,当抽样频率ωs≥2ωm 时,如何从抽样后信号xs(t)恢

复x(t)?
解:

 

由式(3.10.4)可知

抽样后频谱

Xs(jω)= ∑
∞

k= -∞

τ
Ts
Sa

kωsτ
2  X(jω-jkωs)

图3.10.8 脉冲串抽样恢复

  当 ωs≥2ωm 时,在(-ωm,ωm)区 间

Xs(jω)=
τ
Ts

X(jω),故可以将xs(t)通过一低

通滤波器,其频率响应为

H(jω)=
Ts

τG2ωc
(ω),ωm ≤ωc ≤ωs-ωm

恢复x(t),如图3.10.8所示。

例3.10.2 一个抽样传输系统如图3.10.9所示,设输入x(t)=
sin100πt

t
,抽样周期

T=0.009s,H(jω)=G100π(ω),求输出y(t)。

解:
 

x(t)=
sin100πt

t =100π·
sin100πt
100πt =100πSa(100πt)

图3.10.9 抽样传输系统

其频谱为

X(jω)=100π·
π
100πG200π

(ω)=πG200π(ω)

根据式(3.10.2),得到xs(t)的频谱为

Xs(jω)=
1
Ts
∑
∞

k= -∞
Xjω-jk

2π
Ts  
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=
π

0.009∑
∞

k= -∞
Xjω-jk

2π
0.009  

于是输出y(t)的频谱Y(jω)为

Y(jω)=Xs(jω)H(jω)=
π

0.009G100π
(ω)

从而

y(t)=F
 -1 π
0.009G100π

(ω)􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

=
π

0.009
·50π
πSa

(50πt)=
50000π
9 Sa(50πt)

图3.10.10 频域抽样过程

3.10.4 频域抽样定理

3.10.2节讨论了信号的时域抽样及恢复问题。根据

时域与频域的对称性,也可以对频域信号(频谱)进行抽

样,如图3.10.10所示。
由

Xs(jω)=X(jω)·δωs
(ω)=X(jω)· ∑

∞

k= -∞
δ(ω-kωs)

得到

xs(t)=F
 -1[Xs(jω)]=x(t)*F

 -1 ∑
∞

k= -∞
δω-kωs    

=x(t)* 1ωs
∑
∞

n= -∞
δt-n2πωs  

=
1
ωs
∑
∞

n= -∞
xt-n2πωs  (3.10.6)

  由上式可见,频域的抽样将导致时域信号的周期重复,重复周期为2π/ωs,即频域抽

样对应时域周期性,这与前文对周期信号的频谱分析结果是一致的。
进一步,假定x(t)是时间有限信号,它集中在(-tm,tm)时间范围内,则在频域中以

不大于π/tm 的频率间隔ωs 对x(t)的频谱X(jω)进行抽样,可以使信号在时域无混叠地

周期重复,得到周期信号xs(t)。此时用一个宽度为2tm 的门信号ωsG2tm
(t)与xs(t)相

乘,就可以无失真地恢复x(t),同时有

X(jω)=
ωstm

π ∑
∞

k= -∞
X(jkωs)Sa[tm(ω-kωs)] (3.10.7)

这就是频域抽样定理。式(3.10.6)称为频域抽样的“内插公式”,表明一个时间受限信号

的频谱可由它的频域抽样值唯一决定。
抽样定理揭示了信号时域与频域的一种对应关系,即时域抽样对应频域的周期性,

频域抽样对应时域的周期性。抽样定理是对信号进行离散时域或离散频域传输与处理

的理论基础,在数字信号处理、通信等领域有重要应用。
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3.11 案例:
 

频谱分析在雷达测速中的应用

1.6节分析了运动目标的多普勒调制效应。雷达正是通过测量目标的多普勒频移来

解算目标的速度。对回波信号进行傅里叶变换和频谱分析,是雷达检测运动目标的基本

信号处理方法。本节通过连续波雷达和脉冲多普勒雷达测速的案例,说明频谱分析在实

际信号处理问题中的重要作用。

3.11.1 单频连续波雷达的运动目标回波及其频谱

根据1.6.3节中的推导,可以写出运动目标的单频连续波雷达回波模型:

r(t)=AGT(t-t0)·cos((ω0+ωd)t-ω0t0)

其中,ωd=
2v
cω0 是目标运动造成的多普勒频移,一般情况下ωd ω0。由于雷达回波

的载频ω0 很高而且是精确已知的,接收机通过图3.11.1所示的解调处理获得基带

信号。

图3.11.1 雷达回波的解调处理框图

经过解调处理后的基带信号表达式为

y(t)=AGT(t-t0)·cos(ωdt+ϕ0)

(3.11.1)
  

其中,ϕ0=-ω0t0 是回波延迟引起的相位,
它不影响对目标速度的测量。式(3.11.1)

给出的是单频连续波雷达的运动目标基带回波模型。之所以称为单频连续波雷达,是因

为:
 

①雷达发射的是一个频率为ω0 的信号,没有进行其他波形调制;
 

②雷达信号的持续

时间T 比较长,通过对回波信号的频谱分析可以达到高的测速精度。
对式(3.11.1)进行傅里叶变换y(t)↔Y(jω),可以得到其频谱。根据傅里叶变换的

性质知道

GT(t-t0)↔TSa
T
2ω  e-jωt0

cos(ωdt+ϕ0)↔πδ(ω-ωd)e
jϕ0 +πδ(ω+ωd)e

-jϕ0

因此

 Y(jω)=
1
2ATSa

T
2
(ω-ωd)  e-j(ω-ωd)t0ejϕ0 +

1
2ATSa

T
2
(ω+ωd)  e-j(ω+ωd)t0e-jϕ0

  图3.11.2给出了一个运动目标的回波及其幅度谱。设雷达工作在X波段,ω0=

2π×1010rad/s,目标径向速度v=300m/s,脉冲持续时间T=1ms,为方便绘图取t0=0。
其中图(a)和(c)为时域回波,图(b)和(d)分别为对应的幅度谱,图(a)和(b)为无噪声情

况下的结果,图(c)和(d)为回波中含有噪声的结果。从频谱图峰值的位置可以估计目标

的多普勒频率,从而求得目标的径向速度。在回波中含有噪声的情况下,时域回波受噪



180  

声的影响很明显;
 

而频谱图中,由于信号能量都集中在多普勒频率处,噪声能量分布在整

个频率轴上,因此谱峰受噪声的影响较小,在有噪声的情况下仍然能够得到较精确的速

度估计结果。

图3.11.2 运动目标的基带回波时域波形及其频谱

矩形脉冲信号的带宽与其时域长度成反比,即Δω=2π/T。在上面的例子中,谱峰

宽度约为2π×103rad/s。发射脉冲时长有限造成谱峰展宽带来两个影响:
 

①谱峰展宽后

难以精确确定谱峰中心的位置,尤其是噪声情况下,谱峰展宽越严重,多普勒频率的估计

精度就越低,因此多普勒频率估计精度与脉冲持续时间成反比;
 

②当场景中有多个目标

时,根据线性系统的理论知道,总的频谱是多个目标频谱的叠加,如果两个目标的径向速

度很接近,它们的谱峰会融合成一个峰,此时雷达难以分辨出这两个目标,最小可分辨的

速度间隔Δv 应该满足

2Δv
c ω0≥Δω

由此得到连续波雷达速度分辨能力与发射信号持续时间的关系:

Δv≥
λ
2T

(3.11.2)

其中λ=
c
f0

为雷达波长。式(3.11.2)也可以直观地理解为,当两个目标的径向速度差异

使得它们在雷达观测时间内的移动距离差别大于半个波长时,这两个目标才能通过频谱

分析分辨出来。

图3.11.3给出了场景中有4个目标时的幅度频谱,4个目标的速度分别为150m/s,

168m/s,300m/s,310m/s,其余参数与图3.11.2相同,为绘图清晰仅绘出正频率部分。

根据式(3.11.2),该雷达的速度分辨力为15m/s。从图中也可以看出,速度差异大于分辨力
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的两个目标形成了两个独立的谱峰,而速度差异小于分辨力的两个目标谱峰融合了。

图3.11.3 4个运动目标的时域回波和频谱

3.11.2 脉冲多普勒雷达的运动目标回波及其频谱

为了达到高的速度测量精度和速度分辨力,单频连续波雷达的发射信号持续时间很

长,例如在3.11.1节举例中T=1ms。1ms时间内电磁波的传播距离是300km,离雷达

150km以内的目标的回波会在发射信号没有结束之前就返回雷达。为了在接收回波时

不受发射信号的干扰,大部分雷达采用发射信号结束之后接收机才开机的脉冲工作模

式,每个脉冲的持续时间受到需要探测的目标距离的制约,不能过长。为了达到高的速

度测量和分辨能力,不能只对一个脉冲进行频谱分析,而是需要对脉冲串信号的回波进

行频谱分析。通过脉冲串进行速度测量的雷达称为脉冲多普勒雷达。

当雷达发射脉冲串时,目标的回波可以视为采用脉冲串pTs
(t)对式(3.11.1)进行了

抽样

ys(t)=ApTs
(t-t0)·cos(ωdt+ϕ0) (3.11.3)

其中pTs
(t)为持续时间为T、脉冲重复周期为Ts 的脉冲串,脉冲串中每个脉冲的宽度

记为τ。图3.11.4给出了一个脉冲串的波形图和幅度谱。绘图参数T=1ms,Ts=
50μs,τ=10μs。

这个脉冲串可以视为一个无限时长的周期脉冲串与宽度为T 的门信号相乘,因此其

幅度谱可以视为周期脉冲串的频谱与门信号频谱卷积。由于这个原因,图3.11.4的谱

峰宽度与图3.11.2中的谱峰宽度是相同的。因此,脉冲多普勒雷达的速度测量精度和

速度分辨能力由其脉冲串的总持续时长决定。
由于脉冲串对目标回波进行了抽样,抽样间隔等于脉冲串的脉冲重复周期Ts。时

域抽样将造成频谱的周期延拓,延拓周期ωs=2π/Ts,图3.11.4(c)中标出了延拓后周期

频谱的主值区间。根据抽样定理可知,只有当目标的多普勒频率小于抽样频率的1/2
时,回波抽样才不会导致频谱混叠。此时

2v
cω0≤

ωs

2
化简后得到
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v≤
λ
4Ts

(3.11.4)

  式(3.11.4)可以直观地理解为,当目标在一个脉冲重复周期内的运动距离小于1/4
波长时,它的速度才能被脉冲多普勒雷达无模糊地测量出来。

根据式(3.11.4)可以计算得到,对于图3.11.4中的波形,假设雷达工作在X波段,

λ=3cm,它的最大无模糊测量速度为150m/s。

图3.11.4 有限时长的周期脉冲串的时域波形和频谱

图3.11.5给出了两个强度不同的运动目标回波及其频谱。两个目标中,回波较强的

一个速度为180m/s,回波较弱的一个速度为70m/s,雷达参数与图3.11.4相同。为了对

比,图3.11.5(a)中同时给出了连续波雷达的回波(虚线)和脉冲多普勒雷达的回波(实线)。
图3.11.5(b)给出了连续波雷达回波的频谱,根据两个目标的谱峰位置可以解算它们的速

度。图3.11.5(c)给出了脉冲多普勒雷达回波的频谱,并标出了频谱延拓的主值区间。根

据主值区间内两个峰值所在的多普勒频率解算的速度分别为120m/s和70m/s,此时弱目

标的速度被正确地测量,而强目标的测速结果由于抽样频率不够高,发生了测速模糊。
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图3.11.5 两个运动目标的雷达回波及其频谱

3.12 连续时间信号与系统频域分析计算机仿真

3.12.1 连续时间周期信号的频域分析

  例3.12.1 已知某周期矩形脉冲信号的周期为4,其指数形式傅里叶系数为

0.5Sa(0.5kπ),画出其前N 次谐波合成的信号近似波形。

  T=4  N=5 %前N次谐波合成波形 N分别取5、9、30、100
t=-T 2 0 001 T 2  w0

 

=2*pi T  x=zeros size t   
for

 

i=-N N
  x=x+sinc i 2  2*exp j*i*w0*t  
end
plot t x  

 

xlabel 't'   title '前5次谐波合成波形 ' 

分别取N 为5、9、30、100,合成结果如图3.12.1所示。
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图3.12.1 例3.12.1合成的波形

3.12.2 连续时间非周期信号的频域分析

例3.12.2 计算e-|t|u(t)的傅里叶变换和2/jω 的傅里叶反变换。
可利用fourier和ifourier函数实现符号表达式的傅里叶变换和傅里叶反变换。

  syms
 

t
 

w
xjw

 

=
 

fourier exp -abs t   
xt

 

=
 

simplify ifourier 2 j w w t  

傅里叶变换、反变换结果分别为

  
 

xjw
 

=
 

2  ẅ2
 

+
 

1  
  

xt
 

=
 

sign t 

MATLAB中,sign(t)即为符号函数sgn(t)。

3.12.3 连续时间系统的频域分析

例3.12.3 某系统微分方程为y'(t)+y(t)=y'(t)-y(t),判断该系统是否是无失

真传输系统。
利用信号处理工具箱中的freqs函数可直接计算连续时间系统的频率响应。

  a= 1
 

1   b= 1 -1   freqs b a   grid
 

off

系统频率响应如图3.12.2所示。由于相位谱不是直线,故系统不是无失真传输系统。
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图3.12.2 例3.12.3系统频率响应

  例3.12.4 某系统微分方程为y″(t)+y'(t)+y(t)=y'(t),判断该系统近似是低

通、高通还是带通。

  a= 1
 

1
 

1   b= 1
 

0   freqs b a   grid
 

off

系统频率响应如图3.12.3所示,根据幅度谱得出该系统为带通系统,中心频率在1附近。

图3.12.3 例3.12.4系统频率响应

例3.12.5 设某理想抽样过程中,sinc2(t)为被抽信号,抽样间隔为0.08s,试利用滤

波器对抽样信号进行恢复。

  dt=0 01  t=-10 dt 10  xt=sinc t  ̈2   %被抽样信号

T
 

=
 

0 08  ts=-10 T 10 
  

xst=sinc ts  ̈2 %抽样信号
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wc
 

=
 

2*pi T 5 %截止频率设为ws 5
wn

 

=
 

wc  2*pi T 2  %关于ws 2归一化截止频率

 b a =butter 40 wn  
 

%巴特沃斯数字滤波器阶数选用40阶

figure freqz b a  grid
 

off 
 

%滤波器频响

yt
 

=
 

filter b a xst  
figure 
subplot 1 3 1  

 

plot t xt  xlabel 't'  title 'x t ' 'fontsize' 12 
subplot 1 3 2  

 

stem ts xst  xlabel 't'  title 'xs t ' 'fontsize' 12 
subplot 1 3 3  plot ts yt  xlabel 't'  title '低通滤波器恢复信号 '  ylim  0 1  

滤波器频率响应和时域波形如图3.12.4和图3.12.5所示。

图3.12.4 例3.12.4滤波器频率响应

图3.12.5 例3.12.5信号的时域波形
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习  题

思考题

3.1 你了解哪些完备的正交信号集? 为什么要在完备正交信号集上对信号进行展开?

3.2 连续时间周期信号频谱的物理含义是什么? 怎样对连续时间周期信号进行频

谱分析?

3.3 非周期信号的频谱密度是如何定义的? 为什么引入这个物理量?

3.4 假设x(t)的傅里叶变换X(jω)为已知,则信号在ω=1处的复振幅是多少?

3.5 某连续时间周期信号的指数形式傅里叶级数记作Xk,其主周期信号的傅里叶

变换记作X(jω),二者有什么关系?

3.6 不满足狄里赫利条件的信号,其傅里叶变换一定不存在吗?

3.7 周期信号的傅里叶变换与傅里叶级数相比有何区别和联系,为什么?

3.8 线性时不变系统的频域分析有何特点?

3.9 在对连续时间进行抽样的过程中,如果抽样脉冲为脉冲串,时域抽样定理是否

仍成立? 为什么?

基本题

3.1 证明 ej
kω0t,k=0,±1,±2,…  ,ω0=2π/T,在区间[t0,t0+T]是正交信号集。

3.2 对题图3.1所示周期信号,(1)写出三角形式和指数形式的傅里叶级数;
 

(2)计
算直流分量;

 

(3)画出频谱图。

题图3.1
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3.3 一个周期信号x(t)的傅里叶级数表示为x(t)=3cost+sin5t-
π
6  -

2cos8t-
π
3  。

(1)
 

画出三角形式的傅里叶级数的幅度和相位谱;
(2)

 

凭直接观察(1)部分的频谱,画出指数形式的傅里叶级数的频谱;
(3)

 

凭直接观察(2)部分的频谱,写出x(t)的指数形式的傅里叶级数。

3.4 某实连续时间周期信号x(t),其周期为4,其非零傅里叶级数系数是

X-3=2ej
π/2, X-1=3ej

3, X0=2, X1=3e
-j3, X3=2e

-jπ/2

试写出其三角形式的傅里叶级数。

3.5 已知周期信号xT(t)= ∑
∞

k= -∞

sin(kπ/4)
k ejkπt,求该信号的直流分量和频率为

5Hz的谐波分量的幅度。

3.6 不做任何积分运算求x(t)=sin5tsin3t的指数形式的傅里叶级数。

3.7 已知周期信号x(t)一个周期(0<t<T)前1/4波形如题图3.2所示,就下列

题图3.2

情况分别画出一个周期内的整个波形。
(1)

 

x(t)是偶信号,不含奇次谐波;
 

(2)
 

x(t)是偶信号,只含奇次谐波;
 

(3)
 

x(t)是偶信号,含偶次奇次谐波;
 

(4)
 

x(t)是奇信号,只含偶次谐波;
 

(5)
 

x(t)是奇信号,只含奇次谐波;
 

(6)
 

x(t)是奇信号,含偶次奇次谐波。
 

3.8 题图3.3所示周期信号的周期为10μs。其是否包含以下频率分量的正弦信

号:
 

50kHz、100kHz、150kHz、200kHz、300kHz?

3.9 若周期矩形脉冲信号x1(t)和x2(t)波形如题图3.4所示,x1(t)的参数取值为

τ=0.5μs,T=1μs,E=1V;
 

x2(t)的参数取值为τ=1.5μs,T=3μs,E=3V。分别求:
(1)

 

x1(t)的谱线间隔和主瓣宽度,频率单位以kHz表示;
(2)

 

x2(t)的谱线间隔和主瓣宽度;
(3)

 

x1(t)与x2(t)的基波幅度之比;
(4)

 

x1(t)基波幅度与x2(t)三次谐波幅度之比。

题图3.3 题图3.4
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3.10 求下列信号的频谱:
(1)

 

G2(t); (2)
 

G2(t)*δ(t-t0); (3)
 

G2(t)*[δ(t-t0)+δ(t+t0)]。

3.11 试判断下列信号频谱的奇偶性:

(1)
 

x(t)=-sgn(t)·Gτ(t); (2)
 

x(t)=cosω0t·Gτ(t); (3)
 

x(t)=
1
jt
;

(4)
 

x(t)=(t+1)2; (5)
 

x(t)=sgn(t); (6)
 

x(t)=|t|。

3.12 求信号x(t)=2e-2tu(t-1)的频谱。

3.13 利用傅里叶变换的唯一性,证明下列信号的极限为单位冲激信号:

(1)
 

x(t,a)=

1
a
, t ≤

a
2         

0, t >
a
2
,a>0,当a→∞时;

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

(2)
 

x(t,a)=
a
2 e

atu(-t)+e-atu(t)  ,a>0,当a→∞时。

3.14 用X(jω)=F[x(t)]表示下列信号的频谱:
(1)

 

x2(t)+x(2t);
 

 (2)
 

[1+mx(t)]cosω0t;
 

 (3)
 

(t+2)x(t);
 

(4)
 

x(3t-6); (5)
 

∫
t

-∞
τx(τ)dτ; (6)

 

x'(t)+x*(t);

(7)
 

x(t)*x(t-1); (8)
 

(1-t)x(1-t)。

3.15 已知x(t)=
e-(t-1), 0≤t≤1
 
0, 其他 ,求下列各信号频谱的具体表达式:

(1)
 

x1(t)=x(t);
 

 (2)
 

x2(t)=x(t)+x(-t); (3)
 

x3(t)=x(t)-x(-t);
(4)

 

x4(t)=x(t)+x(t-1); (5)
 

x5(t)=tx(t)。

3.16 用傅里叶变换的性质求下列信号的频谱:

(1)
 sin2π(t-2)
π(t-2)

;  (2)
 2a
a2+t2

,a>0;  (3)
 sin2πt
2πt  2; (4) 1

a+jt
;

(5)
 

e-tcos(3t)u(t);  (6)
 

e-2 t cos(t)u(t); (7)
 

e-tsin(3t)u(t)。
 

3.17 已知x(t)的频谱如题图3.5所示,求x(t)cosω0t的频谱并画出频谱图。

3.18 求题图3.6所示信号的傅里叶变换。

题图3.5 题图3.6
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题图3.7

  3.19 求题图3.7所示调幅信号的频谱。

3.20 先求出题图3.8所示信号x(t)的频谱

X(jω)的具体表达式,再利用傅里叶变换的性质将

其余信号的频谱表示成X(jω)的形式。

3.21 记x(t)=Λ2(t-1)的傅里叶变换为

X(jω)。不求X(jω)而完成下列运算:

(1)
 

X(0);
 

 (2)
 

∫
∞

-∞
X(jω)dω;

(3)
 

∫
∞

-∞
X(jω)2dω;

(4)
 

∫
∞

-∞
ωX(jω)dω。

题图3.8

3.22 求下列频谱的傅里叶反变换。

(1)
 

X(jω)=
jω+3

-ω2+3jω+2
+2πδ(ω);  (2)

 

X(jω)=
1
jω+Sa

(ωτ);

(3)
 

X(jω)=
1

j(ω-3)+2+
1

j(ω+3)+2
; (4)

 

X(jω)=
2
ω2
;

(5)
 

X(jω)=
2
ω3
;

 

(6)
 

X(jω)=
sinω
ω e-jω  2。

3.23 求 X (jω)的 傅 里 叶 反 变 换,其 中 X(jω)=u(ω-1)-u(ω+1),

∠X(jω)=-2ω-π。

3.24 计算sin
(2πt)
2πt *

sin(8πt)
8πt

。

3.25 已知y(t)=x(t)*h(t),g(t)=x(2t)*h(2t)。试写出g(t)和y(t)的
关系。

3.26 已知线性时不变系统的频率响应 H(jω)及输入信号x(t)如下,求输出y(t)。
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(1)
 

H(jω)=
1

jω+1
(a)

 

x(t)=tu(t);    (b)
 

x(t)=t[u(t)-u(t-1)];
(c)

 

x(t)=e-3tu(t); (d)
 

x(t)=sin3t+sint。

(2)
 

H(jω)=
jω

-ω2+5jω+6
,x(t)=e-tu(t);

(3)
 

H(jω)=
-ω2+j4ω+5
-ω2+j3ω+2

,x(t)=e-3tu(t);

(4)
 

H(jω)=
jω+3

-ω2+j3ω+2
,x(t)=u(t)-u(t-1)。

3.27 已知某线性时不变系统的频率响应为 H(jω)=
1

1+jω
,当周期信号x(t)=

∑
∞

k=0

-2E
(2k+1)π

sin[(2k+1)ω0t]通过该系统时,求输出y(t)。

3.28 当信号x(t)=2+3cost+sin5t-
π
6  -2cos8t-π3  通过微分方程y'(t)+

y(t)=x(t)所描述的系统时,求输出y(t)。

3.29 某线性时不变系统的频率响应 H(jω)=
1-jω
1+jω

,(1)
 

试证明|H(jω)|=K,并

求出常数K 的值;
 

(2)
 

判断该系统是否是无失真传输系统,并说明原因。

3.30 系统的幅频特性和相频特性如题图3.9所示,该系统能对哪些信号实现无失

真传输?

题图3.9

3.31 题图3.10所示框图中,H(jω)表示理想低通滤波器,H(jω)=G2ωc
(ω)e-jωtd。

在ωc≥
1
2

和ωc<
1
2

两种情况下,求输入为x(t)=
2sin

t
2

t
时的输出y(t)。

题图3.10
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3.32 信号x(t)=
sin(ωct)

ωct
cos(ω0t)(ω0 ωc),通过题图3.11所示的理想带通滤

波器,求输出y(t)。

题图3.11

3.33 求题图3.12所示理想高通滤波器的单位冲激响应和单位阶跃响应。

题图3.12

3.34 确定对下面各信号的最低允许抽样频率和最大允许抽样间隔:
(1)

 

Sa(100t); (2)
 

Sa2(100t); (3)
 

Sa(100t)+Sa(50t);
(4)

 

Sa(100t)+Sa2(60t)。

3.35 连续时间信号x(t)时长1min,其最高频率为15kHz。对该信号进行抽样,至
少要多少个样本点才能恢复出原信号?

3.36 已知信号x1(t)的最高角频率为ω1,x2(t)的最高角频率为ω2,若对信号

x(t)=x1(3t)*x2(t)进行抽样并保留x(t)的所有信息,抽样间隔应满足什么条件?

3.37 对某连续时间信号x(t)进行理想抽样后,可以通过截止频率ωc=1000π的

理想低通滤波器恢复。抽样间隔有可能为下列哪些值? (1)
 

0.5×10-3s;
 

(2)
 

2×
10-3s;

  

(3)
 

10-4s。

3.38 如题图3.13所示系统,已知x(t)是频带受限于(-ωm
 ,ωm)的连续信号。

题图3.13
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(1)
 

求xs(t)的傅里叶变换;
(2)

 

为从xs(t)中恢复信号x(t),试确定ωm 与T 的关系;
(3)

 

确定xs(t)应通过怎样的滤波器才能恢复出x(t)。

提高题

3.1 一个全波整流器(不包括滤波)的输入-输出关系可以描述为y(t)= x(t),
若x(t)=cost,

(1)
 

求输入和输出信号的直流分量的幅度;
(2)

 

求输出信号的傅里叶级数的系数。

3.2 已知周期信号x(t)的傅里叶级数为x(t)= ∑
∞

k= -∞
Xke

jkω0t,ω0=
2π
T
。试求下列

周期信号的傅里叶系数(用Xk 表示):

(1)
 

x(t-2); (2)
 

x'(t); (3)
 

x(t)ej2ω0t; (4)
 

x(-t); (5)
 

x*(t);

(6)
 

∫
t

-∞
x(τ)dτ(假定X0=0); (7)

 

x(2t)。

3.3 记图3.2.1所示周期信号的傅里叶系数为Xk,试分别计算题图3.14所示周

期信号的傅里叶系数(用Xk 表示)。

题图3.14

3.4 电话机在按键时会产生双音多频信号,各按键对应的两个频率值如题表3.1
所示。对某次拨号过程产生的语音信号做频谱分析,得到信号的时频图如题图3.15所

示,其中每次按键时长为0.25s,间隔0.125s。请写出拨号号码。

题表3.1

频率/Hz 1209 1336 1477

697 1 2 3

770 4 5 6

852 7 8 9

941 * 0 #
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题图3.15

  3.5 计算下列信号的傅里叶变换:

(1)
 

e- t-3 ; (2)
 sintsin(2t)

t2
; (3)

 

∫
t

-∞

sinτ
τ dτ; (4)

 

e-t-3ut+5
3  。

题图3.16

3.6 分别利用帕塞瓦尔能量等式和傅里叶

变换定义计算∫
∞

-∞
Sa2(t)dt。

3.7 记某段语音信号的波形为x(t),则波

形为x(2t)的语音信号听起来有何特点? 请分析

原因。

3.8 某信号x(t)的频谱图如题图3.16所

示。题表3.2中5个信号可能的幅度谱、相位谱

分别对应题图3.17的 M1~M6、A1~A6(不一定

是一一映射)。请将信号幅度谱、相位谱的编号填

入题表3.2。

题表3.2

信  号 幅 度 谱 相 位 谱

x'(t)

x(t)*x(t)

x(t-0.5π)

x(2t)

x2(t)
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题图3.17

  3.9 某信号(a)~(h)的波形如题图3.18所示,归一化幅度谱(1)~(8)分别对应

(a)~(h)8个信号的其中一个。试确定不同信号对应的幅度谱编号。

3.10 利用傅里叶变换微积分性质计算题图3.19所示信号的频谱。

3.11 设x(t)的傅里叶变换为2πδ(ω-π)+2πδ(ω-10),h(t)=Sa(2πt)。请

回答:
(1)

 

x(t)是否是周期信号;
(2)

 

x(t)*h(t)是否是周期信号;
(3)

 

两个非周期信号的卷积一定是非周期信号吗?
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题图3.18

题图3.19
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  3.12 求下列频谱对应的信号x(t):

(1)
 

Ree
-j5ω

jω+1
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

 

; 
 

(2)
 

Im e-j5ω

jω+1
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ;
 

(3)
 

G2(ω-7)+G2(ω+7)。

3.13 某信号x(t)的傅里叶变换为X(jω),若信号满足以下条件:
 

(1)
 

x(t)为非负

实信号;
 

(2)
 

∫
∞

-∞
X(jω)

2
dω=24π;

 

(3)
 

F-1{(1+jω)X(jω)}=Ae-2tu(t)。求x(t)的

解析表达式。

3.14 证明:
  

F
 

Gτ(t)* ∑
N

n= -N
δ(t-nT)  =

sinN +
1
2  ωT

sinωT
2

·τSaωτ
2  ,τ<T。

3.15 对于题图3.20所示的周期三角波,试用多种方法求其傅里叶变换。

题图3.20

3.16 求题图3.21所示周期信号的傅里叶变换。

题图3.21

3.17 计算X(jω)= ∑
∞

k= -∞
Sa(3k)δ(ω-3k)的傅里叶反变换。

3.18 某线性时不变系统的单位冲激响应h(t)=
sin[7(t-2)]

t-2
,求下列信号通过该

系统后的输出y(t):

(1)
 

sin(8t); (2)
 

∑
∞

k=0

1
4  k

sin(5kt); (3)
 sin[7(t+2)]

t+2
; (4)

 sin2(3t)
t2

。

3.19 某理想带通滤波器的频率响应 H(jω)=
1, ωc≤ω≤5ωc

0, 其他 。

(1)
 

若该滤波器的单位冲激响应为h(t),确定函数g(t),使得h(t)=
sin2ωct

t g(t);

(2)
 

当ωc 增加时,该滤波器的单位冲激响应会更加向原点集中吗?
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3.20 设xr(t)是一个频带有限的实信号,带宽为ω1<ω<ω2,现将xr(t)通过一个

系统,该系统的频率响应为 H(jω)=
-j, ω>0
0, ω=0
j, ω<0

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 ,输出设为xi(t)。现构成一个复信号

x(t)=xr(t)+jxi(t)。欲对x(t)抽样,抽样间隔应如何选取才能保证不产生频谱混叠?

3.21 系统如题图3.22所示。证明:
 

若ωc=
π
T
,则对任意 T,总有y(kT)=

x(kT),k=0,±1,±2,…。

题图3.22

3.22 某周期信号x(t)的基频为11kHz,其包含1~7次谐波分量。该信号通过题

图3.23(a)所示系统,其中周期冲激串的周期为25×10-6s,理想低通滤波器的截止频率

为16kHz。题图3.23(b)画出了输出信号的傅里叶变换,分别写出空格中对应的x(t)的
谐波次数。

题图3.23

3.23 抽样信号经线性插值进行恢复的示意图如题图3.24所示,其中抽样间隔为

T。该过程可看作抽样信号经过一个低通滤波器,试写出该滤波器的单位冲激响应和频

率响应。

题图3.24
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3.24 x1(t)~x6(t)的波形图分别如题图3.25所示,其中x5(t)、x6(t)分别是

x4(t)的零阶保持插值和线性插值。分别写出x5(t)、x6(t)关于x4(t)的表达式(可借助

x1(t)~x3(t))。

题图3.25

3.25 题图3.26所示系统中,x(t)是频带有限实信号,ω0=
1
2
(ω1+ω2),H(jω)=

G2ωc
(ω),ωc=

1
2
(ω2-ω1)。

题图3.26

(1)
 

画出xs(t)的频谱图;
(2)

 

为了从xs(t)中恢复x(t),确定最大允许抽样间隔T;
(3)

 

设计一个从xs(t)中恢复x(t)的系统。

3.26 某连续时间信号x(t)的傅里叶变换 X(jω)=Gπ
6
(ω),对其进行抽样得到

y(n)=x(3n)。(1)
 

若w1(t)= ∑
∞

n= -∞
y(n)δ(t-3n),画出其频谱图;

 

(2)
 

若w2(t)=
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1
3 ∑

∞

n= -∞
y(n)[δ(t-3n-1)+δ(t-3n)+δ(t-3n+1)],画出其频谱图,并标出频谱在

ω=0处的取值。

计算机作业

3.1 利用基本题3.2(c)的结果,画出E=2,T 分别为4、8、16时的频谱图(取前10
项),并分析周期对频谱的影响。

3.2 在对称区间内分别画出sgn(t)、G4(t)、e
-tu(t)、e-t+j3tu(t)的频谱图,并观察

其幅度谱和相位谱、频谱实部和虚部的特点。

3.3 画出e-tcos(3t)u(t)的频谱图,比较其与计算机作业3.2画出的e-tu(t)、

e-t+j3tu(t)的频谱图的区别,验证傅里叶变换的频移性质。

3.4 画出G4(t)、G4(t-2)、G4(t-3)的频谱图,加深对傅里叶变换时移性质的

理解。

3.5 计算x(t)=e-tu(t)通过频率响应 H(jω)=
jω

-ω2+5jω+6
的线性时不变系统

后的输出。

3.6 对于每个给定的信号和抽样速率,画出原信号在-1<t<1的图形,以及抽样

值之间使用零阶保持内插和一阶保持内插后的图形。(画零阶保持内插图形,本题可使

用stairs函数。)
(1)

 

fs=8,x(t)=sin(2πt);
 

  (2)
 

fs=32,x(t)=sin(2πt);
(3)

 

fs=8,x(t)=G1(t); (4)
 

fs=8,x(t)=Λ1(t)。
 

3.7 分别用44.1kHz、11kHz、5.5kHz、8kHz采集一段语音信号,再利用计算机播

放出来,试讨论抽样频率对恢复信号的影响,并确定合适的抽样频率范围。


