
第3章

CHAPTER
 

3

静 电 场

    

本章导读:
 

第2章系统地描述了电磁场的基本规律,包括静电荷产生的静电场、稳恒电

流产生的静磁场、时变电磁场之间相互激发、相互转化的规律,总结出了反映电磁普遍现象

的基本规律以及电磁场与带电物质之间的相互作用规律———麦克斯韦方程组和洛伦兹力公

式。在此基础上,阐述了电磁场的能量和动量等主要特性。麦克斯韦方程组以及洛伦兹力

公式是电动力学的理论基础。从本章开始将分别介绍静电场、静磁场、电磁波的辐射、电磁

波的传播等不同类型场的基本特征及分析方法。
本章介绍静电场问题,主要包括静电场的基本方程及静电场问题的基本解法。章末将

相关科技前沿补充进去,增加了本书内容的前瞻性。“电”和“磁”是电动力学的两个重要方

面,学习“磁”的方法可以与学习“电”的方法相对照,因此掌握静电场的内容,将为学习静磁

场的问题奠定重要的基础。

3.1 静电场的基本方程及边值关系

3.1.1 静电场的基本方程

  在静电场情形下,电场与磁场无关,电场与时间无关,麦克斯韦方程组简化为

ꩿ·D=ρ (3-1)
ꩿ×E=0 (3-2)

此即为静电场的基本方程。式(3-1)表示自由电荷ρ为电位移矢量D 的源,式(3-2)则表示

静电场E 是无旋场,因而静电场为有源无旋场。
由于静电场的无旋性,可以引入一个标势来描述静电场。
从电场力做功的角度看,由式(2-19)可知,静电场的积分与路径无关,而只与起始点和终

点的位置有关。因此在电场中选择Q 点为参考点,则对于电场中任意一点P,可以定义积分

φP =∫
Q

P
E·dl (3-3)

为静电场在P 点的势函数,简称电势。通常规定Q 点的电势为零,也称为零势点,显然该积

分值只与P 点的位置有关。其物理意义是指单位正电荷在静电场力的作用下由P 点沿着

任意路径移动到Q 点时电场力所做的功。
在实际问题中,常取大地表面作为电势的参考点;

 

而在理论研究中,只要电荷分布在有
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限区域内,选定无穷远处作为电势参考点通常是很方便的,这时场点P 处的电势可表示为

φP =∫
∞

P
E·dl (3-4)

  引入电势后,可把电场的矢量计算问题化为一个标量问题,从而使矢量场的计算得以简化。

特别提醒:
 

需要注意的是,若电荷分布在无限区域内,则不能选定无穷远处作为电势参

考点,而必须选择有限远处某一点为参考点,否则会导致电势无意义,详见例3.1。

静电场中,两点之间的电势差值称为电势差,或称为该两点间的电压。若静电场对单位

正电荷做正功,则电势下降。所以相距为dl的两点间的电势差为

dφ=-E·dl
  由于

dφ=
∂φ
∂xdx+

∂φ
∂y
dy+

∂φ
∂zdz=ꩿφ·dl

  对照上面两式不难看到,电场强度等于电势梯度的负值,即
E=-ꩿφ (3-5)

  式(3-5)由矢量分析的理论也可得到。这是因为任一标量函数的梯度的旋度必为零,故静

电场强度E 可用一个标量函数的梯度来表示,该标量函数φ(r)称为电势或电位,ꩿφ是电势的

梯度。因电场强度矢量E 是指向电势下降的方向,这就是式(3-5)中有一负号的原因。式(3-5)表
明,场强E 的方向是电势减小率最大的方向,场强的大小则是电势随距离的最大变化率。

式(3-4)、式(3-5)反映了电场强度和电势的内在联系。若已知电场强度,可以根据式(3-4)
求出电势;

 

反之,若已知电势,可以根据式(3-5)求出电场强度。由于电场强度是由电荷所决

定,因此,对于已知电荷分布的情形,也可以直接通过电荷分布求出相应的电势函数。下面

推导给定电荷分布所激发的电势问题。
若取无限远处作为电势参考点,将点电荷的场强公式(2-4)代入式(3-4),可得真空中点

电荷Q 在场点P 的电势为

φ(r)=
Q

4πε0R
=

Q
4πε0 r-r'

(3-6)

  对于空间有N 个点电荷(点电荷群),电势也满足叠加原理(标量叠加)。于是,

φ(r)=
1
4πε0∑

N

i=1

Qi

Ri
=
1
4πε0∑

N

i=1

Qi

r-r'i
(3-7)

  对于连续分布的电荷,也与计算场强一样,可以采用化整为零的做法:
 

先求出电荷元

dQ 所产生的电势元dφ=
dQ
4πε0R

,再由电势的叠加原理,可得
 

φ(r)=
1
4πε0∫

dQ
R =

1
4πε0∫

dQ
r-r'

(3-8)

式中,电荷元dQ 在连续的电荷为体分布、面分布或线分布时,可分别表示成dQ=ρdV'、
dQ=ρSdS'或dQ=ρldl'。于是,场点的电势分别为

体分布:

φ(r)=
1
4πε0∫V'

ρ(r')
R dV' (3-9a)
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  面分布:

φ(r)=
1
4πε0∫S'

ρS(r')
R dS' (3-9b)

  线分布:

φ(r)=
1
4πε0∫l'

ρl(r')
R dl' (3-9c)

  在均匀、各向同性介质中,只要将上式中的ε0 换成ε即可。
由式(3-9)可见,当空间的电荷分布已知,电势以及电场就可完全确定。但在实际情况

中,往往不是所有电荷分布都能够预先给定的。例如,在距离一接地导体附近放置给定分布

的电荷,由于静电感应的结果,在导体表面会出现一定分布的感应电荷,这部分电荷与原电

荷共同产生区域内的总场,但事先无法确知其分布,只有求出电场后才可以利用边值关系确

定,因而这类问题就不能简单地用以上方法进行计算,而必须建立电荷分布和电场相互作用

规律的微分形式以及边界对场的约束关系作为一个整体来考虑,这在数学上即为求解稳定

场的定解问题。下面我们来分析此类问题。

3.1.2 标势的微分方程

考虑均匀、各向同性介质,有D=εE。将式(3-5)代入式(3-1),可得

ꩿ2φ=-ρ
ε

(3-10)

此式为用电势描述静电场的基本方程,称为电势的泊松方程。在无电荷的区域,ρ=0,式(3-10)
变为

ꩿ2φ=0 (3-11)
称为电势的拉普拉斯方程。于是,对于给定电荷分布求解电场的问题可归结为求解电势的

泊松方程或拉普拉斯方程。
点电荷的电势分布一定满足泊松方程(3-10)。考虑到点电荷的密度函数表达式(2-6),有

ꩿ2φ=ꩿ2
Q

4πε0R  =-
Qδ(r-r')

ε0
(3-12)

化简可得

ꩿ2
1
R =-4πδ(r-r') (3-13)

这是一个非常有用的公式。

3.1.3 边值关系

由第2章知,在两种不同介质的分界面上,静电场的边界条件也满足

D2n-D1n=ρS

E2t-E1t=0 (3-14)

  将上式化为用电势来表示的形式,由式(3-5)可得,
 

En=-
∂φ
∂n
,代入上式第一式,即有

-ε2
∂φ2
∂n +ε1

∂φ1
∂n =ρS (3-15)
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  考虑介质1和介质2分界面两侧邻近的两点P1 和P2,根据电势差的积分式φ1-φ2=

∫
P2

P1
E·dl,由于电场强度E 为有限值,故当dl→0时∫

P2

P1
E·dl→0,则有

φ1=φ2 (3-16)
上式表明,在任意介质的分界面上,电势总是连续的。

以上为一般情形下的边值关系,下面讨论几种常见的特殊情形。
1.

 

两种理想介质的分界面上

理想介质中不存在自由电荷,即ρS=0,由式(3-14)~式(3-16),则有

D1n=D2n

ε1
∂φ1
∂n =ε2

∂φ2
∂n







 (3-17)

和

E1t=E2t
φ1=φ2 (3-18)

2.
 

在理想介质和导体的分界面上

由于静电平衡而使导体内部的电荷及电场均为零,故可得导体表面上的边界条件为

Dn=ρS

-ε∂φ∂n=ρS







 (3-19)

和

Et=0

φ=C (3-20)

式中,φ=C(常数)表明导体表面是等势面。通常称导体表面为电壁。由上面两式可知,介
质中紧邻导体表面处的电场强度E 总是与导体表面垂直的,即

E=
ρS

εen (3-21)

  静电场的基本问题是求解给定区域内电势的泊松方程和相应边值关系的定解问题。下一节

将证明在什么条件下定解可唯一确定,然后将具体讨论几种常用的静电场边值问题的求解方法。

3.1.4 静电场的能量

由第2章可知,静电场的总能量表达式为

We=
1
2∫V∞

E·DdV (3-22)

其中,V∞表示的是所有电场存在的地方。在静电场中,We也可以用电势和电荷分布表征。
由ꩿ·D=ρ与E=-ꩿφ,再应用矢量微分恒等式,由

ꩿ·(φD)=D·ꩿφ+φꩿ·D
可得

D·E=φρ-ꩿ· φD  
将其代入式(3-22),有

We=
1
2∫V∞

ρφdV-
1
2∫V∞

ꩿ·(φD)dV=
1
2∫V'ρφdV'-

1
2∮S∞

φD·dS
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上式应用了高斯散度定理。其中,V'是电荷分布的区域。体积V∞及其闭合曲面S∞均对应于

R→∞。对于上式中第二项面积分,由于当R→∞时,φ∝
1
R
,D∝

1
R2
,面积微元dS∝R2,整个面

积分则随1
R

而变,故在无限大球面S上的面积分为零。因此,可得电场能量的另一种表达式为

We=
1
2∫V'ρφdV'

(3-23)

  该公式是用自由电荷分布和电势表示的静电场能量,只适用于静电场能量的情形。注意被

积函数不能看作能量密度,因为能量是分布于电场中的,而不仅仅局限于电荷分布的区域内。
对于连续分布、电荷密度为ρ(r)的带电体所激发的电场能量,由电势计算公式和式(3-23)可得

We=
1
8πε∫V

dV∫V'
ρ(r)ρ(r')

R dV' (3-24)

  例3.1 求均匀电场E0 中任一点的电势。
解 因均匀电场中每一点场强E0 相同,选场域中任一点为坐标原点,坐标轴沿E0 方

向,不妨设为z轴,并设原点为电势参考点,电势为φ0。则任一点P 处的电势为

φ(P)-φ0=∫
0

P
E·dl=∫

0

P
E·dr=-E0·r

图3-1 计算带电直线的势与场

所以,

φ(P)=φ0-E0·r=φ0-E0rcosθ
  例3.2 真空中有一无限长的均匀带电线,其电荷线密

度为ρl。试求线外任一点的电势和电场强度。
解 选圆柱坐标系,令带电直线与z 轴重合,显然,带电

直线的场与坐标ϕ 无关。为讨论方便,不妨先计算长为L 的

导线,取其中点为坐标原点,故场点P 的坐标可表示为(ρ,0,
z),如图3-1所示。在带电直线上任取一线电荷元dQ=

ρldl'=ρldz',它到场点P 的距离为R= (z'-z)2+ρ2。则

φ(ρ)=
ρl

4πε0∫
L
2

-
L
2

dz'
(z'-z)2+ρ2

=
ρl

4πε0
lnz'-z+ (z'-z)2+ρ2    

L
2

-
L
2

=
ρl

4πε0
ln

-z+
L
2+ z-

L
2  2+ρ2  

-z-
L
2+ z+

L
2  2+ρ2  

当L≫ρ时,有
 

φ=
ρl

4πε0
ln

-z+
L
2+ z-

L
2  2+ρ2  

-z-
L
2+ z+

L
2  2+ρ2  

=
ρl

4πε0
ln

-z+
L
2+ z-

L
2  2+ρ2  z+

L
2+ z+

L
2  2+ρ2  

ρ2
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≈
ρl

4πε0
lnL

2

ρ2
=

ρl

2πε0
lnL

ρ
  当L→∞时,结果为无穷大。之所以会出现这种情况,是因为无限长线电荷不是分布在

有限区域内,但仍将电势参考点选在无穷远处的缘故。因此,必须将电势参考点选在有限远

处,若令ρ=a 时,φ=0,则有

φ=
ρl

2πε0
lnL

ρ
+C'

代入上述条件式,可得

φ=
ρl

2πε0
lna

ρ
  对φ 求负梯度,得

E=-ꩿφ=-
dφ
dρ
eρ =

ρl

2πε0ρ
eρ

  本题所讨论的无限长直线电荷的场是一个典型的电场。由此例可见,有限场源的电势

参考点选在无限远处是方便的,而无限场源的电势参考点需要选在有限远处。
例3.3 空气中有一总电量为Q、半径为a、介电常数为ε的均匀带电球,试计算静电场

总能量的大小。
解 根据高斯定理,可得任一点的电场强度为

E=

Qr
4πεa3

er, r<a

Q
4πε0r

2er,r>a












  总电场能量为

We=∫
a

0

1
2ε

Qr
4πεa3  24πr2dr+∫

∞

a

1
2ε0

Q
4πε0r

2  24πr2dr=
Q2

40πεa+
Q2

8πε0a

3.2 静电场的定解问题、唯一性定理

3.2.1 静电场定解问题的描述

  静电场的基本问题包括已知电荷分布求解电场的分布和相反情形。对于简单问题,可
以从场的基本规律(如高斯定理、场强或电势函数积分关系式等)通过直接积分或微分运算

进行。但是,实际工程和物理问题中的电磁场分析并不都那么简单,往往是待求场量中包含

两个或三个坐标变量,场域及其边界的几何形状往往较为复杂等。这类问题的分析一般都

需要求解电势的泊松方程或拉普拉斯方程在给定边值条件下的解。通常将这类问题称为静

电场的定解问题。
静电场的边值条件可分为三类:

 

第一类边值条件(也称为狄利特雷问题)是给定整个边

界上的势函数值φ S=φ(ζ),其中ζ 是边界S 上的点;
 

第二类边值条件(也称为诺伊曼问

题)是给定整个边界上势函数的法向导数值∂φ
∂n S

=f(ζ),例如静电场中给定各导体的电荷
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面密度值ρS=-ε
∂φ
∂n

或总电量Q=-
 

∮S
ε∂φ∂ndS

;
 

第三类边值条件(也称为鲁宾问题)则是混

合边值问题,即在一部分边界上给定势函数值φ Si
=φ(ζ),而在另一部分边界上给定势函

数的法向导数值∂φ
∂n Sj

=f(ζ)j≠i  。

此外,有些问题中还存在其他边界条件:
 

(1)
 

由不同介质构成的区域在分界面上场量的衔接条件即分界面上场量的边界条件,
或静电势在场域边界上的边界条件;

 

(2)
 

自然边值条件,即所求问题中隐含的、保证所求量具有物理意义的约束条件。比

如,当场点包含坐标系的原点即r=0或极轴时,场量应为有限值;
 

若场源分布在有限远的

区域,则当场点趋近于无穷远即r=∞时,场值应为零,等等。

3.2.2 静电场定解问题的常用解法

静电场边值问题的解法很多,包括解析法、数值计算法、图解法和实验法等。解析法包

括直接积分法、分离变量法、镜像法、电轴法、格林函数法及复变函数法等,其中除分离变量

法是直接解析法外,其他都是间接的解析方法。在解析法中,还包括近似解析法。
数值计算法包括有限差分法、有限元法、边界元法、矩量法等利用计算机进行数值计算

的方法。另外,还有半解析与半数值计算相结合的混合方法。
图解法是利用计算机或人工作图的方法。例如,静电场的电力线和等势线处处相互垂

直且在导体表面上电力线与其垂直而等势线与其平行,满足这些条件的场图便是待求的场

图。由场图可知场域各处电场的大小和方向。
实验法是用物理实验的方法来确定在满足给定边值条件下的势或场。比如,在给定边

值条件下,利用等电阻网格或导电液槽测定场域各处的电势等方法。
本书只讨论分离变量法、镜像法和格林函数法等几种最常用的解析法。

3.2.3 静电场的唯一性定理

电磁场的边值问题实质上可归结为数学物理方程的定解问题,定解问题要求解具有适

定性,即解的存在性、稳定性、唯一性。作为客观存在的静电场,它所满足的偏微分方程的解

的存在是确定无疑的,泊松方程或拉普拉斯方程解的稳定性在数学中已得到证明。这里,只
对同一个静电场的边值问题,运用不同的方法得到的解是否具有唯一性进行讨论。

静电场的唯一性定理可以表述为:
 

对于任一静电场,满足一定边值条件的泊松方程或

拉普拉斯方程的解是唯一的,即在区域V 内给定电荷分布ρ(r),在V 的边界S 上给定电势

φ 或其法向变量导数∂φ
∂n

的值,则V 内的场便被唯一确定。

下面给出唯一性定理的证明过程。

1.
 

区域内无导体存在的情形

设区域V 由若干个子区域Vi 组成,每一个区域内的介电常数为εi。若V 内给定的自由

电荷密度为ρ(r),在V 的边界S 上给定φ S 或∂φ
∂n S

。电势φ在区域Vi 内满足泊松方程
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ꩿ2φ=-ρ
εi

(3-25)

  在两相邻区域Vi、Vj 的边界上满足的边值关系为

φi=φj

εi
∂φi

∂n =εj
∂φj

∂n







 (3-26)

  要证明其解具有唯一性,可以用反证法。先假定在场域内的每一点上都有两个满足泊

松方程或拉普拉斯方程和边界条件的解φ1 和φ2,即

ꩿ2φ1=-ρ
εi
 和  ꩿ2φ2=-ρ

εi

  将上述两式相减,则这两个解的差值φ'=φ1-φ2 在该场域内满足拉普拉斯方程,即

ꩿ2φ'=0。在整个区域V 的边界S 上,有

φ'|S =φ2 S-φ1 S =0 (3-27)
和

∂φ'
∂n S

=
∂φ2
∂n S

-
∂φ1
∂n S

=0 (3-28)

  应用格林第一恒等式(1-37),即

∫V
(φꩿ2ψ+ꩿφ·ꩿψ)dV=∮Sφ

ꩿψ·dS

  令格林第一恒等式中的标量函数φ=ψ=φ',并结合ꩿ2φ'=0,则有

∫V
ꩿφ' 2dV=∮Sφ'

ꩿφ'·dS=∮Sφ'
∂φ'
∂ndS

(3-29)

因 ꩿφ' 2 总是正值,无论给定边界上的φ S 或∂φ
∂n S

,由式(3-27)或式(3-28),均可得到

ꩿφ'=0 (3-30)
即在V 内,有

φ'=C (3-31)
这表明,满足相同定解条件的解φ1 和φ2 至多只能相差一个常量,因电势本身具有相对意

义,所以相差一个常量时所对应的场量却相同,从而证明了唯一性定理的正确性。

2.
 

区域内有导体存在的情形

若区域V 有导体存在时,在导体表面上的边界条件有两种类型:
 

一类是给定导体上的

电势;
 

另一类是给定导体表面上的电荷分布(已知表面自由电荷密度或总自由电荷)。
为简单考虑,我们假定讨论区域内含一种均匀介质和若干个导体,如图3-2所示。因导

体内的电场为零,导体为等势体,所以我们只关心除导体外的区域中势函数的分布情况。设

该区域为V',因此边界包括外边界表面S 和各个导体表面Si。设V'内给定的自由电荷密

度为ρ(r),该区域内介电常数为ε,在V 的边界S 上给定φ S 或∂φ
∂n S

。除此之外,并给出任一

导体表面的电势φ Si
或∂φ
∂n Si

;
 

另一种情形是给出导体表面总电量-∮Si

∂φ
∂ndS=

Qi

ε
。

对于类型1,仍设所讨论的场域内每一点上都有两个满足泊松方程或拉普拉斯方程以
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图3-2 有导体存在时的

边值问题

及边界条件的解φ1 和φ2,仿照前面的分析方法,应用格林第

一恒等式时,应注意到闭合曲面包括外边界面和导体边界面两

部分之和,即

∫V'
(φꩿ2ψ+ꩿφ·ꩿψ)dV=

 

∮Sφ
ꩿψ·dS+∑

i∮Si
φꩿψ·dS

(3-32)
式中:

 

Si 的法线方向为复连通区域的正向,由介质指向导体

内侧。
因导体表面的电势或电势关于法向变量导数给定,则式(3-32)右边第二项的推证方法

与无导体存在时的情形完全类同,在此不再赘述。
 

对于类型2,仍设有两个解φ1和φ2满足上述条件,令φ'=φ1-φ2,则ꩿ2φ'=0。在S上,有

φ'|S =φ2|S -φ1|S =0 (3-33)
或

∂φ'
∂n S

=
∂φ2
∂n S

-
∂φ1
∂n S

=0 (3-34)

在导体边界上,则有

φ'=0 (3-35)
和

-∮Si

∂φ'
∂ndS=0 (3-36)

应用式(3-32),令φ=ψ=φ',ꩿ2φ'=0,有

∫V'
ꩿφ' 2dV=∮Sφ'

∂φ'
∂ndS+∑

i∮Si
φ'
∂φ'
∂ndS

(3-37)

  同理,无论给定边界上还是导体边界上的φ|S 或∂φ
∂n S

,由式(3-35)或式(3-36),均可

得到

ꩿφ'=0 (3-38)
从而也证明了唯一性定理。

静电场的解具有唯一性有着重要的意义,它表明在求解静电势问题时,只要所求解的问题

在场域内的场源分布已知,并给定了具体的第一类或第二类边值条件,无论采用哪种解法,其
解是唯一正确的。这就意味着对于具体问题,可以自由、灵活地选择一种求解场的简便方法,
而不拘泥于固定的某一种。甚至在一些特殊情况下,可以不直接求解泊松方程或拉普拉斯方

程的边值问题,而完全可以采用间接的方法去求解。下一节要介绍的镜像法就属于此。
例3.4 一半径为a、带电量为Q 的导体球,其球心位于两种不同介质的分界平面上,

如图3-3所示。试求两介质中的电场强度和其表面上的电荷分布。
解 采用球坐标系,使其原点与导体球的球心重合,设两介质中电位移矢量和电场强度

分别为D1、E1 和D2、E2。由于左、右两半球介质不同,因此电场一般不同于同一种介质时

具有球对称性的解。如果先考虑两介质分界面上的边值关系:
 

E1t=E2t, D1n=D2n
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图3-3 介质分界面上的

带电导体球

  由于电场切向分量具有连续性,因此若假设两半球各自的

场具有球对称性,则通过边界面的衔接整个球上的场E 仍然具

有球对称性,并且沿着径向,即试探场应为

E1=E2=E=Eer

  任选一个半径为r(r>a)且与导体球同心的球面(高斯

面),应用高斯定理可得

∫S1
D1·dS1+∫S2

D2·dS2=ε1∫S1
E1·dS1+ε2∫S2

E2·dS2

=Q
将试探解代入上式即可得出

E=
Q

2π(ε1+ε2)r
2er

容易验证试探解满足边界条件:
 

在介质1、2的分界面上,上述试探场满足电场切向分量连

续的条件,而法向分量均为零;
 

在导体球面上又处处与之垂直,满足等势面的要求。因此,
由场的唯一性定理,试探解是唯一正确的解。

试探法是求解一些不确定解时常用的一种方法,但不是瞎猜、瞎试,而是基于对问题的规律

和特征能够做出有一定把握的尝试,但最终结果是否正确其判断依据是是否满足唯一性定理。
导体球两侧表面上的自由电荷面密度分别为

ρS1=D1n r=a =ε1E1r r=a =
ε1Q

2π(ε1+ε2)a
2

和 ρS2=D2n r=a=ε2E2r r=a=
ε2Q

2π(ε1+ε2)a
2

注意导体两半球面上的自由电荷分布是不同的,但可以验证 ρS1S1+ρS2S2  r=a=
Q,即整个导体球的带电量为Q。

根据ρSb=-
εr-1
εr ρS=-

ε-ε0
ε ρS,可得紧贴导体球面的两介质表面上的束缚电荷面

密度分别为

ρSb1=-
ε1-ε0

ε1 ρS1=-
(ε1-ε0)Q
2π(ε1+ε2)a

2

和 ρSb2=-
ε2-ε0

ε2 ρS2=-
(ε2-ε0)Q
2π(ε1+ε2)a

2

由于在两种不同介质的分界面上场强只有切向分量而无法向分量,故介质两侧表面上

没有束缚电荷分布。

问题拓展:
 

如果介质1的内表面对球心O 所张的立体角为Ω,则介质2的内表面对球心

O 所张的立体角便是4π-Ω,同理可得

E=
Q

[Ωε1+(4π-Ω)ε2]r
2er=E1=E2

当ε1=ε2=ε时,E=
Q
4πεr2

er,即为均匀带电导体球在均匀介质中的场强。
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3.3 分离变量法

通常情况下,静电场的边值问题是由泊松方程结合相应的边界条件构成的。在实际应

用中,有许多静电场是由边界上的电荷或电势分布决定的,而在讨论的场域内往往无电场

源,这类问题可归结为拉普拉斯方程的定解问题。另一类问题是场域内分布有简单的电荷,
其边界条件较为简单,例如在地面附近存在一定分布的电荷所产生的静电场问题。对于一

般的泊松方程定解问题,因为电势满足线性叠加原理,所以泊松方程的通解为某一特解与对

应的拉普拉斯方程的通解之和,而特解可由电势的积分式求得,故其核心问题便成为求解拉

普拉斯方程的解。
分离变量法是求解拉普拉斯方程的一种常用方法,但要求边界的形状规则,具体可根据

边界选择适当的坐标系。而在众多可选择的坐标系中,最常用的坐标有直角坐标系、球坐标

系和圆柱坐标系。本节只介绍后两种情形,至于直角坐标系中的分离变量法在6.5节再做

详细介绍。

3.3.1 球坐标系中的分离变量法

1.
 

一般情形

  在球坐标系内,一般情形下电势函数φ 为r,θ,ϕ 的函数,即φ=φ(r,θ,ϕ)。相应的拉

普拉斯方程可表示为

1
r2
∂
∂rr2∂φ∂r  + 1

r2sinθ
∂
∂θsinθ

∂φ
∂θ  + 1

r2sin2θ
∂2φ
∂ϕ2

=0 (3-39)

  令φ(r,θ,ϕ)=R(r)Θ(θ)Φ(ϕ),代入式(3-39),整理得

d
drr2dRdr  -l(l+1)R=0 (3-40)

d2Φ
dϕ2

+m2Φ=0 (3-41)

1
sinθ

d
dθsinθ

dΘ
dθ  + l(l+1)-

m2

sin2θ  Θ=0 (3-42)

式中:
 

l(l+1)(l=0,1,2,…)和m(m=0,1,2,…)为两个分离常数,详细推导见《数学物理

方法》的相应部分。
式(3-40)和式(3-41)为常规的二阶线性常微分方程,其通解分别为

R(r)=Alr
l+Blr-(l+1) (3-43)

Φ(ϕ)=Cmsinmϕ+Dmcosmϕ (3-44)

  式(3-42)为一类特殊函数方程,称为连带勒让德方程。令x=cosθ,代入式(3-42),并将

Θ(θ)改为y(x),得

d
dx

(1-x2)dydx



 


 + l(l+1)-
m2

1-x2  y=0 (3-45)

  方程(3-45)的两个独立解是Pm
l (x)、Q

m
l (x),分别称之为第一类、第二类连带勒让德函

数。其中:
 

Pm
l (x)为m 次l阶连带(或缔合)勒让德函数,即
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Pm
l (x)=Pm

l (cosθ)= 1-x2  
m
2 dm

dxmPl(x)= 1-x2  
m
2 1
2ll!

d(l+m)

dx(l+m)x2-1  l

(m ≤l,x ≤1) (3-46)

  当x=±1即θ=0,π时,因Qm
l (x)→∞,故包含球坐标系的极轴在内的问题,将只含有

Pm
l (x),而Qm

l (x)不应计入。
因此,三维场的待求势函数一般解的形式为

φ(r,θ,ϕ)=∑
∞

l=0
 ∑
l

m=0
Alr

l+Blr-(l+1)  Pm
l (cosθ)Cmsinmϕ+Dmcosmϕ  (3-47)

2.
  

二维轴对称场问题

若静电场分布与球坐标系中坐标变量ϕ 无关,即场关于极轴对称,于是分离常数m2=
0,则可退化为二维场问题。于是,式(3-45)化简为如下形式:

d
dx 1-x2  dydx



 

 +l(l+1)y=0 (3-48)

上式称为勒让德方程。其独立解为Pl(x)、Ql(x),分别称之为第一类、第二类勒让德函数。
同样,当x=±1即θ=0,π

 

时,因Ql(x)→∞,故包含球坐标系的极轴在内的问题,将只含

有Pl(x),Pl(x)也称为勒让德多项式,可以表示为

Pl(x)=Pl(cosθ)=
1
2ll!

dl

dxl x2-1  l=
1
2ll!

dl

d(cosθ)l
cos2θ-1  l (3-49)

  因此,在轴对称情况下静电场的电势解为

φ(r,θ)=∑
∞

l=0
Alr

l+Blr-(l+1)  Pl(cosθ) (3-50)

  例3.5 半径为a 的导体球,处于外加电场强度E0 中,求介质球外的电势和导体表面

图3-4 均匀电场中的导体球

电荷分布。
解 设球坐标系中极轴z的方向与外电场E0 的方向

一致,取导体球的球心为坐标原点,如图3-4所示。由于轴

对称,电势φ 与方位角ϕ 无关,此问题是轴对称二维场。
取球心处为零势点,则均匀外电场E0 的电势可表示为

φ=-E0z=-E0rcosθ
  导体球在外电场的作用下,由于静电感应的结果,在导体表面出现感应电荷,这部分电

荷在周围产生附加电场。总电势为外场E0 单独存在时的电势和感应电荷产生的电势之

和。当r→∞时,φ=-E0rcosθ。
于是,电势函数的定解问题为

ꩿ2φ=0 (r>a)

φ|r=a =0

φ|r→∞ =-E0rcosθ









  由分离变量法知,φ 的一般解形式为

φ(r,θ)=∑
∞

l=0
Alr

l+Blr-(l+1)  Pl(cosθ)

  根据边界条件φ|r→∞=-E0rP1(cosθ),得
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∑
∞

l=0
Alr

l+Blr-(l+1)  r→∞Pl(cosθ)=∑
∞

l=0
Alr

lPl(cosθ)=-E0rP1(cosθ)

  比较上式两端,得A1=-E0,Al=0(l≠1)。于是,

φ=-E0rP1(cosθ)+∑
∞

l=0
Blr-(l+1)Pl(cosθ)

  再利用φ|r=a=0,得

-E0a+B1a-2  P1(cosθ)+∑
l≠1

Bla-(l+1)Pl(cosθ)=0

  故有

B1=E0a
3, Bl=0(l≠1)

  则

φ=-E0rcosθ+
E0a

3

r2
cosθ

  相应的电场强度为

E=-ꩿφ=-
∂φ
∂rer -

1
r
∂φ
∂θeθ =E01+

2a3

r3  cosθer +E0 -1+
a3

r3  sinθeθ

  导体球面上的感应电荷面密度则等于

ρS =ε0En r=a =ε0Er r=a =3ε0E0cosθ

图3-5 均匀电场中的介质球

在沿极轴方向上导体两侧对称地感应出等值而异号的电

荷,故球面上总的感应电荷为零。
例3.6 例3.5中将导体球换成介电常数为ε1、半径

为a 的介质球,置于介电常数为ε2 的基质中,外加电场强

度仍为E0,如图3-5所示。试求介质球内、外的电势分布

和电场强度。
解 建立和例3.5相同的坐标系,设介质球内、外的

电势分别为φ1 和φ2,由分离变量法知,其一般解形式为

φ1(r,θ)=∑
∞

l=0
Alr

l+Blr-(l+1)  Pl(cosθ)

φ2(r,θ)=∑
∞

l=0
A'lr

l+B'lr-(l+1)  Pl(cosθ)

  取球心处为零势点,当r→∞时,φ2→-E0rcosθ,即

∑
∞

l=0
A'lr

l+B'lr-(l+1)  r→∞Pl(cosθ)=∑
∞

l=0
A'lr

lPl(cosθ)=-E0rP1(cosθ)

  比较上式两端,得A'1=-E0A'l=0(l≠1),于是,

φ2=-E0rP1(cosθ)+∑
∞

l=0
B'lr-(l+1)Pl(cosθ)

  考虑到φ1|r→0=有限值,故有

φ1=∑
∞

l=0
Alr

lPl(cosθ)
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  当r=a 时,有φ1=φ2,ε1
∂φ1
∂r=ε2

∂φ2
∂r
。可得

A1a=-E0a+
B'1
a2

ε1A1=-ε2E0-2ε2
B'1
a3













  
Ala'=

B'l
al+1

ε1lAl=-(l+1)ε2
B'l

a2l+1













 (l≠1)

  求解上两式构成的方程组,得

A1=-
3ε2

ε1+2ε2
E0, B'1=

ε1-ε2
ε1+2ε2

E0a
3;

 

 Al=B'l=0 (l≠1)

  因此,介质球内、外的电势与电场强度分别为

φ1=-
3ε2

ε1+2ε2
E0rcosθ, φ2= -r+

ε1-ε2
ε1+2ε2

a3

r2  E0cosθ
E1=-ꩿφ1=

3ε2
ε1+2ε2

E0ez =
3ε2

ε1+2ε2
E0

E2=-ꩿφ2=-
∂φ2
∂rer -

1
r
∂φ2
∂θeθ

= 1+2
ε1-ε2
ε1+2ε2

a3

r3  E0cosθer + -1+
ε1-ε2
ε1+2ε2

a3

r3  E0sinθeθ

  可见,介质球内的电场也是均匀场,且与外电场方向一致。当介质球外是空气时,即

ε1=ε,ε2=ε0,则有E1=
3ε0
2ε0+ε

E0=
3
2+εr

E0<E0。因此介质球内的电场小于外电场。这

是由于介质球被极化,其表面出现束缚电荷的缘故。在球内总场的作用下,介质的极化强

度为

P=χeε0E=(ε-ε0)E=
3ε0(ε-ε0)
ε1+2ε0

E0

  介质球的总电偶极矩为

p=
4πa3

3 P=
ε0(ε-ε0)
ε1+2ε0

4πa3E0

  φ2 中第二项正是这个电偶极矩所产生的电势,即

ε-ε0
ε1+2ε0

E0a
3

r2
cosθ=

1
4πε0

p·r
r3

详见3.6节。
当介质中外加电场强度为E0,介质内有介电常数较小的球形夹杂物(例如空气泡)时,

不妨令ε1=ε0,ε2=ε,由上述结果知空气泡内的场强为E1=
3ε

2ε+ε0
E0>E0。这是由于空

腔的外侧出现的束缚电荷所产生的与外场同向的附加场,从而使空腔中的场强增大的缘故,
这和介质中有介电常数较小的针状夹杂物的情况类似,介质有可能在该处被击穿而使其绝

缘性受到破坏。
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本例中,若令介电常数ε2=ε、ε1=∞,则是例3.5中的均匀电场中有导体球的情形。这

时导体球内外的电势和场强分别为

φ1=-
3ε2

ε1+2ε2
E0rcosθ→0, φ2= -r+

a3

r2  E0cosθ
其结果与例3.5完全相同。

例3.7 半径为R1 的导体球外套一同心的导体球壳,球壳的内外半径分别为R2 与R3
(R1<R2<R3)。内导体球带电荷Q1,球壳带电荷Q2,二者之间填满介电常数为ε 的介

质。试用分离变量法求各区域中的电势与电场强度。
解 依据题意,建立球坐标系。因导体球和外壳均为等势体,不予考虑。设导体球与球

壳间的电势为φ1,球壳外的电势为φ2。显然,ꩿ2φ1=0,ꩿ
2φ2=0。由于该问题具有球对称

性,故电势与θ、ϕ 均无关,因此其一般解式(3-50)中应取l=0,即

φ1=A1+
B1
r
, R1<r<R2

φ2=A2+
B2
r
, r>R3

  边界条件为:
 

(1)
 

φ2|r→∞=0(由于电荷分布在有限区域,取无穷远处为零势点);
 

(2)
 

φ1|r=R2=φ2|r=R3
(因导体球壳为等势体);

(3)
 

导体球与导体壳所带的总电量分别为

-ε∮r=R1

∂φ1
∂rr2dΩ=Q1, -ε0∮r=R3

∂φ2
∂rr2dΩ+ε∮r=R2

∂φ1
∂rr2dΩ=Q2

  利用上述边值关系,可得待定系数所满足的方程为

A2=0

A1+
B1
R2

=
B2
R3

4πε0B2-4πεB1=Q2
4πεB1=Q1















求解上述方程,得待定系数为

A1=
Q1+Q2
4πε0R3

-
Q1
4πεR2

A2=0

B1=
Q1
4πε

B2=
Q1+Q2
4πε0

















因此,可得电势的解为

φ1=
Q1
4πεr+

Q1+Q2
4πε0R3

-
Q1
4πεR2

, φ2=
Q1+Q2
4πε0r
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由E=-ꩿφ 可得,相应的电场强度为

E1=-ꩿφ1=
Q1
4πεr2

er, E2=-ꩿφ2=
Q1+Q2
4πε0r

2er

3.3.2 圆柱坐标系中的分离变量法

本节只讨论二维场问题。在圆柱坐标系中,若电势函数与坐标变量z 无关,则为二维

场问题。拉普拉斯方程可表示为

1
ρ
∂
∂ρρ

∂φ
∂ρ  +1ρ ∂

∂ϕ
1
ρ
∂φ
∂ϕ  =0 (3-51)

或

ρ2
∂2φ
∂ρ2

+ρ
∂φ
∂ρ

+
∂2φ
∂ϕ2

=0 (3-52)

  采用分离变量法,设φ(ρ,ϕ)=R(ρ)Φ(ϕ),将其代入式(3-52),得

ρ2
d2R
dρ2

+ρ
dR
dρ

-λR=0 (3-53)

和 d2Φ
dϕ2

+λΦ=0 (3-54)

利用自然周期条件Φ(ϕ)=Φ(ϕ+2π),可得λ=n2(n=0,1,2,…)。将λ=n2 分别代入

式(3-53)、式(3-54)两个常微分方程,其解分别为

R(ρ)=
A0+B0lnρ, n=0

Anρ
n +Bnρ-n, n≠0 (3-55)

和 Φ(ϕ)=B1sinnϕ+B2cosnϕ (3-56)
因此,二维拉普拉斯方程的通解为

φ(ρ,ϕ)=A0+B0lnρ+∑
∞

n=1
Anρ

n +Bnρ-n  Cnsinnϕ+Dncosnϕ  (3-57)

式中:
 

An、Bn、Cn、Dn 均为待定常数,由边界条件可确定其值。
例3.8 带电云层和大地之间可以近似为平行板间的均匀电场E0,若一水平架设的、

半径为a 的电线处于其中,试求导体周围的电势和电场强度。

图3-6 处于云层与大地之间的导线

解 取E0 沿x 轴的正方向,如图3-6
 

所示。因

导体为等势体,其内电场为零,故只需求导体外的电

势。采用圆柱坐标系,因为导体柱为无限长,故电势φ
与z无关;

 

又因对称φ(ρ,ϕ)=φ(ρ,-ϕ),即电势φ 是

方位角ϕ 的偶函数,故解中无正弦项及对数项,于是

待求势函数具有如下形式:

φ(ρ,ϕ)=∑
∞

n=1
Anρ

n +Bnρ-n  cosnϕ

另外,外电场E0 的电势可表示为

φ'=-E0x=-E0ρcosϕ
此边值问题给定的边界条件是:

 

当ρ→∞时,φ=φ';
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当ρ=a 时,φ=0(规定为零势点)。
由φ|ρ→∞=-E0ρcosϕ,得

∑
∞

n=1
Anρ

ncosnϕ=-E0ρcosϕ

  比较等式两边的系数,可得n=1,且A1=-E0,于是

φ= -E0ρ+
B1
ρ  cosϕ

代入ρ=a 时的边界条件,可得

-E0a+
B1
a =0

则有

B1=E0a
2

因此,导体圆柱体外的电势为

φ= -ρ+
a2

ρ  E0cosϕ
  导体圆柱体外的电场强度为

E=-ꩿφ=-
∂φ
∂ρ

eρ -
1
ρ
∂φ
∂ϕ

eϕ = 1+
a2

ρ2  E0cosϕeρ + -1+
a2

ρ2  E0sinϕeϕ

  例3.9 一夹角为α的导体劈尖,电势为V,分析尖角附近的电场。
 

图3-7 金属劈尖

解 假设劈尖沿z方向为无限长,则电势分布为二维场问题。
采用极坐标系,如图3-7所 示。用 分 离 变 量 法,设 φ(ρ,ϕ)=
R(ρ)Φ(ϕ),将其代入式(3-53)、式(3-54),得

ρ2
d2R
dρ2

+ρ
dR
dρ

-v2R=0

和 d2Φ
dϕ2

+v2Φ=0

式中:
 

v 为正实数或零,其一般解的形式为

φ(ρ,ϕ)=(A0+B0lnρ)(C0+D0ϕ)+∑
ν≠0
(Avρ

v +Bvρ-v)(Cvcosvϕ+Dvsinvϕ)

考虑到自然边界条件:
 

φ|ρ→0=有限值,可得B0=Bv=0。
利用边界条件Φ(0)=V,可得,A0C0=V,Cv=0;

 

再利用Φ(2π-α)=V,有D0=0,
sinv(2π-α)=0(Dv 不能为0),于是,

v=
nπ

(2π-α)
, n=1,2,3,…

最后,解的形式为

φ(ρ,ϕ)=V+∑
∞

n=1
Anρ

nπ
2π-αsin nπ

2π-αϕ

式中:
 

An 为待定量,因已知条件不足无法确定。
在劈尖角附近,ρ→0,所以求和号中的贡献主要来自n=1,故上式可近似表示为

φ(ρ,ϕ)≈V+A1ρ
1

2-α/πsin 1
2-α/πϕ
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  相应的电场强度为

Eρ =-
∂φ
∂ρ
≈-A1

1
2-α/πρ

-
1+α/π
2-α/πsin 1

2-α/πϕ

Eϕ =-
1
ρ
∂φ
∂ϕ
≈-A1

1
2-α/πρ

-
1+α/π
2-α/πcos 1

2-α/πϕ

  劈尖上的电荷密度为

ρS =ε0En =
-ε0A1

1
2-α/πρ

-
1+α/π
2-α/π, ϕ=0

-ε0A1
1

2-α/πρ
-
1+α/π
2-α/π, ϕ=2π-α












  当α≪1时,ρS∝ρ
-
1
2,可见在劈尖附近电荷密度和电场强度非常大。在阴雨天的空气

中容易产生尖端放电现象,避雷针就是利用此原理进行放电,从而保护高层建筑物的。

3.4 镜像法

2.3节讨论了规则边界情况下拉普拉斯方程定解问题的分离变量法。然而,在有些情

况下,则会遇到虽然电荷分布简单但周围存在一定边界的情形。如无限大金属导体附近存

在一点电荷或线电荷。由于边界的存在,直接求解其电势或电场比较困难,用镜像法解决这

类问题却十分有效。

3.4.1 镜像法的基本原理

镜像法是求解电场边值问题的一种特殊解法。以点电荷处于一无限大接地导体附近为

例说明镜像法的基本原理。点电荷在周围产生的电场对导体的作用,使导体表面出现感应

电荷,因此总场应由原电荷和感应电荷共同决定。假如在导体的边界外用虚设的场源(电
荷)来代替边界上实际分布的感应电荷对电场的作用,该电荷即称为镜像电荷。这样,可以

撤去边界,并将场源所在区域的介质扩展到整个空间,待求场则由场源及其镜像共同确定。
可见,镜像法实质上是以场源的镜像代替边界上感应电荷的作用,将实际上非均匀介质的问

题简化为均匀介质问题来处理。
应该指出,镜像法不是一种求解边值问题普遍适用的方法,它只适用于一些较特殊的情

形,是求解边值问题的一种间接方法。如点电荷处于平面、球面导体周围,线电荷(或线电

流,第4章)处于平面、圆柱面导体周围。镜像的个数、大小和位置由边界条件确定。除了规

则的金属边界外,对于两种不同介质的简单规则边界问题也适用。
镜像法的理论依据是唯一性定理。

3.4.2 导体平面的镜像

考虑在距离无限大接地导体平面为h 处有一点电荷Q,其周围是介电常数为ε的介质,
如图3-8(a)所示,求介质中任一点的电场。

所求的场除直接由点电荷Q 产生外,还应考虑无限大导体表面上出现的异号感应电荷

的场。依镜像法,若在与点电荷Q 关于导体表面的对称位置上放一个镜像电荷Q'=-Q,
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图3-8 点电荷对无限大导体平面的镜像

撤去导体平面,并使介质充满整个空间,如图3-8(b)所示。于是在原上半空间中任一点P
处的电势由点电荷Q 及其镜像电荷Q'=-Q 共同确定。采用直角坐标系,将点电荷Q 置

于z轴上,坐标原点取在导体平面上,若选择无穷远处为电势的参考点,则有

φ=
Q
4πε

1
R -

1
R'  , z≥0 (3-58)

式中:
 

R 与R'分别是点电荷Q 与其镜像电荷Q'到场点P 的距离,分别为

R= x2+y2+(z-h)2, R'= x2+y2+(z+h)2

容易证明,这样选取的镜像是遵循唯一性定理的。
原定解问题为

ꩿ2φ=-
Q
εδ(z-h),z>0

φ|z=0=0









采用镜像法后的定解问题

ꩿ2φ=-
Q
εδ(z-h), z>0

φ|z=0=
Q

4πε x2+y2+h2
-

Q

4πε x2+y2+h2
=0












显然,原问题和采用镜像法的定解问题完全等同,即符合唯一性定理。
为了进一步理解镜像的实质,下面计算导体表面的感应电荷。
在导体表面上介质中任一点的电场强度为

En=-
Q

2πε(x2+y2+h2)3/2
ez

  自由电荷密度为

ρS =εEn=-
Q

2π(x2+y2+h2)3/2

  感应电荷总量为

Q'=-∫
∞

-∞∫
∞

-∞

Q
2π(x2+y2+h2)3/2

dxdy=-Q

  点电荷Q 与导体平面间的库仑力也可以通过镜像法容易得到,即为
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F=
Q(-Q)
4πε(2h)2

ez =-
Q2

16πεh2
ez

  上述结果可推广到无限大导体平面相交成α=
π
N
(N 为正整数)的情形。图3-9示出了

这时镜像电荷的分布情况,由此可以计算角形域内任一点的场强。

图3-9 点电荷对夹角为α=
π
N

的两个半无限大导体平面的镜像

3.4.3 导体球面的镜像

如图3-10(a)所示,半径为R0 的接地导体球外有一点电荷Q,与球心的距离为d,周围

介质的介电常数为ε。应用镜像法可以计算球外任一点的电势和电场强度。
接地导体球内以及球面上的电势为零,球外空间的电势由点电荷Q 和球面上的感应电

荷共同决定。球外电势φ 的定解问题为

ꩿ2φ=-
Q
εδ(z-d) (球外)

φ|r=R0 =0









  采用镜像法,根据电荷的对称性分布,Q 对导体球的镜像电荷Q'应位于点电荷与球心

的连线上,为了不改变原方程,镜像电荷应置于球内,设镜像电荷距球心的距离为d'。采用

球坐标系,并使点电荷Q 及其镜像电荷Q'位于极轴上,如图3-10(b)所示。镜像电荷Q'与

其位置d'可由接地导体球表面电势为零的边界条件来确定。

图3-10 点电荷对接地的导体球的镜像法
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球体外任一点P 处的电势由Q 和Q'共同确定,即

φ=
1
4πε

Q
R +

Q'
R'  (3-59)

将点P 移到导体表面处,由图3-10(c)可得

φ|r=R0 =
1
4πε

Q
R +

Q'
R'  =0

则有

R
R'=-

Q
Q'=常数 (3-60)

  由图3-10(c)可见,只要选Q'的位置使ΔOQ'P~ΔOPQ,则有

R'
R =

R0
d =

d'
R0

=常数

因此得到镜像电荷Q'至球心的距离为

d'=
R20
d

(3-61)

镜像电荷则为

Q'=-
R0
dQ (3-62)

  满足式(3-62)的Q'和Q 两点电荷所在位置,称为球面的反演点。于是,由Q 和Q'所确

定的球外任一点P 处的电势为

φ=
Q
4πε

1
R -

R0
dR'  

=
Q
4πε

1

r2+d2-2drcosθ
-

R0/d

r2+d'2-2rd'cosθ  (3-63)

式中:
 

R 与R'分别为Q 和Q'到场点P 的距离。不难理解,镜像电荷Q'代替了导体球面上

与Q 异号的感应电荷的作用。由于感应电荷在球面上的分布不均匀,在靠近点电荷Q 的表

面上密度较大,因此镜像电荷Q'偏离球心而靠近Q 的一方。因为导体球接地,故与Q 同号

的感应电荷不可能存在。
像电荷Q'及其位置d'的选取也可通过求代数方程而得。对于点P 在导体表面任意处

的情形,由余弦定理得

R2=R20+d2-2R0dcosθ, R'
2=R20+d'2-2R0d'cosθ

再由式(3-60),得

Q2

Q'2
=

R2

R'2
=

R20+d2-2R0dcosθ
R20+d'2-2R0d'cosθ

则 Q2 R20+d'
2  -Q'2 R20+d

2  +2R0 Q'2d-Q2d'  cosθ=0
由于球面是等势面,故上式对于任一θ应均成立,即要求上式与θ值无关。则有

Q2 R20+d'2  -Q'2 R20+d2  =0, Q'2d-Q2d'=0

得 Q'2

Q2
=
R20+d'

2

R20+d
2=

d'
d
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由上式同样可求得式(3-61)、式(3-62)。
该问题若用分离变量法,选球心为坐标原点,令Q 位于z轴z=d 处,定解问题为

ꩿ2φ=-
Q
εδ(z-d)

φ|r=R0 =0, φ|r→∞ =0









  因场关于z轴具有对称性,故泊松方程的一般解为

φ(r,θ)=
Q

4πε r2+d2-2drcosθ
+∑

∞

l=0
alr

l+
bl

rl+1  Pl(cosθ)

  考虑r→∞时的自然边界条件,上式可写为

φ(r,θ)=
Q

4πε r2+d2-2drcosθ
+∑

∞

l=0

bl

rl+1Pl(cosθ)

  利用勒让德多项式的母函数公式

1

r2+d2-2drcosθ
=

1
d∑

∞

l=0

r
d  l

Pl(cosθ),r<d

1
r∑

∞

l=0

d
r  l

Pl(cosθ),r>d












(3-64)

  将一般解代入边界条件φ|r=R0=0,注意到R0<d,要用到式(3-64)中的第一式,则有

Q
4πε
·1
d∑

∞

l=0

R0
d  l

Pl(cosθ)+∑
∞

l=0

bl

Rl+1
0

Pl(cosθ)=0

  有

bl=-
Q
4πε
·
R2l+10

dl+1

φ(r,θ)=
Q

4πε r2+d2-2drcosθ
-

Q
4πε∑

∞

l=0

R2l+10

dl+1rl+1Pl(cosθ)
(3-65)

  再利用勒让德多项式的母函数将上式中第二项化为镜像Q'所产生的电势,感兴趣的读

者不妨试试。

图3-11 点电荷对不接地

导体球的镜像

若导体球不接地,且带电量为Q0,在球外距离球心位置

d 处放置点电荷Q,则其表面仍为等势面,但电势不为零。为

此可等效为在d'处放置Q',在球心再放置一个镜像电荷

Q″=Q0-Q',如此可满足原先的边界条件,如图3-11所示。
球外任一点P 处的电势为

φ=
Q
4πεR-

QR0/d
4πεR' +

Q0+QR0/d
4πεr

(3-66)

导体球面上的电势则为

φS =
Q0+QR0/d
4πεR0

(3-67)

*  3.4.4 介质平面的镜像

若两种不同介质的电介常数分别为ε1、ε2,其分界面为无限大的平面边界。在介质1中
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距离分界面h 处有一点电荷Q,如图3-12(a)所示。和导体与介质间的平面边界的情形不

同,在点电荷Q 的作用下,电介质被极化,在介质分界面上产生极化面电荷分布,这时两介

质中都有场。应用镜像法,欲求介质1中的场,可使整个空间充满介质1,则由点电荷Q 及

其关于界面对称位置上的镜像电荷Q'共同确定原介质1中的场,如图3-12(b)所示。同样

欲求介质2中的场,可使整个空间充满介质2,则由在原点电荷位置上的点电荷Q 和镜像电

荷Q″确定原介质2中的场,如图3-12(c)所示。镜像电荷Q'与Q″的大小则由两介质间平面

边界上的边界条件D1n=D2n和E1t=E2t来确定。

图3-12 点电荷对两种不同电介质间具有无限大平面边界的镜像

将场点P 移至平面边界上,由E1t=E2t,可得E1t+E'1t=E″2t,即

E1sinα+E'1sinα=E″2sinα (3-68)

于是 Q
4πε1R

2+
Q'

4πε1R
2=

Q+Q″
4πε2R

2

故

Q
ε1

+
Q'
ε1

=
Q+Q″
ε2

(3-69)

  再由D1n=D2n,则有-D1n+D'1n=-D″2n即

D1cosα-D'1cosα=D″2cosα (3-70)
则

Q
4πR2

-
Q'
4πR2

=
Q+Q″
4πR2

(3-71)

故

Q'+Q″=0 (3-72)

  联解式(3-69)与式(3-72),得

Q'=
ε1-ε2
ε1+ε2

Q (3-73)

Q″=-
ε1-ε2
ε1+ε2

Q (3-74)

  可见,镜像电荷Q″的符号与镜像电荷Q'符号相反,这表明在两种分界面上的极化面电

荷对于两个不同介质的区域的等效结果极性相反,这一点结合边界条件不难理解。当ε1=
ε2 时,其结果正好是原点电荷Q 所产生的场。若ε2=∞时,则电介质1中的场正好是点电
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荷Q 和镜像电荷Q'=-Q 所产生的场,而电介质2中的场 E2=
Q

2π(ε1+ε2)R
2  为零,这正

是用导体代替电介质的结果。在静电场中,导体就相当于介电常数为无穷大的电介质。上

述结果同样可以推广到其他电荷分布时的情形。

以上分析可推广应用到线电荷对无穷大不同电介质平面的镜像,计算镜像电荷的公式

可类似地得到。

3.5 格林函数法

3.4节介绍的镜像法是一种求解特殊类型静电场问题的方法。其中,求解一个点电荷

的边值问题在静电学中有着重要的意义。这是因为它不仅意味着有关该电荷的特殊问题得

到了有效的解决,而且意味着更普遍的一类问题也可以基于此而得到解决,这就是指如何借

助于有关点电荷的较简单的边值问题分析较为普遍的电磁场边值问题。利用δ函数和格林

公式可以把一般的边值问题和有关点电荷的相应问题联系起来。

3.5.1 δ函数的定义及主要性质

1.
 

δ函数的定义

  在物理问题中,有时候会遇到描述集中分布物理量的密度问题,例如在静电场中求解点

电荷的边值问题,就需要给出点电荷密度的数学表达式。点电荷是电荷分布的极限情形,可
视为一个体积很小而电荷密度很大的带电小球的极限。若电荷分布于小体积ΔV 内,且当

ΔV→0时,体积内的电荷密度ρ=
ΔQ
ΔV→∞

,而总电量保持不变,即为点电荷分布。考虑置于

x 轴上原点处一单位点电荷(即Q=1),则当Δx=Δl→0时,其线密度ρl=
 

lim
Δl→0

ΔQ
Δl→∞

,

而在x 轴上分布的总电荷不变,即∫
∞

-∞ρldx=1。1926年狄拉克在量子力学中引入的δ函

数就能表示这种集中量的密度,故又称为狄拉克(Dirac)函数或冲激函数。

δ函数常用下述两点来定义,即

δ(x-x')=
0, x≠x'
∞, x=x' (3-75)

和

∫
∞

-∞
δ(x-x')dx=1 (3-76)

  δ函数可将单位点源表示成分布场源,故δ 函数是单位点源的密度函数。δ 函数是一

种很有用的数学工具,在近代物理和工程技术中具有较广泛的应用。但它并不按通常函数

的对应法则来定义,也不按通常的积分来定义,故它属于广义函数之列。
电荷Q 的电荷密度在直角坐标系中位于源点(x',y',z')可表示为

ρ(x,y,z)=Qδ(x-x')δ(y-y')δ(z-z') (3-77a)
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  在圆柱坐标系中位于源点(ρ',ϕ',z')可表示为

ρ(ρ,ϕ,z)=
Q
ρ'
δ(ρ-ρ')δ(ϕ-ϕ')δ(z-z') (3-77b)

  在球坐标系中位于源点(r',θ',ϕ')可表示为

ρ(r,θ,ϕ)=
Q

r'2sinθ'
δ(r-r')δ(θ-θ')δ(ϕ-ϕ') (3-77c)

2.
 

δ函数的主要性质

(1)
 

抽样性(偏移性或筛选性):

∫
∞

-∞
f(x)δ(x-x')dx=f(x') (3-78)

  由于当x'点为奇点时,对于预先任意给定的无论怎么小的正数ε,都有

∫
∞

-∞
δ(x-x')dx=∫

x'+ε

x'-ε
δ(x-x')dx=1

因此,利用积分中值定理可以得到

∫
∞

-∞
f(x)δ(x-x')dx=∫

x'+ε

x'-ε
f(x)δ(x-x')dx=f(ξ)∫

x'+ε

x'-ε
δ(x-x')dx=f(ξ)

式中:
 

x'-ε≤ξ≤x'+ε。在上式中令ε→0,则ξ→x',便得到式(3-78)。特别是当x'=0

时,则∫
∞

-∞
f(x)δ(x)dx=f(0)。 可见,δ函数和某一连续函数f(x)的乘积在整个实轴上

的积分结果等于在奇点处该函数的值。随着奇点x'的移动,可以抽取任何所需点的函

数值。
在三维空间,则有

∫V∞
f(r)δ(r-r')dV=f(r') (3-79)

  (2)
 

偶函数。δ函数是偶函数,即

δ(-x)=δ(x) (3-80a)
或 δ(x'-x)=δ(x-x') (3-80b)

因为∫
∞

-∞
f(x)δ(x)dx=f(0),若f(x)为连续的奇函数,则f(0)=0,于是f(x)δ(x)必为

奇函数,因此,δ函数必为偶函数。
(3)

 

δ函数与距离R 的关系式:

ꩿ2
1
R =-4πδ(r-r') (3-81)

式中:
 

R=r-r',R= R = r-r' 。

当R≠0时,容易证明:
 

ꩿ2
1
R=0

。

当R→0时,对式(3-81)在包围r'奇点在内的任一体积V 内进行积分,将左式的积分应

用高斯散度定理,并考虑ꩿ
1
R=-

eR

R2
,则有

∫V
ꩿ2
1
RdV=∫V

ꩿ·ꩿ
1
RdV=∮S

ꩿ
1
R
·dS=∮S

-
eR·dS

R2
=-∮S

dΩ=-4π
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右式则为

-4π∫V
δ(r-r')dV=-4π

即

∫V
ꩿ2
1
RdV=-4π∫V

δ(r-r')dV

  因上式对于任意大小的体积V 均成立,故上式中被积函数一定相等。这就证明了

式(3-81)。当 r' =0时,R=r,则有

ꩿ2
1
r =-4πδ(r) (3-82)

3.5.2 格林函数

由单位点源产生的势函数,称为格林函数,也称为点源函数。用G(r,r')表示。位于r'
点上的单位点电荷(Q=1)所产生的格林函数同样满足泊松方程,即

ꩿ2G(r,r')=-
1
εδ
(r-r') (3-83)

  一个非齐次线性微分方程的解是由非齐次方程的一个特解和对应的齐次方程的通解叠

加而成。因此,满足由非齐次微分方程的格林函数可由两部分组成,即

G(r,r')=G0(r,r')+G1(r,r') (3-84)
它们分别满足方程

ꩿ2G0(r,r')=-
1
εδ
(r-r')

ꩿ2G1(r,r')=0







 (3-85)

式中:
 

G0(r,r')是满足含δ函数的非齐次泊松方程的特解或基本解,它是无界空间的格林

函数,具有奇异性,r=r'的点为奇点。G1(r,r')是仅满足相应的齐次拉普拉斯方程和一定

的边界条件的通解,它是有界区域的格林函数,在整个区域内是正则的,无奇异性。它们的

具体形式有赖于空间的维数和边界的形状。
下列几种情形下的格林函数分别为:

 

(1)
 

带有单位电荷面密度为ρS=1的无限大平板与x 轴垂直,在空间任一位置的格林

函数为

G0=-
1
2ε|x-x'|

G1=C1x+C2







 (3-86)

式中:
 

C1 与C2 均为由边界条件确定的常数。
(2)

 

线电荷密度为ρl=1的无限长带电线在二维圆柱坐标系即平面极坐标系中的格林

函数为

G0=-
1
2πεln|ρ-ρ'|

G1=C0+D0lnρ+∑
∞

n=1
(A1nρ

n +A2nρ-n)(B1nsinnϕ+B2ncosnϕ)












(3-87)
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式中:
 

A1n、A2n、B1n、B2n、C0、D0 均为由边界条件确定的待定常数。
(3)

  

体电荷密度为ρ=1的点电荷在三维球坐标系中的格林函数为

G0=
1

4πε|r-r'|

G1=∑
∞

l=0
∑
l

m=0
(Alr'+Blr-(l+1))Pm

l (cosα)(Cmsinmϕ+Dmcosmϕ)












(3-88)

式中:
 

Al、Bl、Cm、Dm 均为待定常数。G0 中的因子

1
r-r' =

1

r2+r'2-2rr'cosα
(3-89)

图3-13 两空间矢径间的夹角

式中:
 

α是空间矢径r与r'间的夹角,如图3-13
 

所示。在球

坐标系中,若r 的坐标为(r,θ,ϕ),r'的坐标为(r',θ',

ϕ'),则
cosα=cosθcosθ'+sinθsinθ'cos(ϕ-ϕ') (3-90)

  如果问题与方位角ϕ 无关,式(3-88)
 

中m=0,并取r'
点在极轴上,即在轴对称的情形下,θ'=0,式(3-88)

 

中的G1
变为

G1=∑
∞

l=0
Alr

l+Blr-(l+1)  Pl(cosθ) (3-91)

  格林函数是场点与源点之间距离 r-r' 的函数,将场点与源点互换,距离不变,格林

函数亦不变,因此格林函数具有互易性,即

G(r,r')=G(r',r) (3-92)

3.5.3 格林函数法

应用格林函数求解边值问题的方法,称为格林函数法。该方法的实质是将边值问题

转化为求格林函数的解。一旦求得格林函数,则场源与势函数间的关系变为一个积分方

程,给定场源和边值条件就可由此积分方程求得势函数。下面具体导出格林函数法的基

本公式。

图3-14 格林函数的边值问题

前面讲过,静态场的泊松方程在给定区域V 内的第一

类与第二类边值问题分别是给定区域V 内的场源分布。例

如电荷密度ρ(r),并给定区域V 的边界S 上的势函数值

φ|S(第一类边值问题),或边界S 上势函数的法向导数值

∂φ
∂n S

(第二类边值问题),需要求解V 内的势函数φ(r),如

图3-14所示。与此对应的第一类与第二类格林函数的边

值问题是:
 

区域V 内有一单位点源,其边界S 上给定格林函数值G S,或其法向导数值

∂G
∂n S

,则V 内所求的势函数G(r,r')就是格林函数。

设电荷密度为ρ(r)的电荷分布所产生的电势满足泊松方程,即

ꩿ2φ=-ρ
ε
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相应的格林函数G(r,r')的满足方程为

ꩿ2G(r,r')=-
1
εδ
(r-r')

  取φ 为势函数φ(r),ψ 为格林函数G(r,r'),利用格林第二公式(1-39),得

∫V
G(r,r')-ρ(r)

ε  +φ(r)
δ(r-r')

ε



 


 dV=∮S
G(r,r')∂φ

(r)
∂n -φ(r)

∂G(r,r')
∂n




 


 dS

  当源点在区域V 内时,∫Vφ
(r)δ(r-r')dV=φ(r'),故上式可改写为

φ(r')=∫V
G(r,r')ρ(r)dV+ε∮S

G(r,r')∂φ
(r)
∂n -φ(r)

∂G(r,r')
∂n




 


 dS

  将上式中的源点r'与场点r互换,并利用格林函数的互易性,便得到区域V 内势函数

的积分方程,即

φ(r)=∫V
G(r,r')ρ(r')dV'+ε∮S

G(r,r')∂φ
(r')
∂n' -φ(r')

∂G(r,r')
∂n'



 



 dS' (3-93)

式中:
 

S 是包围区域V 的闭合面,dV'和dS'分别是打撇变量的体积元与面积元,n'是区域V
的边界面外法线方向上打撇的坐标变量。上式右端第一项是区域V 内场源所产生的势,第
二项为V 的边界面S 上感应或束缚电荷对势的贡献。

式(3-93)是用格林函数求解静态场边值问题的基本积分方程。求解该积分方程,除了

已知格林函数外,不仅要给定区域V 内的电荷分布ρ(r'),还要给定边界面S 上的电势值

φ(r')S(r'在S 上)及 其 法 向 导 数 值∂φ(r')
∂n' S

,并 求 出 边 界 面 S 上 的 格 林 函 数 值

G(r,r')S 及其法向导数值∂G(r,r')
∂n' S

,方可得到势函数的解。

对于第一类边值问题,已知边界面S 上的电势值为φ(r')S,如果选取边界面S 上的格

林函数值G(r,r')S=0,则由式(3-93)
 

可得满足第一类边值条件的泊松方程的解为

φ(r)=∫V
G(r,r')ρ(r')dV'-ε∮Sφ

(r')∂G
(r,r')
∂n' dS' (3-94)

  这表明,如果G(r,r')已知,通过对V 内给定电荷分布ρ(r')及边界面S 上给定φ(r')
值的积分,就可解出第一类边值问题。

对于第二类边值问题,因为G(r,r')表示一个单位点电荷在空间所激发的电势,而

-∂G
(r,r')
∂n' S

则代表单位点电荷在边界面S 上所激发的电场。有

-∮S

∂G(r,r')
∂n' dS'=

1
ε0

(3-95)

故不能取∂G(r,r')
∂n' S

=0。而满足上式最简单的边界条件为

∂G(r,r')
∂n' S

=-
1

ε0S
(3-96)

式中:
 

S 是界面的总面积。由式(3-93)得第二类边值问题的解为

φ(r)=∫V
G(r,r')ρ(r')dV'+ε∮S

G(r,r')∂φ
(r')
∂n' dS'+φ-S (3-97)
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式中:
 

φ-S =
1
S∮Sφ

(r')dS 是势函数φ 在整个边界面S 上的平均值。

由式(3-94)与式(3-97)可见,只要求出区域V 内的格林函数,则一般边值问题就能得

到解决。但格林函数有赖于区域边界面S 的形式,对于复杂形状边界的问题,要求出它

是很困难的,并不比解原来的边值问题容易。然而格林函数的作用是把微分方程连同边

值条件变成积分方程。在多数情况下,积分方程可用近似方法和数值方法求解。只有当

区域边界面具有简单的几何形状(如无限大平面、无限长圆柱、球等)时才能得出解析解。
前面介绍的镜像法就是求格林函数的一种方法,此外还可以用分离变量法、直接积分法

求格林函数。
当然,格林函数法也可以用来求解拉普拉斯方程的边值问题,在式(3-94)与式(3-97)

中,只要令ρ=0,便得到拉普拉斯方程的相应边值问题的解。
例3.10 在无限大导体平面上有半径为a 的细绝缘圆环,设圆环内的电势为φ0,圆环

外的电势为零。试求上半空间的电势。

图3-15 求上半空间的电势

解 如图3-15所示,选取圆柱坐标系,用格林函数法。
根据题意,格林函数所满足的边值问题为

ꩿ2G(r,r')=-
1
εδ
(r-r')

G(r,r')|z=0=0









  格林函数可以用镜像法求得。场点的空间矢径r和源

点及其 镜 像 点 的 空 间 矢 径r'1与r'2的 直 角 坐 标 分 别 为

(ρcosϕ,ρsinϕ,z)和(ρ'cosϕ',ρ'sinϕ',z')及(ρ'cosϕ',

ρ'sinϕ',-z'),则上半空间的格林函数可用圆柱坐标表示为

G(r,r')=
1
4πε0

1
R -

1
R'




 


 =
1
4πε0

1
r-r'1

-
1

r-r'2



 




=
1
4πε0

(x-x')2+(y-y')2+(z-z')2  
-
1
2 - (x-x')2+(y-y')2+(z+z')2  

-
1
2  

=
1
4πε0

{[ρ2+z2+ρ'2+z'2-2zz'-2ρρ'cos(ϕ-ϕ')]
-
1
2 -

 ρ2+z2+ρ'2+z'2+2zz'-2ρρ'cos(ϕ-ϕ')  
-
1
2 

  在z=0的平面上G(r,r')=0,在z>0的上半空间的电荷分布为零。因此本问题是拉

普拉斯方程的第一类边值问题,由式(3-94)可得上半空间的电势。
由于积分面S 是z'=0的无限大平面,法线方向沿-z'方向,故有

-
∂G
∂n'=

∂G
∂z' z'=0

=
1
2πε0

z
ρ2+z2+ρ'2-2ρρ'cos(ϕ-ϕ')  3

/2

  因无限大平面S 上只有圆环内部的电势不为零,故面积分只需对ρ'≤a的圆域积分,即

φ(r)=
φ0z
2π∫

a

0ρ'dρ'∫
2π

0 ρ2+z2+ρ'2-2ρρ'cos(ϕ-ϕ')  -3/2dϕ'

=
φ0z
2π∫

a

0ρ'dρ'∫
2π

0

dϕ'
(ρ2+z2)3/2

1+ρ'2-2ρρ'cos(ϕ-ϕ')

ρ2+z2




 




 -3/2
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  当r2=ρ2+z2≫a2时,应用近似公式(1+x)n≈1+nx(|x|≪1),则被积函数可以展开为

1+ρ'2-2ρρ'cos(ϕ-ϕ')

ρ2+z2




 




 -3/2

≈1-
3
2

ρ'2-2ρρ'cos(ϕ-ϕ')

ρ2+z2

代入原式积分,可得上半空间的电势为

φ(r)=
φ0a

2

2
z

(ρ2+z2)3/2
1-

3
4

a2

ρ2+z2




 





3.6 电多极矩法

在许多物理问题中,电荷只分布在一个小区域内,所求场点距离电荷较远,即R≫1。在

这种情况下,对场的各级近似计算可以通过把
 1
R

进行级数展开,这在科学研究和工程应用

中很重要。

3.6.1 电势的多级展开
 

如图3-16所示,真空中区域V'内给定电荷分布为ρ(r')的带电体所激发的电势为

图3-16 小区域内电荷分布

φ(r)=∫V'
ρ(r')dV'
4πε0R

(3-98)

式中:
 

R 为场点r与源点r'间的距离。即

R= r-r' = (x-x')2+(y-y')2+(z-z')2  
1
2,

r= x2+y2+z2  
1
2              

r'在区域V'内变动,由于其线度远小于r,故可以把各分量看

作小参量,将1
R

对r'展开,由一般函数的泰勒级数展开式

f(r-r')=f(r)-∑
3

i=1
x'i
∂
∂xi

f(r)+
1
2! ∑

3

i,j=1
x'ix'j

∂2

∂xi∂xj
f(r)+…

得

1
R =

1
r -∑

3

i=1
x'i
∂
∂xi

1
r +

1
2! ∑

3

i,j=1
x'ix'j

∂2

∂xi∂xj

1
r +… (3-99)

证明如下:
 

构建函数

F(t)=f(r-r't)=f(x-x't,y-y't,z-z't),
对t展开为泰勒级数,可得

F(t)=F(0)+F'(0)t+
1
2! F″(0)t2+…

  令t=1,则有

F(1)=F(0)+F'(0)+
1
2! F″(0)+…

其中,F(1)=f(r-r'),F(0)=f(r),
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F'(0)=
dF(t)
dt t=0

=∑
3

i=1

∂f(r-r't)
∂(xi-x'it)

·
∂(xi-x'it)

∂t t=0
= -∑

3

i=1
x'i
∂f(r)
∂xi

= -(r'·ꩿ)f(r)

F″(0)=
d2F(t)
dt2 t=0

=
d
dt -(r'·ꩿ)f(r)  

t=0
= ∑

3

i,j=1
x'ix'j

∂2f(r)
∂xi∂xj

= (r'·ꩿ)2f(r)

故有

f(r-r')=f(r)-∑
3

i=1
x'i
∂
∂xi

f(r)+
1
2! ∑i,jx'ix'j

∂2

∂xi∂xj
f(r)+…

得证。
将式(3-99)代入式(3-98),则为

φ(r)=
1
4πε0∫V'ρ

(r')1r -∑
3

i=1
x'i
∂
∂xi

1
r +

1
2! ∑

3

i,j=1
x'ix'j

∂2

∂xi∂xj

1
r +…



 


 dV'

(3-100a)
或

φ(r)=
1
4πε0∫V'ρ

(r')1r -r'·ꩿ
1
r +

1
2!
(r'·ꩿ)21

r +…


 


 dV'
 

(3-100b)

此式即为电荷体系激发的电势在远处的多级展开式。

3.6.2 电多极矩

下面具体讨论多级展开式中每项的物理意义。令

Q=∫V'ρ
(r')dV' (3-101)

则Q 表示带电体的全部电量。
令

p=∫V'ρ
(r')r'dV' (3-102)

p 称为电荷系统的电偶极矩,该式为一般形式的电偶极矩定义式。
再令

Dij =∫V'
3x'ix'jρ(r')dV' (3-103a)

及

D
뙭

=∫V'
3r'r'ρ(r')dV' (3-103b)

Dij 称为电荷系统的电四极矩,D
뙭

称为电四极矩张量。
于是,式(3-100b)可表示为

φ(r)=
1
4πε0

Q
r -p·ꩿ

1
r +

1
6D

뙭

:ꩿꩿ1
r +…  (3-104)

  展开式的第一项为

φ
(0)=

Q
4πε0r

(3-105)

表示将带电体的全部电量Q 集中于原点所激发的电势。这是电势积分式中最主要的
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一项。
展开式的第二项为

φ
(1)=-

1
4πε0

p·ꩿ
1
r = p·r

4πε0r
3

(3-106)

表示电偶极矩p 产生的电势。
由式(3-102)知,若带电体系的电荷分布关于原点对称,由于ρ(r')=ρ(-r'),而r'与

-r'大小相等,符号相反,因此积分式(3-102)的电偶极矩为零。电荷分布具有球对称性即

属于此。只有电荷对原点不对称时,电偶极矩才不等于零。例如一对等值异号的电荷±Q、
间距

 

l
 

远小于它们到场点的距离的电荷系统(称为电偶极子),这是最简单的一类电偶极矩。
下面计算它所产生的电势。

在球坐标系中,设电偶极子沿极轴正向放置,其中心到远处任一点P 的距离为r,则两

异号电荷在场点P 处的电势为

φ=
Q
4πε0

1
r+

-
1
r-  =

Q
4πε0

r--r+

r+r-

式中:
 

r+= r2+ l
2  2-rlcosθ



 




1
2

=r 1+
l2

4r2
-
l
rcosθ





 





1
2
,r-= r2+ l

2  2+rlcosθ


 




1
2

=

r1+
l2

4r2
+
l
rcosθ





 






1
2
。

由于l≪r,应用牛顿二项式定理,即当 x ≪1时,1+x  α≈1+αx,展开后并略去高

阶小项,得r+ ≈r-
l
2cosθ

,r- ≈r+
l
2cosθ

,1
r+
-
1

r-
≈
lcosθ
r2

=-l
∂
∂z

1
r  ,于是有

φ=
Ql

4πε0r
2cosθ

  可见,电偶极势与单个电荷的电势不同,它与乘积Ql成正比,而与距离的平方r2 成反

比,且与极角θ有关。由电偶极矩的定义式(3-102),得p=Ql。于是上式可写为

φ=pcosθ
4πε0r

2=
p·er

4πε0r
2=-

1
4πε0r

2pz
∂
∂z

1
r  

该结果与式(3-106)相符。
展开式的第三项为

φ
(2)=

1
4πε0

1
6D

뙭

:ꩿꩿ1
r =

1
4πε0

1
6∑

3

i,j=1
Dij

∂2

∂xi∂xj

1
r

(3-107)

表示电四极矩D
뙭

产生的电势。
最简单的电四极矩是一对正、负电偶极子组成的,设偶极矩为p,正电荷位于z=±b,

负电荷位于z=±a(b>a),两电偶极子中心的距离为l,体系的总电荷为零,总偶极矩为

零,电四极矩由式(3-103a)可得

D33=∫V'
3z'z'ρ(r')dV'=6q(b2-a2)=6q(b-a)(b+a)=6pl

相应的电势为



101  

φ
(2)=-

1
4πε0

p
∂
∂z

1
r+  + 1

4πε0
p
∂
∂z

1
r-  

=-
1
4πε0

p
∂
∂z

1
r+ -

1
r-  ≈ 1

4πε0
pl
∂2

∂z2
1
r  

=
1
4πε0

1
6D33

∂2

∂z2
1
r  

电四极矩的分量Dij(i,j=1,2,3)中,Dij=Dij(i≠j),共有6个独立分量。但可以证明

D11+D22+D33=0,因此Dij 只有5个独立分量。证明过程如下:
 

当r≠0时,有ꩿ2
1
r=0

引入符号δij=
1,i=j
0,i≠j ,则∑

i,j
δij

∂2

∂xi∂xj

1
r =0。

式(3-103a)可写为

1
4πε0

1
6∫V'∑i,j

[3x'ix'j-r'2δij]ρ(r')dV'
∂2

∂xi∂xj

1
r

对照式(3-107),重新定义电四极矩为
 

Dij =∫V'
(3x'ix'j-r'2δij)ρ(r')dV' (3-108)

容易验证,上式满足

D11+D22+D33=0 (3-109)
得证。

因此电四极矩张量中只有5个独立分量。张量D
뙭

也可表示为

D
뙭

=∫V'
(3r'r'-r'2I

뙭

)ρ(r')dV' (3-110)

式中:
 

I
뙭

为单位张量。
若电荷分布具有球对称性,则

∫V'
x'2ρ(r')dV'=∫V'

y'2ρ(r')dV'=∫V'
z'2ρ(r')dV'=

1
3∫V'

r'2ρ(r')dV'

因而D11=D22=D33,且容易得出D12=D23=D31=0,因此球对称分布的电荷没有电四极矩;
 

因球外电场和集中于球心处的点电荷电场一致,因此电偶极矩也不存在。可见,电多极矩反映了

电荷分布偏离球对称性,因此测量远区的四极势项,就可以对电荷分布形状做出一定的推论。
在原子核物理中,电四极矩是反映原子核形变大小的重要物理量。八极矩和更高级矩

很少用到。

电多极矩也可按1
R

的幂次和球谐函数进行展开。

讨论一般电势φ(r)=∫V'
ρ(r')dV'
4πε0r-r'

在远区的场,将 1
r-r'

按照勒让德多项式展开为

1
r-r' =

1

r2+r'2-2rr'cosα
=∑

∞

l=0

1
r

r'
r  l

Pl(cosα) (3-111)



102  

式中,α为r与r'之间的夹角。再利用球谐函数的加法公式,有

Pl(cosα)=
4π
2l+1∑

l

m=-l
[Ym

l (θ',ϕ')]
*Ym

l (θ,ϕ)

φ(r)=
1
4πε0∑

∞

l=0
∑
l

m=-l

4π
2l+1∫V'

[Ym
l (θ',ϕ')]

*r'lρ(r')dV'  
Ym

l (θ,ϕ)

rl+1

令Qlm =∫V'
[Ym

l (θ',ϕ')]
*r'lρ(r')dV',称为电多极矩,l=0,1,2,…,分别对应于2l 阶电

极矩。则电势展开式为

φ(r)=
1
4πε0∑

∞

l=0
∑
l

m= -l

4π
2l+1

Qlm
Ym

l (θ,ϕ)

rl+1
(3-112)

*  3.6.3 小区域内电荷体系在外电场的能量
 

讨论电荷集中分布于一个小区域内的电荷体系与外场的作用,可归结为分析电多极矩

与外场的相互作用。
具有连续电荷分布ρ(r')的体系在外电势场φe(r)中的电场能量为

We=∫V'ρφedV'
(3-113)

  将外电势φe(r)对原点展开

φe=φe(0)+∑
3

i=1
xi

∂
∂xi

φe(0)+
1
2! ∑

3

i,j=1
xixj

∂2

∂xi∂xj
φe(0)+… (3-114)

代入式(3-113),得

We=∫V'ρ
(r')φe(0)+∑

3

i=1
xi

∂
∂xi

φe(0)+
1
2! ∑

3

i,j=1
xixj

∂2

∂xi∂xj
φe(0)+…




 


 dV'

=Qφe(0)+p·ꩿφe(0)+
1
6D

뙭

:ꩿꩿφe(0)+… (3-115)

  展开式(3-115)中第一项为

W(0)
e =Qφe(0) (3-116)

表示电荷体系的电荷集中在原点处在外场中的能量。
展开式(3-115)中第二项为

W(1)
e =p·ꩿφe(0)=-p·Ee(0) (3-117)

表示电荷体系的电偶极矩在外场中的能量。
展开式(3-115)中第三项为

W(2)
e =

1
6D

뙭

:ꩿEe(0) (3-118)

表示电荷体系的电四极矩在外场中的能量。由此式可见,只有非均匀场中电四极矩的能量

才不为零。

*  3.7 科技前沿———静电隐形衣

古往今来,隐形衣常常出现在神话故事和科幻电影中,是人们幻想出的一种神奇衣服。
但随着现代科技的高速发展,它将离我们越来越近。21世纪初,随着电磁超材料的提出,关
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于电磁隐形衣的研究成为科研领域的热点问题之一。其间,2006年是一个重要的里程碑。
先是英国物理学家Pendry在《科学》杂志上发表论文首先提出了基于变换光学理论调控电

磁波的思想,并基于此设计了一个极为精致的隐形衣模型,再一次点燃了人们对这一追求的

向往。随后,在同年美国杜克大学Smith小组首次在实验上验证了该种电磁隐形衣,并将

成果发表在《科学》杂志上,在科技界引起轰动。此后,关于电磁隐形衣的研究全球范围内如

雨后春笋般开展起来。迄今为止,对电磁隐形衣的研究,已经由最初的微波频段,逐步向远

红外、红外、近红外、可见光等频段扩展,以及向静电场和静磁场的极端情形进行拓展,涉及

领域由电磁学拓展到声学、热力学、物质波等学科。
本节只介绍静电隐形衣的基本原理和举例。在电磁工程应用中,静电隐形衣的研究也

具有重要的理论价值和实际意义。这主要在于,处于均匀静电场中的“目标”,由于静电感应

或极化,都会破坏原始场的干扰,从而容易被探测到。假设可以设计出一种静电隐形装置,
覆盖于“目标”的表面,只要该装置对静电场的响应能够抵消干扰场的作用,对于周围的探测

器来说,该目标看似“不复存在”,即探测不到,从而实现了隐形效果,静电隐形衣原理如

图3-17所示。

图3-17 静电隐形衣原理示意

图3-18 球形隐形衣模型

作为一个案例,在此用分离变量法分析设计一个球形静

电隐形衣。
如图3-18所示,无限大的背景材料εb 中有一匀强电场

E0 水平向右;
 

半径为R1、介电常数为ε1 的介质球处于其中,
另有一个半径分别为R1、R2,介电常数分别为ε2 的介质球覆

盖于介质球上。那么如何选择介质球壳的几何尺寸和材料参

数以实现对中心介质球的隐形效果?
采用球坐标系,电场所在方向选为z轴,设球内、介质壳层和背景材料中的电势函数分

别为φ1、φ2 和φ3。利用前面的分析方法,可得各个区域的电势解为

φ1=A1rP1(cosθ)

φ2=(A2r+B2r-2)P1(cosθ)

φ3=(-E0r+B3r-2)P1(cosθ)











(3-119)

根据边界条件

φ1 r=R1 =φ2 r=R1
, ε1

∂φ1
∂r r=R1

=ε2
∂φ2
∂r r=R1

φ2 r=R2 =φ3 r=R2
, ε2

∂φ2
∂r r=R2

=εb
∂φ3
∂r r=R3

(3-120)

将式(3-119)代入式(3-120),可以得到
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A1R1=A2R1+B2R-2
1

ε1A1=ε2(A2-2B2R-3
1 )

A2R2+B2R-2
2 =-E0R2+B3R-2

2

ε2(A2-2B2R-3
2 )=εb(-E0-B3R-3

2 )













(3-121)

求解该四元一次方程组,我们只关心B3 的取值,可得

B3=
2(R32-R31)ε

2
2-(R32-R31)ε1εb+(2R31+R32)ε1ε2-(R31+2R32)ε2εb

2(R32-R31)ε
2
2+2(R32-R31)ε1εb+2(R31+2R32)ε2εb+(2R31+R32)ε1ε2

E0R
3
2

(3-122)

  若B3=0,则φ3=-E0rP1(cosθ),此即为只有均匀场存在时的电势分布。换句话说,
目标被静电场探测不到,因此达到了隐形的效果。据此可在理论上求出ε1 与R1、R2 的约

束关系。
作为一个特例,当中心介质球为导体球时,与前面的例题相同,结果可以用ε1→∞来获

得,于是得到

B3=
(2R31+R32)ε2-(R32-R31)εb
2(R32-R31)εb+(2R31+R32)ε2

E0R
3
2 (3-123)

  由此可求得导体球外覆盖介质球壳后,对匀强电场无扰动的条件为

ε2=
R32-R31
2R31+R32

εb (3-124)

或

R2=
32ε2+εb
εb-ε2

R1 (3-125)

  因此,在实验中可以根据式(3-124)或式(3-125)的约束选择外壳材料或者外壳的几何

参数,从而达到实现隐形的效果。

*  3.8 思政教育:
 

静电场定解问题的哲学思想

电动力学研究的一个重要方面是研究电磁场的运动规律,静电场问题中电场不随时间

而变,因而其规律表现在电场(或电势)随空间位置的变化而变化。对于静电场的基本问题

包括已知电荷分布求解电场的分布规律或相反情形。实际应用问题中由于电荷分布的复杂

性或场域边界的复杂性,待求电场中往往不止包含一个变量,而恰恰是某种多元函数。这类

问题的分析一般都需要借助于数学物理方法中求解偏微分方程的定解问题来解决。对于静

电场而言,即为求解电势的泊松方程或拉普拉斯方程在给定边值条件下的解。通常将这类

问题称为静电场的定解问题。
静电场中电势的泊松方程或拉普拉斯方程,是研究这类问题的基本物理量在空间的分

布规律,即物理规律的数学表现形式。反映了同一类物理现象的共同规律,即普遍性,亦即

共性,该方程与具体条件无关,数学上称为泛定方程。同一种电荷分布情形下,电势所满足

的泛定方程是完全相同的。然而,为了解决具体问题,还必须考虑所研究的区域的边界处在

怎样的状况下,或者说,必须考虑实际环境的影响。由于静电场不是通过超距作用,场量的
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联系要通过邻近的场进行传递,所以,周围环境的影响体现在边界所给定的物理状态。具体

地说,就是以第一类、第二类或第三类边值关系进行限制和约束。求解偏微分方程的定解问

题一定要把泛定方程和边界条件作为一个整体来考虑。泛定方程反映了其普遍性,是共同

规律,其解为泊松方程或拉普拉斯方程的通解。例如,所有关于轴对称的球坐标系中拉普拉

斯方程的一般解都是

φ(r,θ)=∑
∞

l=0
 Alr

l+Blr-(l+1) ClPl(cosθ)+DlQl(cosθ)  

  但具体解的形式则依赖于边界条件。例如,若考虑的是导体球或介质球,其定解则完全

不同。可见,边界条件反映了其特殊性和具体性,决定解的最终形式。其实,人生亦如一个

特定的数理方程定解问题,同一个人,他(她)的成长经历、受教育状况等因素确定了自身所

具有的潜能,类似于人生轨迹中的“泛定方程”,但成长的外部环境、机遇等因素类同于定解

条件,对其影响深远。静电场的边值问题折射着哲学中“内因”和“外因”的辩证关系。因此,
个人的成才,不仅取决于自身练好的“内功”,还应当抓住机遇,创造条件,二者缺一不可。

本章小结

1.
 

本章知识结构框架

理论基础:
 

静电场的基本方程、唯一性定理

                            

基本概念:
 

1.
 

电势:
 

φ=∫
∞

P
E·dl

E=-ꩿφ
2.

 

电偶极矩:
 

p=∫V'ρ
(r')r'dV'

3.
 

电四极矩:
 

Dij =∫V'
3x'ix'jρ(r')dV'

D
뙭

=∫V'
3r'r'ρ(r')dV'

4.
 

电场能量:
 

 We=
1
2D
·E(能量密度)

We=
1
2∫V∞

E·DdV(总能量)

基本规律:
 

1.
 

基本方程:
 

ꩿ·D=ρ;
 

ꩿ×E=0
D=εE

ꩿ2φ=-
ρ
ε

2.
 

边界条件:
 

D2n-D1n=ρS

E2t-E1t=0 
-ε1

∂φ1
∂n +ε2

∂φ2
∂n =ρS

φ1=φ2

基本分析方法:
 

1.
 

分离变量法;
 

2.
 

镜像法;
 

3.
 

格林函数法;
 

4.
 

电多极矩法。
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2.
 

分析静电场的几种常用方法比较

(1)
 

分离变量法是普遍采用的求解拉普拉斯方程的重要直接解法。根据给定的边界形

状,来选择适当的坐标系。拉普拉斯方程解的具体形式取决于分离常数,至于解中的分离常

数则由边界条件来确定。
(2)

 

镜像法是边值问颐的一种间接解法,其理论根据是唯一性定理;
 

其实质是等效替

换,即用场源的镜像代替边界上感应或束缚电荷(或感应或磁化电流)的作用,于是可撤去边

界,从而把原来非均匀的介质用均匀介质代替,由场源及其镜像共同确定原待求区域中的

场。镜像法的关键是由边界条件确定镜像的个数、大小及其位置,将其列入表3.1中。

表3.1 不同介质间具有平面或圆形边界时镜像的个数、大小及其位置

介  质 导体与介质 两
 

种
 

介
 

质

边 界 面 平  面 球  面 平  面

求媒质1
中的场

场源  Q 或ρl Q Q 或ρl

镜像  Q'=-Q 或ρ'l=-ρl

Q'=-
a
dQ

Q″=
a
dQ  

Q'=
ε1-ε2
ε1+ε2

Q

ρ'l=
ε1-ε2
ε1+ε2ρl

镜像位置 对称 d'=
a2

d d″=0  对称

求媒质2
中的场

镜像  — —
Q″=

ε2-ε1
ε1+ε2

Q

ρ″l=
ε2-ε1
ε1+ε2ρl

镜像位置 — — 原场源处

(3)
  

格林函数法是运用格林函数,借助于点源的边值问题来解决一般电荷分布和给定

边值条件的普遍边值问题。一般边值问题的格林函数解(积分方程)为

φ(r)=∫V
G(r,r')ρ(r')dV+ε∮S

G(r,r')∂φ
(r')
∂n' -φ(r')

∂G(r,r')
∂n'




 


 dS'

  第一类边值问题的格林函数解为

φ(r)=∫V
G(r,r')ρ(r')dV'-ε

 

∮Sφ
(r')∂G

(r,r')
∂n' dS'

  第二类边值问题的格林函数解为

φ(r)=∫V
G(r,r')ρ(r')dV'+ε∮S

G(r,r')∂φ
(r')
∂n' dS'

  格林函数分别为

一维直角坐标系为

G0=-
1
2ε x-x' 和G1=C1x+C2

  二维圆柱坐标系即极坐标系为

G0=-
1
2πεlnr-r'
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G1=C0+D0lnρ+∑
∞

n=1
(A1nρ

n +A2nρ-n)(B1nsinnϕ+B2ncosnϕ)

  三维球坐标系为

G0=
1

4πεr-r'

G1=∑
∞

l=0
Alr

l+Blr-(l+1)  Pl(cosα)

式中:
 

cosα=cosθcosθ'+sinθsinθ'cos(ϕ-ϕ')。
(4)

 

电多极矩法是适用于电荷只分布在一个小区域内,所求场点距离电荷较远的情形。

其基本思想是将场的各级近似计算通过把1
R

进行级数展开。

习题3

3.1 试证明当两种介质的分界面上有密度为ρS 的面电荷时,则有

tanθ1
tanθ2

=
ε1
ε2
1+

ρS

ε1E1cosθ1  
式中:

 

θ1 与θ2 分别是介电常数为ε1 与ε2 的两种介质中的电场强度(或电位移)矢量与分

界面法线之间的夹角。

3.2 若将两个半径为a 的雨滴当作导体球,当它们带电后,电势均为φ0(以无穷远为

电势参考点,且不计其相互影响)。当此两雨滴合并在一起(仍为球形)后,试求其电势。

3.3 空气中有一半径为a 的均匀带电球,电荷密度为ρ。试求球内外的电势和电场强

度。它们的最大值各在何处?

3.4 空气中有一半径为a,带电荷为Q 的孤立球体。试分别求下列两种情况下带电

球系统的电场能量。
(1)

 

电荷均匀分布于球面上;
 

(2)
 

电荷均匀分布于球体内,设介质球的介电常数为ε。

3.5 空气中有一半径为a 的极化介质球,其介电常数为ε,极化强度为P=
P0
r2

er,P0

为常数。试求:
 

(1)
 

自由电荷密度;
 

(2)
 

介质球内外的电势;
 

(3)
 

该带电介质球具有的静电场总能量。

3.6 空气中有一半径为a、带电荷为Q 的导体球。球外套有同心的介质球壳,其内外

半径分别为a 和b,介电常数为ε。求系统总的电场能量。

3.7 半径为a、带电量为Q 的球置于空气里的均匀外电场E0 中。在下列两种情况下

试分别求空间各点的电势和电场强度。
(1)

 

带电球为导体球;
 

(2)
 

带电球为介电常数为ε的介质球,电荷均匀分布于球体内。
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3.8 一半径为a 的无限长直导体圆柱置于均匀电场E0 中,柱轴与E0 垂直,导体圆柱

外是空气,设导体圆柱表面的电势为零。试求柱外任一点的电势、电场强度与柱面上的感应

电荷面密度及其最大值。

题3.9图

3.9 空气中有一点电荷Q 位于相交成直角的两个半无限大导

体平面内,且距两平面的距离分别为h1 与h2,如题3.9图所示。
试求:

 

(1)
 

导体平板所构成的直角区域内任一点的电势和电场强度;
 

(2)
 

每块导体板上的感应电荷面密度及感应电荷量。
 

3.10 两同心薄导体球壳的半径分别为R1 和R2 (R1<R2),外
球壳接地。一点电荷Q 置于两球壳间距球心为d 处。试求大球壳内各点的电势。

3.11 空气中有两个半径分别为a1 与a2 的导体球,两球心的间距为d,且d 比两球

的半径大得多。若球1带电荷Q,然后用细导线将两球相连,试求由球1流入球2的电量及

该导体系统的最终电势。

题3.12图

3.12 整个空间充满介电常数分别为ε1 和ε2 的分布均

匀的两种介质,其分界面为无限大平面。在距此平面为h 处

的对称位置上分别放置点电荷Q1 与Q2,如题3.12图所示。
试求作用在每个点电荷上的力。

3.13 半无界理想导体平板正上方的空气中有一与导体

平板平行且间距为h 的无限长单位线电荷(ρl=1),试求空气

中的格林函数。

3.14 两个点电荷+Q 和-Q 分别位于半径为a 的导体

球直径延长线的对称位置上,距球心为d 且d>a,试证明其镜像电荷是位于球心的电偶极

子,其偶极矩的大小为

p=
2a3Q
d2

  3.15 试求下列电荷分布在远处的电势和电场强度。
(1)

 

沿z轴排列的点电荷+Q、-2Q、+Q,点电荷的间距均为d(线四极子);
 

(2)
 

四个等值的点电荷分别位于边长为a 的正方形的四个顶点上,一对角线的两端各

为+Q,另一对角线的两端各为-Q(面四极子)。

3.16 一块极化介质的极化强度为P(r),根据电偶极子静电势公式,极化介质所产生

的静电势为

φ(r)=∫V

P(r')·R
4πε0R

3 dV'

根据极化电荷密度公式:
 

ρb=-ꩿ'·P(r'),ρSb=en·P(r'),证明:
 

极化介质所产生的电

势的等价地表示为

φ(r)=-∫V

ꩿ'·P(r')
4πε0R

dV'+∮S

P(r')·dS'
4πε0R




